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Estimation de proportions pour petites régions par des méthodes

empiriques de Bayes, a partir de variables ordinales

PATRICK J. FARRELL!

RESUME

La modélisation des réponses ordinales a déja fait ’objet de beaucoup de recherches. Selon certains auteurs, lorsque la
variable de réponses est ordinale, la prise en compte de cette caractéristique dans le modele A estimer devrait accroitre la
performance de ce modele. Dans des conditions ordinales, Campbell et Donner (1989) ont comparé le taux asymptotique
d’erreurs de classification du modele logistique multinomial a celui du modele logistique ordinal d’ Anderson (1984). Ils
ont démontré que ce dernier était assorti d’un taux asymptotique d’erreurs prévisible inférieur a celui du modele logistique
multinomial. Dans le présent article, nous cherchons a comparer la performance d’un modgle logistique ordinal et d’un
modele multinomial pour les réponses ordinales. Toutefois, au lieu de concentrer notre attention sur 1’efficacité de
classification, nous nous attachons a estimer les proportions pour les petites régions. En utilisant un modele logistique
multinomial et un modele ordinal, nous cherchons plus particulierement & adapter I’estimation de proportions pour petites
régions a partir de données binomiales par des méthodes empiriques de Bayes, tel que le suggerent Farrell, MacGibbon et
Tomberlin (1997a), aux variables qui appartiennent a plus de deux catégories de résultats. Les propriétés des estimateurs
fondés sur ces deux modeles sont comparées au moyen d’une simulation au cours de laquelle les méthodes empiriques de
Bayes proposées sont appliquées & des données issues du recensement américain de 1950, afin de chercher a prévoir, pour
des petites régions, les proportions des personnes appartenant aux diverses catégories d'une variable de réponses ordinale
représentant le niveau de revenu.

MOTS CLES: Méthode bootstrap; plan d’enquéte complexe; régression logistique; modeles d’effets aléatoires;

statistiques sommaires sur les petites régions; séries de Taylor.

1. INTRODUCTION

La modélisation des réponses ordinales a fait 1’objet de
beaucoup de recherches (voir Albert et Chib 1993;
Anderson 1984; Crouchley 1995 et McCullagh 1980).
Selon certains auteurs, lorsque la variable de réponses est
ordinale, la prise en compte de cette caractéristique dans le
modele a estimer devrait améliorer la performance de ce
modele. Dans des conditions ordinales, Campbell et
Donner (1989) ont comparé théoriquement le taux asymp-
totique d’erreurs de classification du modele logistique
multinomial a celui du modele logistique ordinal
d’Anderson (1984), démontrant que le modeéle ordinal
présentait un taux asymptotique d’erreurs prévisible plus
bas. Toutefois, dans une simulation subséquente, Campbell,
Donner et Webster (1991) ont démontré que les modeles
ordinaux donnent une classification moins exacte que les
modéles multinomiaux dans toutes sortes de circonstances;
ils en ont conclu que ces modeles ne présentent aucun
avantage lorsque la classification constitue le principal
objectif de I’analyse.

Nous cherchons également, dans le présent article, a
comparer la performance d’un modele logistique ordinal et
d’un modele multinomial pour les réponses ordinales.
Toutefois, au lieu de concentrer notre attention sur
I’efficacité de la classification, nous nous attachons a
estimer les proportions pour les petites régions.

L’estimation des paramétres d’une petite région est un
probléme d’échantillonnage d’une population finie qui a
déja fait I’objet d’énormément d’attention. Ghosh et Rao
(1994) proposent un excellent tour d’horizon de ces
recherches. Ils démontrent que lorsqu’on les utilise en
guise de solution de compromis entre 1’estimateur synthé-
tique et 1’estimateur direct, les estimateurs fondés sur les
méthodes empiriques ou hiérarchiques de Bayes ne sont pas
exposés aux biais importants parfois associés a I’estimateur
synthétique (voir Gonzales 1973); ils ne sont pas non plus
aussi variables qu’un estimateur direct. Farrell, MacGibbon
et Tomberlin (1997a) arrivent a une conclusion semblable
a la suite d’une étude des méthodes empiriques de Bayes
pour I’estimation de proportions pour une petite région a
partir d’une variable de résultats bindmiale.

Malgré les nombreux travaux qui ont cherché a prévoir
les proportions pour petites régions & partir de variables de
réponses bindmiales (voir Dempster et Tomberlin 1980;
MacGibbon et Tomberlin 1989; Farrell 1991; Farrell et coll.
1997a; Malec, Sedransk et Tompkins 1993; Stroud 1991 et
Wong et Mason 1985), on s’est trés peu intéressé a
I’estimation des proportions fondées sur les variables de
réponses appartenant 2 plus de deux catégories de résultats.
Dans le présent article, nous adaptons la démarche
empirique de Bayes utilisée par Farrell et coll. (1997a), a de
telles variables en fondant nos estimations sur des modeles
logistiques multinomial ou ordinal. Pour comparer les
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estimations des proportions pour petites régions fondées sur
une variable ordinale en utilisant un modele multinomial ou
ordinal, nous appliquons les méthodes empiriques
proposées par Bayes a des données issues du recensement
américain de 1950 afin de prédire, pour une petite région
donnée, la proportion des personnes appartenant aux
diverses catégories d’une variable de réponses ordinale
représentant le niveau de revenu.

Ce genre d’estimation pose de nombreux problemes sur
lesquels il convient de se pencher. On peut mentionner en
particulier la sélection des variables explicatives pour le
modele, les diagnostics du modele, le plan de sondage et les
propriétés des estimateurs utilisées. Par exemple, parmi les
diagnostics pour les modeles multinomial et ordinal figurait
une évaluation de I’ajustement du modele fondée sur les
valeurs. Farrell (1991) a proposé une description de ce
diagnostic et d’autres diagnostics. Les résultats ne sem-
blaient pas indiquer une absence d’ajustement pour I’'un ou
I’autre des modeles. Dans la présente étude, nous cherchons
surtout a déterminer les propriétés des estimateurs
empiriques de Bayes pendant I’ utilisation répétée du plan
de sondage a I’aide d’une simulation. Pour de nombreux
spécialistes d’enquétes, de telles propri€tés revétent une
importance primordiale.

On reproche notamment aux méthodes empiriques de
Bayes d’utiliser des estimations d’intervalles qui ne donnent
pas le niveau souhaité de couverture puisque I’incertitude
qui découle de I’obligation d’estimer les paramétres de la
distribution antérieure n’est pas prise en compte. Dans la
présente étude, nous avons recours comme le suggerent
Laird et Louis (1987) aux méthodes bootstrap pour
I’ajustement d’estimations naives de l’exactitude. Par
ailleurs, Prasad et Rao (1990) ont mis au point une méthode
qui tente de «capturer» |’incertitude qui n’est pas prise en
compte par les estimations naives. Cette méthode a été
congue pour trois modeles linéaires spécifiques contenant
des effets aléatoires, mais Cressie (1992) a déterminé
certaines situations ou elle pourrait étre appropri€. 1l
importe en particulier de souligner que les résultats obtenus
doivent obéir 4 une distribution normale.

L’estimation par des méthodes empiriques de Bayes
fondée sur un modele logistique multinomial ou ordinal est
décrite ala section 2. L’étude de simulation visant & comparer
les modeles logistiques multinomial et ordinal pour les
réponses ordinales est décrite i la section 3. Nos observations
et nos conclusions sont présentées a la section 4.

2. METHODES D’ESTIMATION

Imaginons une caractéristique d’intérét pour une
petite région discréte comportant M résultats possibles.
L’indice m permet d’identifier les catégories, on
m=1,.,M-1 et m*=1,.,M. En outre, les lettres
minuscules et majuscules soulignées désignent des vecteurs
tandis que les lettres majuscules en caractéres gras
représentent des matrices.

Les méthodes d’estimation sont illustrées dans un plan
d’échantillonnage a deux degrés ou les sujets sont choisis

a partir de régions locales présélectionnées. Ainsi, les
régions locales constituent les primaires unités d’échan-
tl}lonnage. DeS}gflons par p,,. la proportion de_s personnes
vivant dans la i-ieme région locale qui appartiennent a la
catégorie m* de la variable de réponses. On obtient alors

Eyym i’

ol y;,. estégal 20 ou a 1, selon que la j-ieme personne de
la région locale i appartient a la catégorie m * de la carac-
téristique d’intérét et N, désigne la taille de la population de
la i-iéme région locale.

La méthode utilisée par Farrell et coll. (1997a), pour
estimer les proportions pour petites régions en se fondant
sur les variables de résultat bindmiales est adaptée ici pour
permettre I’estimation de p, ,. Cette méthode s’inspire de
la démarche explicitement fondée sur la modélisation
proposée par Dempster et Tomberlin (1980). Désignons
par @, L la probabilité que la j-ieéme personne appartenant
a la ifieme reglon locale appartienne a la catégorie m ™ de
la variable de réponses. Dans ce cas, selon Royall (1970),
la valeur p, , de I’équation (2.1) est estimée par

(Zy,,,,, LDIN # )/N

Jjes’

2.1

2.2)

oll S représente ’ensemble des n, personnes échan-
tillonnées dans la région locale 7, et S” désigne I’ensemble
des personnes appartenant 2 la région locale 7 non incluses
dans ’échantillon. Il nous reste maintenant & déterminer les
valeurs de #, e Pour obtenir ces estimations, on utilise des
modeles de regress1on logistique afin de décrire les proba-
bilités associées aux membres de la population.

Dans un modgle logistique multinomial, les valeurs =,
sont décrites comme suit:

ijm+

log(x,,

ijm

ITp) = X0 B, + 8y
2.3)
§i ~i.i.d. Normal (0, D),

ol ST @ppr o S 1= 1, 0 I, et D désigne une matrice
de covarlance inconnue. Dans ce modele, X, est un
vecteur des variables exphcatwes a effets fixes, le vecteur ﬁ
contient les paramétres 2 effets fixes associés a la m- ieme
catégorie de la variable d’intérét et §, désigne un effet
aléatoire 2 distribution normale associé a la m-itme
catégorie de la caractéristique d’intérét dans la i-ieme
région locale. Le vecteur X peut inclure des covariables
tant au niveau individuel qu’au niveau agrégé. Pour les
plans de sondage comportant plus de deux étapes, un
modele analogue contiendrait les effets aléatoires pour les
unités d’échantillonnage a chaque stade, a 1’exclusion du
stade final.

A noter que le modele indiqué en (2.3), contrairement a
un modgle semblable proposé par Malec et coll. (1993), ne
contient pas de termes d’interaction entre les effets de la
région locale et les variables explicatives a effets fixes.
Toutefois, les termes permettant de tenir compte d’une telle
interaction seraient inclus s’ils étaient jugés nécessaires.
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Pour obtenir les estimations de Bayes des parameétres du
modele, on attribue des valeurs quelconques aux paramétres
inconnus de la distribution des effets aléatoires. Désignons
par )1 = y1s - Yy UN vecteur du jj-ieme sujet échan-
tillonné ot la composante associée a la catégorie de variable
de résultats a laquelle cette personne appartient a une valeur
de un. Les entrées qui restent sont égales 4 zéro. Si Y est
une matrice dont les rangs sont désignés par yT, les
données seront alors distribuées comme suit:

fY|B,8 )aH AL A

ou B’ =g/r, .. ﬁM D et ST (ST 87). Si une distribution
uniforme est précisée pour les effets fixes, la distribution
des parametres devient f(B,8,|D ) « exp(- 1/2§CTDC§C), ol
D =diag(D,D,..,D). La distribution combinée des
données et des paramétres est déterminée en utilisant
fY]B,8,) et f(B,5.|D,), et utilisée par la suite pour
obtenir la distribution postérieure des paramétres.
Malheureusement, il est impossible de dériver une forme
fermée de cette distribution postérieure a cause du caractére
insoluble de I’intégration requise pour obtenir la distribu-
tion marginale de ¥. Une méthode d’intégration stochas-
tique comme celle de I’échantillonnage de Gibbs (voir
Zeger et Karim 1991) représenterait une solution possible.
Ripley et Kirkland (1990) indiquent qu’une telle démarche
présenterait notamment 1’inconvénient de nécessiter des
calculs intensifs et de laisser planer des incertitudes quant
au moment ou le processus d’échantillonnage parvient a
I’équilibre. Comme le temps de calcul est une préoccu-
pation particuliere de la simulation examinée a la section 3,
nous ne nous y attarderons pas plus avant ici. Par ailleurs,
Breslow et Clayton (1993) mentionnent qu’on peut toujours
envisager des méthodes simples et approximatives.
Beaucoup de chercheurs ont démontré qu’une approxi-
mation normale multivariée de la distribution postérieure
donne d’excellents résultats en pratique (voir Farrell et coll.
1997a; Laird 1978; Tomberlin 1988 et Wong et Mason
1985). Breslow et Lin (1995) rappellent toutefois qu’une
telle méthode pourrait donner des estimations incohérentes
pour les parametres a effets fixes. Ainsi, si p, , doit étre
fondé sur des estimations des effets fixes obtenues de cette
facon, la méme mise en garde risquera de s’appliquer en ce
qui a trait a la cohérence de p,,, pour I’estimationde p, ..

Selon Farrell et coll. (1997a), une distribution normale
multivariée dont la moyenne correspond au mode et dont la
matrice de covariance est égale a I’inverse de la matrice
d’information évaluée au mode représente une approxi-
mation de la distribution postérieure des paramétres. La
matrice d’information dont il est question ici est simplement
la deuxiéme dérivée de la distribution postérieure calculée
parrapporta B eta 8 Lorsque des valeurs sont précisées
pour les parametres Inconnus de la distribution des effets
aléatoires, le mode et la matrice de covariance qui en
découlent constituent un ensemble initial d’estimations des
parametres du modele. Les estimations empiriques de
Bayes sont alors obtenues en utilisant I’algorithme EM
décrit par Dempster, Laird et Rubin (1977) afin de détermi-

129

ner les estimations des paramétres de la distribution des
effets aléatoires. L’algorithme converge rapidement, en
quelques minutes seulement en temps réel. Pour en savoir
plus sur la fagon d’obtenir les estimations empiriques de
Bayes pour un modele fondé sur un plan d’échantillonnage
a deux degrés et une variable de réponses bindmiale, voir
MacGibbon et Tomberlin (1989).

Les estimations empiriques de Bayes des parametres du
modele sont utilisés en (2.2) pour déterminer p, .. Pour
élaborer une expression correspondant & I’incertitude de
Dime» ON présume que la valeur N, est connue. Comme la
démarche utilisée est fondée sur un modele et qu’elle est
prédictive par nature, I’incertitude entourant p, . découle
unlquement duterme Y&, ;leterme}’ Vijms @ UNE van'ance
de z€ro. Ainsi, 'erreur quadrathue moyenne de p,,, €
tant que prédicteur de p, . peut étre estimée comme su1t.

A~ ~ E, ﬁij’" v E Tc’l”‘
REQM(p,,.) = Var | &£ + &5
N, N}

1

%) (2.4)

Pour les régions locales échantillonnées ot n, est plus
grand que z€ro, le premier terme de (2.4) estde 'ordre de 1/n,
tandis que le second est de I’ordre de 1/N. Dans cette
étude, I’ approximation de I’erreur quadratique moyenne de 5,
est fondée sur le premier terme uniquement, lequel donne
une approximation utile a condition que N, soit grand
comparativement a »n. Pour les régions locales non
échantillonnées, le premier terme de (2.4) est de I’ordre de
1; il domine donc toujours le second terme.

Pour estimer I'incertitude de p, ., qui est exprimée sous
forme de fonction non linéaire des estimateurs des effets
fixes et aléatoires, I’expression de p, . est linéarisée par
développement en une série de Taylor multivariée de
premier ordre autour des valeurs réalisées des effets fixes et
aléatoires. La variance de P'expression qui en découle,
désignée par Var(pm ), est assimilée a une estimation de
I'incertitude de p, .. Farrell et coll. (1997a), fournissent des
informations détaillées sur le développement des séries de
Taylor pour une variable de résultats bindmiale.

Lorsque les micro-données de population pour les
variables auxiliaires ne sont pas disponibles, il est impos-
sible de déterminer p, ., avec (2.2). Pour les modeles non
linéaires comme (2.3), la prédiction n’est pas directe dans
une telle situation. Toutefois, un estimateur de rechange de 5, .,
P,,.. par exemple, qui nécessite uniquement des statistiques
sommaires de la région locale (un vecteur de la moyenne et
une matrice de covariances de la population finie) tant pour
les variables continues que pour les variables nominales
peut étre obtenu en adaptant la démarche proposée par
Farrell, MacGibbon et Tomberlin (1997b) aux fins de la
réalisation de cet objectif lorsqu’on cherche 2 estimer les
parametres bindmiaux des petites régions. Ce méme
développement des séries de Taylor qu’on a utilisé pour
estimer I’exactitude dep, . peut étre employée pour obtenir
une mesure de Iincertitude dans le cas de DPim Var(p

lm+)
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La méthode décrite dans la présente section peut
également servir a élaborer des estimations ponctuelles et
des estimations d’intervalles pour les proportions de petites
régions fondées sur p, , et p,, ., lorsqu’on utilise un modele
ordinal. Dans la présente étude, nous proposons un modele
A effets fixes et aléatoires pour la valeur de ©, . fondée sur
le modele ordinal proposé par McCullagh (1980):

log nij1+ .t nijm

= -X'g+3, ,
T BOm —,-jﬁ im

Tiom+y* T Ty (2.5)

8 ~ iid. Normale (Q,D).

X. contient les valeurs des variables
explicatives des effets fixes pour le jj-ieme sujet, tandis que
représente un vecteur des parametres des effets fixes. Il
existe un terme constant, B, qui est associé a la m-iéme
catégorie de variables de réponses. On présume ici encore
que les effets aléatoires ont une distribution normale. Il
convient de noter que le modele (2.5) exige en particulier
que la restriction By, .1y = By 2 8, = Bjgmur) S€ réalise pour
que m,.,>0. Nous revenons en détails sur cette
contrainte a la section 3.

La démarche choisie pour donner 1’approximation de
I'incertitude en p, , et p,. . lorsque m. . est fondé sur la
formule (2.3) ou 1 (2.5) peut étre qualifiée de naive, puisque
Var(p,,,) et Var(p,,) ne tiennent pas compte de
Iincertitude qui découle de I’estimation des parametres de
la distribution des effets aléatoires. Ainsi, les /es\timations
d’intervalles pour p,,. qui sont fondées sur Var(p,, ) et
Var(p,,,) sont typiquement trop courtes. On a proposé de
nombreuses méthodes pour corriger ce probléme (voir
Carlin et Gelfand 1990; et Laird et Louis 1987). Dans la
présente étude, la méthode bootstrap de type III proposée
par Laird et Louis (1987) sert a ajuster les mesures
d’incertitude obtenues par D’estimation naive. Cette
méthode est décrite par Farrell et coll. (1997a), pour une
variable de résultats bindmiale. Elle peut étre adaptée a
(2.3) ou & (2.5), et s’applique peu importe que I’estimation
soit fondée sur g, , ousur g, ..

La méthode exige qu’un certain nombre d’échantillons
bootstrap, N, soient générés pour un ensemble particulier
de données. Supposons que 1’estimation de la proportion
pour la petite région doive étre fondée sur g, .. Pour le
b-ieme échantillon bootstrap, on obtient une estimation
By, POUr p, - fondée sur (2.3) ou (2.5) en méme temps
qu’'une estimation naive de la variabilit¢ de P,
S ~ et )
Var (Boim,) Les valeurs gy, et Var (py,.) sont déter-
minées pour chacun des N échantillons bootstrap, et
servent 2 calculer une estimation de la variabilité associ€e
a p,,. et ajustée selon la méthode bootstrap:

Le vecteur X,

oS A . A (B
~(B E Var(pbim’) E (pbim"—pifn"})z
Var” () = .2 :

N, N, -1

;p\bim*

~(B) _

im N
B

Il convient de noter que méme si les sujets ne sont pas
choisis par échantillonnage aléatoire simple sans remise,
dans la présente étude, les données de sondage n’ont pas €té
pondérées. Toutefois, en pratique, les poids attachés a un
enregistrement varieront en fonction de caractéristiques du
plan de sondage telles que la non-réponse différentielle et
la répartition en grappes. Dans la présente étude, les
modeles tiennent compte des effets de ces caractéristiques.
De plus amples recherches seront nécessaires pour
déterminer qu’elles sont les incidences sur la méthode
bootstrap de I’incorporation dans les modeles de poids liés
aux sondages.

3. EXEMPLE PRATIQUE

On a procédé a une comparaison des estimations de
proportions pour petites régions fondée sur des modeles
logistiques multinomial ou ordinal en utilisant une étude de
simulation ot la variable de réponses était ordinale.
L.’ensemble de données est fondé sur un échantillon de 1 %
prélevé 2 méme le recensement américain de 1950 (United
States Bureau of the Census 1984). On utilise les données
fondées sur le recensement de 1950 puisqu’il s’agit d’un
échantillon de micro-données accessible au public et que
aucun des recensements plus récents n’est disponible sous
cette forme. Ainsi, les résultats examinés ci-aprés pour les
modeles multinomial ou ordinal sont obtenus en utilisant
des variables explicatives pour chaque sujet a I’intérieur
d’une région locale. Pour un examen détaillé des difficultés
rencontrées dans la recherche des micro-données, voir
Bethlehem, Keller et Pannekoek (1990).

L’application envisagée est I’estimation de la proportion
des personnes vivant dans une région locale donnée
correspondant & chacune des trois catégories de variables de
résultats ordinales représentant le revenu personnel total, ou
la région locale correspond typiquement a un Etat. Cette
variable englobe toutes les sources de revenu, y compris les
salaires, les revenus d’affaires et les revenus nets provenant
d’autres sources. Les catégories utilisées sont celles des
personnes a faible revenu (moins de 2 500%), a revenu
moyen (2 500$ 2 moins de 10 000$) ou a revenu élevé
(10 000$ et plus) en 1949. Ainsi, m = 1 pour les personnes
a faible revenu (catégorie 1), m =2 pour les personnes a
revenu moyen (catégorie 2) et m = 3 pour les personnes a
revenu élevé (catégorie 3). Les modeles multinomial et
ordinal ont chacun été utilisés pour obtenir des estimations
ponctuelles et des estimations d’intervalles dans 42 régions
locales. Vingt de ces régions ont été échantillonnées. Il
convient de noter que les personnes sans revenu ont €té
incluses dans la catégorie 1. On aurait pu, en guise de
solution de rechange, procéder en deux étapes: d’abord
avec un modele logistique de la probabilité d’un revenu
différent de zéro, et ensuite avec un modeéle multinomial ou
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ordinal de la catégorie de revenu conditionnel a un revenu
différent de zéro.

En pratique, les données historiques sont souvent
disponibles aux fins de la planification des enquétes. Par
exemple, la sélection des variables aux fins des prédictions
du modele pourrait étre fondée sur les données des
recensements antérieurs. Pour simuler cette situation, un
échantillon aléatoire de 2 000 sujets a été tiré de I’échan-
tillon de 1 %. Les variables pour la prédiction du modele
ont été déterminées en appliquant une méthode de régres-
sion logistique par degrés; il s’agissait de ’age, du sexe et
de la race (blancs, noirs ou autres).

Ainsi, les modeles multinomial et ordinal utilisés dans la
présente étude incluaient quatre variables individuelles
explicatives pour 1’4ge, le sexe et la race (deux variables
indicatrices étaient requises pour coder les diverses races).
Toutefois, ils comprenaient également quatre variables de
la région locale représentant 1’dge moyen, la proportion
d’hommes, la proportion de blancs et la proportion de noirs.
Peu importe le modele retenu, ces variables au niveau de la
région locale sont nécessaires. En effet, lorsqu’elles sont
exclues, on observe que plus la valeur attendue de 5, ,
augmente, plus le biais augmente également, passant d’une
grande valeur négative a une grande valeur positive.
L’inclusion de covariables appartenant au niveau du
domaine élimine cette corrélation. En conséquence, puisque
les variables de la région locale sont également incluses
dans les modeles, le modele multinomial contient 18
paramétres des effets fixes (deux pour chacun des niveaux
individuels et des variables explicatives de la région locale,
et deux termes constants) et 40 effets aléatoires (deux pour
chacune des 20 régions locales échantillonnées), tandis que
le modele ordinal contient dix parametres des effets fixes
(un pour chacune des variables explicative des niveaux
individuel et régional et deux termes constants) et 40 effets
aléatoires (deux pour chacune des 20 régions locales échan-
tillonnées). Pourune étude détaillée comparant les modeles de
régression logistique pour]’estimation des proportions pour
petites régions avec ou sans covariables du domaine et qui
utilisent des données bindmiales, voir Farrell et coll. (1997a).

Les données servant a 1’estimation des proportions de
sujets de chacune des régions locales appartenant aux
diverses catégories de revenu ont été obtenues a partir de
I’échantillon de 1 % a ’aide d’un plan d’échantillonnage
autopondéré a deux degrés. Au premier degré, 20 des
42 régions locales ont été choisies sans remise, avec
probabilité proportionnelle a la taille (PPT). La méthode
utilisée pour choisir ces régions locales était en fait la
méthode d’échantillonnage systématique aléatoire avec PPT
(voir Kish 1965, p. 230). A la seconde étape, 50 sujets ont
été choisis au hasard dans chacune des régions locales.
Cinq cent échantillons ont ainsi été tirés a 1’aide de ce plan
a deux degrés. Toutefois, on n’a pas procédé a I’échantil-
lonnage répété au stade de la sélection des régions locales.
Ainsi, les 500 échantillons ont été tirés des 20 mé€mes
régions locales. Pour ces 20 régions, les proportions
moyennes par région locale pour les catégories 1, 2 et 3 des
niveaux de revenu sont 0,7142, 0,2260 et 0,0598.
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Il convient de noter que pour le modele ordinal, la
contrainte By, - By, > 3, - §,, doit étre respectée pour que
T,20 Une vérification de cette contrainte pour chacun
des 500 échantillons a ’aide des estimations des termes
constants et des effets aléatoires a permis de vérifier qu’elle
était respectée dans tous les cas. En fait, on a découvert que
pour chacun des 500 échantillons tirés, la différence
observée dans les estimations des termes constants était
toujours positive, supérieure d’au moins deux ordres de
grandeur a la majorité des différences absolues des estima-
tions des effets aléatoires, et supérieure d’un ordre de
grandeur a la totalit€ d’entre elles. Ainsi, les termes
constants dans le modéle dominent les effets aléatoires.

Pour comparer les propriétés des estimateurs des pro-
portions dans les petites régions sur une série de répétitions
du plan de sondage, pour chacun des 500 échantillons
choisis, les valeurs p. ,@(ﬁ ), et Var® )(ﬁ. ) associées

m+ m+ m+
2 chaque niveau de revenu ont été obtenues pour chaque
région locale, échantillonnée ou non, a I’aide des modeles
multinomial et ordinal. Pour chaque modele, les estimations
de Var(p, ,) et Var(B}(ﬁW) ont servi respectivement a
établir des intervalles de confiance symétriques (95 %),
naifs ou ajustés par la méthode bootstrap, de la distribution
empirique de Bayes. Les estimations de Var'® ’(ﬁiw) ont
été obtenues a P'aide de la méthode bootstrap afin de
générer 100 échantillons bootstrap pour chacun des 500
échantillons de simulation.

Il convient de noter que pour le modele ordinal, la
contrainte By, - B,, > 8, - §,, doit également étre respectée
dans la méthode bootstrap pour les effets aléatoires générés
a partir d’une distribution estimée; la création des
échantillons bootstrap risquerait autrement de donner des
estimations négatives pour certaines des probabilités = . .
Tout au long de la simulation pour I’application examinée
ici, aucune probabilité négative n’a été relevée lors de
I’utilisation de la méthode bootstrap. Une des méthodes
envisageables pour I’évaluation de la vraisemblance des
probabilités négatives pendant 1’application de la méthode
bootstrap consiste a considérer le rapport de la différence
[:302 - f}m sur I’écart-type antérieur estimé de la différence

-, Ce rapport a été déterminé pour chaque région
locale échantillonnée dans chacun des 500 échantillons de
simulation tirés. La moyenne de ce groupe entier de
rapports était 6,8, et aucun n’était inférieur 4 5,8. Ainsi, on
a déterminé que la différence B, - B,, était toujours au
moins 5,8 fois plus grande que I’écart-type estimé de la
différence 3“ - 8i2‘ On pourrait ainsi empiriquement
conclure que lorsque le ratio décrit ci-dessus est d’au moins
3, il est hautement improbable que la méthode bootstrap
conduise a des probabilités négatives.

Nous présentons au tableau 1 les statistiques sommaires
moyennes des 500 échantillons de simulations obtenus pour
les modeles multinomial et ordinal sur ’ensemble des
régions locales échantillonnées pour chacune des trois
catégories de revenu. Une étude de la stabilité de ces
statistiques a été réalisée en examinant comment elle
changeait sous 'effet de la prise d’échantillons supplémen-
taires. Seuls des changements minimes ont été observés
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apres 150 échantillons supplémentaires. Le tableau 1 com-
prend les statistiques sommaires obtenues pour les 200
premiers échantillons (entre parenthéses) pour fins de
comparaison.

Pour chacune des catégories de revenu, deux statistiques
sommaires présentées au tableau 1 ont été évaluées pour
comparer le biais dii au plan de sondage de p, , pour les
modeles multinomial et ordinal, le biais moyen de p, , etle
biais absolu moyen de p, ,. Le biais moyen correspond
simplement a la moyenne pour 1’ensemble des régions
locales échantillonnées des différences obtenues lorsque la
proportion réelle, p, ., pour la i-ieme région locale est
soustraite de l’estimation ponctuelle moyenne pour la
région sur les 500 échantillons de simulation. Le biais
absolu moyen est défini d’une fagon similaire, mais en
utilisant cette fois la valeur absolue de chaque différence.
D’une maniere générale, les résultats obtenus pour ces deux
statistiques sommaires étaient légerement meilleurs dans le
cas du modele ordinal, sans égard a la catégorie de revenu
examinée. Toutefois, le modeéle multinomial a laissé voir
un biais moyen quelque peu plus faible pour p, ., pourla
catégorie des personnes a faible revenu.

Pour chaque région locale échantillonnée, les valeurs
empiriques la racine carrer de I’erreur quadratique moyenne
(REQM) ont été calculées pour les 500 échantillons de

Farrell: Estimation de proportions pour petites régions par des méthodes empiriques de Bayes

simulation avec chacun des deux modeles et chacune des
trois catégories de revenu. Pour chaque combinaison de
modele et de niveau de revenu, les valeurs empiriques
appropriées de la REQM ont été calculées pour I’ensemble
des régions locales échantillonnées, pour donner les valeurs
empiriques moyennes de la REQM présentées au tableau 1.
Ici encore, le modele ordinal donne une performance
légerement meilleure pour 1’ensemble des trois catégories
de revenu.

Pour examiner la réduction de la valeur empirique de la
REQM lorsqu’on utilise une estimation fondée sur la
modélisation au lieu d’une méthode classique de conception
non biaisée, on a calculé les valeurs empiriques moyennes
de la REQM analogues a celles du tableau 1 fondées sur les
500 échantillons, en utilisant les proportions observées des
€chantillons de régions locales au lieu de p, ,. Les valeurs
empiriques moyennes de la REQM obtenues étaient
sensiblement plus grandes (0,0617, 0,0564 et 0,0311 pour les
catégories a revenu faible, moyen et élevé respectivement) que
celles fondées sur p, | et ce, pour les deux modeles.

Le tableau 1 comprend également des statistiques
sommaires portant sur ’ensemble des régions locales
échantillonnées et qui mettent en rapport les mesure naive
et celles obtenues par la méthode bootstrap de la variabilité
de p, .,ainsique la valeur empirique moyenne de la REQM.

Tableau 1
Statistiques sommaires moyennes fondées sur 500 échantillons de simulation pour les modgles logistique multinomial et ordinal, sur
I’ensemble des petites régions échantillonnées pour chacune des catégories de revenu. Les statistiques sommaires moyennes obtenues pour
les 200 premiers échantillons de simulation sont indiquées entre parenthéses, pour fins de comparaison

Faible revenu

Revenu moyen Revenu €leve

Moyenne

Multinomial Ordinal Multinomial Ordinal Multinomial Ordinal
Biais de 5 -0,0004 -0,0005 -0,0007 -0,0004 0,0011 0,0009
Pim+ (-0,0004) (-0,0006) (-0,0006) (-0,0003) (0,0010) (0,0009)
Biais absolu de 5 0,0076 0,0051 0,0089 0,0048 0,0108 0,0074
Pim+ (0,0078) (0,0055) (0,0085) (0,0046) (0,0106) (0,0073)
.. 0,0479 0,0467 0,0417 0,0401 0,0236 0,0231
REQM empirique (0,0483) (0,0469) (0,0414) (0,0402) (0,0233) (0,0229)
Biais relatif de -0,1192 -0,1125 -0,1273 -0,1180 -0,1524 -0,1376
—— (-0,1197) (-0,1128) (-0,1276) (-0,1186) (-0,1521) (-0,1372)
Var(p,,.)
Biais relatif absolu de 0,1192 0,1125 0,1273 0,1180 0,1524 0,1376
W) (0,1197) (0,1128) (0,1276) (0,1186) (0,1521) (0,1372)
ar im+-
Biais relatif de -0,0275 -0,0173 -0,0309 -0,0204 -0,0391 -0,0273
7 (-0,0272) (-0,0173) (-0,0314) (-0,0207) (-0,0393) (-0,0269)
Var (ﬁim+)
Biais relatif absolu de 0,0294 0,0227 0,0349 0,0263 0,0450 0,0353
W(ﬁ—) (0,0290) (0,0228) (0,0343) (0,0265) (0,0446) (0,0347)
ar im+-
.. 91,35 91,91 91,19 91,78 90,67 91,26
Taux de couverture naif (91,325) (91,875) (91,225) (91,750) (90,650) (91,300)
Ecart absolu de la couverture naif par 3,65 3,09 3,81 3,22 4,33 3,74
rapport au taux nominal de 95 % (3,675) (3,125 (3,775) (3,250) 4,350) (3,700)
N 94,44 94,75 94,37 94,68 93,91 94,40
Taux de couverture ajusté (94,400) (94,775) (94,350) (94,650) (93,925) (94,375)
Ecart absolu de la couverture ajusté par 1,58 1,43 1,71 1,50 1,91 1,62
rapport au taux nominal de 95 % (1,600) (1,425) (1,725) (1,525) (1,900) (1,650)
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Pour chaque catégorie de revenu, le biais relatif moyen et le
biais relatif absolu moyen de la racine carrée de Var(p, ),
utilisés a titre d’estimation de la valeur empirique de la
REQM, sont présentés au tableau 1 pour les modeles
multinomial et ordinal. Le biais relatif moyen correspond
simplement a la moyenne, pour I’ensemble des régions
Jlocales échantillonnées, des valeurs obtenues lorsque la
différence découlant de la soustraction de la valeur
empirique de la REQM pour la i-igme région locale de la
valeur moyenne de la racine carrée de Var(p, ) pour cette
région, répétée pour 1’ensemble des 500 échantillons de
simulation, est divisée par la valeur empirique de la REQM.
Le biais absolu moyen est défini d’une fagon analogue,
mais en utilisant cette fois la valeur absolue de chaque
différence. Le tableau présente également les moyennes
semblables correspondant aux mesures ajustées par la
méthode bootstrap de la variabilité Var'” )(ﬁim+). Pour les
modeles logistiques multinomial et ordinal, le biais relatif
moyen et le biais relatif absolu moyen des estimations de la
variabilité ajustées par la méthode bootstrap sont sensi-
blement plus faibles que leurs contreparties obtenues par la
méthode naive pour ’ensemble des trois catégories de
revenu. En outre, ces statistiques sommaires de la moyenne
ajustée par la méthode bootstrap sont toutes tres petites, ce
qui porte & conclure que les estimations de la variabilité
ajustée par la méthode bootstrap peuvent prendre en compte
la majeure partie de I’incertitude qui découle de I’utilisation
d’une estimation de la distribution des effets al€atoires.

Pour chaque région locale échantillonnée, les taux de
couverture naifs et ajustés par la méthode bootstrap, fondés
sur des estimations par intervalles de confiance a 95 %, ont
été calculés pour plus de 500 échantillons avec chacun des
deux modeles et chacune des trois catégories de revenu.
Pour I’ensemble des combinaisons de catégorie de revenu
et de modgle, les taux de couverture ajustés par la méthode
bootstrap pour les régions locales individuelles variaient de
92,2 297,6 %. Puisque la borne approximative pour I’erreur
de Monte Carlo est 3 /(0,96)(0,05)/500, ou 0,029, tous les
taux de couverture ajustés par la méthode bootstrap se
trouvent en-deca de 3 écarts-types de 95 %.

Pour chaque combinaison de modele et de catégorie de
revenu, on a calculé la moyenne des taux de couverture
appropriés sur I’ensemble des régions locales échantil-
lonnées pour obtenir les taux moyens naifs et ajustés par la
méthode bootstrap présentés au tableau 1. On peut tirer de
ces résultats un certain nombre d’observations valables
pour chacune des catégories de revenu. Pour les modeles
multinomial et ordinal, les taux de couverture moyens pour
les intervalles ajustés par la méthode bootstrap sont
beaucoup plus prés du taux nominal de 95 % que ceux
associés aux intervalles naifs. Toutefois, les taux de
couverture moyens naifs et ajustés par la méthode bootstrap
pour le modele ordinal sont légerement meilleurs que leurs
contreparties du modele multinomial. C’est ce que 1’on
observe également pour 1’écart absolu moyen des deux
catégories de taux de couverture par rapport au taux
nominal de 95 %. L’écart absolu moyen des taux de
couverture naifs par rapport au taux nominal de 95 %
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correspond simplement & la moyenne, pour I’ensemble des
régions locales échantillonnées, des valeurs absolues de la
différence obtenue lorsqu’on soustrait le taux nominal de
95 % des taux de couverture naifs pour les régions locales
échantillonnées sur ’ensemble des 500 échantillons de
simulation. 1’écart absolu moyen des taux de couverture
ajustés par la méthode bootstrap par rapport au taux
nominal de 95 % est défini d’une maniere analogue.

Vingt-deux des régions locales n’ont pas été échan-
tillonnées. On a également obtenu pour ces régions des
estimations de la proportion des sujets appartenant a
chacune des catégories de revenu a 1’aide des modeles
multinomial et ordinal. Les résultats obtenus étaient
semblables & ceux des régions locales échantillonnées.
Toutefois, la performance des modeles s’est détériorée
quelque peu puisque les régions locales non échantillonnées
constituent un échantillon restant. Pour une évaluation
détaillée des résultats correspondant aux régions locales
non échantillonnées, voir Farrell et coll. (1997a).

On a également comparé les estimations pour les
3 catégories de revenu fondées sur les micro-données, p, .,
a celles fondées sur les statistiques sommaires des régions
locales, p,,., pour chacun des modeles. Pour les deux
modeles, les résultats obtenus pour g, , étaient heureuse-
ment proches de ceux obtenus a I’aide de p,, ,, méme si
ceux obtenus pour g, . étaient Iégérement meilleurs. Farrell
et coll. (1997b) ont obtenu des résultats semblables en
procédant a une comparaison détaillée de p, , et de p
pour une variable de résultats bindmiale.

im+

4. CONCLUSION

En utilisant des modeles logistiques multinomial et
ordinal, on a adapté la démarche empirique de Bayes
proposée par Farrell et coll. (1997a) a I’estimation des
proportions de petites régions a partir des données de
résultats bindmiales afin de prendre en compte les variables
appartenant & plus de deux catégories. On a ainsi déterminé
que la performance de la méthode est maintenue pour les
données de résultats appartenant a des catégories multiples.

Pour comparer les estimations des proportions pour
petites régions fondées sur une variable ordinale a I’aide
des modeles logistiques multinomial et ordinal, on a
appliqué les méthodes empiriques de Bayes fondées sur ces
deux modeles a des données issues du recensement
américain de 1950 en cherchant a prédire, pour une petite
région, la proportion des personnes appartenant a diverses
catégories d’une variable de réponses ordinale représentant
le niveau de revenu. Les estimations fondées sur le modele
ordinal ne sont que légérement meilleures en ce qui a trait
au biais du plan de sondage, a 1a REQM empirique et aux
taux de couverture. En outre, le modele logistique ordinal
se distingue particulierement par le fait que la contrainte
Bom-1y = Bom 2 '6,.," = 8., doit &tre respectée pour que
Tyomeny 2 0- Puisque les résultats des modeles multinomial
et or&inal sont trés semblables, on pourrait utiliser un
modele multinomial pour I’estimation des proportions de
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petites régions en s’appuyant sur les variables de résultats
ordinales lorsqu’on a des raisons de craindre que

Putilisation d’un modele ordinal n’aboutisse & des
estimations négatives pour certaines de ces probabilités.
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