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Stratification a posteriori en un grand nombre de catégories
par régression logistique hiérarchique

ANDREW GELMAN et THOMAS C. LITTLE!

RESUME

La stratification a posteriori est une méthode appliquée couramment pour tenir compte de 1’inégalité des probabilités
d’échantillonnage et de la non-réponse lors des enquétes par sondage. Cette méthode consiste 4 subdiviser la population
en plusieurs catégories, a estimer la répartition des réponses dans chaque catégorie, puis, a donner & chaque catégorie un
poids proportionnel & sa taille dans la population. Nous considérons la stratification a posteriori comme un cadre de
référence général englobant de nombreux scénarios de pondération utilisés dans le domaine de I’analyse d’enquéte
(consulter Little 1993). Nous construisons un modele de régression logistique hiérarchique pour déterminer la moyenne
conditionnelle d’une variable de réponse binaire subordonnée a des cellules, ou catégories, de stratification a posteriori.
Le modele hiérarchique permet d’inclure un nombre beaucoup plus grand de cellules que les méthodes classiques, donc,
d’introduire beaucoup plus de renseignements sur la population, tout en incluant tous les renseignements qui sous-tendent
I’inférence lors de I’échantillonnage d’enquéte. Donc, nous combinons la méthode de modélisation appliquée fréquemment
2 1’estimation des petites régions aux renseignements sur la population utilisés 4 I’étape de la stratification a posteriori. Nous
appliquons la méthode & un ensemble de sondages d’opinion préélectoraux effectués aux Ftats-Unis, dont les données sont
stratifiées a posteriori selon I’Etat et selon les variables démographiques habituelles. Nous évaluons les modgles
graphiquement en comparant les résultats qu’ils produisent & ceux des élections au niveau de Etat,

MOTS CLES: Inférence Bayésienne; prévision électorale; non-réponse; sondages d’opinion; enquétes par sondage.

1. INTRODUCTION

on stratifie a posteriori selon le sexe, le groupe ethnique,

Le fait de fonder entierement ou principalement la
pondération sur la stratification a posteriori, expression qui
désigne généralement toute méthode d’estimation visant a
rajuster les chiffres d’apres les totaux calculés pour
I’ensemble de la population, est une pratique courante dans
le cas des sondages d’opinion. Essentiellement, la méthode
se résume a répartir la population en un certain nombre de
catégories a I'intérieur desquelles les résultats de I’enquéte
sont analysés comme s’ils étaient obtenus selon un plan
d’échantillonnage aléatoire simple. L’étape de stratification
a posteriori consiste a estimer les parametres a 1’échelle de
la population en faisant la moyenne des estimations dans les
catégories, aprés avoir donné a celles-ci un poids propor-
tionnel a leur taille relative dans la population. Ordinaire-
ment, on définit les catégories de la stratification a
posteriori d’apres les caractéristiques démographiques
(sexe, Age, efc.) et d’apres toute variable utilisée dans la
stratification. Un autre niveau de complication, que nous
n’abordons pas ici, surviendrait en cas d’échantillonnage en
grappes.

La définition des catégories de la stratification a
posteriori pose une difficulté fondamentale. Il est souhai-
table de diviser la population en un grand nombre de petites
catégories, afin que 1’hypothése selon laquelle 1’échantil-
lonnage est aléatoire simple dans chaque catégorie soit
raisonnable. Toutefois, si le nombre de répondants par
catégorie est faible, il est difficile d’estimer avec précision
la réponse moyenne dans chaque catégorie. Par exemple, si

I’4ge, le niveau de scolarité et la région des Etats-Unis,
certaines cellules de I’échantillon pourraient étre vides, tandis
que d’autres ne contiendraient qu’un ou deux répondants.

Un moyen général de résoudre ce probléme consiste a
modéliser les réponses en subordonnant le modéle aux
variables de stratification a posteriori (consulter Little
1993). Par exemple, pour corriger les données en fonction
de plusieurs variables démographiques, on applique
généralement la méthode itérative du quotient entre des
marges unidimensionnelles ou bidimensionnelles (c.-a-d. un
ajustement proportionnel itératif, Deming et Stephan 1940).
Cet exercice correspond essentiellement a faire une
stratification a posteriori couvrant entierement le tableau
multidimensionnel, mais en se servant d’un modele des
réponses, subordonné aux variables démographiques, qui
donne une valeur nulle aux interactions de niveau supérieur.
Les méthodes fondées sur les poids de lissage peuvent aussi
étre considérées comme des stratifications a posteriori, avec
modeles de réponses correspondants (consulter Little
1991). Quand les catégories de la stratification a posteriori
sont conformes 2 une structure hiérarchique (par exemple,
personnes dans un Etat aux Etats-Unis), on peut améliorer
I’efficacité de 1’estimation en ajustant un modele
hiérarchique (p. ex., Lazzeroni et Little 1997). Dans le
contexte connexe de 1’estimation par régression, Longford
(1996) montre que les modeles hiérarchiques linéaires
permettent d’améliorer la précision des estimations des
petites régions fondées sur des données d’enquéte par
sondage.

1 Andrew Gelman, Department of Statistics, Columbia University, New York, NY 10027 et Thomas C. Little, Morgan Stanley Dean Witter, New York, NY.
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Dans le présent article, nous décrivons un modele
hiérarchique de régression logistique congu pour estimer
une variable binaire par stratification a posteriori.
Comparativement 2 la stratification a posteriori type, ce
modele permet d’utiliser un nombre nettement plus grand
de catégories, donc des renseignements beaucoup plus
détaillés sur la population. En pratique, la méthode est
surtout avantageuse dans le cas des petits sous- groupes de
population. Nous 1’appliquons aux résultats, au niveau de
I’Etat, d’un ensemble de sondages d’opinion pré€lectoraux
effectués aux Etats-Unis. Le choix de cet exemple nous
permet notamment de vérifier nos inférences au moyen
d’une source externe, en les comparant aux résultats
électoraux au niveau de I’Etat. En annexe, nous décrivons
le calcul du modele hiérarchique au moyen d’un algorithme
EM d’espérance approximative et de maximisation.

2. MODELE

2.1 Renseignements sur I’échantillonnage et la
stratification a posteriori

Considérons une subdivision de la population en R
variables nominales, oii la r-ieme varlable possede J,
niveaux, ce qui donne un total de J= Hr 1, categorles
(cellules), que nous annotons j = 1, ..., J. Supposons qu’on
connait N, c’est-a-dire le nombre d’unités de population
dans la ‘catégorie j, pour toutes les valeurs de j.
Représentons par y une réponse binaire que ’on veut
étudier et représentons par m;, la réponse moyenne de la
population dans chaque catégorie j. Alors, la moyenne
globale de la populationest ¥ =) N.w/Y N. Supposons
que la populatlon est suffisamment grande pour qu’on
puisse ignorer toutes les corrections ayant trait aux
populations finies.

Effectuons maintenant une enquéte par sondage en vue
d’estimer Y (et peut-&tre certains autres regroupements des
7;). Pour chaque j, représentons par »; le nombre d’unités
dans la catégorie j de I’échantillon. En la subordonnant aux
variables explicatives R, émettons I’hypothése qu’on peut
ignorer I'impact de la non-réponse (Rubin, 1976). Donc, les
variables R devraient inclure tous les renseignements
nécessaires pour calculer les poids d’enquéte, ainsi que
toute autre variable susceptible de fournir des renseigne-
ments sur y.

Dans le cas de I’exemple exposé a la section 3, nous
categonsons la population d’adultes dans les 48 Etats
américains contigus d’aprés R = 5 variables, & savoir 1’état
de résidence, le sexe, le groupe ethnique, 1’age et le niveau
de scolarité, avec (J}, ..., J5) = (48,2, 2,4,4). (Les variables
du groupe ethnique, de 1’age et du niveau de scolarité sont
discrétisées chacune en 4 catégories, comme on le décrit a
la section 3.1.) Les J=3 072 catégories varient de
«Alabama, homme, noir, de 18 a 29 ans, sans diplome
d’études secondaires» a «Wyoming, femme, non noire,
65 ans et plus, diplome collégial». D’apres les données du
Recensement des Etats-Unis, nous pouvons calculer de
bonnes estimations de N, dans chacune de ces catégories.

Nous considérerons des estimations pour I’ensemble de la
population (obtenues en calculant la somme pour les
3 072 catégories) ainsi que des estimations par Etat (en
calculant séparément la somme de 64 catégories dans
chaque Etat). Puisque, dans le cas d’un échantillon
d’enquéte de taille raisonnable, il est impossible d’obtenir
des estimations indépendantes des réponses moyennes T,
pour des catégories j distinctes (en fait, la plupart des
catégories sont vides ou ne contiennent qu’un seul
répondant), nous devons modéliser les , pour pouvoir faire
la stratification a posteriori, et donc nous servir des effectifs
connus des catégories ;. La stratification a posteriori offre
I’avantage (éventuel) d’apporter une correction pour la
variation du taux de non-réponse d’une catégorie a I’ autre.

2.2 Modeéles de régression dans le contexte de la
stratification a posteriori

On peut créer un modele de régression logistique pour
déterminer la probablhte T, que les répondants de la
catégorie j disent «oui». Il aura la forme

logit(m) = X, B, (1)

oll X est une matrice de variables explicatives et ou X;
représente la j-iéme rangée de X. Si nous supposons que la
distribution a priori est uniforme en regard de f, alors, en
vertu du modele susmentionné, I’inférence bayésienne pour
différents choix de X correspond de prés a divers schémas
classiques de pondération. Ces correspondances, que nous
présentons ci-aprés, sont générales et s’appuient sur la
linéarité du modele supposé (autrement dit, X, ]3 dans (1)).
(Dans le cas des données binaires étudiées dans le présent
article, les estimations classiques et bayésiennes avec une
distribution a priori uniforme ne sont pas identiques étant
donné la transformation logistique non linéaire représentée
par (1), mais, pour de grands échantillons, les écarts sont
minimes.)

Les modéles qui suivent correspondent aux estimations
classiques par stratification a posteriori les plus courantes.

— Faire correspondre X ala matrice d’identité Jx J équi-
vaut a ponderer chaque unité de la cellule j par N, /n
autrement dit, a effectuer une stratification a posterlorl
simple. Il est bien connu que cette méthode ne donne de
bons résultats que si les #; sont suffisamment grands (et
ne marche pas du tout si #; = 0 pour certains ).

— Sinous faisons correspondre X & 1a matrice de variables
explicatives Jx (Y'2,J ) pour chaque variable, alors,
Iestimation de ¥ correspond a peu pres a celle obtenue
par application de la méthode itérative du quotient entre
les marges unidimensionnelles pour toutes les R.

— Inclure diverses interactions dans X revient a inclure ces

interactions dans 1’ajustement proportionnel itératif. De
fagcon plus générale, supposer que X présente une
«structure» quelconque équivaut & regrouper d’une
certaine facon les strates a posteriori.
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— Le fait de n’inclure aucune variable explicative dans le
modele (autrement dit a poser que X est simplement un
vecteur de 1) meéne a l’estimation de la moyenne
d’échantillon y.

Pour une discussion plus détaillée de la relation entre les
estimations par pondération et la stratification a posteriori,
consulter Holt et Smith (1979), ainsi que Little (1993).

2.3 Modéle de régression hiérarchique pour
regroupement partiel

Si le nombre de cellules est grand, aucune option
susmentionnée ne permet d’utiliser efficacement les ren-
seignements fournis par les catégories (par exemple, la
stratification a posteriori simple produit des estimations qui
sont trop variables; toutefois, si nous excluons les variables
explicatives pour un grand nombre de catégories, nous
éliminons des renseignements importants). Pour remédier
a cette situation, nous effectuons un groupement partiel des
cellules en ajustant un modele a effets mixtes (consulter,
par exemple, Clayton 1996). Nous représentons le vecteur
par (&, v, ..., ¥, ), Oua est un sous-vecteur de coefficients
non groupés et oul chaque v, pour / =1, ..., L, est un sous-
vecteur de coefficients (y,,) auxquels nous ajustons un
modele hiérarchique:

ind

Yy ~ NO, T k=1, .., K,

Donner a 1, une valeur nulle (0) équivaut a exclure un
ensemble de variables; donner a 7, une valeur infinie ()
équivaut a une distribution a priori non informative en
regard des parametres vy,

Etant donné les réponses y, dans les catégories j, nous
construisons une matrice C de catégorisation » x.J pour
laquelle C, =1 sile répondant 7 se trouve dans la cellule ;.
Posons que Z = CX. On peut alors écrire 1’équation du
modele (1) sous la forme d’un modele hiérarchique de
régression logistique de la fagon suivante:

y; ~ Bemnoulli(p,)
logit(p,) = ZP
B~ N@O.Y).

ol Z est une matrice diagonale dont tous les éléments de o
sont nuls suivis det,2 pour chaque €lément de vy, pour
chaque /. Nous représentons par p, la probabilité corres-
pondant a I'unité 7, de facon a la distinguer de , c’est-a-
dire la probabilité agrégée correspondant & la catégorie j.
Consulter Nordberg (1989), ainsi que Belin, Diffendal,
Mack, Rubin, Schafer et Zaslavsky (1993) pour une
discussion générale des modeles hiérarchiques de régres-
sion logistique applicables aux données d’enquéte.

2.4 Inférence en vertu du modéle

Pour faire des inférences au sujet des parameétres a
I’échelle de la population, nous adoptons la stratégie
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empirique de Bayes, c’est-a-dire premiérement, estimer les
hyperparametres 71, €tant donné les valeurs de y;
deuxiemement, faire une inférence bayésienne en ce qui
concerne les coefficients de régression [, étant donné y et
les T, estimés; troisiémement, calculer les mferences pour
le vecteur des moyennes des cellules = = logit™ (XB);
quatriemement, calculer les inférences pour les paramétres
al’échelle de la population en additionnant les N,;m;. Nous
considérons cette méthode comme une approximation de
I’analyse bayésienne compléte, qui consiste a faire la
moyenne sur les parametres t,. Les deux méthodes different
surtout quand on estime les composantes t, de fagon
imprécise ou qu’on ne peut les distinguer de O (consulter,
par exemple, Gelman et coll. 1995, section 5.5). Dans
I’exemple examiné ici, le probléme ne se pose pas, car
I’estimation des diverses composantes montre clairement
que ces dernieres different de O. Si cela n’était pas le cas,
cela vaudrait sGrement la peine de pousser plus loin Peffort
de programmation afin d’effectuer une analyse bayésienne
compléte. Toutefois, la présente étude vise a4 examiner
I'efficacité de la combinaison de la modélisation hiérar-
chique a la stratification a posteriori, plutét que les
différences techniques assez mineures entre les analyses
bayésiennes empiriques et non empiriques.

Le rétrécissement des estimations dans les cellules a lieu
a la deuxieme étape et son importance dépend de la taille de
I’échantillon #», et des valeurs de y . Le rétrécissement est
d’autant plus important que les valeurs de #; sont faibles et
que les valeurs de y , s’écartent des prédictions fondées sur
le modele de régression logistique. En outre, le rétrécis-
sement est plus important si les parametres T, sont petits.
Ainsi, un lot de coefficients v, dont le pouvoir prédictif est
faible sera réduit de fagon a tendre vers zéro dans
Pestimation, parce qu’il sera estimé que 1, a une valeur
faible. Cette méthode permet d’inclure un grand nombre de
coefficients dans le modele hiérarchique sans augmenter
trop la variabilité des estimations des grandeurs a I’échelle
de la population.

3. APPLICATION: VENTILATION DES
DONNEES D’ENQUETES NATIONALES
SELON L’ETAT

3.1 Données d’enquéte

Nous apphquons la méthodologie susmentionnée pour
déterminer, au niveau de I’Etat, les résultats de sept
sondages d’opinion nationaux effectués par le réseau de
télévision CBS aupres des électeurs enregistrés durant les
deux semaines précédant directement I’élection présiden-
tielle de 1988 aux Etats-Unis. Conformément 2 la notation
générale que nous avons adoptée, nous assignons y, = 1 aux
partisans de Bush et y; = 0 aux partisans de Dukakis; nous
éliminons les enquétés qui n’ont exprimé aucune opinion
(environ 15 % du total; conformément a la pratique
courante, nous comptons les répondants qui «penchent» vers
un candidat comme des partisans a part entiére).
Puisqu’aucune donnée n’a été collectée a2 Hawaii ni en
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Alaska, seuls les 48 Etats contigus figurent dans le modele.
Bien qu’il soit inclus dans les enquétes, I’ Etat de
Washington, D.C. est exclu de I’analyse. En effet, les
préférences en matiére de vote y different tellement de
celles observées dans les autres Etats qu’un modele linéaire
généralisé adapté aux 48 Etats ne serait pas aussi bien
adapté a cet Etat et, les données qu’on y collecterait
influeraient donc indiment sur les résultats obtenus pour les
états. Puisqu’on dispose de moins d’observations pour les
petits états et que la variation du soutien estimé pour Bush
d’un sondage 2 I’autre est similaire a la variabilité d’echan—
tillonnage binomial (telle que mesurée par le test ¥ de
1’égalité des proportions d’électeurs qui appuient Bush dans
les sept sondages), nous regroupons les données de tous les
sondages.

La CBS détermine les coefficients de pondération
d’enquéte par application de la méthode itérative du
quotient aux variables suivantes, avec les classifications
implicites pour la non-réponse a une question indiquée
entre crochets:

région de
recensement: nord-est, sud, centre nord, ouest.
sexe: masculin, féminin.

groupe ethnique: noir, [blanc/autre].
dge: de 18 429 ans, de 30 24 44 ans, [de 45 &
64 ans], 65 ans et plus.

niveau de

scolarité: pas de diplome d’études secondaires,
[diplome  d’études secondaires],
certaines études collégiales, diplome
collégial.

L’ application de la méthode itérative du quotient englobe
tous les effets importants plus les interactions sexe X
groupe ethnique et dge x éducation. Nous incluons toutes
ces variables 2 titre d’effets constants dans le modele de
régression logistique, et nous excluons de I'analyse les
répondants, assez rares, qui ne produisent pas de réponse
pour une variable démographique quelconque. Les
coefficients de pondération calculés par la CBS tiennent
aussi compte des nombres de lignes téléphoniques et
d’adultes dans le ménage, car ils ont une incidence sur les
probabilités d’échantillonnage; cependant, ces €éléments
n’ont qu’un effet mineur sur les estimations de la préférence
pour I'un ou l'autre candidat a la présidence (consulter
Little 1996, chapitre 3) et nous ne les incluons pas dans le
modgle. Le lecteur trouvera d’autres renseignements sur les
méthodes d’enquéte et de correction appliquées par la CBS
dans Voss, Gelman et King (1995).

Notre modele va au-dela de 1’analyse effectuée par la
CBS, car il comprend des indicateurs des effets aléatoires
liés aux 48 Etats, regroupés en quatre lots correspondant
aux quatre régions de recensement. Nous vérifions la
performance du modele en comparant les estimations
obtenues pour chaque Etat aux résultats réels de 1’élection
présidentielle. (Les sondages d’opinion effectués juste
avant I’élection sont des indicateurs fiables du résultat réel
de I’élection; consulter, p. ex., Gelman et King 1993.)

Nous comparons aussi la stabilité des estimations fondées
sur les résultats de divers sondages au cours d’une bréve
période.

3.2 Chiffres de population pour la stratification a
posteriori

Afin de faire une stratification a poster10r1 en regard de
toutes les variables susmentionnées, ainsi que de I'Etat,
nous devons connaitre la répartition agrégée de population
pour les variables démographiques dans chaque Ftat,
c’est-a-dire les totaux de population N; pour chacune des
2x2x4x48 cellules définies par sexe X groupe
ethnique x age x Etat. Puisque les électeurs enregistrés
sont la population cible, nous devrions nous fonder sur la
répartition de cette population. En tant qu’approximation,
nous utilisons les totalisations croisées provenant des
données de la Public Use Micro Survey (PUMS) pour tous
les citoyens de 18 ans et plus. Les données de la PUMS
contiennent des enregistrements pour 5 % des unités de
logement aux Etats-Unis et pour les personnes qui les
habitent, soit plus de 12 millions de personnes et plus de
5 millions d’unités de logement. Ces données produisent un
échantillon stratifié des 15,9 % d’unités de logement
environ qui ont regu un questionnaire détaillé a I’occasion
du Recensement de 1990. Les personnes qui vivent en
établissements ou dans d’autres logements collectifs sont
également incluses dans I’échantillon. Les poids sont
calculés, tant pour l'unité de logement que pour les
personnes qui 1’occupent, d’apres les probabilités d’échan-
tillonnage et les corrections apportées aux totaux du recen-
sement pour les variables incluses dans le questionnaire
abrégé. Nous utilisons les données pondérées de la PUMS
pour estimer Nj pour chaque strate a posteriori et nous ne
tenons pas compte de I’erreur d’échantillonnage dans ces
chiffres. Les chiffres pondérés tirés de la PUMS sont fort
semblables a ceux provenant de la stratification a posteriori
auxquels la CBS a appliqué la méthode itérative du quotient
(voir Little 1996, chapitre 3).

3.3 Résultats

Nous présentons les résultats pour quatre méthodes
appliquées aux données agrégées de sept sondages:

1. Estimation classique par la méthode itérative du quotient
selon les variables démographiques (région, sexe,
groupe ethnique, 4ge, niveau de scolarit€, sexe X groupe
ethnique et 4ge x niveau de scolarité). Cette méthode
est fort semblable a la méthode de pondération utilisée
par la CBS. Pour ’estimation des résultats selon I’ Etat,
nous calculons les moyennes pondérées pour chaque
Etat, d’apres les poids obtenus par la méthode itérative
du quotient.

2. Estimation par regress1on en se servant des variables
démographiques ainsi que des indicateurs sur les Fitats,
sans modele hiérarchique (c.-a-d. régression en
supposant les effets d’ Etat constants). Cette méthode est
fort semblable a l’ajustement itératif proportionnel
couvrant les Etats ainsi que les variables démogra-
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phiques. Les estimations au niveau de I’Etat produites
par ce modele devraient étre meilleures que celles
obtenues en appliquant la méthode itérative du quotient
en regard des variables démographiques, car les
estimations des m; sont pondérées par les chiffres de
population N, plutot que par I’effectif de I’échantillon,
n;, dans chaque Fitat.

3. Estimation par régression en se servant uniquement des
variables démographiques, et en donnant une valeur
nulle aux effets d’Etat. En vertu de ce modgle, les
réponses moyennes dans les Ftats different uniquement
a cause des variations démographiques; dans la mesure
ol les caractéristiques démographiques n’expliquent pas
complétement la variation de 1’opinion, le modele sous-
estime la variabilité d’un Etat i I’autre.

4. Estimation par régression en se servant des variables
démographiques et en estimant les effets des 48 Etats au
moyen d’un modele hiérarchique (selon la notation
adoptée a la section 2, L=4 et K,K, K;,K, =
12, 13, 12, 11). Nous nous attendons & ce que ce modele
donne les résultats les meilleurs non seulement parce
que le modele hiérarchique de régression est souple,
mais aussi parce que la stratification a posteriori se
fonde sur les chiffres de population »;.

Nous ajustons chacun des modeles de régression aux
données d’enquéte, produisons des tirages par simulation a
posteriori pour chaque coefficient (subordonnés aux
T, T, T5, T, €stimés), et effectuons de nouveau la pondé-
ratlon d aprés les données de la PUMS pour obtenir, dans
chaque strate a posteriori, la proportion estimée d’électeurs
enregistrés qui appuient la candidature de Bush a la
présidence.

Le tableau 1 présente les estimations obtenues par la
méthode itérative du quotient, les médianes et les intervalles
interquartiles a posteriori pour les trois modeles, ainsi que
les données sur les réponses aux sondages et les résultats
réels de 1’élection. Le tableau 2 donne les erreurs de
prédiction au niveau national et les erreurs moyennes
absolues de prédiction au niveau des Etats pour la méthode
itérative du quotient et pour les trois modeles. Les quatre
méthodes produisent pratiquement les mémes résultats au
niveau national; I’amélioration réelle des estimations grace
aux modeles se manifeste au niveau des Etats. La réduction
de I’erreur moyenne absolue de prédiction d’environ 6 %
jusqu’a 5 % peut étre attribuée a I’utilisation des renseigne-
ments résultants de la stratification a posteriori, et la
réduction supplémentaire jusqu’a 3,5 %, a la modélisation
hiérarchique. De surcroit, les deux dernieres lignes du
tableau 2 montrent que les intervalles d’incertitude estimés
par le modele hiérarchique sont courts et relativement bien
étalonnés (un peu moins de la moiti€ des valeurs vraies
tombent dans les intervalles de 50 %, résultat raisonnable si
Pon considére que ces intervalles tiennent compte de
I’erreur d’échantillonnage, mais non des erreurs non dues
a I’échantillonnage ni des variations d’opinion).

La figure 1 donne une représentation graphique, selon
I’Etat, des résultats réels de 1’élection en fonction des
estimations produites par la méthode itérative du quotient
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et des médianes des strates a posteriori calculées pour les
trois modeles. Il n’est pas étonnant de constater que le
modele hiérarchique diminue la variance, donc I’erreur
d’estimation, par rétrécissement. Bien que les quatre
méthodes permettent de corriger de pratiquement la méme
grandeur le biais qui entache I’estimation au niveau
national, elles ont des effets différents au niveau de I’Etat,
le modele hiérarchique étant celui qui produit les résultats
les meilleurs. La figure 2 permet de comparer les erreurs de
prédiction résultant de I’application du modele hiérarchique
et de la méthode itérative du quotient pour produire les
estimations pour les Etats.

Fait intéressant, le modele hiérarchique ne semble pas
rapprocher suffisamment les données de la moyenne
nationale puisque, comme le montre la figure d, le résultat
actuel de I’élection est plus €levé que prévu pour les valeurs
que 1’on prévoyait faibles et plus faibles que prévu pour
celles que ’on prévoyait élevées. Le sous-rétrécissement
signifie que la valeur des paramétres estimés %, est
probablement plus gmnde que leur valeur réelle, situation
qui pourrait étre due a une courbe de non-réponse non
négligeable, variant d’un Etat 4 I’autre, si bien que la
variabilité observée des proportions au niveau de I’Etat
résulte de la variation de la courbe de non-réponse en plus
de la variation réelle de la moyenne des opinions (consulter
Little et Gelman 1996, pour un examen de cet exemple,
ainsi que Krieger et Pfeffermann 1992, pour un traitement
plus général). On pourrait quantifier le sous-rétrécissement
en comparant le niveau de rétrécissement estimé au niveau
jugé optimal, mais ceci n’est faisable qu’apres avoir
observé les valeurs réelles.

On peut aussi comparer les modeles en les ajustant
individuellement a chaque sondage et en examinant la
stabilité des estimations au cours d’une période breve. Il
s’agirait-1a d’un moyen raisonnable d’étudier les modeles
dans la situation, courante, oll on ne connait jamais les
moyennes réelles de population. La figure 3 montre, pour
chacun des sept sondages, les estimations obtenues par la
méthode itérative du quotient et grice au modele hiérar-
chique. (Au moment de la modélisation individuelle des
enquétes, nous avons utilisé une variance hiérarchique
commune pour les 48 Etats, car nous ne disposions pas de
données suffisantes pour obtenir des estimations fiables du
maximum de vraisemblance pour les quatre régions
séparément d’aprés les données de chaque sondage.) Les
résultats sont présentés pour I’ensemble des Etats-Unis et
pour trois Etats représentatifs, a savoir la Californie (grand
Etat), I Etat de > Washington (Etat de taille moyenne) et le
Nevada (petit Etat). Par souci de commodité, la représen-
tation graphique montre aussi les estimations calculées
d’apres les données agrégées des sept sondages et les
résultats réels de I’élection. Pour chacun des Etats,
I’estimation grice au modele hiérarchique varie moins que
celle obtenue par la méthode itérative du quotient. C’est
pour le Nevada, o I’effectif des échantillons des divers
sondages était si faible que les estimations par la méthode
itérative du quotient se réduisaient 2 0 ou a 1 dans la plupart
des cas, que la tendance est la plus nette, mais la supériorité
du modele hiérarchique est manifeste dans le cas des autres
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Tableau 1
Selon I’Etat: résultats de I’élection (proportion des votes pour les deux partis obtenue par Bush en 1988); données d’enquéte (moyenne non
pondérée et taille de 1’échantillon) tirées des sondages regroupés; estimation par la méthode itérative du quotient en utilisant les variables de
la CBS; médiane a posteriori (et intervalle interquartile, autrement dit, largeur de I'intervalle d’incertitude central de 50 %) des estimations
par stratification a posteriori fondées sur les effets d’Etat non lissés, considérés nuls on estimés au moyen d’un modgle hiérarchique. Les
estimations sont numérotées 1, 2, 3 et 4 conformément aux descriptions de la section 3.3.

Estimations par stratification a posteriori (et IIQ)

Etat Rféfultzi_t de i :I‘aille fle Moycm}c’non 1: Méﬂlf)(’ie c!u 2: effets_ d’]?,tat non 3: effets d’Etat 4 Modfele
1’élection I’échantillon pondérée quotient itérative lissés nuls hiérarchique
AL 0,6 134 0,72 0,67 0,63 (0,05) 0,56 (0,01) 0,62 (0,05)
AR 0,57 86 0,57 0,53 0,53 (0,06) 0,60 (0,01) 0,55 (0,06)
AZ 0,61 141 0,62 0,61 0,62 (0,05) 0,56 (0,02) 0,61 (0,05)
CA 0,52 1075 0,57 0,53 0,55 (0,02) 0,53 (0,01) 0,55 (0,02)
CO 0,54 126 0,59 0,59 0,58 (0,06) 0,57 (0,01) 0,57 (0,05)
CT 0,53 103 0,53 0,55 0,52 (0,06) 0,49 (0,02) 0,51 (0,06)
DE 0,56 30 04 0,37 0,42 (0,11) 0,60 (0,01) 0,52 (0,08)
FL 0,61 553 0,64 0,62 0,61 (0,03) 0,62 (0,01) 0,61 (0,03)
GA 0,6 211 0,62 0,58 0,56 (0,04) 0,56 (0,01) 0,56 (0,04)
1A 0,45 102 0,38 0,38 0,38 (0,06) 0,59 (0,01) 0,41 (0,06)
D 0,63 31 0,52 0,58 0,52 (0,12) 0,59 (0,02) 0,55 (0,08)
IL 0,51 429 0,55 0,52 0,53 (0,03) 0,52 (0,01) 0,52 (0,03)
IN 0,6 215 0,75 0,73 0,74 (0,04) 0,56 (0,01) 0,72 (0,04)
KS 0,57 105 0,72 0,71 0,71 (0,06) 0,57 (0,01) 0,68 (0,05)
KY 0,56 146 0,57 0,53 0,56 (0,05) 0,64 (0,01) 0,57 (0,05)
LA 0,55 153 0,62 0,6 0,61 (0,05) 0,54 (0,01) 0,59 (0,04)
MA 0,46 277 0,47 0,41 0,46 (0,04) 0,50 (0,02) 0,47 (0,04)
MD 0,51 207 0,52 0,5 0,49 (0,04) 0,56 (0,01) 0,50 (0,04)
ME 0,56 44 0,52 0,52 0,55 (0,10) 0,52 (0,02) 0,54 (0,08)
MI 0,54 399 0,58 0,55 0,57 (0,03) 0,54 (0,01) 0,57 (0,03)
MN 0,46 210 0,54 0,53 0,53 (0,05) 0,59 (0,01) 0,53 (0,04)
MO 0,52 235 0,46 0,43 0,46 (0,04) 0,55 (0,01) 0,47 (0,04)
MS 0,61 170 0,69 0,7 0,65 (0,04) 0,53 (0,01) 0,63 (0,04)
MT 0,53 31 0,39 0,4 0,40 (0,12) 0,58 (0,02) 0,50 (0,09)
NC 0,58 239 0,59 0,6 0,55 (0,04) 0,58 (0,01) 0,55 (0,04)
ND 0,57 54 0,56 0,56 0,55 (0,09) 0,58 (0,01) 0,56 (0,08)
NE 0,61 90 0,58 0,6 0,56 (0,07) 0,58 (0,01) 0,56 (0,06)
NH 0,63 20 0,7 0,68 0,73 (0,13) 0,53 (0,02) 0,61 (0,10)
NJ 0,57 301 0,57 0,6 0,53 (0,04) 0,46 (0,01) 0,53 (0,03)
NM 0,53 87 0,55 0,54 0,57 (0,07) 0,54 (0,02) 0,56 (0,06)
NV 0,61 19 0,68 0,8 0,67 (0,13) 0,56 (0,02) 0,60 (0,09)
NY 0,48 639 0,42 0,37 0,41 (0,03) 0,45 (0,01) 0,41 (0,02)
OH 0,55 454 0,62 0,63 0,58 (0,03) 0,55 (0,01) 0,58 (0,03)
OK 0,58 93 0,57 0,62 0,59 (0,07) 0,63 (0,01) 0,60 (0,06)
OR 0,48 111 0,5 0,47 0,50 (0,06) 0,58 (0,02) 0,52 (0,06)
PA 0,51 431 0,54 0,54 0,52(0,03) 0,48 (0,02) 0,52 (0,03)
RI 0,44 65 0,28 0,29 0,27 (0,07) 0,50 (0,02) 0,34 (0,06)
SC 0,62 151 0,7 0,67 0,66 (0,05) 0,55 (0,01) 0,64 (0,04)
SD 0,53 52 0,54 0,51 0,53 (0,09) 0,58 (0,01) 0,54 (0,08)
TN 0,58 252 0,68 0,69 0,66 (0,04) 0,60 (0,01) 0,65 (0,03)
X 0,56 594 0,58 0,52 0,56 (0,03) 0,60 (0,01) 0,56 (0,02)
uT 0,67 61 0,8 0,85 0,79 (0,07) 0,60 (0,02) 0,72 (0,06)
VA 0,6 255 0,69 0,72 0,67 (0,04) 0,59 (0,01) 0,66 (0,03)
vT 0,52 12 0,54 0,58 0,60 (0,19) 0,53 (0,02) 0,55 (0,11)
WA 0,49 269 0,47 0,41 0,46 (0,04) 0,58 (0,01) 0,48 (0,04)
Wi 0,48 264 0,49 0,53 0,48 (0,04) 0,57 (0,01) 0,49 (0,04)
wv 0,48 79 0,48 0,52 0,48 (0,07) 0,65 (0,01) 0,53 (0,06)
wY 0,61 13 0,5 0,36 0,59 (0,17) 0,59 (0,02) 0,59 (0,10)
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Tableau 2
Statistiques sommaires concernant la moyenne brute des réponses, 1’estimation par la méthode itérative du quotient et les trois estimations
par stratification a posteriori d’apres les données agrégées des sondages. Les valeurs sommaires présentées sont la moyenne estimée
des proportions de vote pour les 48 Etats pondérées par le nombre de personnes ayant voté dans chaque Etat (donc, proportion estimée
des suffrages exprimés pour Bush, & I’exclusion de I’ Alaska, d’Hawaii et du district de Columbia), |erreur moyenne absolue
des estimations pour les 48 Etats, la largeur moyenne des intervalles de 50 % pour les Etats et le nombre d’Etats pour lesquels
les valeurs réelles tombent dans ’intervalle de 50 %

2 Résultats Moyenne non Méthode du Effets d’Etat Effets d’Etat Modele
Résumé < (g . ! . .
réels pondérée quotient non lissés nuls hiérarchique
moyenne des suffrages exprimés 0,539 0,568 0,549 0,548 0,547 0,55
erreur absolue moyenne pour les Etats - 0,056 0,066 0,049 0,048 0,035
largeur moyenne des intervalles de 50 % - - - -0,069 -0,016 -0,057
nombre d’Etats contenus dans intervalle de 50 % — - - 18 3 20
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Résultat prévu (hiérarchique)

Résultats del’élection selon]’Etaten fonction del’ estimation médiane a posteriori pour a}laméthodeitérative du quotient appliqué aux

variables démographiques, b} le modele de régression incluant les indicateurs sur les Etats sans modgle hiérarchique, ¢) le modelede
régression avecles effets d’Etat considérés nuls et d) le modele derégression avec adaptation d’un modele hiérarchique aux effets d’Etat.

Ftats également. Par exemple, il n’était pas réaliste de
n’accorder a Bush que 46 % du soutien en Californie
(durant les trois journées de sondage avant I’élection) ni
30 % seulement dans I’ Etat de Washington. Néanmoins, 2
I’échelle des Etats-Unis, les deux estimations sont assez
semblables (en fait, quand on regroupe les sept sondages,
I’estimation par la méthode itérative du quotient donne des
résultats un tout petit peu meilleurs), situation qui indique
une fois de plus que la méthode par modélisation parait
surtout avantageuse quand on étudie des sous-ensembles de
la population.

De fagon étonnante, dans le cas des résultats obtenus
pour ’Etat de Washington, I’estimation par régression
fondée sur les sondages regroupés (représentées au temps
«-1» sur le graphique) est plus faible que les sept estimations
calculées d’apres les sondages originaux. Cette observation
tient au fait que les données des sondages regroupés indi-
quent que I’Etat de Washington appuie Bush moins qu’on

0.2

0.1

Erreur de prévision - modele hiérarchique
-0.2 0.0
1

T
-0.2 0.0 041 0.2
Erreur de prévision - méthode du quotient

Figure 2: Diagramme de dispersion des erreurs de prévision, selon I'Etat,
pour le modele hiérarchique par rapport a la méthode itérative du
quotient. Les erreurs produites par le modele hiérarchique sont
plus faibles par la plupart des Etats.
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Soutien pour Bush estimé séparément d’aprés sept sondages d’opinion distincts exécutés peu

de temps avant Iélection pour a) I'ensemble des Etats-Unis (sauf I’ Alaska, Hawaii et le district
de Columbia), b) un grand Etat (Californie), ¢) un Etat de taille moyenne (Washington) et d’
un petit Etat (Nevada). Dans chaque graphique, la ligne en pointillés représente les estimations
par la méthode itérative du quotient et la courbe en trait plein, celle produite par le modele
hiérarchique, et les barres derreur indiquent les limites de confiance de 50 % pour la méthode
du quotient et les intervalles a posteriori de 50 % pour les estimations fondées sur le modele.
Les sondages d’opinion ont eu lieu entre le neuviéme et le deuxi¢me jours précédant I’élection.
Les estimations fondées sur les données agrégées des sondages sont indiquées au temps «-1»,
et les résultats réels de I’élection sont indiqués au temps «0» dans chaque graphique.

le prévoirait en neutralisant simplement les covariables
covariables démographiques (cette prévision serait I’estima-
tion pour I'Etat de Washington calculée d’apres le
modele ol la valeur des effets d’Etat est maintenue nulle,
prévision qui, d’aprés le tableau 1, est égale a 0,58).
Néanmoins, aucun sondage, pris isolément, ne fournissait
suffisamment de données pour soutenir, de fagon convain-
cante, que I’opinion dans 1’Etat de Washington s’écartait a
ce point de la moyenne nationale. Par conséquent, I’estima-
tion bayésienne a rétréci plus fortement les estimations
tirées de ces sondages. S’il parait étrange a priori, ce
comportement n’en est pas moins approprié: dans le cas
d’une enquéte de petite envergure, on dispose de moins de
renseignements sur les diverses catégories résultant de la
stratification a posteriori et les estimations axées sur le
modele produisent, pour chacune de ces catégories, une
estimation plus proche de la moyenne d’échantillon. Quand
on agrége les résultats des sept sondages, on dispose de plus
de renseignements et le modele s’appuie davantage sur les
données dans chaque catégorie. C’est essentiellement par ce
procédé que la méthode de Bayes contrebalance les
difficultés que pose la stratification a posteriori comptant un
nombre trop petit ou trop grand de catégories.

4. DISCUSSION

La stratification a posteriori est la méthode type de
correction pour tenir compte de 1’inégalité des probabilités de
sélection et de 1a non-réponse lors des enquétes par sondage.
Vue sous I’angle de la modélisation, I’application de la
méthode itérative du quotient ou de la stratification a
posteriori 2un ensemble de covariables est étroitement liée a
I’application d’un modele de régression des réponses
subordonné i ces covariables, les chiffres de population étant
estimés par sommation sur la répartition connue de la
population selon ces covariables. Imposer comme contraintes
des covariables observées plus complétement permet
d’inclure plus de renseignements pour calculer les estima-
tions de population, mais il est bien connu que I’application
de laméthode itérative du quotient a2 un ensemble trop grand
de covariables produit des inférences dont la variabilité est
inacceptable. Nous proposons d’appli-quer une méthode de
stratification a posteriori 2 un grand sous-ensemble de
variables tout en adaptant un modele hiérarchique a la
régression résultante, donc de tirer parti des points forts bien
connus de 1’inférence bayésienne dans le cas de modeles
comptant un grand nombre de parametres échangeables.
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La stratification a posteriori bayésienne est surtout utile
pour calculer des estimations sur des sous-ensembles de la
population (p. ex., Ftats distincts dans le cas des sondages
d’opinion aux Etats-Ums) pour lesquelles V'effectif de
I’échantillon est faible. Un domaine connexe dans lequel la
modélisation devrait donner de bons résultats est celui du
regroupement d’enquétes effectuées par des organismes
distincts, avec modélisation subordonnée a toutes les
variables susceptibles d’avoir une influence sur la non-
réponse dans ’une ou l’autre enquéte. De surcroit, les
méthodes décrites dans le présent article peuvent mani-
festement étre appliquées a des réponses continues en
remplacant les modeles de régression logistique par
d’autres modeles linéaires généralisés.

Dans le cas de la modélisation bayésienne, notre objectif
ne consiste pas a ajuster un modele subjectivement «vrai»
aux données ni aux réponses sous-jacentes, mais plutdt a
estimer avec une précision raisonnable la réponse moyenne,
en imposant comme contrainte un grand ensemble de
covariables observées complétement. Des modeles plus
précis des réponses devraient permettre de faire des
inférences plus exactes — néanmoins, méme le simple
modele 2 effets mixtes échangeables que nous avons ajusté,
avec hyperparametres estimés d’apres les données, devrait
donner de meilleurs résultats que les valeurs extrémes
produites par les modeles a effets constants ou par 1’adop-
tion d’une valeur nulle pour les coefficients. En derniere
analyse, I’objectif de la modélisation probabiliste et de
I’inférence bayésienne dans le contexte d’une enquéte par
sondage est de pouvoir se servir de la profusion de
renseignements au niveau des strates a posteriori (p. ex.,
données de recensement classées selon le sexe, le groupe
ethnique, 1’4ge, le niveau de scolarité et I’ Etat) pour rajuster
les données d’une enquéte effectuée sur un échantillon
relativement petit.

Les méthodes de modélisation que nous proposons
pourraient poser diverses difficultés. Si on adapte a un
grand nombre de catégories un modele trop faible (comme
le modele avec effets d’Etat non lissés), la variabilité des
estimations résultantes pourrait étre trop forte. Si on ne
connait pas la répartition de la population pour les variables
utilisées pour effectuer la stratification a posteriori (par
exemple, rajustement pour une variable qui n’est pas
mesurée ou qui est mesurée de fagcon imprécise au moment
du recensement), alors il faut modéliser les N, également,
ce qui donne un surcroit de travail. Naturellement,
I’application de la méthode itérative du quotient a ces
variables nécessiterait aussi du travail supplémentaire.
Puisque toutes les méthodes, y compris la méthode itérative
du quotient et les méthodes de régression, se fondent sur la
supposition qu’on peut ne pas tenir compte de la non-
réponse, les inférences produites seront incorrectes si les
variables non mesurées ont une incidence sur la non-
réponse et sont corrélées aux résultats que I’on veut étudier.

Les méthodes décrites ici visent & améliorer les
corrections par stratification a posteriori du genre de la
méthode itérative du quotient et ne sont pas destinées, en
soi, & apporter une correction pour la non-réponse dont on
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doit tenir compte. Cependant, en permettant de faire le
rajustement pour un plus grand nombre de variables, la
stratification a posteriori bayésienne devrait rendre possible
I’utilisation de modeles pour lesquels ’hypotheése selon
laquelle on ne doit pas tenir compte de la non-réponse est
plus raisonnable. Considérer un grand nombre de categones
pour la stratification a posteriori (p. ex., dans 48 Ftats) crée
des problémes quand on applique les methodes classiques
de pondération, car nombre de catégories ne comptent que
quelques répondants, voire aucun. Cependant, il est
intéressant de noter que le fait de travailler avec un grand
nombre de catégories rend parfois la modélisation
bayésienne plus fiable: un plus grand nombre de catégories
signifie un plus grand nombre d’effets aléatoires dans la
régression, situation susceptible de faciliter I’estimation des
composantes de la variance.
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ANNEXE: CALCUL

Nous utilisons un algorithme de type EM pour estimer
les hyperparamétres 1,. Etant donné ces parametres, nous
tirons 1’échantillon & partir de la distribution a posteriori des
coefficients f au moyen d’une approximation normale de
la vraisemblance de régression logistique. Nous utilisons
cette approximation en raison de sa simplicité et parce
qu’elle est réaliste pour des enquétes relativement impor-
tantes, comme celles de 1’application que nous décrivons a
la section 3. Au besoin, des calculs plus précis peuvent étre
effectués au moyen de 1’échantillonneur de Gibbs et de
I’algorithme de Metropolis (consulter Clayton 1996), peut-
étre en utilisant 1’algorithme décrit ici comme point de
départ.

Si la distribution des données est normale et que les
moyennes sont linéaires dans les coefficients de régression,
on peut utiliser ’algorithme EM pour estimer les compo-
santes de la variance (Dempster, Laird et Rubin 1977) en
traitant le vecteur des coefficients § comme des «données
mangquantes». Dans ce contexte, la log-vraisemblance
d’avoir des «données completes» pour T, est

X,

L(t,| ) = const - K,logt, - _Eyk],
21,

de sorteK que la statistique exhaustive pour T, est
HYy) = Yl Ve Etant donné I’estimation courante T,
I’espérance de la statistique exhaustive est
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E(t(Y1) ly, ,cViellX) -
| EGy, | y, )| + trace(var(y, | y, ).

Puisqu’on ne peut traiter analytiquement ces deux termes
dans le cas de notre modele, nous utilisons les approxi-
mations suivantes que I’on peut obtenir facilement: (1) on
s’approche de E(y,|y,7"®") avec une estimation ¥,
fondée sur y et ’estimation ©"*™, et (2) on s’approche de
var(y, | ¥, Ty de la courbure de la log-vraisemblance
avec ’estimation ¥, = (- L” (?,))'1. Nous mettons ces
approximations 2 jour itérativement pour tous les
I=1,.., L simultanément, pour converger vers une
estimation du maximum de vraisemblance approximative
(&1, ..., 7). Etant donné une valeur provisoire initiale de
tVex  T’algorithme procede vers la convergence par
itération des deux étapes suivantes.

Etape E approximative. Résoudre les équations de
vraisemblance itérati\iement, comme décrit ci-apreés. Se
servir des estimations  pour obtenir une approximation de
E@(y) |y, ©"*) pour chaque / =1, ..., L.

Nous résolvons les équations de vraisemblance
d/dB LB | y,T) =0 aumoyen de moindres carrés pondérés
itérativement, en incluant une approximation normale de la
vraisemblance p(y | B) =L, p(y, | B), fondée sur I’approxi-
mation locale du modele de régression logistique par un
modele de régression linéaire (voir Gelman et coll. 1995,
p. 391). Posons que 1, = (ZB), est le prédicteur linéaire de
la i-ieme observation. En commengant par la valeur
provisoire courante de B, posons que f| = ZB. Alors, une
extensign de la série de Taylor 2 L(y,|n;) donne z, =
N, ¢}), ou

(L rep@ ) exp(h)
exp@,) (' 1+exp()

Z; =Mt

2 0 exp(f},))?
exp(,)

Représentons par Y,la valeur de Y, fondée sur
I’introduction de D’estimation courante T et posons que
y.= diag(af). Alors, nous obtenons une estimation et une
matrice de variance 2 jour en nous servant des moindres
carrés pondérés fondés sur la distribution normale a priori
et sur 'application de 1’approximation normale a la

vraisemblance de régression logistique:
=Y lz+YHzY @

. S S €)
VB=(ZZZZ+E[,) )

Nous poursuivons I’itération jusqu’a la convergence, puis
nous utilisons B et les éléments appropriés de V'3 pour
estimer var(y, | y, ).

Etape M. Maximiser sur les parametres T, pour obtenir
OO = (B (t(y,) | y, ©*)/K,)” pour chaque /=1, ..., L.
Remplacer la valeur de tviewx par celle de """ et
retourner i 1’étape E approximative.

Une fois que l'algorithme EM a convergé vers une
estimation, nous tirons B d’une approximation normale de
la distribution conditionnelle a posteriori p(B | y, 1), en
nous servant des valeurs produites par les équations (2) et
(3) 2 la derniére étape EM comme matrice de la moyenne et
de la variance dans I’approximation normale. Pour chaque
tirage du paramétre vectoriel B, nous calculons les
moyennes des catégories, 7 = logit-! (XB), et tous les totaux
de population que I’on veut étudier, en comptant N, unités
de population dans chaque catégorie j.
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