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Une méthode de transformation applicable a I’échantillonnage
de populations finies calée par une méthode
de vraisemblance empirique

GEMAI CHEN et JIAHUA CHEN!

RESUME

Dans le présent article, nous présentons une méthode qui permet d’estimer I’intervalle de confiance de la moyenne d’une
population finie quand on dispose de certaines données auxiliaires. Comme 1’ont montré Royall et Cumberland grice a une
série d’études empiriques, I’application naive des méthodes existantes de construction des intervalles de confiance de la
moyenne d’une population aboutit parfois & de trés médiocres probabilités conditionnelles de couverture subordonnées a
la moyenne d’échantillon de la covariable. Le cas échéant, nous proposons de transformer les données pour améliorer la
précision de 1’approximation normale. Puis, d’apres les données transformées, nous faisons une inférence quant a la
moyenne de la population originale et intégrons les données auxiliaires a I’inférence soit directement, soit par calage au
moyen d’une fonction empirique de vraisemblance. Nous appliquons notre méthode, qui est basée sur le plan de sondage,
a six populations réelles et constatons que, dans les cas ol la transformation est nécessaire, elle donne de bons résultats

comparativement a la méthode de régression habituelle.

MOTS CLES: Population finie; é&chantillonnage; intervalle de confiance; transformation; vraisemblance empirigue.

1. INTRODUCTION

Supposons que (x;, ¥,), i = 1, 2, ..., N représente les valeurs
associées a N unités d’une population finie. Pour 1’unité i, y,
représente la variable étudi€e et x,, la variable auxiliaire. Un
des problémes posés par les populations finies sur lesquels on
s’est penché le plus est celui de I’estimation de la moyenne de
la populationy = (y, + ... + yy)/N (ou du total Ny) pour
diverses méthodes d’échantillonnage. Nous nous concentrons
ici sur I’échantillonnage aléatoire simple, parce que cette
méthode est celle qui permet le mieux d’illustrer les
problémes que nous voulons étudier et qu’il est facile de
généraliser les résultats obtenus a d’autres qui ont pour
élément de base I’échantillonnage aléatoire simple.

Souvent, on dispose de renseignements sur la variable
auxiliaire x qui permettent de faire des inférences au sujet de
y. Par exemple, posons S = {1, ..., i, ..., N} et représentons
par s ¢ S'un échantillon aléatoire simple de taille n. Quand la
moyenne X = (x; + ... + x,)/N est connue et que les variables
x et y sont comrélées, on peut estimer la moyenne de la
population ¥ grice a I'estimateur de ratioy = (/%)X ou
'estimateur de régression y =y, +b(X - X,), ol X et ¥,
représentent les moyennes de x et d’y, respectivernent, et ott
b=Y0,-%)0,- ¥ T @ - %)%

Dans des conditions trés générales, I’ estimateur de ratio et
P’estimateur de régression sont tous deux asymptotiquement
normaux; a ce sujet, consulter Scott et Wu (1981), Bickel et
Freedman (1984), et le théoréme 2.1 4 la section 2. Donc, si
v est un estimateur choisi avec soin de la variance de ¥, on
considére ordinairement que la variable standardisée
G-y \/; obéit 4 la loi normale réduite. Par conséquent, si

z, représente le percentile supérieur d’ordre o de la
distribution normale réduite, alors

(3 - 2,/% ¥ + 2V) (LD

produira un intervalle de confiance approximatif de
100 (1 - 2a)% pour y.

L’intervalle de confiance (1.1) est beaucoup utilisé dans la
pratique. Cependant, son application a certaines populations
pose des problemes. Royall et Cumberland (1981a, 1981b,
1985) ont étudié les estimateurs de ratio et de régression, et
les ont appliqués a six populations réelles pour lesquelles il
semble exister de fortes corrélations entre x et y. (Consulter la
section 3 pour une description sommaire des six populations.)
Ces auteurs ont utilisé divers estimateurs de la variance de
et ont observé que le taux conditionnel actuel de couverture
de I’'intervalle de confiance (1.1), subordonné a X, dépend
fortement de la taille de X, et est généralement beaucoup plus
faible que le taux de couverture proclamé, méme dans le cas
de I’estimateur de variance le plus souple. Par exemple, le
taux conditionnel de couverture de I’intervalle de confiance de
95% pour la population qu’ils nomment Comtés 70 se chiffre
4 76% quand on applique !’ estimateur jackknife de la variance
et que la valeur de X, est faible, et peut avoir une valeur aussi
faible que 50% quand on se sert d’autres estimateurs.

Les études susmentionnées montrent qu’il est nécessaire de
construire des intervalles de confiance «dignes de leur nom»
(Royal et Cumberland 1985, p. 359). Cependant, jusqu’a
présent, peu de progres ont ét€ accomplis dans ce domaine.
Dans le présent article, nous présentons certains résultats
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obtenus lors de 1’étude d’une autre méthode de construction
des intervalles de confiance et de son application aux six
populations étudiées par Royall et Cumberland et par de
nombreux autres chercheurs. Comme nous le montrerons a la
section 3, le taux conditionnel de couverture de nos inter-
valles de confiance est plus exact.

Nous appliquons concomitamment deux concepts im-
portants, nommément la transformation et la vraisemblance
empirique, pour tenter de résoudre les problemes auxquels se
sont heurtés Royall et Cumberland en particulier, et pour
mettre au point une nouvelle méthode générale. Comme
I’explique Cochran (1977, p. 150), les spécialistes de la
théorie des enquétes par sondage préferent faire, au plus, des
suppositions limitées quant 4 la distribution de fréquences des
données d’échantillon. Cependant, I’ utilisation de 1’ estimateur
de ratio ou de I’estimateur de régression peut augmenter
1’exactitude, car ces estimateurs tiennent compte de la corré-
lation de y, et x,. On peut évidemment décrire cette corrélation
en émettant certaines hypothéses, comme 1’existence d’une
relation linéaire approximative entre y et x. Bien que prati-
quement aucune autre hypothése ne soit nécessaire pour
utiliser 1la méthode du ratio ou la méthode de régression,
I’équation (1.1) se fonde manifestement sur une approxi-
mation normale. Or, il est bien connu que 1’approximation
normale donne des résultats trés médiocres si la distribution
de 1a population est fortement asymétrique et que 1’effectif
de I’échantillon est petit. En ce qui concerne la méthode (1.1),
la construction des intervalles de confiance est d’autant
meilleure que la distribution de I’estimateur est proche de la
distribution normale. Si la distribution de la population est
fortement asymétrique, on peut effectuer une transformation
en vue de produire une distribution de population qui soit, au
moins, plus symétrique, de sorte que I’ approximation normale
faite pour I’estimateur soit plus exacte.

Quand on utilise les estimateurs de ratio et de régression,
il est essentiel de connaitre ¥ pour obtenir de meilleurs
résultats que ceux donnés par la moyenne de I’échantillon. La
méthode que nous proposons permet d’intégrer toutes les
données dont on dispose au sujet de la variable auxiliaire x.
Toutefois, si X est la seule donnée auxiliaire disponible, il est
difficile de 1'utiliser directement quand une transformation est
nécessaire, car toute transformation non linéaire obscurcit le
lien entre X et y. Le cas échéant, nous constatons que la
méthode de vraisemblance empirique est un moyen utile de
résoudre le probleme; a cet égard, on consultera notamment
Owen (1988, 1990) et Chen et Qin (1992). Dans ces con-
ditions, la méthode de la vraisemblance empirique peut aussi
étre considérée comme une méthode de calage, ainsi que
I’exposent Deville et Sarndal (1992). Cette méthode nous
permet de ne pas perdre d’information au sujet de x aprés
avoir transformé les données.

De nombreux auteurs ont examiné la fagon d’utiliser les
transformations pour améliorer les inférences concernant les
échelles transformées (Box et Cox 1964; Carroll et Ruppert
1988; Calvin et Sedransk 1991, ainsi que les auteurs qu’ils
mentionnent). D’aucuns ont aussi étudié les moyens de faire
des inférences au sujet de I’échelle originale aprés avoir
effectué une transformation (Carroll et Ruppert 1984; Elliott

1977). La nouveauté de notre méthode tient & ce que qu’elle
vise a relier les deux étapes susmentionnées grice a la
combinaison de la transformation et des données auxiliaires
et (ou) a l’application d’une méthode de vraisemblance
empirique, au besoin.

Nous décrivons notre méthode en détail a la section 2.
Puis, 2 la section 3, nous 1’appliquons aux six populations
étudiées par Royall et Cumberland. A la section 4, nous
démontrons la validité de notre méthode dans des conditions
arbitraires et nous concluons l’article par certains com-
mentaires.

2. LA NOUVELLE METHODE

Comme nous 1’avons mentionné a la section précédente, un
des problemes que pose I’intervalle de confiance (1.1) tient 2
ce qu’il donne des résultats incorrects si la distribution de
(3 - ¥ )/4/v est fortement asymétrique et trés différente de la
distribution normale. Le probleme peut découler de I’asy-
métrie de la distribution de la population. Si I’asymétrie est
forte, I’application d’un intervalle de confiance central tel que
(1.1) est vouée a I’échec. Le modele de base employé par
Royall et Cumberland (1981a, 1981b, 1985) est

y; =+ Px; + €, 2.1

ou E(e;) = 0, V(g;) = 0” et Cov(e,,€;) = 0, pour i # j. Il est
facile de montrer que les distributions de 1’erreur corres-
pondant aux six populations réelles étudiées par Royall et
Cumberland sont trés asymétriques. Ces observations nous
menent & considérer la transformation des variables y et (ou)
x, et I’application du mod¢le

h(y)=o+Pg(x) + o€, 2.2)

ol A(-) et g(-) sont deux fonctions monotones. Nombre de
familles de transformation sont proposées dans la littérature.
Une de celles utilisées couramment est la transformée expo-
nentielle de Box-Cox définie par

(x*-1)/A quand A #0,

x,\) =
foxh) { log(x) quand A =0.

Le modele (2.1) est un cas spécial de (2.2) dans lequel les
fonctions 4 et g sont toutes deux égales a f (x, 1).

En ce qui concerne le modele (2.2), le choix des trans-
formations pourrait se fonder sur ’examen des valeurs de x et
d’y dans I’échantillon afin de déterminer s’il existe une
relation modélisable entre ces variables, ou sur des connais-
sances particuli¢res au sujet de la population étudiée. Par
exemple, dans le cas des six populations examinées par
Royall et Cumberland, les distributions de population sont
fortement étalées vers la droite, caractéristique que 1’on peut
déduire de la nature finie de ces populations. Par conséquent,
une transformation logarithmique pourrait les rendre moins
asymétriques. Nous examinerons d’autres méthodes, plus
objectives, de choix des transformations 2 la section 4.
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I1 convient de souligner que les modeles (2.1) et (2.2) sont
utilisés ici pour amener les transformations, les estimateurs
ponctuels ou les calculs d’intervalle de confiance. Cependant,
nous fonderons notre étude des taux conditionnels de
couverture sur la mesure de probabilit€ générée par le plan de
sondage, comme le font Royall et Cumberland (1985). A cette
fin, nous insérons notre population finie dans une série de
populations portant I’indice k. Autrement dit, nous devrions
utiliser un indice inférieur k pour écrire N = N, et n = n,, etc.
Toutefois, pour des raisons de simplicité, nous supprimons
I’indice k quand cela ne pose aucun risque de confusion.

Soit v, = Gy, u; = g(x).vy = NIYY v, et @, =
N~'Y. u,. Définissons

_ ZZI (u; ~ )V,

271 (u, - ﬂN)z ,

Supposons que s S est un échantillon aléatoire simple de
taille n. Nous définissons de facon similaire

b= Lies U~ BV,
Zies(ui - "_ls)z ’
a=v-Pa,

-1 Y w-a-pu?,
n-2 ies

ol #, et v, sont les moyennes d’échantillon.

Représentons la fonction inverse de h(-) par h'(-). Alors,
la valeur ajustée de y; est

$,=h 1@+ Pu) (2.3)

Nous discutons de 1’estimation de 1’intervalle de confiance de
¥ dans deux cas. Dans le premier, ou tous les x; (i = 1, ..., N)
sont connus, (Y., ¥; + 2., ¥)/N est un estimateur naturel de
y. Cependant, en vue de construire les intervalies de
confiance de ¥, nous étudions plutét la distribution de

N o A
J@p ==Y 5= ri@+pwdrw @9
i=1

1
=

ol Fy(u) est la fonction empirique de distribution de
u;(i =1, ..., N). Manifestement, la distribution de y (&, () est
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déterminée par la distribution de (&, ) qui est décrite dans le
théoréme axé sur le plan de sondage qui suit.

Théoréme 2.1 Supposons que quand k ~ «, n = n, et
N —n =N, — n, tendent aussi vers « et que
1. & =lim_ N'YY u, existe.
2. NT'YY ul =0,
3. ol =lim,__oZ, =lim__ (N- 1)'YY (u, - i,)? existeet
est plus grande que zéro.
N 2

4. o®=lim,__oy=lim,_ (N-1y'¥ e existeetest plus
grande que zéro.

5. NYY lef=0), NTIYY, |(u, - &) e = 0(1).

6. r=1lim,__ (oiN ol) N ):fil(ui - iy)? ei2 existe et est
plus grande que zéro.

1. f=1lim,__n/N existe et est plus petit que 1.

Alors,

(1) ladistribution de \/'r; (& - oy, G - By)" converge vers la
distribution normale & deux variables N, (0,Y), ou

1+ 4, -2,
2
ou
Yy - (1-f)o>
u
-—r —r
2
0u Ou

(2) Posons que B, représente n’importe quelle région de
confiance 100(1 — y)% commune pour (ay, By) et
définissons G, par

G,={y(@p): («p)eB,}. (2.5)
Alors,

Prob {¥(ay,By)€G,} 21 -,

ot y(aty, By) =Yrih ! (ery + By u,)/N.
La preuve est exposée en annexe.

Nous notons que, sans distribution normale sous-jacente
des erreurs, il n’est pas facile d’obtenir une région de con-
fiance B, exacte pour (o, By) pour un niveau de confiance
particulier 1 - vy. La région de confiance B, utilisée dans la
discussion qui suit et les expressions qui en découlent sont
donc approximatives.

Le théoréme 2.1 nous permet de construire des intervalles
de confiance pour y(«,,B,), mais y(a,,B,) n’est géné-
ralement pas égale 2 ¥. Il s’agit d’un probléme intrinséque a
condition d’utiliser une transformation non linéaire. Dans les
cas ol seul un estimateur ponctuel est nécessaire, nous recom-
manderions d’utiliser 1’ estimateur de régression en ce moment
et de suivre la méthode élaborée dans le présent article pour
estimer I'intervalle. Toutefois, il est possible d’apporter des
corrections de biais 2 ¥ (&,3) et nous utilisons une correction
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particuliére dans notre étude de simulation. Des corrections
générales sont a I’étude.

D’apres le théoréme 2.1, G, est un intervalle de confiance
prudent pour y(c,,B,) qu’on peut aussi considérer comme
un intervalle de confiance approximatif pour y. Pour
améliorer le taux de couverture deAG,,, on observera que, dans
un voisinage restreint de O = (&, [3), les contours de y («,3)
sont approximativement des lignes droites paralleles dans le
plan ap (voir la figure 1). Soit (a, b) les cosinus directionnels
de la direction EF le long de laquelle les contours
augmentent. Alors, y (a,) est (approximativement) une
fonction monotone de T, = a(e - &) + b(P - B), ol T, repré-
sente la variation le long de la direction EF correspondant
aux variations de ¢ et B. Un choix naturel pour exprimer B, est

B ={(a,p): |a(e-a&)+b(P-P)| <cdt(y/2n-2)},

ou c?=Var(T)/0o* Var(T,) est la variance de T, et
1(y/2; n — 2) est le percentile d’ordre y/2 supérieur de la
distribution de ¢ pour n - 2 degrés de liberté. Cette expression
de B, correspond a la région comprise entre les deux lignes
droites paralleles AB et CD de la figure 1.

1.0

Beta
0.9
i

08

10 12 14 16 18 20 22

Alpha

Figure 1. Contours de la fonction bivariée ¥ (c,p) dans le
voisinage de O = (&,), basé sur un échantillon
aléatoire de 32 unités de la population Cancer

Un inconvénient de I’ expression de B, susmentionnée tient
a ce qu’elle représente une région sans bornes et que si les
contours de ¥ («,) ne sont pas pratiquement paralleles et
(ou) droits, elle donne des intervalles de confiance trés mo-
dérés. Pour empécher que cela ne se produise, nous cons-
truisons une région elliptique bornée C,, définie par les
valeurs de («, §) qui satisfont

{n(oc - &2+ 2n@ (a-a)PB-P)+

2
n( i+ rs‘l———ziﬂ(ui 5 )(f3 - 3)2}
n-1

ny\ 2,2
<j1-—|06°t 12:n-2),
[ N) (v )

oit (1 — n/N) fait partie de la variance de & et B, car nous
effectuons I’échantillonnage sans remise d’une population
finie et

n Y- w2 v, - 6 - G”i)z
r =

' {n_lzies(ui - )’ }{(" -2 L v -6 - 6“;')2}
2.6)

est une estimation par sondage de la quantité r du théo-
reme 2.1. Le C, défini ainsi est représenté par la région
comprise & l'intérieur de 1’ellipse de la figure 1 et a la
propriété de toucher les deux lignes de délimitation de B,,
indépendamment de la direction (g, b). Par conséquent, quand
¥ (e, B) est effectivement une fonction monotone de 7, C,
produit pour ¥ le méme intervalle de confiance que B,.
Cependant, C, est moins vulnérable que B, si les contours
de y (e, ) ne sont pas pratiquement paralléles et (ou) droits,
car C, tend vers un point a mesure que n augmente.
L’intervalle de confiance de y correspondant a C, est défini
comme

I={y(p): (p)eC,}. @7

Les distributions de I’erreur étant plus symétriques apres la
transformation, le nouvel intervalle de confiance fondé sur C,
devrait étre meilleur que celui construit sans transformation.
On notera que, puisque tous les x; sont connus, d’autres
méthodes, dont 1a stratification optimale et la stratification a
posteriori, pourraient étre meilleures. Cependant, la stratifi-
cation optimale peut s’avérer impossible dans certains cas,
comme 1’explique Cochran (1977, p. 134). Il est également
nécessaire d’étudier 1’utilisation de la stratification & posteriori
quand les distributions d’erreur sont fortement asymétriques.

Nous passons maintenant a la discussion du deuxi¢me cas
ol on connait X = (x, + ... + x,)/N, mais oll on ne connait pas
x;, i =1, ..., N. Pour procéder de la méme fagon que dans le
premier cas, une méthode consiste & estimer Fy, (1) et a trouver
une facon d’utiliser I’information que donne X. Nous cons-
tatons que la méthode de vraisemblance empirique qui suit est
un moyen efficace de le faire. Nous nous limitons ici a la
description des notions principales; le lecteur que la question
intéresse devrait consulter Owen (1988, 1990) et Chen et Qin
(1992) pour plus de détails. L’idée principale consiste a
maximiser les fonctions (empiriques) de vraisemblance pour
diverses contraintes formulées d’aprés ce qu’on sait de cer-
tains aspects des parametres. Par exemple, dans notre cas,
nous connaissons X. Chen et Qin (1992) ont montré que les
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estimateurs sont asymptotiquement plus efficaces quand on
impose des contraintes que quand on n’en impose pas.
Plus précisément, nous estimons Fy () dans (2.4) par

Fy@) =) pIu s ul, 2.8)

ies

ou les p, sont choisis en maximisant 1’expression

p.
E}[ i 2.9
subordonnée aux conditions
p;=0, Zpi=l, Zpix,.:f. (2.10)
I€s €S

Si nous considérons que les y,, i € s sont des réalisations des
variables aléatoires Y, i € s, avec la fonction de distribution
F, nous pouvons définir les p; qui figurent dans (2.9) par
p; = F(Y) — F(Y;-). Owen (1990) donne a (2.9) le nom de
fonction empirique de vraisemblance.

Deville et Sarndal (1992) examinent la méthode susmen-
tionnée sous ’angle de calage. Ils proposent d’utiliser des
poids inégaux pour différentes unités tirées dans 1’échantillon
de facon 2a refléter la diversité de leur contribution, tout en
maintenant Y, p;x; = X. On estime que si ces poids donnent
une estimation parfaite de ¥, ils devraient également convenir
pour I’estimation de y.

Les expressions de (2.9) et (2.10) n’ont pas de solution si
la valeur minimale de x dans un échantillon est égale ou
supérieure 2 ¥ ou si la valeur maximale de x dans un
échantillon est égale ou inférieure & X. Le cas échéant, on
peut pallier le probléme en remplagant (2.9) par

Z("P,-’ 1)?, (2.11)
I€s
subordonnée a une contrainte moins rigoureuse
Y=l Ypx-x 2.12)
i€s 1€s

En vertu de (2.11) et de (2.12), nous pouvons écrire

:l+ X-X -X -x)?
R I REAY0 MO CRE)

1€8

qui existe toujours & moins que tous les x; de I’échantillon
soient identiques. Cette derniére situation correspond 2
I’absence d’une covariable, ce qui implique que p; = n! si
X = x,, ou que la solution n’existe pas si ¥ # x,. La fonction
donnée en (2.11), qu’on dénomme vraisemblance euclidienne,
est asymptotiquement équivalente a la vraisemblance empi-
rique (2.9) (Owen 1990).

Pour I’étude de simulation que nous présentons a la
section 3, nous proposons d’utiliser une correction du biais
dans les calculs. Si h(w) = g(w) = log(w), nous proposons
d’utiliser pour ¥ 1’estimateur corrigé

5 (&.B) = fwexp{&+f5ui+_;. 62}FN(u), (2.14)
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si on connait tous les u;, i = 1, ..., N, et de remplacer F,, (u) par
E,, (u) et 7, qui figure dans (2.6) par #_ si on ne connait que
%. Cette correction est motivée par des considérations
relatives a4 la modélisation quand on émet I’hypothése que la
distribution est normale. De la méme facon, on corrige 7, dans
(2.7) comme suit

L' ={y" (p) : (ap)e C.}. (2.15)
Si on effectue d’autres transformations exponentielles, on
peut apporter des corrections similaires en s’ appuyant sur les
résultats de Pankratz et Dudley (1987).

3. APPLICATION A SIX POPULATIONS
REELLES

Les six populations réelles étudiées par Royall et
Cumberland (1981a, 1981b, 1985) sont décrites sommai-
rement dans le tableau 1. Le choix de ces populations a été
guidé par le souci d’obtenir divers types de données
(démographiques, économiques, efc.) et diverses relations
logiques entre les variables x et y. Il convient de souligner que
nous avons ajouté une unité aux valeurs y de la population
intitulée «Cancer» pour pouvoir appliquer la transformation
logarithmique.

Tableau 1
Résumés pour les six populations

Population N x y Py Plog),
log(y)

Cancer 301  1.1288x10* 4.0847x10' 0.967 0.948

Villes 125  2.6602x10° 2.8553x10°  0.947 0.953

Comtés 60 304 8.9312x10° 3.2916x10*° 0.998 0.998

Comtés 70 304 89312x10° 3.6984x 10* 0982 0.991

Hopitaux 393 2.7470x10° 8.1465x 10> 0.911 0.943

Ventes 331 23164x10° 24078x10° 0.997 0.985

Les données correspondant 28 Comtés 70 sont représentées
graphiquement a la figure 2. L’histogramme de y indique
clairement que la distribution de la population est fortement
asymétrique, tandis que le tracé de log(y) témoigne d’une
amélioration considérable. En outre, le diagramme de dis-
persion de log(y) en fonction de log(x) fait apparaitre une
meilleure relation linéaire que le diagramme de dispersion de
y en fonction de x. La nécessité et 1’avantage de la transfor-
mation sont donc évidents. Des observations similaires
peuvent aussi étre faites pour les populations Villes, Comtés
60 et Hopitaux. Pour les populations Cancer et Ventes, la
transformation logarithmique (ou toute autre transformation
exponentielle) semble affaiblir la relation linéaire qui existe
entre x et y.

Puis, nous illustrons notre nouvelle méthode en supposant
que h = g =log dans (2.2). Nous utilisons les équations (2.9)
4 (2.15) pour effectuer les calculs. Comme 1’ont fait Royall et
Cumberland (1981b, 1985), nous prenons pour chacune des
six populations un échantillon aléatoire simple dont la taille
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Figure 2. Histogrammes et diagrammes de dispersion pour la population 2 Comtés 70 avant et apres la transformation logarithmique

est égale a 32, et nous calculons X _, y (&, fi) et construisons
un intervalle de confiance de 95% I,. Nous répétons le
processus 10,000 fois pour chaque population. Les résultats
sont présentés au tableau 2 sous le titre «<Méthode de trans-
formation» quand on connait toutes les valeurs x, et sous le
titre «<Méthode de la vraisemblance empirique» quand on ne
connait que X. Le terme «ratio» représente, pour chaque
population, la longueur moyenne de I’intervalle de confiance
divisée par la racine carrée de I’erreur quadratique moyenne.
Le taux de non-couverture (Ncr) correspond a la proportion
d’intervalles qui ne contiennent pas la moyenne de la popu-
lation y. Les chiffres qui figurent sous le titre <Méthode de
régression (variance de régression)» et «Méthode de régres-
sion (variance jackknife)» sont obtenus par la méme méthode
que celle de Royall and Cumberland (1981b) quand on utilise
les varjances de régression et jackknife habituelles de ¥,
respectivernent, mais pour 10,000 échantillons aléatoires au

lieu des 10,000 échantillons originaux. Les résultats donnés
sous le titre «<Méthode de vraisemblance empirique (popu-
lation créée)» seront expliqués & la section suivante.

Puis, a I’'instar de Royall et Cumberland, nous faisons une
inférence basée sur le plan de sondage et nous étudions les
propriétés conditionnelles de couverture pour plusieurs mé-
thodes d’estimation de !’intervalle. Plus précisément, nous
répartissons les intervalles de confiance en 20 groupes d’apres
la taille de X, et nous représentons graphiquement les propor-
tions d’intervalles qui, dans chaque groupe, ne contiennent pas
la moyenne de la population ¥. Pour chaque groupe, la
proportion d’intervalles situés au-dessus (en-dessous) de y est
inscrite au-dessus (en-dessous) de la ligne horizontale. La
figure 3 contient les graphiques obtenus pour la population
Comtés 70. Les deux graphiques supérieurs montrent les taux
de non-couverture pour la méthode de régression fondée sur la
variance de régression habituelle et sur la variance jackknife
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Figure 3. Graphiques des taux de non-couverture conditionnelle pour la population Comtés 70 a partir de 10,000 échantillons de taille 32. Les
lignes de référence ont pour valeur 2.5% et le taux attendu de non-couverture s’établit 2 5%

de ¥; les deux graphiques du milieu montrent les taux de
non-couverture correspondant 4 notre nouvelle méthode. Le
graphique qui figure en bas a gauche sera expliqué a la
section 4. On voit clairement que notre nouvelle méthode
avec transformation logarithmique produit une amélioration
importante. Elle produit aussi une certaine amélioration pour
les populations Villes, Comtés 60 et Hopitaux (les graphiques
ne sont pas présentés ici). Pour les populations Cancer et

Ventes, la nouvelle méthode produit des résultats tres
moyens, vraisemblablement parce que la transformation loga-
rithmique (ou toute transformation exponentielle) affaiblit
effectivement la relation linéaire qui existe entre x et y.

Nous avons également effectué des simulations pour des
tailles d’échantillon égales & 16 et a 64, et (ou) pour un taux
de couverture cible de 90%. Les résultats sont fort semblables
a ceux que nous venons de présenter.
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Tableau 2
Résultats des simulations basées sur 10,000 échantillons
aléatoires simples dont la taille est égale a 32

Cancer Villes Comtés 60 Comtés 70 Hopitaux Ventes

Meéthode de régression (variance de régression)

Ratio 3.26 3.65 3.05 2.90 3.62 294
Ner 0.141 0.116 0.146 0.271 0.098 0.176

Méthode de régression (variance jackknife)

Ratio 4.03 3.88 4.03 3.57 393 395
Ner 0.081 0.102 0.083 0.192 0.068 0.079

Méthode de transformation (toutes les valeurs de x sont connues)

Ratio 5.08 4.00 3.75 3.76 4.04 541
Ner 0.018 0.074 0.053 0.069 0.042 0.001

Méthode de vraisemblance empirique (seul X est connue)

Ratio 512 374 337 3.69 4.15 4.90
Ner 0.017 0.082 0.081 0.082 0.037 0.006

Méthode de vraisemblance empirique (population créée)

Ratio 392 392 397 3.96 3.90 3.99
Ner 0.057 0.059 0.055 0.058 0.059  0.059

4. DISCUSSION

Nous utilisons la transformation logarithmique dans
certaines de nos discussions, car il s’agit probablement de la
transformation utilisée le plus fréquemment en pratique.
Néanmoins, des méthodes plus objectives existent pour
choisir le type de transformation. L’une d’elles est la trans-
formée exponentielle bien connue de Box-Cox que nous
avons déja mentionnée; consulter Box et Cox (1964), Box et
Tidwell (1962), Carroll et Ruppert (1988). Une autre méthode
récente se fonde sur un calcul appelé «espérance condi-
tionnelle alternative» (Breiman et Friedman 1985, DeVeaux
et Steele 1989).

1l existe d’autres moyens d’améliorer le taux conditionnel
de couverture. Un de ces moyens consiste a employer des
distributions asymétriques d’erreur telles que la famille des
distributions gaussiennes inverses (Whitmore 1983). Un autre
consiste 2 adapter les fonctions de quasi-vraisemblance
(Nelder et Pregibon 1987) aux problemes que posent les
populations finies.

L’étude de simulation qui suit prouve aussi la validité de
notre nouvelle méthode. Pour chacune des six populations
réelles, nous créons une nouvelle population en remplagant
les valeurs originales y; par

¥, =exp{& «Plog(x) be},

ol &, et & sont les estimations des parametres destinés &
ajuster le modeéle (2.2), avec h = g = log, a I’ancienne
population, et ol les €; sont générés a titre de variables
normales réduites indépendantes et distribuées de fagon

identique. En nous servant des six populations crées qui sont

fixes, nous répétons les simulations de la section 3 unique-
ment pour le cas oll on connait X. Cette étude de simulation
est résumée au tableau 2 et le graphique de non-couverture
pour la population Comtés 70 figure dans le coin inférieur
gauche de la figure 3. (Les graphiques de non-couverture pour
d’autres populations sont fort semblables & ce graphique).
Cette étude indique clairement que, quand la population finie
est générée au moyen d’un modele de superpopulation tel que
(2.2) dont la distribution d’erreur est normale, notre nouvelle
méthode produit les taux conditionnels de couverture corrects.
Qui plus est, quand nous diminuons la corrélation entre x et
y jusqu’a une valeur aussi faible que 0,5 pour chacune des six
populations en augmentant & et que nous répétons les simu-
lations susmentionnées, les résultats sont aussi bons que ceux
présentés au tableau 2 et a la figure 3.

Nous ne considérons que la méthode d’échantillonnage
aléatoire simple dans le présent article, mais la méthode pro-
posée est applicable 2 condition (i) qu’il existe une corrélation
linéaire entre h(y) et g(x) pour certaines fonctions monotones
hetg, et (ii) qu’on puisse trouver Fy(u) ou F, v (1) . Puisque les
six populations ont été choisies en s’assurant qu’elles soient
représentatives, nous prévoyons que notre nouvelle méthode
facilitera I’étude d’autres populations finies.
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ANNEXE

Preuve du Théoréme 2.1 (1). Pour n’importe quels nombres
réels ¢, et t,, nous avons

qm—am+5@-ﬁm=
tn 'Y e s —210 Y (u;-

ies Z'es(u - u )2 i€s

En vertu des conditions 1, 2 et 3, nous avons

== -1 = N2
u-i, n Z(ui—us) -
1ES

Par conséquent, nous pouvons écrire
L (&- (ZN) + tz(B - BN) =

tnIZe+ n Y (u, - @)e, +o,(n” .

ies ies
Ou

La condmon de Linderberg-Héjek est satisfaite pour te; +
t,- rul 0 (u; - )e; quand la condition de moment est 5,
consulter HaJek (1960), Scott et Wu (1981); et Bickel et
Freedman (1984). En I’appliquant en méme temps que les
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conditions 4, 6 et 7, on obtient le résultat souhaité en utilisant
I’instrument de Cramér-Wold.

Preuve du Théoreme 2.1 (2). Comme il pourrait y avoir
d’autres valeurs (a',’) ¢ B, pour lesquelles y(a' B =
y(a,B) pour certains (a,B)eB,, G, est toujours une
approximation conservatrice.
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