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Estimation de la variance des estimateurs de calage:
comparaison des méthodes du jackknife et de
la linéarisation de Taylor
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RESUME

L’utilisation de données auxiliaires dans les méthodes d’estimation des enquétes complexes, notamment I’Enquéte sur la
population active de Statistique Canada, ne cesse de se perfectionner. L’estimation par régression et 1’estimation par
itération du quotient étaient naguére les méthodes les plus courantes pour intégrer les données auxiliaires 4 I’ estimation.
11 arrivait toutefois que les poids associés a 1’estimateur soient négatifs ou hautement positifs. Les progres théoriques réalisés
récemment par Deville et Sérndal (1992) en vue de la construction de poids «restrictifs» que I’on peut assujettir  une valeur
positive et 3 un plafond nous ont incités & étudier les propriétés des estimateurs en résultant. Nous examinons ici lcs
propriétés de diverses méthodes servant 2 engendrer des poids de ce genre et la variance estimative correspondanie. Nous
nous intéresserons en particulier 2 deux méthodes d’estimation de la variance en recourant 4 une simulation de Monte Carlo
articulée sur les données de 1’Enquéte sur la population active. Il s’agit en I'occurrence des méthodes du jackknife et de la
linéarisation de Taylor. On en conclut que les estimateurs ponctuels et les estimateurs de la variance n’entrainent qu’un biais
minime, méme avec I’application de sérieuses «restrictions» aux poids finals.

MOTS CLES: Données auxiliaires; estimateurs par itération du quotient; estimateurs de régression; pondération

restrictive.

1. INTRODUCTION

Les données auxiliaires comptent de nombreuses applica-
tions dans les enquétes par échantillonnage. Un exemple
typique est leur incorporation a 1’estimation sous forme
d’estimateurs de régression ou d’estimateurs par itération du
quotient. Pour obtenir ces estimateurs, on multiplie le poids
d’échantillonnage d’une unité par un facteur de correction, ce
qui donne le poids final. Un inconvénient bien connu de 1’ esti-
mateur de régession est que certains facteurs de correction
peuvent &tre négatifs, si bien que le poids final le devient lui
aussi. Par ailleurs, quelques facteurs de correction de 1esti-
mateur par itération du quotient peuvent étre trés élevés et
positifs, ce qui débouche sur des poids finals trop importants.
Pour surmonter ces inconvénients, on peut recourir & une
autre variété d’estimateurs, les «estimateurs de calage». Créés
par Deville et Sarndal (1992), ces estimateurs integrent les
données auxiliaires. Dans certains cas, on peut veiller a ce que
‘les poids n’aient pas de valeur négative en spécifiant d’avance
leurs limites inférieures et supérieures. On parvient aux poids
«calés» en réduisant les fonctions qui mesurent I’écart entre
les poids d’échantillonnage originaux et les poids finals calés,
sous réserve de certaines contraintes de calage. Huang et
Fuller (1978) ainsi que Singh et Mohl (1996) ont mis au point
des estimateurs analogues qui conservent les propriétés
précitées. Habituellement, les différences entre les estimations
ponctuelles correspondant aux différentes fonctions de
distance sont tres faibles.

Depuis son lancement, I’Enquéte sur la population active
(EPA) de Statistique Canada a utilisé, 2 un moment ou a un

autre la technique d’estimation de la variance de Taylor aussi
bien que celle du jackknife, parallélement a I’emploi d’esti-
mateurs de régression et d’itération du quotient. Outre
I’estimateur de régression en usage jusqu’a présent, ’EPA a
récemment permis I’ application d’autres estimateurs de calage
en vue d’éliminer le probleme d’éventuels poids négatifs. 11
vaut donc la peine d’examiner le comportement de ces
estimateurs ponctuels et des estimateurs de la variance de
Taylor et jackknife correspondants, surtout quand ils tolérent
I’imposition de limites aux poids. Tel est le sujet principal de
ce document. Disons d’emblée que les méthodes de Taylor
et du jackknife présentent des avantages propres. La premiére
exige considérablement moins de calculs que la seconde, mais
il faut créer de nouvelles expressions pour chaque parameétre
envisagé, fardeau paticulierement lourd dans le cas des
enquétes a fins multiples dans lesquelles on est susceptible
de s’intéresser a un grand nombre de parametres. De son
coté, la méthode du jackknife, n’exige pas 1’établissement
d’expressions encombrantes de la variance pour chaque
nouveau parametre; la fonction de 1’estimateur ponctuel
suffit.

Dans la partie 2, on expose les principes théoriques de
I’estimation par calage et introduit une série de fonctions de
distance connexes; la partie 3 traite de la variance des esti-
mateurs de calage; on trouvera a la partie 4 les résultats d’une
étude de simulation de Monte Carlo qui établit le biais des
estimateurs ponctuels et des estimateurs de la variance de
Taylor et jackknife correspondants (par rapport a une variance
«réelle») pour diverses fonctions de distance issues de la
théorie de calage. La partie 5 sert de conclusion.
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2. FONCTIONS DE DISTANCE ET ESTIMATEURS
DE CALAGE

Commencons par introduire 1’idée fondamentale a la base
de D’estimation de calage. Soit U = {1, .., k, ..., N},
I’ensemble de N unités d’une population finie d’unités. Dans
les enquétes par échantillonnage, on désire souvent estimer
les parametres d’une population finie, par exemple les tota-
lisations, les moyennes et les ratios. Pour plus de simplicité,
nous ne nous intéresserons qu’aux totalisations, mais les idées
exposées ici peuvent ais€ément s’étendre a d’autres para-
metres. Supposons donc que 1’objectif consiste a estimer le
total de la population Y =3, .. y,, oll y, représente la valeur
de y, la variable & laquelle on s’intéresse pour la k-i¢me unité
de population.

On préleve au hasard s unit€s de U selon un plan
d’échantillonnage établi induisant les probabilité€s d’inclusion
1, = P(kes). On suppose que ces derniéres sont connues et
positives. Soit g, = 1/7,, le poids d’échantillonnage associé a
la k-i¢me unité. Enfin, supposons que les données auxiliaires
prennent la forme des chiffres de population connus, pour une
ou plusieurs variables auxiliaires.

Un estimateur élémentaire de Y est ]’estimateur de Horvitz-
Thompson (HT)

?a :Z 4 Yy

kes

L’estimateur HT ne peut intégrer les données auxiliaires
qu’au stade du plan d’échantillonnage, mais il ne le fait pas
nécessairement (cela dépend); on préférerait un autre esti-
mateur en mesure d’intégrer les données auxiliaires au stade
de D'estimation également. L’incorporation des données
auxiliaires peut créer de nouveaux poids, notés w,; kes. Par
conséquent, le nouvel estimateur s’écrit:

Y=Y w, @.1)

kes

L’ approche retenue par Deville et Sérndal (1992) ainsi que
par Deville, Sérndal et Sautory (1993) comporte la détermi-
nation des nouveaux poids {w,: kes} par leur rapprochement
au maximum des poids d’échantillonnage originaux {a,; kes},
au moyen d’une fonction de distance spécifiée. Les restric-
tions imposées aux nouveaux poids font en sorte qu’une fois
appliqués a chacune des variables auxiliaires, ces derniers
reproduiront le chiffre de population X connu . A savoir,

wx, =X
g kv k (2.2)
est valable, ce qui entraine un probléme de minimisation sous
contrainte. Ici, X, = (x,,, Xy s xpk) représente un vecteur de
longueur p incluant les valeurs des variables auxiliaires pour
le k-ieme individu, et les données auxiliaires d’une source
extérieure sont résumées par le total vectoriel X =), . x,.
qui est connu.

F*(w,, a,) exprime la distance entre w, et a,. Deville et
Sarndal (1992) se bornent 2 discuter des fonctions de distance
du genre F*(w,, @) = aq,c,F (w,/a,) ot w,/a, = g,, quotient du

poids calé final sur le poids d’échantillonnage original, est
appelé le «coefficient g». Ici ¢, représente un poids positif
connu, sans lien avec q,; dans la pratique, on recourt souvent
a la pondération ¢, = 1. Notons que I’équation (2.1) peut aussi
s’écrire de la fagon suivante:

I?w :E a4 8 Y

kes

On présume que F n’est pas négative et a une forme
convexe, et que F(1) = 0, si bien que lorsque w, = g, la
distance entre les poids est nulle. D’autre part, F’ doit étre
continue, biunivoque et en outre que, F'(1)=0et F"(1) >0,
de sorte que w, = g, représente un minimum local. (Lire
Deville, Sérndal et Sautory 1993). La distance totale
Y tes 3 C F (W /a,) est minimisée sous réserve de la contrainte
(2.2). En d’autres termes, 1’expression

y a,c,F(w/la,) - X’( kz: WX, - X)

kes

est minimisée par rapport & w,, olt A est un vecteur p de
multiplicateurs de Lagrange. En effectuant la différenciation
par rapport a w,, , en rendant 1’équation égale a zéro et en
résolvant pour w,, on obtient les poids calés w, = q, g, =
a, g(A'x,/c,), ou g représente la fonction inverse de f et
f(2) = dF(2)/dz. Pour calculer w,, il faut d’abord résoudre
I’équation de calage qu’implique (2.2) afin d’ obtenir A, c’est-
a-dire

Z a, g(M'x,lc)x, =X. 2.3)

kes

Cette solution d’un (éventuel) systéme non linéaire de p
équations a p inconnues pourrait nécessiter le recours a une
méthode d’itération quelconque, celle de Newton-Raphson,
par exemple.

Deville et Sérndal (1992), Huang et Fuller (1978) ainsi que
Singh et Mohl (1996) examinent plusieurs fonctions de
distance. Les deux principales auxquelles nous nous attar-
derons sont la fonction de distance des moindres carrés
généralisés (MCQG) et la fonction de distance par itération du
quotient (IQ) mentionnées par Deville et Siarndal(1992).

La fonction de distance MCG se définit comme suit:

F (w,a,) = F(;Ls(wk,ak)
=c, (w, - ak)2/ak =a,c.(wla, - D% (24

Elle permet d’obtenir I’ estimateur de régression généralisé
(ERG) bien connu dont I’estimateur par ratio, I’estimateur de
régression simple et ’estimateur de stratification a posteriori
simple sont des cas particuliers. De (2.3), il s’ensuit que les
poids calés représentant la fonction de distance MCG sont:

—_ 77
Jjes

w,=a,8,=a[l+X- fa)'( Yy ax.x.’/cj) _lxk/ck]

ol fu =Y 1es 8%, Teprésente I’estimateur HT de X. On peut
écrire 'estimateur de Y correspondant sous la forme
habituelle de I’ estimateur de régression
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Yw(GREG) =Y, + (X - X’,,)'ﬁ (2.5
ol
~ , 71
p= ( kX: XXy /Ck) kX: Xy, /¢, (2.6)
€S €5

L’estimateur de régression correspond donc a I’estimateur
HT auquel s’ ajoute un terme de correction. L’inconvénient de
la fonction de distance MCG est qu’elle peut donner des
poids négatifs, surtout si le systéme fait I’objet de contraintes
trop nombreuses. Dans la pratique, les poids négatifs sont
rares; cependant, il est préférable de les éliminer totalement
car les interpréter pourrait s’ avérer difficile.

La fonction de distance par itération du quotient (IQ) se
définit comme suit:

F*(w,,a,) = Fr (W,,a))
=c,lw logw, fa) - w, +a] 2.7)
=a,c [(wa)log(w,/a) - (w,/a) + 1].

On peut montrer que calculer les coefficients g au moyen
de 1a fonction de distance IQ et des restrictions définies en
(2.3) équivaut a utiliser I’algorithme d’ajustement propor-
tionnel itératif (API) de Deming et Stephan (1940) afin de
caler les valeurs marginales connues des tableaux de fré-
quence & deux dimensions ou plus. A I'inverse de la fonction
de distance MCG, dont la solution est fermée, les équations
de calage de la fonction de distance IQ ne peuvent étre
résolues que par itération. Divers logiciels le permettent; le
logiciel CALMAR (lire Deville, Sérndal et Sautory 1993),
notamment, résoud les équations de calage pour la fonction de
distance IQ par la méthode de Newton-Raphson plut6t qu’au
moyen de I’algorithme API que proposent au départ Deming
et Stephan. La fonction de distance IQ donne toujours des
poids positifs; néanmoins, elle a pour défaut d’aboutir 2 des
poids calés excessifs dans certains cas.

Des poids négatifs comme ceux de la fonction de distance
MCG et des poids positifs importants comme ceux de la
fonction de distance IQ ne nous intéressent pas. On peut
cependant définir une fonction de distance restrictive en vertu
de laquelle les poids résultants w, seront bornés. Il suffit
d’imposer des restrictions a la fonction de distance F(w,/a,),
de sorte que les coefficients g, g, = w,/a, se retrouveront dans
une fourchette préétablic. Pour cela, on fixe une limite
inférieure L et une limite supérieure U en vertu desquelles
L <1 < U. Pour obtenir des poids positifs, on prend L > 0.
Deville et Sérndal (1992) présentent des variantes restrictives
des deux fonctions de distance précitées, a savoir la fonction
de distance MCG restrictive (MCGR) et la fonction de
distance IQ restrictive (IQR) ou a logit. Huang et Fuller
(1978) et Singh and Mohl (1996) proposent deux autres
méthodes qui limitent les poids finals. Ces quatre fonctions de
distance restrictives sont examinées plus loin. Singh et Mohl
(1996) les analysent aussi en détail, mais sous un angle
différent.

119

La fonction de distance MCG restrictive se définit ainsi:

F(w.a) =

. ¢ (w, - ak)zlak si L<w,/a,<U
Frous(Wpoay) =
~ autrement. (2.8)

La fonction de distance IQ restrictive (ou a logit) s’écrit
F*W,,a)) = FppeW,.a,) =
A7le,[(w/a, - L)log [(w,fa, - L)/(1 - L)]

+{(U - wa)log[(U - w,/a)/(U - 1)]]

si L< w la, <U
2.9

 autrement

ouA=(U- L){(1 - L)(U- 1)}. Laspécification L=0, U=
donne la fonction de distance IQ. On voit aisément que ces
deux fonctichs de distance partagent la propriété que les poids
w, correspondants satisfonta L <w, /g, < U,

Huang et Fuller (1978) suggerent une méthode pour
corriger les poids de régression afin que les contraintes de
calage de I’équation (2.2) soient satisfaites et que les
coefficients g restent voisins de un. Singh et Mohl (1996)
montrent que leur méthode correspond 4 la minimisation
d’une fonction de distance qui change d’une itération &
I’autre. Ces deux auteurs modifient aussi la méthode originale
afin de permettre 1’application de restrictions arbitraires aux
coefficients g, restrictions semblables a celles des fonctions
de distance qui préce¢dent, et montrent que !’estimateur
résultant est asymptotiquement équivalent a I’estimateur de
régression. La fonction de distance modifiée de Singh et Mohl
(HFM) s’écrit ainsi:

xe (V1) W= (v-1)
Frw,' " a) = Fgy(w, " ap)

a P la,ql ™" v=1,2,. (2.10)

_ v-1)
= (Wk -

N S -1 DO @ N
ot g =g " g ,q® =1, et od v est Ie nombre
d’itérations. Dans ce cas,

1 si £ V<5

g ==Y 52 si 5<E V<t

(1-3ayel™Y  si EVVs

pour d, choisi arbitrairement afin que 0 < 8 < 1. Par ailleurs,

_— V- -1 st gl V<t

k ) ,
(g - D/WU -1) autrement

ou L' =al+1-oaetlU =alU+ 1 - «pour ¢, choisi
arbitrairement afin que 0 < & < 1, et ou L et U ont une valeur
identique a celles des fonctions de distance restrictives qui
précedent. Les parametres « et & accélérent la convergence de
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1" algorithme d’itération utilisé pour parvenir & une solution.
Singh et Mohl (1996) ont testé de fagon empirique diverses
valeurs pour ces parametres & partir de vastes ensembles de
données. Selon eux, les valeurs ¢ = .67 et 0 = .8 donnent de
bons résultats dans la pratique. Enfin, le coefficient g de
chaque itération est

v-1) _

8k
A(y— v-2)* -1
1+(X- X(: 2))’(Zajqj( 2 xjxj') x,; V=273,

Jjes

) - N -2 -
ot XV ):Zkeswk(v Dxe:v=2,3,.; ot w ):akgk(v 2.
v =2,3,..; et ol les valeurs de départ sont données par

g =1etw®=a,.

Ces deux auteurs proposent aussi une nouvelle fonction de
distance qui change d’itération en itération, baptisée fonction
de distance a rétrécissement-minimisation (RM). Ils montrent
que ’estimateur issu de cette fonction est lui aussi asym-
ptotiquement équivalent a I’estimateur de régression. On
I’exprime par:

xp (v-1) W, (v-1)
F(w, ,ak)=FSM w, ,a,)

_ “1)# )=

=l -l Vel v=1,2,. (211)

ou
1 3 (v-1) "

L'a, siw, <L a,

-1+ 1 . - "

a,fv iU a, si w,fv Ysu a, Vv=23,.

w,EW Y autrement.

Les termes des équations qui précedent se définissent
comme suit: L' = oL + (1 - ), U = alU + (1 - ),
L"=nL+ (1 -n)etU”"=nU+ (1 - n) pour « et 1, choisis
arbitrairement respectant 0 < o < m < 1. Comme c’est le cas
précédemment, les paramétres o et 1 accélérent la conver-
gence de I’algorithme d’itération permettant de parvenir a une
solution; Singh et Mohl (1996) pensent que les valeurs
o = .67 et 1 = .9 donnent de bons résultats, en pratique. Enfin,

v-1) v-1), _ N
w, =a, g, 5 v=2,3,..00

(v-2)=
w-1) _ 9%
P

’

(v v-2)* -1
1+(X—X(w 2))’(Z:aj( » x].xj’) x,

jes

k
v=273,..

et oit XV est défini comme précédemment. Les valeurs de
départ sont données par a”" = a, et w =a,.

Une propriété de la fonction de distance Huang-Fuller
modifiée et de la fonction de distance a rétrécissement-
minimisation est que les contraintes de calage (€quation (2.2))
sont respectées a chaque itération, tandis que les restrictions
applicables a la fourchette de valeurs du coefficient g ne le
sont qu’a la convergence. Avec la fonction de distance MCG
restrictive et la fonction de distance IQ restrictive, les
contraintes relatives 2 la fourchette de valeurs du coefficient

g sont respectées & chaque itération, mais les restrictions de

calage ne le sont qu’a la convergence. Or, il vaut souvent la
peine de plafonner le nombre d’itérations nécessaires pour
atteindre la convergence; on peut intégrer cette spécification
a ’algorithme d’itération pour faciliter le calcul. Quand la
limite supérieure est franchie & cause d’une convergence trop
lente, I’application de 1’algorithme prend fin prématurément.
Quoi qu’il en soit, les contraintes de calage sont respectées
avec la fonction de distance Huang-Fuller modifiée et sa
fonction de distance a rétrécissement-minimisation. Pareille-
ment, avec la fonction de distance MCG restrictive et la
fonction de distance 1Q restrictive ce sont les contraintes
relatives a la fourchette de valeurs qu’on respecte.

Le comportement des coefficients g de certaines fonctions
de distance a été abondamment étudié. 11 suffit de lire, par
exemple, Deville, Sdrndal et Sautory (1993). Stukel et Boyer
(1992) montrent de fagon empirique que les fonctions de
distance MCG et IQ, et leurs variantes restrictives, dotées de
larges limites, donnent des coefficients g dont la distribution
suit assez bien la normalité pour un ensemble de données
particulier. Lorsqu’on impose des limites plus étroites aux
fonctions de distance restrictives, la distribution révele
cependant un «empilement» de coefficients g aux limites
inférieure et supérieure. Malgré tout, les fonctions de distance
restrictives semblent déboucher sur des estimations ponc-
tuelles voisines de celles que donnent les fonctions de distance
non restrictives, méme avec une application trés rigoureuse
des limites, comme le montreront les résultats de notre étude
empirique. Nous n’avons toutefois pas examiné le biais des
estimateurs ponctuels et des estimateurs de variance quand on
resserre & 1’extréme les fonctions de distance. Notre analyse
présente de 1'intérét pour les enquétes comme I’EPA, dont le
régime d’estimations existant a été élargi et qui permettent
désormais a I’utilisateur de choisir entre les fonctions de
distance MCG restrictive ou une fonction de distance a rétré-
cissement-minimisation, en plus de la fonction de distance
MCG offerte jusqu’a présent.

3. ESTIMATION DE LA VARIANCE DES
ESTIMATEURS DE CALAGE

La variance exacte de l’estimateur de calage f’w est
impossible a calculer, car I’estimateur ponctuel lui-méme
n’est pas linéaire. De plus, il n’existe pas de méthode non
biaisée explicite pour estimer la variance. C’est pourquoi on
recourt souvent 2 des méthodes & peu prés non biaisées
comme celle de Taylor et celle du jackknife, dans la pratique.

On se sert rarement de 1’échantillonnage 2 tirage «avec
remise» avec les plans d’échantillonnage stratifiés a degrés
multiples en pratique, car on ne désire guére prélever la méme
unité plus d’une fois. Par conséquent, la majorité des enquétes
recourent a I’échantillonnage «sans remise», du moins lors de
la premi¢re phase de I’échantillonnage. Malgré cela, si la
fraction de la premiere phase de 1’échantillonnage est faible
(moins de 10%, par exemple), il pourrait s’avérer raisonnable
d’utiliser une formule simplifiée, supposant un échantil-
lonnage «avec remise», a la premiére étape, pour estimer la
variance. Pareille simplification donne 1I’équation qui suit
pour l’estimateur de régression généralisé (fonction de
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distance MCG) avec un plan d’échantillonnage stratifié a
degrés multiples:

~ A

r( w(GREG)) =

L ny
}; E E A Chip ~

1y~ 15T lkes,

3.1

ny
1
— E Z Dyt € hix

h =1 kesy

ol s, est I'échantillon d’individus de la i-i¢me unité primaire
d’échantillonnage (UPE) et de la h-itme strate, a,, est le
poids d’échantillonnage original du plan d’échantillonnage
pour I’individu k de 'UPE i et de la strate A, et n, est le
nombre d’UPE échantillonnées dans la strate k. De plus,
€k = Ve ~ xmkﬁ donne la valeur résiduelle associée a
I’estimateur de régression, ot ff = (X hikes Bt Xnik Xpik/ i) !
Y hikes @hix Xnix Y/ Chir- L2 formule «avec remise» donnée en
(3.1) surestime la variance réelle de nombreux plans
d’échantillonnage (lire Sdrndal, Swensson et Wretman (1992,
partie 4.6)). Notons cependant que sur le plan technique, cet
estimateur simplifié de la variance ne correspond pas a
I’estimateur de Taylor, méme si on 1’appelle souvent ainsi
pour des raisons historiques. C’est pourquoi nous en ferons
autant.

Hidiroglou, Fuller et Hickman (1980) proposent une
amélioration a 1’équation (3.1) ot le coefficient g est inclus a
la formule de la variance (rappelons que w,, =a,,g,.)- Le
résultat est le suivant:

T( W(GREG)) =
L my 1 Ny 2
Z E Z Whin€hir ~ _Z Z Whik€hik | (3.2)
h=1 Py~ Li=1 |kes, Ny i=1 kesy

Sdrndal (1982) suggeére une équation semblable a
I’équation (3.2) pour un échantillonnage a deux degrés, mais
avec des estimateurs de la variance de type Yates-Grundy. De
leur c6té, Deville et Sdrndal (1992) montrent qu’une fonction
de distance qui obéit a un jeu de conditions générales donnera
un estimateur asymptotiquement équivalent a celui obtenu
grace & la fonction de distance MCG, c’est-a-dire YW(GREG) "
indiqué en (2.5). Singh et Mohl (1996) vont un peu plus loin
et y integrent la fonction de distance Huang-Fuller modifiée
et ]a fonction de distance a rétrécissement-minimisation. La
variance asymptotique de I’estimateur de calage I?W peut donc
étre considérée comme étant approximativement égale a I’esti-
mateur ¥ w(GrEG)- Cette derniére observation nous améne a
une méthode permettant d’estimer la variance de Taylor
commune a tous les estimateurs de calage, ¢’est-a-dire d’esti-
mer la variance de Y en modifiant I’estimateur de variance
de Taylor utilisé pour Y, Y \(GREG) plutdt qu’en effectuant une
nouvelle dérivation de la formule de Taylor pour chaque
fonction de distance. Pour obtenir I’estimateur de la variance
d’une autre fonction de distance que la fonction MCG, on
peut donc recourir & I’équation (3.2) et remplacer les poids
finals {w,;} de la fonction de distance MCG par ceux de la
fonction de distance & laquelle on s’intéresse.
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Pour trouver 1’estimateur de la variance de I?w, sans tenir
compte de la fonction de distance servant a établir les poids
finals calés, on recourt couramment & la méthode du
jackknife. Voici la formule de la variance applicable 4 un plan
d’échantillonnage stratifi€ & degrés multiples avec remise au

premier degré:

L -

g (¥, (hi) - ¥,)? (3.3)

n,
oi ¥ ,,(R1) correspond souvent a «I’estimateur de répétition»,
a savoir le reste de I'échantillon une fois que I’ UPE i a été
retirée de la strate 4. On obtient Y (1) en calculant de
nouveau Y apres retrait de la i-iéme UPE de la h-ieme strate
avec h = 1 . Lyi=1, ..., n, c’est-a-dire quand on modifie
les poids d’échantillonnage originaux pour refléter ’exclu-
sion de I'UPE en question et recalcule les coefficients g
d’apres I’échantillon réduit ou la répétition. Enfin, on obtient
I’estimateur jackknife en retirant successivement les UPE une
ala fois, en calculant I’estimateur de répétition correspondant,
puis en €rigeant I’estimateur final grace a (3.3). L’estimateur
de la variance jackknife indiqué en (3.3) est le plus conser-
vateur des quatre cités par Wolter (1985) dans sa longue
dissertation de la question.

Il vaut la peine de souligner que Yung et Rao (1996)
parviennent a 1’équation (3.2) comme approximation de
I’estimateur de la variance jackknife (3.3) pour I’estimateur
de régression généralisé. Ces auteurs appellent 1’équation
(3.2) «estimateur de la variance jackknife linéarisé». Leur
simulation révele que le biais (conditionnel et inconditionnel)
de I’estimateur de la variance de Taylor (équation (3.1)), de
I’estimateur de la variance jackknife linéarisé (équation (3.2))
et de I’estimateur de la variance jackknife (€quation (3.3)) ont
un comportement semblable. Bien que leur simulation insiste
sur les estimateurs de la variance de 1’estimateur de régression
généralisé sans restrictions, notre propre simulation, qui suit,
porte sur les estimateurs de la variance de I’estimateur de
régression généralisé et des estimateurs reposant sur d’autres
fonctions de distance restrictives et non restrictives.

4. SIMULATION DE MONTE CARLO

4.1 Description

Pour comparer la performance des estimateurs de calage a
celle des estimateurs de la variance de Taylor et jackknife
correspondants, nous avons entrepris une simulation de
Monte Carlo dans laquelle nous avons examiné les propriétés
fréquentistes de leur échantillon tiré d’une population finie.

Les données de I’Enquéte sur la population active (EPA)
de décembre 1990 pour Terre-Neuve nous ont servi a créer
une population finie d’ou a été prélevé de fagon répétitive un
échantillon. L’EPA est I’enquéte-ménage par échantillonnage
permanente la plus importante entreprise par Statistique
Canada. Les données mensuelles sur le marché du travail sont
recueillies dans le cadre d’un plan d’échantillonnage com-
plexe a degrés multiples qui comporte plusieurs niveaux de
stratification. On trouvera une description détaillée du plan
d’échantillonnage de cette enquéte avant sa restructuration
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survenue en 1991, dans Singh, Drew, Gambino et Mayda
(1990). Brievement, précisons que les provinces sont stra-
tifiées en «régions économiques», soit de vastes zones de
structure économique analogue. Terre-Neuve compte quatre
régions économiques. Ces derniéres sont subdivisées en
«unités autoreprésentatives» (UAR) et «unités non auto-
représentatives» (UNAR), elles-mémes scindées en strates de
niveau inférieur. Les UAR correspondent aux agglomértions
de plus de 15,000 habitants comme St. John’s et Cornerbrook,
a Terre-Neuve. Au niveau le plus détaillé, Terre-Neuve
compte 45 strates, comprenant chacune moins de six unités
primaires d’échantillonnage (UPE), un nombre insuffisant
pour I’échantillonnage dans le cadre de notre simulation. Les
45 strates ont donc été regroupces en 18, renfermant chacune
de six 2 18 UPE. Le regroupement n’a pas modifié la région
économique, ni les régions métropolitaines de recensement
(RMR) de St. John’s et de Cornerbook.

Pour la simulation de Monte Carlo, on a tiré R = 4,000
échantillons d’environ 1,000 unités dans la «population» de
Terre-Neuve (égale & 9,152) en vertu d’un plan d’échan-
tillonnage & deux degrés. Des strates groupées venant des
UNAR, on a sélectionné deux UPE par échantillonnage avec
remise avec probabilité proportionnelle 4 la taille au premier
degré. La taille de 1’échantillon correspondait au nombre de
logements de 'UPE. Au deuxiéme degré, on a retenu un
logement sur cinq dans les UPE sélectionnées, par échantil-
lonnage aléatoire simple 2 tirage sans remise. Pour les strates
groupées appartenant 4 des UAR, on a choisi trois UPE par
échantillonnage avec remise & la premiére étape avec proba-
bilit€ proportionnelle & la taille. Au second degré, tous les
logements des UPE échantillonnées ont été retenus, si bien
que cette partie du plan d’échantillonnage se bornait a un
échantillonnage de grappes complétes. Cette solution s’est
avérée nécessaire faute d’un nombre suffisant de logements
par UPE pour procéder & un sous-échantillonnage dans les
UAR. Le choix de deux UPE dans les strates UNAR plutdt
que trois, comme dans les strates UAR, est attribuable au fait
qu’en général, les premieres comptent moins d’UPE que les
secondes. Dans I’ensemble, 47 UPE ont été échantillonnées.
Dans I’un ou I’autre cas (UNAR ou UAR), tous les habitants
des logements se sont tous retrouvés dans 1’échantillon. Bien
que ce plan soit un amalgame des plans 4 un et 2 deux degrés,
nous le considérerons comme un plan d’échantillonnage a
deux degrés pour plus de commodité.

Nous nous sommes intéressés a Y, le nombre total de
chomeurs. Cette valeur a été obtenue par application de

A 9152 h P
I'équation ¥ =Y, ¥, =Y., ¥, 2 la population fixée, o
y, = 1 si I’individu k est au chdmage et est égal a 0 dans les
autres cas. Pour chacun des R = 4,000 échantillons, on a
(ialculé YW, soit le nombre total estimatif de chOmeurs
Y, =Y, WY, La valeur {w, kes} a é€ déterminée au
moyen des six fonctions de distance dont on a déja parlé:

(1) la fonction de distance généralisée des moindres carrés
(MCG) (équation (2.4)),

(2) la fonction de distance par itération du quotient (IQ)
(équation (2.7)),

(3) la fonction de distance MCG restrictive (MCGR)
(équation (2.8)),

(4) la fonction de distance IQ restrictive (IQR) ou a Logit
(équation (2.9)),

(5) la fonction de distance Huang-Fuller modifiée (HFM)
(2 =0.67, 6 =0.8) (équation (2.10)), et

(6) la fonction de distance a rétrécissement-minimisation
(RM) (« =0.67,1=0.9) (équation (2.11)).

Les quatre ensembles de limites qui suivent ont €été
appliqués aux quatre derniéres fonctions de distance pour
restreindre la minimisation (i) L = 0, U = 4; (ii)) L = 0.4,
U=2;(i)L =068, U=16¢et(iv)L =08, U=13.0na
ainsi obtenu 18 estimateurs ponctuels. Pour chacun d’eux, le
calage reposait sur les données auxiliaires issues des
projections provinciales du recensement pour dix catégories
age/sexe mutuellement exclusives et exhaustives (caté-
gories: < = 14, 15-24, 25-44, 45-64, > = 65, pour chaque
sexe) et les quatre régions économiques de Terre-Neuve. Les
données auxiliaires sur chaque individu formaient donc un
vecteur de 14 unités comptant exactement deux fois la valeur
un et 12 fois la valeur zéro. On a cependant dil réduire les
dimensions du vecteur a 13 quand on a recouru 4 la méthode
de Newton-Raphson pour résoudre 1’équation (2.3). Paral-
lélement, on a postulé que ¢, = 1 pour les quatre premiéres
fonctions de distance.

Nous avons calculé I’estimateur de la variance jackknife de
1’équation (3.3) pour chacun des R = 4,000 échantillons et des
18 estimateurs ponctuels. Nous avons aussi calculé I’esti-
mateur de la variance de Taylor de 1’équation (3.2) et procédé
4 la modification suggérée a la partie 3 pour les autres
fonctions de distance que la fonction MCG. Notons que
puisqu’on a recouru 2 un échantillonnage avec remise avec
probabilité proportionnelle a la taille plutdt qu’a un échan-
tillonnage sans remise au premier degré, I’estimateur de
variance de 1’équation (3.2) convenait tout a fait a la
simulation. Enfin, on s’est servi de la formule (3.1) avec la
fonction de distance MCG seulement, afin de voir ce qui se
produirait si on omettait les coefficients g dans I’estimateur de
la variance.

Plusieurs propriétés fréquentistes ont été examinées pour
chacune des six fonctions de distance précitées. Les voici.

(A) On a estimé le biais relatif en pour cent du nombre
estimatif de chémeurs (par rapport a 1’ensemble de la popu-
lation) au moyen de I’équation:

E (Y)-Y
Eu) - Y W * 100 4.1
ol
. 1 &
w(Y) ==
Dz 27,

représente 1’espérance de Monte Carlo de !’estimateur
ponctuel Y pour R échantillons et Y , la valeur de Y pour
I'échantillon 7.

(B) Le biais relatif en pour cent de 1’estimateur de la variance
de Taylor/jackknife (par rapport a la variance réelle) est
estimé au moyen de I’équation
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Tableau 1
Biais relatif en pour cent des estimateurs ponctuels, et biais relatif en pour cent et coefficients de variation en pour cent
des estimateurs de la variance de Taylor et jackknife (échantillon d’environ 1000)

Biais Biais Biais Nombre
. . relatif en % relatif en % relatif en % CV.en % CV.en % d’échantillons
Fonction de distance estimateur variance variance variance variance écartés
ponctuel Taylor jackknife Taylor jackkmife (sur 4000)
MCG (régression) 11 -6.01 (g 3.1) -1.73 60.79 (éq 3.1) 62.86 0
-5.82(éq3.2) 59.60 (éq 3.2)
MCG restrictive L=0,U=4) 11 -5.82 -1.73 59.60 62.86 0
L=4,U=2) .10 -5.36 -1.27 59.93 63.21 32
Itération du quotient 52 -6.20 0.84 59.45 63.35 0
IQ restrictive (L=0,U=4) .50 -6.09 -0.31 59.48 63.47 0
(L=4,U=2) .46 -5.69 -0.39 59.81 64.21 32
Huang-Fuller (L=0,U=4) A1 -5.82 -1.73 59.60 62.86 0
modifiée L=4,U=2) .10 -5.36 -1.20 59.94 63.27 32
Rétrécissement- L=0,U=4) 1 -5.82 -1.73 59.60 62.86 0
minimisation (L=4,U=2) .10 -5.36 -1.27 59.94 63.25 32
(E, (V(7.)) ) Remarquons qu’il aurait pu s’avérer préférable de
M hd * 100 4.2) comparer les valeurs a I’«erreur quadratique moyenne réelle»
Virue plutdt qu’a la «variance réelle» aux équations (4.2) et (4.3).
ol Toutefois, dans notre simulation, le biais relatif était si faible
1 & que I’écart entre les deux comparaisons est i toute fin
E,(V(Y,)) = R 2 }: pratique négligeable.
Enfin, pour déterminer si le nombre d’échantillons
et retenu était approprié, on a calculé I’erreur de Monte Carlo
R en prenant le coefficient de variation en pour cent de
% E (fw - E, (7, ))? M(V(Y ))donné par:

et Vr(?w) correspond 2 la valeur de V(fw) (Taylor ou
jackknife) de I’échantillon r.

(C) Le coefficient de variation en pour cent de 1’estimateur de
la variance de Taylor/jackknife (par rapport & la variance
réelle) est estimé par

R
%Z(V,( ) -V )
\ R y £ 100 .3)
true

c’est-a-dire I’ erreur quadratique moyenne de 1’estimateur de
la variance divisée par la variance réelle en pour cent. Bien
que la plupart des études portent sur le biais des estimateurs
de la variance, il vaut la peine d’examiner le coefficient de
variation des estimateurs de la variance pour savoir dans
quelle mesure les estimations de la variance fluctuent elles-
meémes.

(4.4)

* 100.

Avec R = 4,000, I’erreur de Monte Carlo était constamment
faible (entre 0.99% et 3.60%) pour les méthodes du jackknife
et de Taylor, signe que les résultats sont stables.

4.2 Résultats de ’étude

Le tableau 1 indique le biais relatif en pour cent de I’esti-
mateur ponctuel (équation (4.1)) et des estimateurs de la
variance de Taylor et jackknife (équation (4.2)), ainsi que les
cocfficients de variation en pour cent des mémes estimateurs
(équation (4.3)). Le biais relatif en pour cent des estimations
ponctuelles (colonne deux) est négligeable, puisqu’il varie
entre 0.10% et 0.52%, soit beaucoup moins que 1% dans tous
les cas. Le fait que les estimations ponctuelles présentent
un biais similaire est raisonnable, étant donné 1’équivalence
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Tableau 2
Biais relatif en pour cent des estimateurs ponctuels, et biais relatif en pour cent et CV en pour cent
des estimateurs de la variance de Taylor et jackknife (échantillon d’environ 2000)

Biais Biais Biais CVen% CVen% Nombre
Fonction de distance relatif en % relatif en % relatif en % variance variance d’échantillons
estimateur variance variance Taylor jackknife écartés
ponctuel Taylor jackknife (sur 4000)
MCG (régression) .02 -2.71(éq 3.1) -1.43 23.03 (éq 3.1) 23.29 0
-2.61 (ég3.2) 22.84 (éq3.2)
MCG restrictive (L=0,U=4) .02 -2.61 -1.43 22.84 23.29 0
(L=4,U=2) .02 -2.61 -1.43 22.84 23.29 0
(L=.68,U=16) .02 -2.61 -1.44 22.84 23.29 0
(L=.8,U=13) .02 -2.75 -1.56 22.70 23.15 118
Itération du quotient 25 -2.75 -1.15 22.84 23.43 0
IQ restrictive (L=0,U=4) 17 -2.67 -1.36 22.84 23.30 0
(L=4,U=2) .16 -2.70 -1.42 22.84 23.29 0
(L=.68,U=16) .31 -2.77 -0.49 22.83 24.20 0
(L=.8,U=1.3) 27 -2.91 * 22.70 * 118
Huang-Fuller (L=0,U=4) .02 -2.61 -1.43 22.84 23.29 0
modifiée (L=4,U=2) .02 -2.61 -1.43 22.84 23.29 0
(L=.68,U=1.6) .02 -2.61 -1.44 22.84 23.29 0
(L=.8,U=13) .02 -2.58 -1.36 22.73 23.18 116
Rétrécissement- (L=0,U=4) .02 -2.61 -1.43 22.84 23.29 0
minimisation (L=4,U=2) .02 -2.61 -1.43 22.84 23.29 0
(L=.68,U=16) .02 -2.61 -1.44 22.84 23.29 0
(L=.8,U=13) .02 -2.61 -1.24 22.73 23.63 118

asymptotique des estimateurs de calage par rapport a Iesti-
mateur de régression.

La troisidéme colonne indique le biais relatif en pour cent
de I’estimateur de la variance de Taylor. Dans ce cas, on sous-
estime toujours la variance réelle, mais jamais de plus de
6.2%. En ce qui concerne 1’estimateur de régression, 1'in-
clusion du coefficient g a la formule de la variance {(équation
(3.1) ou équation (3.2)) ne parait guere faire de différence; le
biais ne s’améliore que légeérement lorsqu’on ajoute le
coefficient g (-5.82% contre -6.01%). L’estimateur de la
variance jackknife (quatriéme colonne), par contre, donne
constamment de meilleurs résultats que 1’estimateur de la
variance de Taylor. Ainsi, il sous-estime presque toujours la
variance réelle, mais de moins de 2% dans tous les cas.

Toutes les fonctions de distance aboutissent 2 une solution,
mais la fonction MCG exige un algorithme d’itération. A
cause de cela, quelques-uns des 4,000 échantillons posent des
problemes de convergence, surtout aux limites extrémes du
coefficient g. On a donc rejeté les échantillons pour lesquels
’algorithme ne débouchait pas sur la convergence. Par
conséquent, ces échantillons n’ont pas contribué aux diverses
mesures de Monte Carlo. La derniére colonne du tableau 1
indique le nombre d’échantillons écartés. Aux limites
extrémes (L =0.68, U=1.6etL=0.8,U=13),0na di en
rejeter tant ( de 231 2234 pour L= 0.68, U=1.6¢etde 1,562

3 1,602 pour L = 0.8, U = 1.3) que les résultats ne nous ont
pas paru fiables. Ils ne sont donc pas signalés. Ces limites
plus étroites ne sont néanmoins pas dépourvues d’intérét.
C’est la raison pour laquelle on a repris la simulation en
doublant & peu pres la taille de I’échantillon (hausse d’environ
1,000 a 2,000). Remarquons que Deville et Sérndal (1992)
montrent que pour toutes les fonctions de distance, la
convergence est atteinte avec probabilité égale & un si la taille
de I’échantillon est suffisante.

Les colonnes cing et six du tableau 1 indiquent les CV en
pour cent des estimateurs de la variance de Taylor et
jackknife. Les coefficents de variation de toutes les fonctions
de distance se ressemblent, puisque leurs valeurs fluctuent de
59.45% 3 64.21%. Toutefois, ceux de la méthode jackknife
sont toujours un peu au-dessus de ceux de la méthode de
Taylor. Sans nier leur importance, on a déja observé des
coefficients de variation d’un tel ordre de grandeur dans
d’autres simulations se rapportant 2 la variance. Lire par
exemple Kovacevi¢, Yung et Pandher (1995). Nous voulions
cependant savoir si les principaux résultats concernant le biais
des estimateurs de la variance tiendraient toujours advenant
une réduction des coefficients de variation. A la suggestion
d’un examinateur, nous avons donc effectué une autre
simulation en portant le nombre d’UPE de 47 2 83, sachant
que les CV des estimateurs de la variance sont & peu pres
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inversement corrélés au nombre d’UPE tirées. On arelevé e
nombre d’UPE en faisant en sorte qu’il y ait autopondération
du plan d’échantillonnage; cette approche semble avoir eu les
plus grands effets sur la réduction des CV. Le second degré
du plan d'échantillonnage n'a pas été modifié. La deuxieme
simulation a eu pour avantage secondaire de doubler approxi-
mativement la taille de 'échantillon, ce qui nous a permis de
surmonter les difficultés de convergence mentionnées au
paragraphe précédent.

Les résultats de la deuxiéme simulation apparaissent au
tableau 2. La derniére colonne indique la diminution du
nombre d'échantillons écartés en raison d'un probléme de
convergence. Les cinquieme et sixiéme colonnes montrent
que les CV ont sensiblement diminué pour se situer entre
22.70% et 24.2%, les estimateurs jackknife se caractérisant
toujours par une valeur légérement plus élevée. Comme c'était
le cas auparavant, le biais relatif en pour cent de l'estimateur
ponctuel reste négligeable, puisqu'il se maintient toujours
nettement sous un pour cent. Lors de la simulation antérieure,
le biais relatif en pour cent de l'estimateur de Taylor s'éta-
blissait constamment autour de -6%; lors de la nouvelle
simulation, il fluctue toujours autour de -3%, ce qui signifie
une fois de plus que la variance réelle a ét€ sous-estimée.
Encore une fois, on note trés peu de variation dans le biais
résultant des équations (3.1) et (3.2) pour la fonction de
distance MCG. Le biais relatif en pour cent de l'estimateur
jackknife (toujours d'environ -1.5%) est constamment
inférieur en valeur absolue a celui de I'estimateur de Taylor
(valeur absolue). Il existe cependant un cas (IQ restrictive
(L = 0.8, U = 1.3)) ol l'estimateur jackknife souléve un
probléme de convergence; on n'a pas tenu compte de ces
résultats, identifiés par un «*». Fait surprenant, on ne
remarque pratiquement aucun changement de biais pour les
fonctions de distance restrictives avec les estimateurs de
Taylor et jackknife, car les limites deviennent successivement
plus étroites. En réalité, le biais relatif en pour cent des
diverses fonctions de distance, tant pour l'estimateur de
Taylor que pour l'estimateur jackknife, ne parait guére varier.
Signalons qu'a la deuxiéme simulation, l'erreur de Monte
Carlo variait entre 0.37% et 2.13%.

5. CONCLUSIONS

Dans ce document, nous avons étudi€ le comportement des
estimateurs ponctuels et des estimateurs de la variance de
Taylor et jackknife correspondants pour plusieurs fonctions
de distance auxquelles la théorie de calage donne acces. On
a particulierement insisté sur les fonctions de distance qui
restreignent la fourchette de valeurs des coefficients g, donc
¢éliminent un poids final éventuellement négatif ou positif
mais trés élevé. Tous les estimateurs ponctuels examinés se
caractérisaient par un biais négligeable.

Les estimateurs jackknife et de Taylor révelent une faible
sous-estimation de la variance réelle, bien que le biais de
l'estimateur jackknife soit toujours inférieur a celui de l'esti-
mateur de Taylor (valeur absolue). Le résultat le plus étonnant
demeure que, pour les estimateurs de Taylor et jackknife, le
biais ne varie pratiquement pas, aussi bien quand on limite a
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l'extréme le coefficient g que dans le cas de limites moins
étroites. Il conviendrait néanmoins de se montrer prudent
lorsqu'on utilise des limites extrémes, étant donné les diffi-
cultés de convergence qui peuvent surgir, surtout lorsqu'on
recourt & la méthode jackknife pour estimer la variance, les
estimateurs ponctuels devant étre recalculés constamment. Si
l'usage des fonctions de distance restrictives a pour but
principal d'éliminer un poids éventuellement négatif ou positif
trés élevé, il suffirait d'imposer des limites modestes aux
coefficients g.

En guise de remarque finale, soulignons qu'il est inté-
ressant de constater que l'estimateur de jackknife a réclamé
environ 97% du temps de calcul alors que la méthode de
Taylor linéalisée n'en a exigé que les 3% restants. Pareille
différence, qu'on pourrait qualifier d'extréme, dans le temps
nécessaire au calcul pourrait avantager la méthode de Taylor
si on a besoin de mesurer précisément un grand nombre de
dimensions. Face aux progrés récents réalisés au niveau de
l'efficacité des calculs relatifs a l'estimateur de la variance
jackknife (programme WESVARPC (1995), par exemple),
il se pourrait qu'on puisse compenser ce déséquilibre.
Malgré cela, rappelons qu'a I'heure actuelle, le programme
WESVARPC n'a amélioré l'efficacité de calcul que des plans
d'échantillonnage 4 deux UPE par strate dont les estimateurs
de stratification a posteriori ne présentaient qu'une dimension.

En conclusion, nos travaux ne démontrent pas de fagon
concluante la supériorité d'un estimateur de la variance quel-
conque et indiquent que les deux estimateurs fonctionnent
raisonnablement bien pour toutes les fonctions de distance. Il
revient donc 2 I'utilisateur de déterminer la combinaison de
variance et de fonction de distance qui fonctionne le mieux,
compte tenu des exigences du systéme.
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