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Méthodes de linéarisation pour les échantillons a une et deux phases:
Une approche de type «recette»

DAVID A. BINDER!

RESUME

1l existe un certain nombre de méthodes asymptotiquement équivalentes qui permettent de calculer ’approximation,
par série de Taylor, des variances pour les statistiques complexes. Binder et Patak (1994) ont présenté la justification
théorique pour une classe de méthodes. Toutefois, on peut é&tablir bon nombre de ces méthodes & partir d’exemples
pratiques en utilisant des techniques directes qui ne sont pas décrites clairement dans Binder et Patak. Dans cette
communication, nous présentons une approche de type «recette», utilisable pour de nombreux exemples et dont
les bonnes propriétés d’échantillonnage de taille finie ont été démontrées. La méthode retenue devient normalement
claire lorsque I’on utilise des concepts comme méthodes basées sur un modéle ou linéarisation de la méthode du
jackknife; toutefois, notre approche permet d’obtenir les résultats recherchés de fagon plus directe. En outre, nous
présentons de nouveaux résultats pour Papplication de ces techniques a des échantillons A deux phases.

MOTS CLES: Enquétes complexes; estimation de la variance; estimateur par quotient; estimateur par régression;
test de la somme des rangs de Wilcoxon; équations d’estimation.

1. LA METHODE

Le calcul de la variance asymptotique pour une grande
classe d’estimateurs provenant d’échantilions d’enquéte
complexes est maintenant bien décrit dans la littérature,
du moins pour les approximations du premier ordre.
Toutefois, il existe un certain nombre d’autres estimateurs
de la variance, tous étant asymptotiquement équivalents.
Dans la présente communication, nous présentons une
méthode simple pour calculer, de facon générale, 'un de
ces estimateurs les plus utilisés. Cette méthode simple de
calcul peut s’avérer utile pour les statisticiens qui peuvent
hésiter devant les choix disponibles et recherchent une
solution rapide & leur probleme.

Nous débutons par un exemple simple de la méthode
utilisant Pestimateur par quotient pour la valeur totale
d’un ensemble. Dans ce cas-ci, I’estimateur est:

Yz = RX, 1)
pour

R = Y/X, et Y= E Wi Vks
kes

ol s est Pensemble des indices correspondant aux unités
échantillonnées et wy est le poids d’échantillonnage,
normalisé de telle sorte que ¥ wy soit un estimateur de la
valeur totale de ’ensemble; p. ex., wy = 1/my, Ol T st
la probabilité d’inclusion du premier ordre. La définition
de X est analogue 4 celle de Y. En prenant la différentielle
totale des deux membres de I’expression (1), nous obtenons:

(d¥R) = (dR)X, (2a)

ou . ~
Y _
% T3 (dX) (2b)

1 - P
- = Y - d .
X[(d) R(dX)]

_ Nous constatons que la différentielle totale pour
T =g(Y,, ..., Y,) est donnée, en général, par:

) 25N, 1o
@h =Y [——ga(?.)] ().

Nous aurions pu toutefois éviter I'utilisation de R dans
’expression (1) en définissant tout simplement

ce qui élimine la nécessité de définir explicitement (dR)
dans (2b), mais nous I’avons fait afin de rendre plus clairs
les exemples complexes qui seront présentés a la section 1.2.
Signalons également que I’expression (2a) ne comprend pas la
différentielle totale de X, qui est la valeur totale de la variable
x pour ’ensemble, car X est supposé €tre fixe et connu.

L’étape suivante consiste a remplacer toutes les diffe-
rentielles totales des quantités estimées par les écarts par
rapport a leurs valeurs probables respectives. Dans le
membre de droite, nous remplacons (d Y) par I’expression
(Swiyx — Y), etc. Pour la quantité qui nous intéresse,
soit ¥, nous remplacons d¥g par ¥z — Y. A partir de
Pexpression (2), et faisant ces substitutions, nous obtenons:

Yr— Yi§[<2wkyk - Y) —E(E WXy —X)]. 3)
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Nous constatons que cette expression contient un certain
nombre d’estimateurs pondérés, ceux qui ont une dépen-
dance explicite par rapport aux valeurs wy, (Y w,y; et
Y wixy) et ceux pour lesquels les valeurs wy sont implicites
dans I’expression (X et R).

La derniére étape consiste a isoler z;, ce que 1’on fait
en réécrivant I’expression (3) sous la forme:

Yo — Y = E WeZp + autres termes ne dépendant
pas explicitement de wy.

Nous obtenons ainsi:
ik = 3 — Rxy). 4
k X Yk k

Nous justifierons a la section 4 la raison pour laquelle
nous ignorons les termes qui ne dépendent pas explici-
tement de w,. On remarquera que Y w;z; a la forme
d’une estimation de la valeur totale de la variable z pour
P’ensemble.

Pour obtenir la variance de Y, nous insérons la
nouvelle variable z; dans P’enregistrement du k-iéme
échantillon, et nous utilisons une méthode standard pour
calculer la variance d’une valeur totale, appliquée a cette
variable. Nous supposons qu’il existe un estimateur de
variance possédant de bonnes propriétés pour le plan
d’échantillonnage a 1’étude.

Nous pouvons résumer comme suit la méthode:

1. Comme estimateur de 7, nous utilisons 7 et nous
prenons sa différentielle totale. Nous supposons que 7'
est asymptotiquement convergent avec le plan.

2. Nous remplagons la différentielle totale de T, dT, par
T — T.Nousremplacons toutes les autres différentielles
totales des quantités estimées par I’écart par rapport &
leurs valeurs probables respectives, comme nous avons
remplacé (dY) par I’expression (Y w,y, — Y), efc.

3. La derni¢re étape consiste a isoler z;, lorsque nous réé-
crivons le résultat de 1I’étape (2) sous la forme suivante:

T E Wiz + autres te.rr.nes ne dépendant
pas explicitement de wy.

4. Enfin, pour obtenir la variance estimée de T, nous
insérons la nouvelle variable z;, dans chaque enregis-
trement échantillonné, et nous utilisons la méthode
standard (dont on sait qu’elle a de bonnes propriétés)
afin de calculer la variance d’un total, appliqué a cette
variable.

1.1 Cas général le plus simple

Pour les échantillons a une phase, examinons un cas
général simple ol ’estimateur peut s’exprimer sous la
forme d’une fonction différentiable des totaux estimés
pour certaines variables de I’enquéte, dont certaines
peuvent étre calculées au niveau de I’unité d’échantillon-
nage finale. Dans ce cas-ci, notre méthode donne les
résultats suivants:

01‘.1

En quoi cette formulation différe-t-elle des méthodes
standard qui utilisent I’expression de Taylor? La principale
différence réside dans le traitement de I’expression (5).
Dans les méthodes standard, on calcule les dérivées par-
tielles & leurs valeurs probables avant de calculer z. Ici,
pour les composantes de z; qui sont inconnues, on subs-
titue un estimateur. Pour I’estimateur par quotient, (1),
cela ferait disparaitre X/.X de z, dans ’expression (4), car
X est remplacé par sa valeur probable. La valeur X/X
devient égale a ’unité. Le R demeure dans ’expression,
car on ’utilise pour calculer R, dont la valeur est requise
pour le calcul habituel de z;.

Kott (1990) soutient que I’estimateur de variance pour
le quotient que nous avons calculé posséde de bonnes
propriétés conditionnelles, par rapport a I’estimateur qui
omet le facteur X/X. Plusieurs autres auteurs en sont
arrivés a des conclusions similaires. Rao (1995) a démontré
que la méthode donne les mémes résultats que la méthode
linéarisée du jackknife. Notre conjecture est la suivante:
comme les dérivées partielles dans ’expression (5) sont
évaluées a la valeur Y plutdt qu’a la valeur Y, la linéari-
sation «épouse» mieux la statistique originale T', de sorte
que les variances qui en découlent ont de meilleures
propriétés. Cette conjecture n’est évidemment pas une
démonstration technique, mais plutdt une justification
intuitive de la méthode.

On remarquera que, dans ’expression (6) pour z;,
tous les termes sont directement obtenus de 1’échantillon,
de sorte qu’il n’y a pas lieu de substituer des estimateurs
pour des quantités inconnues.

1.2 Cas avec parameétres additionnels

Dans de nombreux exemples, on définit plus facilement
Pestimateur en termes qui comprennent 1’utilisation de
parametres servant uniquement a simplifier la définition
du paramétre qui nous intéresse. Pour 1’estimateur par
quotient, R est un exemple d’un tel paramétre additionnel.
Dans ce cas précis, on dispose d’une équation explicite
pour I’estimateur du paramétre additionnel. En présence
de parameétres additionnels, on peut écrire comme suit la
méthode générale:
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T=g1(f}1,...,?m,x), ou X=g2(Y1, ...,Ym),
" g (Y, N7, o [9g1 (Y, M) ], <
dr) = ——— |(dY; —— |(dN\)),
T L R

ol
- agz(f})_ o~
(dN) = Z,: [TJY’,__ (dyy,
. agl(Y,X)( y >
-T = E Wik — Y,
aY; -
dg (Y, N 32, (Y
+E gl(A )E g2j(" )(E Wii Y)
oA p aY; p
= E WeZk + .- es
ou

g (Y, N1’ 92, (Y, N)] ' [og(Y
Zk=[ gl;y )] yk+[ glf:,)*\ )] [g;(? ):ka'(7)

Lorsque les paramétres additionnels sont définis seule-
ment de maniere implicite par les équations d’estimation,
nous obtenons la généralisation suivante:

T: g(f}l, sy Ym’):)9
ol

Uy, ..., ¥, \) = 0. ®)

. dg (Y, \ A g, Ml .«
@h =Y [g—;Y—)] @ty + [%x—)] (dh),

i

en prenant la différentielle totale de (8) et enisolant (d INE
nous obtenons:

TR 2 () (T )

= Ewkzk+ RN
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ou

_ ], _[][e0] 0]
IS E IR

Nous constatons évidemment que ’expression (10) est
une généralisation des formes précédentes pour z; données
en (6) et (7).

2. AUTRES EXEMPLES

Les expressions (6), (7) et (10) ci-dessus sont présentées
uniquement afin de donner les formules précises pour les
divers cas. Toutefois, dans la pratique, nous recommandons
d’utiliser les étapes de base et de partir des principes
premiers. Pour démontrer ceci, voici deux exemples. L’un
est I’estimateur de régression généralis¢é (GREG) bien
connu; Pautre aboutit 4 quelques nouveaux résultats pour
le test de la somme des rangs de Wilcoxon pour les données
des enquétes complexes.

2.1 Estimateur de régression généralisé

On peut écrire comme suit I’estimateur de régression
généralisé (GREG) qui est donné, par exemple, dans
Sarndal, Swensson et Wretman (1989):

Yorec = ¥ + B/ (X — X), 1)

ol le paramétre additionnel B est défini comme étant la
solution a:

E wixe Ve — XiB) /ey = 0,
k

et ol ¢, est le facteur qui rend la variance hétéroscédastique
dans le modele de régression. Ceci est équivalent a:

SmB - Sxy =0, (12

les définitions de S,, et S, étant évidentes. Si I’on prend
les différentielles totales dans (12), nous obtenons:

(dSu)B + Six(dB) — (dSy) =0,
de telle sorte que
(dB) = S3'[(dS,y) — (dSc)B1.
Nous avons donc:
B-8=Y wiSo ek — Xt B) /e + ...

Maintenant, en prenant les différentielles totales de
(11), nous obtenons:
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(d¥rec) = (dY) — B’ (dX) + (dB)' (X — X)

(dy) — B’ (dX) +
[(dSy) — B’ (dSy) 185 (X — X).
Apres quelques manipulations algébriques, nous obtenons:
YorEG — Y=E wier[l + xi S (X = X) /el + ...,
ou e, = y; — xi B. Nous définissons donc:
Ze = e[l + x{ SN (X — X)/c].

La variance de ce total estimé pour cette variable z est
identique a la variance proposée par Siarndal, Swensson
et Wretman (1989). Ces auteurs soutiennent que, en se
basant sur la validité du modéle de régression, cette
variance est préférable aux autres estimateurs par déve-
loppement de Taylor pour le calcul de la variance. Nous
constatons que le calcul de cette variable z se fait naturel-
lement dans notre méthode.

2.2 Statistique du test de la somme des rangs de Wilcoxon

Nous démontrons maintenant comment notre méthode
fonctionne dans un cas non standard plus difficile. Nous
supposons que nos unités échantillonnées appartiennent a
I’'une des deux sous-populations, que nous nommons respec-
tivement population 1 et population 2. Nous définissons:

lsix=<y, 1si k€ Pop.1
I{x <y} ={ Y t 6k={ P

0 autrement, 0 autrement.

Nous posons:

Nl(t) = E wk6k1{xk < t},

kes

ce qui correspond au nombre estimé d’unités de la popu-
lation 1 qui ont des valeurs inféricures ou égales a . Nous
définissons N, (t) de fagon analogue. Notons que N; =
N;(o0), le nombre estimé d’unités dans la population /.
Une version pondérée de la statistique du test de Wilcoxon
est:

Ty = rtﬁl(t) + Ny(1)1dN, (1). (13)
0

Cette expression correspond a la somme pondérée des
rangs de la population 1 parmi les rangs pondérés de
I’échantillon combiné. Afin de calculer la valeur probable
asymptotique de Ty dans (13), posons N;(z) = E[N;(?)]
pour i = 1, 2, et substituons N;(¢) pour N;(¢) dans (13).
Nous définissons alors F;(t) = N;(t)/N;, ou N; = E(N;)
et nous appliquons ’hypothese nulle lorsque, disons,
F(t) = F,(t) = F(t). Nous obtenons ainsi la valeur
probable asymptotique suivante:

1
S (N] + L)F(t)N dF(t) = N{(N, + Np)/2.
0

On notera que dans le cas des échantillons indépendants
de taille N, et N, provenant des populations 1 et 2, respec-
tivement, et en supposant que la fonction de distribution
dans chaque population est continue et que les échantillons
sont prélevés par échantillonnage aléatoire simple, la valeur
probable exacte de T dans (13) est Ny (N; + N, + 1)/2.

Considérons maintenant la statistique

Ty = r[Nl(t) + Ny(6)]dN, (1) — Iw
4]

Nous utilisons A plut6t que d pour dénoter la différentielle
totale, car d est utilisé sous I’intégrale. Nous avons donc

(ATy) = S [AN;(2) + AN, (1)1dN,(¢)
0

+ S [Ni(#) + Ny(t)1dAN; ()
0

_(AN) (N; + N,) + Ni(AN; + AN,)
5 :

En poursuivant selon notre méthode habituelle, nous
obtenons:

Ty — Ty = Sm(z wil{x;, < t}) dN, (1)
0
+ E Wb [N () + Nap(x)]

Y Wb (N + No) + Ny Y wy
- 2

+ ...,

de sorte que

Zp = E w8 I{xy < x;} + 8 [Ni(x) + Na(xp)]
J

5 14

Nous ne savons pas si ce résultat a déja été publié. On
peut démontrer que lorsque ’hypothése nulle est vraie et
que nous choisissons indépendamment des données dans
deux populations par échantillonnage aléatoire simple, et
lorsque les populations présentent des fonctions de distri-
bution continues, la variance obtenue a partir des variables
z dans (14) est asymptotiquement équivalente a celle
obtenue avec la formule classique habituelle.
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3. ECHANTILLONS A DEUX PHASES

La méthode décrite ci-dessus s’étend assez facilement
au cas des échantillons & deux phases. Par exemple, exa-
minons ’estimateur par quotient 4 deux phases d’une
population totale, donné par:

XM = RXM, 15)

ou X = Yw,x; est estimation de la premiére phase
de X basée sur les poids de la premiére phase { wy}, et Y
et X sont les estimations de Y et X, respectivement, basées
sur les unités d’échantillonnage de la deuxiéme phase avec
les poids { wy Wy}, Oll Wy est le poids assigné a I'unité de
la deuxieéme phase choisie et est soumise a la condition de
se trouver dans I’échantillon de la premiére phase. En
particulier, posons:

1 sila k-ieme unité est dans I’échantillon de la
a, = seconde phase

0 autrement,

nous obtenons,

Y = E W Wor Qi Vs
kes

oll s est I’ensemble des indices correspondant aux unités
de I’échantillon de la premiére phase.

En prenant les différentielles totales de (15), nous
obtenons:

N xW
(dYr) =( 7

) [(dY) — R(dX)] + RdXWV),

Nous remplagons maintenant les différentielles totales par
les sommes pondérées sur les unités de la premiére phase:
Yr) =Y =

XM R R
Z wk[aszk( 5 )(yk—ka) +ka] + ...,

kes

de sorte que

o (1)
Zx = AWy (_X_) (¥x — Rxz) + Rxy. (16)

Nous voyons que les étapes que nous avons suivies sont
essentiellement les mémes que dans le cas d’un échantillon
3 une phase. Toutefois, il importe de souligner que z;
contient maintenant la variable aléatoire a;, que I’on utilise
pour indiquer si ’unité échantillonnée se trouve ou non
dans I’échantillon de la deuxiéme phase. Cette variable est
nécessaire pour calculer ’estimateur de la variance a deux
phases.
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Les variances obtenues pour la variable z dans (16) sont
identiques & celles données par Rao et Sitter (1995), qui
ont obtenu leur résultat par linéarisation de la méthode du
jackknife.

L’extension de cette méthode aux autres problémes
d’estimation dans les échantillons & deux phases ne présente
pas de probléme. Supposons, par exemple, que (Y, ...,

Y,,) soient des estimations de (Yj, ..., Yp,) pour les
échantillons de la deuxiéme phase, et que xm, ...,
X{1) soient des estimations des variables disponibles
seulement pour les unités de I’échantillon de la premiére
phase. Nous supposons qu’un ensemble de paramétres
additionnels, A, soit défini seulement en termes des unités
dans la deuxiéme phase, et que la variable qui nous inté-
resse soit définie en termes de ces paramétres additionnels
et des valeurs X(". Nous obtenons donc I’expression
formelle sulvante

-

U\Y) =0,

T = g(XD,N).

En prenant les différentielles totales, nous obtenons,
comme dans I’expression (9):

- 184 au
AN =—| = Y >
(%) [ax] [BY] (a¥)

de sorte que:

T-T= [ax“’],(zw"x" )
- [] T35] (5] (2 o)

Ainsi, I’expression générale pour g est:

z__ag ,x ag,@_la(jaw
B P3-Z0 0 I IPTN I PO a7 | "k

1l est alors nécessaire de placer la variable z dans I’algo-
rithme qui calcule la variance de ’estimateur d’un total
provenant d’un échantillon a deux phases.

4. JUSTIFICATION

La technique que nous venons de décrire peut étre
considérée comme un résultat direct de la formulation
donnée par Binder et Patak (1994). Nous résumerons ici
I'un des principaux résultats de cette communication.
Supposons que nous soyons intéressés par le parametre 6,
défini comme étant la solution a:
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U,(8,Rg) = E Wity (Y0, Rg) = 0,

kes

ol A, est ’estimation d’un paramétre additionnel, défini
comme étant la solution a:

02(0a):9) = E wkuZ(ykyoaXH) = 0,

kes

pour une valeur § donnée. Par un argument basé sur 1’éli-
mination des paramétres additionnels pour les problémes
de test d’hypotheése sur 4, Binder et Patak recommandent
de baser les inférences au sujet de 8 sur la variable

~ 601 602 -1 ~
u* = u ,0,)\ — | = —= u ,0,)\ . (7
10,0, M) Iia)\o:l Iia)\o] 2(3,0,8). (17)

En particulier, les intervalles de confiance bilatéraux
pour 6 devraient étre basés sur:

U%(0,\
{0| LWL) = X%—a(l)}’

ol W est la variance estimée de I’estimateur d’un total
lorsque la variable estimée est u*.

Posons u; = g(A\;, \y)) — 6. Le noyau des équations
d’estimation pour les totaux sur y sera donné par u,; =
y — A et le noyau des équations d’estimation pour A, est
donné par u5 (A, N\,). Posons

- Uy Y—le . -
U2=Ewk[ ]=[ Ny, ], ou N=Ewk.

Uy

Aprés quelques manipulations algébriques, nous
obtenons, de (17), la variance qui nous intéresse, soit
la variance du total estimé basé sur la variable u*, donnée
par:

ISR
s — y
N

[ M) [auaa (A, o) ]~ [ dun (A, Ap) y
N, N, N

+ des termes constant.

Ceci est équivalent a I’expression (10), ce qui démontre
que les méthodes démontrées ici sont cohérentes avec celles
de Binder et Patak (1994).
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