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Linéarisation des estimateurs de variance jackknife dans un
échantillonnage stratifié a degrés multiples

W. YUNG et J.N.K. RAO!

RESUME

Les auteurs examinent 1’estimation de la variance d’une totalisation issue d’un échantillonnage stratifié & degrés
multiples pour I’estimateur de stratification a posteriori et I’estimateur de régression généralisée. En linéarisant
’estimateur de variance jackknife, on obtient un nouvel estimateur, différent de celui obtenu par la méthode de
linéarisation ordinaire. En matiére de calcul, cet estimateur est plus simple a utiliser que I’estimateur de variance
jackknife. Pourtant, il donne des valeurs qui s’approchent de celles de la méthode du jackknife. Les auteurs étudient
les propriétés de I’estimateur de variance jackknife linéarisé, de 1’estimateur de variance linéarisé ordinaire et de
I’estimateur de variance jackknife dans le cadre d’une simulation. D’aprés 1’écart entre le total estimatif des variables
auxiliaires et les totaux connus de la population, les trois estimateurs donnent de bons résultats, conditionnellement
ou non. Un estimateur de variance jackknife reposant sur une nouvelle pondération incorrecte a donné de piétres
résultats, signe qu’il est important de procéder de fagon adéquate a une nouvelle pondération quand on recourt
4 la méthode du jackknife.

MOTS CLES: Estimateur de régression généralisée; estimateur de variance jackknife; estimateur de variance

linéarisé; estimateur de stratification a posteriori.

1. INTRODUCTION

Les enquétes-échantillons de grande envergure recourent
souvent a des plans d’échantillonnage stratifiés a plusieurs
degrés et un nombre important de strates, L, ainsi que
relativement peu d’unités primaires d’échantillonnage
(grappes), n,(= 2), dans chaque strate. On préleve
certains éléments (unités finales d’échantillonnage) dans
chaque grappe au moyen d’une méthode d’échantillonnage.
Le nombre de degrés ou les méthodes d’échantillonnage
utilisés apres le premier degré de I’échantillonnage ne sont
pas spécifiés, mais on suppose que le sous-échantillonnage
a I’intérieur des grappes débouche sur une estimation non
biaisée des valeurs totales des grappes, Y, i =1, ..., #y;
h=1,...,L.

Les spécifications du plan d’échantillonnage de 1’enquéte
servent a établir les poids de base wy; (> 0) associés
au (hik)-iéme élément. Les poids de base wy;, doivent
souvent &tre ajustés aprés stratification pour &tre cohérents
avec les totaux connus des variables de stratification
a posteriori. En présence d’un seul parametre de stratifi-
cation a posteriori, on ajuste les poids par ratio 4 la popu-
lation connue (a savoir, chiffres selon 1’dge et le sexe).
Avec deux paramétres de stratification a posteriori ou plus
et des chiffres de population marginaux connus, on peut
étalonner les poids wy; par régression généralisée (voir
partie 4), comme on le fait dans I’Enquéte sur la popula-
tion active du Canada (EPA).

L’EPA recourt 4 la méthode du jackknife pour estimer
la variance de I’estimateur de régression généralisée. Cette
méthode exige des calculs importants a I’ordinateur, mais
elle s’applique aisément aux statistiques généralement

lisses, contrairement a la linéarisation. Par ailleurs, elle
présente de bonnes propriétés conditionnelles. Par exemple,
avec ’échantillonnage aléatoire simple et 1’estimateur de
ratio, Royall et Cumberland (1981) ont montré que I’esti-
mateur de variance jackknife suit la variance condition-
nelle, étant donné la moyenne de la variable auxiliaire x
pour I’échantillon.

La présente communication a principalement pour but
d’examiner I’estimation de la variance pour I’estimateur
de stratification a posteriori ajusté par quotient et pour
Pestimateur de régression généralisée, avec un échantillon-
nage stratifié. En linéarisant I’estimateur de variance
jackknife, on obtient un nouvel estimateur, différent de
Pestimateur de variance linéarisé ordinaire. Dans le cas de
Pestimateur de stratification a posteriori, ce nouvel esti-
mateur est identique 4 I’estimateur de variance de Rao
(1985). Le nouvel estimateur de variance proposé est plus
simple & calculer que I’estimateur de variance jackknife,
mais donne des résultats similaires.

La partie 2 présente I’estimateur de variance jackknife
pour P’estimateur de base d’un total, Y. Les estimateurs
de variance jackknife et jackknife linéarisé pour Pesti-
mateur de stratification a posteriori sont présentés a la
partie 3. Les résultats sont étendus a ’estimateur de régres-
sion généralisée pour les variables de stratification multiple
a posteriori 4 la partie 4. La partie S traite de I’estimation
de la variance pour un ratio de deux totaux, obtenu chacun
au moyen de Pestimateur de régression généralisée. Les
résultats d’une simulation démontrant I’efficacité relative
de I’estimateur de variance linéarisé ordinaire, de la
méthode du jackknife et de ’estimateur de variance
jackknife linéarisé apparaissent a la partie 6.

1 W. Yung, Statistique Canada, Division des méthodes d’enquétes-ménage, immeuble R.H. Coats, parc Tunney, Ottawa, Ontario, K1A 0T6; et
J.N.K. Rao, Department of Mathematics and Statistics, Carleton University, Ottawa, Ontario, K1S 5B6.



24 Yung et Rao: Linéarisation des estimateurs de variance jackknife

2. ESTIMATEUR DE BASE

Partant des poids de base wy;, ’estimateur non biaisé
de la population totale Y s’écrit

Y= E Whik Y hik » 2.1
(hik)€s

ou s représente 1’échantillon d’éléments et y;; correspond
a la valeur de la caractéristique a laquelle on s’intéresse,
associée a I’élément (hik)es de I’échantillon. Pour plus
de simplicité, on suppose qu’il n’y a que des répondants.

La pratique courante consiste a prélever des grappes
sans remise. Néanmoins, lorsqu’on doit estimer la variance,
on simplifie considérablement les calculs en traitant I’échan-
tillon comme si les grappes avaient été choisies avec remise.
Pareille approximation entraine habituellement une sur-
estimation de la variance de ¥, mais le biais relatif sera
probablement faible si les taux d’échantillonnage au
premier degré le sont également.

L’estimateur de la variance de Y s’exprime sous la
forme suivante:

v(Y) =

Mh

_1) E (yhl yh)z“v(yhl)s (2 2)

oU Yy = Y (MpWhix)Vnix €t ¥p = (1/n) ¥; Y- La nota-
tion v(y;;) de Popérateur indique que v(Y) ne dépend
que de yy;.

Pour introduire la méthode du jackknife, il faut utiliser
Pestimateur Y(g )y bour chaque (gj) de I’échantillon aprés
avoir omis les données de la j-iéme grappe prélevée dans
lag-itmestrate (j = 1,...,n,;¢ =1, ..., L). Partant
de (2.1), on y parvient simplement en supposant que
Weix = 0, en remplagant wg (i # j) par ngwey/ (ng — 1)
et en gardant les poids originaux w,; pour h # g,
c’est-a-dire:

0 si (ki) = (g))
ng . . .
Wy ——— W, Si h = et I #
hik(gj) (ng —1) ik 4 J
Whik si h & 8.

Ces poids jackknife wy;(,;) sont établis pour chaque
grappe (gj). L’estimateur résultant de Y est

Y = Z Whik (gj) Y hik -
(hik)€s

L’estimateur de variance jackknife prend la forme suivante:

L

vi(Y) = -2 2.3)

g=1

On applique Pestimateur de variance ' (2.3) aux statis-
tiques lisses generales par exemple 6= 8( Y),en remplagant
simplement Y(g,) et Y par 0(8,) = g(Y(g,)) et 0, respec-
tivement. Dans le cas linéaire § = ¥, I’estimateur de
variance jackknife est identique a I’estimateur de variance
ordinaire (2.2).

3. ESTIMATEUR DE STRATIFICATION
A POSTERIORI

Supposons que la population soit répartie a posteriori en
C strates dont la population connue est M,c =1, ..., C.
Nous nous servirons de I’indice antérieur ¢ pour désigner
les strates a posteriori. Un estimateur de .M est donné par:

M= E Whik s 3.1
(hik)€os

ou .s représente I’échantillon d’éléments appartenant a la
c-iéme strate a posteriori. De méme, Pestimateur du total
de la strate a posteriori .Y est

X =Y WuPnik-
(hik)€cs

En utilisant les estimateurs .Y et .M, on obtient I’estima-
teur de stratification a posteriori du total Y:

3
)

o
h<

(3.2)

L’équation qui précéde peut étre récrite de la fagon
suivante:

Yps = E E cWhikYnik

¢ (hik)€cs

Oll Wy = Wy (.M/ M) correspond au poids de (hik)€.s
ajusté par ratio. Si y,; représente la variable indicatrice
d’une strate a posteriori, par exemple ¢, alors I?;,s = M,
ce qui garantit la cohérence avec les totaux connus, .M.

L’équation (2.2) donne I’estimateur de variance linéa-
risé ordinaire quand on remplace y,; par

& = Y, Y, (MuWhi)ceniks

¢ kés

ol .epix = Ynix — ¥/.M pour le k-ieme élément de la
( hi)-iéme grappe de s, c’est-a-dire:

Vi (Yps) = v(&). (3.3)

Rao (1985) propose un autre estimateur de variance linéa-
risé reposant sur les poids .wy; ajustés par ratio:

ve(Ys) = v(ek) (3.4
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et = Y Y (h Whi) cenik-

¢ ke€cs

Avec la méthode du jackknife, il est nécessaire de recal-
culer les poids de stratification a posteriori ;wy; chaque
fois qu’on supprime une grappe (g/). On se sert donc des
poids jackknife wy (g, de (3.1) pour obtenir .M, (g)» Puis
on utilise Wpik(g) = ( M/cM(g,))wh,k(g,) afm d’établir

= E E Whik (gi) Y hik-

¢ (hik)ecs

YPS(g/)

L’estimateur de variance jackknife devient donc:

t~

S AL

V_]( Yps) =
g=1

En linéarisant (3.5), on parv1ent A un estimateur de
variance jackknife linéarisé, v, ( );,s) identique a I’esti-
mateur de variance de Rao (3.4); lire aussi Valliant (1993).
Dans le cas particulier, non moins important, ou n;, = 2
grappes par strate, les équations (3.4) et (3.5) sont asymp-
totiquement égales en tenant compte de termes d’ordre
supérieur, lorsque le nombre de strates L augmente (Yung
1996).

Rao (1985) justifie (3.4) par des arguments heuristiques
en soulignant que 1’équation se réduit a un estimateur de
variance valable pour un échantillonnage aléatoire simple,
étant donné les tailles d’échantillon dans les strates
a posteriori, a I'inverse de I’estimateur de variance linéarisé
ordinaire (3.3). Sdrndal, Swensson et Wretman (1994) sont
parvenus 2 un estimateur de variance similaire a (3.4) avec
un échantillonnage a un degre dont le cadre était articulé
sur un modele. Puisque v ( };,s) et v;(Y, s) sont presque
égaux, les résultats qui préceédent suggérent deux estimateurs
de variance «robustes», c’est-a-dire présentant de bonnes
propriétés conditionnelles selon la taille estimée des strates
a posteriori. Valliant (1993) a effectué une simulation pour
éprouver la «robustesse» de v ( Yps) et vy ( Y,,S)

4. ESTIMATEUR DE REGRESSION
GENERALISEE

Dans la pratique, on crée couramment des strates
a posteriori en fonction de deux variables auxiliaires ou
davantage. Sachant le chiffre de population résultant pour
chaque cellule, on peut se servir de ’estimateur de strati-
fication a posteriori ajusté par ratio pour rendre les esti-
mations plus précises. En réalité cependant, il se pourrait
que le chiffre de population de la cellule soit inconnu. On
pourrait, par exemple savoir le chiffre marginal de certains
groupes d’age et groupes ethniques, mais pas le chiffre des
cellules combinant 4ge et race. Dans un tableau
bidimensionnel, il s’ensuivrait donc qu’on connaitrait les
chiffres marginaux, mais pas les chiffres par cellule.
Lorsque les paramétres de stratification a posteriori sont
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plus nombreux et qu’on connait les chiffres de population
marginaux, on peut se servir d’un estimateur de régression
généralisée de Y en utilisant des variables auxiliaires indi-
catrices pour désigner les catégories des parameétres de
stratification a posteriori (Huang et Fuller 1978; Deville
et Sarndal 1992).

Soit x,;, un vecteur des variables auxiliaires dont la
population totale connue est X. L’estimateur de régression
généralisée de Y s’exprime comme suit

v =7+ (x - X)7B, @.1)
ou

X = E Whik X hiks
(hik)es

et ou B représente le vecteur des coefficients de régression
estimatifs

B =A71p,
ol
A= Wi Xpix X 5
hikAhik? hik s
(hik)€s
et

S

E WhikXnikY hik -
(hikyes

L’estimateur de stratification a posteriori f;,s cons-
titue un cas particulier de (4.1) ot x,;, indique le vecteur
des variables indicatrices des strates a posteriori. Dans ce
cas, X = (IM o M7, X = (M, ..., cM)T et

B = (iR, . 1?) ,ou R = .Y/.M. Par conséquent,

Y, =Y+ ECR(CM—CM)=Y’,,S-

c

Avec deux paramétres de stratification a posteriori ou
plus, X correspond a la valeur vectorielle des données de
population marginales.

On peut récrire ’estimateur de régression généralisée
de la fagon suivante:

*
E Whik Y hik s
(hik)es
ol

Whic = WhikGhik 4.2)
correspond au poids «final» ou au poids «d’étalonnage» et
=14+ xpAN (X - X)
ik X hik .

Dans le cas partlcuher pss Anik = M/ M pour (hik)€,s.
En remplacant ¥, dans I’opérateur par Y,(Vnix), ON s€
rend facilement compte que 1’estimateur de régression
généralisée X, = Y,(x,%) = X, ce qui garantit la cohe-
rence avec les totaux connus X.
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Quand on passe 4 I’estimation de la variance, I’équation
(2.2) donne une fois de plus I’estimateur de variance linéa-
risé ordinaire ou y;; devient

& = Y, (MWWhic)eniks

ou
Chik = Ynik — XhyB (4.3)
correspond aux résidus estimatifs, c’est-a-dire
v (T) = v(én). 4.4)
Pour la méthode du jackknife, il est nécessaire de

calculer les poids d’étalonnage w}; chaque fois qu’on
supprime une grappe (gj). Ces poids sont donnés par

* —
Whik (gj) = Whik(gj)Qhik (gj)>

ou
Qg = 1+ XA (X — X)),
i . = T
Ay = Z Whik (g/) Xhik X hiks
(hik)es
et

Xgh = E Whik (g) Xhik
(hik)es

L’estimateur de régression généralisée résultant se présente
de la fagon suivante:

Y = E W;:ik(gi)yhik
(hik)€s

Yigy + (X — Xign)  Bgj

ol l?(g,-) est le vecteur des coefficients de régression esti-
matifs lorsque la (gj)-ieme grappe est supprimée:

s alip
B oy = Afgj)big))
avec

by = E Whik (gj) X hik Y hik-
(hik)es

L’estimateur de variance jackknife de Y, est donc repré-
senté par

n, — 1

(Nl

L~ ng ~ -~
w(¥,) = Y Gy — B2 @5
i=1

=1
On verra a I’annexe qu’en linéarisant I’estimateur de
variance jackknife (4.5), on obtient

vi(Y,) = v(ef) (4.6)

pour laquelle

* *
ep = E (maWhic) €nik

ou wiy est défini en (4.2) et e, en (4.3). Fait intéressant,
Pestimateur de variance jackknife linéarisé (4.6) ressemble
a Pestimateur de variance fondé sur un modéle que
proposent Sdarndal, Swensson et Wretman (1989) dans le
cadre d’un échantillonnage a un degré. Yung (1996) a
établi I’équivalence asymptotique de v;( Y,) et v, ( ¥,) aux
ordres supérieurs dans le cas particulier mais important
ou on retrouve n, = 2 grappes par strate. Soulignons que
les résultats qui précédent s’appliquent aussi aux variables
auxiliaires générales x,;;, .

Binder (1996) propose une nouvelle méthode de linéari-
sation qui aboutit elle aussi & v;; (¥,). En vertu de cette
méthode, on évalue les dérivées partielles par rapport aux
valeurs estimatives ¥, X et B, et non par rapport aux
chiffres de population Y, X et B comme avec la méthode de
linéarisation classique. Puisque v; et v;; sont convergents
selon le plan d’échantillonnage (Yung 1996) et présentent
de bonnes propriétés conditionnelles, nos résultats apportent
une justification théorique a la méthode de type «recette»
que propose Binder.

Le calcul de I’estimateur de variance jackknife suppose
Pinversion de la matrice /i(g,-) pour chaque (gj). Toute-
fois, on peut obtenir la valeur approximative de cet esti-
mateur en gardant I’inverse pour I’échantillon complet,
A !, puis en utilisant les poids modifiés

Whik(g)y = Whik(e)) Ghik (gj)
ou
5 ;A1 o
pikigy = 1 + (Whie/ Whik(gj)) X A~ (X — X(gy)-

L’estimateur résultant de Y, 4 la suppression dela (g/)-ieme
grappe, est donné par
Yogh = Y, Whikien Ynic
(hikyes

et ’estimateur de variance jackknife correspondant est

L

vi(Y) = E

n
g=1 8

ng

1 & o -
Y Ty — W2 @
Jj=1

11 est facile de voir que (4.7) est identique & I’estimateur
de variance linéarisé ordinaire (4.4).

5. ESTIMATION D’UN RATIO

On a souvent besoin d’établir le ratio de deux totaux
estimatifs. Dans le cadre d’une enquéte sur les dépenses
des familles, par exemple, on s’intéresse a la proportion
du revenu consacré a I’habillement. Soit:
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¥ =7+ X -XTB

un estimateur de régression généralisée de la somme totale
allouée a I’achat de vétements, Y. De méme, soit

Z=Z+ (X -X)TB,

un estimateur de régression généralisée du revenu total,
Z.Laproportion a laquelle on s’intéresse est exprimée par
§ = Y/Z, qu’on peut estimer par

6=Y/Z.

L’estimateur de variance jackknife est représenté par

n n, — 1 o A
i) = Y, gn Y, (b — 6)? (5.1
g & Jj
ou
by = Yrien/Zrigir-

Lorsqu’on linéarise ’estimateur (5.1), on en obtient un
nouveau

v (9) = v(rE®) (5.2)

ou

1

— %k %

mr == E ; (R Whik) enix
7, &

pour laquelle

Y,
* r ~
Chik = €nik — 5 Chiks
Z,

et

_ T B 5. _ T %
enic = Ynix — XnixB1,  €nik = Znik — XhikB2-

La preuve de (5.2) est omise pour plus de simplicité.

6. SIMULATION

On a procédé a une simulation afin de vérifier les
propriétés conditionnelles et inconditionnelles des estima-
teurs de variance pour un échantillon de population finie
avec une et deux variables de stratification a posteriori.
On a recouru pour cela a une population fixe finie, déja
envisagée par Valliant (1993), soit 10,841 personnes de
’Enquéte sur la population courante (EPC) américaine de
septembre 1988. La variable qui nous intéresse, y, corres-
pond 2 la rémunération hebdomadaire de chaque sujet.
La stratification a posteriori  une dimension reposait sur
’4ge, la race et le sexe, alors que celle & deux dimensions
portait sur cinq niveaux d’4ge et deux niveaux de race
(voir tableaux 1 et 2 pour plus de détails).
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Tableau 1

Attribution des catégories dge/race/sexe aux strates
a posteriori: stratification a posteriori unidimensionnelle

R Autre race Race noire
Age
Homme Femme Homme Femme

19 ans et moins 1 1 1 1
20-24 2 3 3 3
25-34 5 6 4 4
35-64 7 8 4 4
65 ans et plus 2 3 3 1

Note: Le numéro des cellules (1-8) correspond au numéro d’identification
des strates.

Tableau 2

Attribution des catégories dge/race aux strates
a posteriori: stratification a posteriori bidimensionnelle

Age Autre race Race noire

19 ans et moins (1,1) (1,2) PSI1(1)

20-24 2,1 2,2) PS1(2)

25-34 3,1) 3,2) PS1(3)

35-64 4,1) 4,2) PS1(4)

65 ans et plus 5,1) 5,2) PSI(5)
PS2(1) PS2(2)

Note: Le numéro en marge correspond au numéro d’identification des
strates. Les cellules (i) indiquent lastrate (i = 1, ...,5;/ = 1, 2).

La population utilisée pour la simulation comprenait
2,826 segments géographiques composés chacun d’environ
quatre ménages voisins. On a créé 100 strates (L = 100)
comptant & peu prés le méme nombre de ménages. Nous
nous sommes servis d’un plan d’échantillonnage stratifié
a deux degrés en prenant les segments comme grappes et
les personnes comme unités de deuxieéme degré. On a sélec-
tionné dans chaque strate n, = 2 segments selon une
probabilité proportionnelle au nombre de personnes dans
chaque segment, et my; = 4 personnes ont été choisies
par échantillonnage aléatoire simple sans remise quand le
segment comprenait plus de quatre personnes. Dans les
segments de quatre personnes ou moins, tous les sujets ont
été retenus. Grace a ce plan d’échantillonnage, on a obtenu
deux ensembles de 10,000 échantillons indépendants, un
pour la stratification a posteriori unidimensionnelle,
’autre pour la stratification a posteriori bimensionnelle.

Nous avons calculé ’estimateur de base, I’estimateur
de stratification a posteriori pertinent, ¥, ou ¥,, et quatre
estimateurs de variance pour chaque échantillon: I’esti-
mateur de variance linéarisé ordinaire v, , I’estimateur de
variance jackknife linéarisé v, ’estimateur de variance
jackknife v, et un estimateur de variance jackknife incor-
rect v¥. Quand on applique la méthode du jackknife, une
question se pose: faut-il ou non calculer a nouveau les
poids «finals» ou «étalonnés» chaque fois qu’une grappe
est supprimée? Le bon estimateur de variance jackknife
donne effectivement un nouveau poids «final» chaque
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fois qu’une grappe est supprimée, contrairement a I’esti-
mateur de variance jackknife incorrect. Dans la stratifi-
cation a posteriori unidimensionnelle, v} (Y, 7s) applique
Pajustement intégral .M/ .M au lieu de M/CIW(g,), lorsque
la (gj)-itme grappe est supprimée. Bref, )j,s(g,) utilise
(M/ M)w,,,k(g,) comme poids plutot que ( M/CM(g,))
Whik(g)- Pareillement, dans la stratification a posteriori
bidimensionnelle, v} ( Y,) fait appel 4 I’ajustement complet
Apix PlULOL QU’a api (g, quand la (gj)-iéme grappe dispa-
rait, c’est-a-dire que Y, utilise les poids Wy (g @ni plutdt
qQUE Whik(oj)@hik (g)- 1-a version linéarisée de v} est identique
a I’estimateur de variance vg (équation 3.4), dans laquelle
c€nir €st remplacé par y,;, pour f’,,s, et a vy (équation 4.6)
dans laquelle e;;;, est remplacé par y,; pour I’estimateur
de régression généralisée Y,. En d’autres termes,

Vi) = viR)

o
i =3 Y (mh Whia) ik
¢ kecs
et
ViI(T) = v(R)
oil

* _ *
Vi = Y (MaWha) Yhix-
kes

Puisque v} recourt & y plut6t qu’aux résidus e, v} devrait
manifestement surestimer la variance véritable de Pesti-
mateur, méme si le calcul s’avére plus simple que pour v;.

(i) Résultats inconditionnels

Pour comparer ’efficacité inconditionnelle des esti-
mateurs de variance, nous avons calculé le biais relatif
empirique (RB) de chaque estimateur de variance. Le RB
d’un estimateur de variance v est donné par:

V1:| -1

ou v; représente la valeur de v pour le i-ieme échantillon
simulé (i = 1, ..., 10,000) et MSE correspond a I’erreur
quadratique moyenne (EQM) empirique de ’estimateur,
par exemple Y:

1
RB =
MSE | 10,000

MSE = (Y; — Y)?

1
10,000 ;

ol Y, est la valeur de ¥ pour le i-iéme échantillon simulé.

On a aussi calculé le taux d’erreur des intervalles de
confiance théoriques normaux de Y, dans son ensemble,
pour chaque estimateur de variance, au moyen d’un taux
d’erreur nominal de 5%:

taux d’erreur =

(nombre d’échantillons out L; < Y < U)),

10,000
ou L; < Y < U;représente ’intervalle de confiance de
Y pour le i-itme échantillon simulé. Les taux d’erreur

minimum et maximum sont:

taux d’erreur minimum =

(nombre d’échantillons ou Y < L;)
10,000

taux d’erreur maximum =

1
(nombre d’échantillons ou Y > Uj).
10,000

Lalongueur moyenne de I’intervalle de confiance corres-
pond a:

longueur moyenne =
£ y 10 000 E (U

Le tableau 3 reproduit des résultats inconditionnels
pour P’estimateur de stratification a posteriori f;,s obtenus
au moyen des mesures de rendement qui précédent. En ce
qui concerne le biais relatif, v;; et v; donnent de bons
résultats quand RB < 1%, mais ’estimateur de variance
jackknife incorrect v}, surestime de fagon appréciable
PEQM (RB = 37%). Notons que v; donne aussi une
bonne estimation de ’EQM de Yps de fagon incondition-
nelle (RB < 1%), contrairement a ce que prétend Valliant
(1993). Ce dernier avait signalé un biais relatif de 35%
pour v; avec les mémes données. Face & la convergence
de v, selon le plan d’échantillonnage, qu’appuient les
résultats de la simulation pour v;, on peut supposer que
les calculs de Valliant pour v; sont erronés.

Tableau 3

Résultats inconditionnels pour I’estimateur de
stratification a posteriori

Mesure de

rendement VL( Yps) VJL( Yps) VJ( Yps) V;( Y;)S)

Biais relatif (%) —-0.44 0.12 0.26 37.16

Taux d’erreur (%) 5.20 5.09 5.06 2.41
Taux d’erreur

minimum (%) 2.41 2.35 2.33 0.99
Taux d’erreur

maximum (%) 2.79 2.74 2.73 1.42
Longueur moyenne 3.81 3.82 3.83 4.48

En ce qui concerne le rendement relatif & Pintervalle de
confiance, le tableau 3 montre que le taux d’erreur associé
a vy, a vy et a vy, s’approche du taux nominal de 5%,
tandis que le taux d’erreur de v} est considérablement
plus faible (environ 2.5%). On remarque une performance



Techniques d'enquéte, juin 1996

analogue pour ce qui est des taux d’erreur minimum et
maximum. Les estimateurs de variance vy, vy €t v,
donnent des résultats semblables pour la longueur moyenne
de l’intervalle de confiance, mais la longueur moyenne de
I’intervalle associé & v} est significativement plus impor-
tante A cause du biais résultant de la surestimation. Enfin,
signalons que les valeurs de rendement pour v; et v;; sont
trés proches, ce qui confirme I’équivalence asymptotique
dev 7 ety JL -

Le tableau 4 présente les résultats inconditionnels pour
Pestimateur de régression généralisée ¥,. Ainsi qu’on a pu
le remarquer avec fj,s , les estimateurs de variance v;, v,
et v; donnent de bons résultats tant en ce qui concerne le
biais relatif que le taux d’erreur de ’intervalle de confiance.
L’estimateur jackknife incorrect v}, par contre, débouche
sur une sérieuse surestimation, qui se reflete dans un taux
d’erreur inférieur au taux nominal et dans un intervalle de
confiance de longueur moyenne supérieure.

Tableau 4

Résultats inconditionnels pour 1’estimateur de
régression généralisée

Mesure de

it M ANRTTe AN S ANGT0 A

Biais relatif (%) -0.96 0.76 0.57 25.87

Taux d’erreur (%) 5.30 5.27 5.23 3.07
Taux d’erreur

minimum (%) 2.24 2.21 2.19 1.08
Taux d’erreur

maximum (%) 3.06 3.06 3.04 1.99
Longueur moyenne 3.94 3.95 3.95 4.44

(ii) Résultats conditionnels

Nous nous sommes également attardés aux propriétés
conditionnelles des estimateurs de variance, a l’instar
de Valliant (1993). Pour P’estimateur de stratification
a posteriori, les 10,000 échantillons simulés ont été répartis
en 10 groupes comptant chacun 1,000 échantillons avec
la mesure suivante (Valliant 1993):

D=L (% 1)

c c

On a calculé D, pour chaque échantillon et les 10,000
échantillons ont été classés par ordre croissant selon cette
valeur, puis divisés en groupes. On peut considérer D,
comme une indication de ’«équilibre» de P’échantillon
par rapport a la distribution de la population dans les
strates a posteriori.

Pour I’estimateur de régression généralisée, on a retenu
I’extension naturelle que voici de D,,:

np () 5 ()

a b

29

ol a et b désignent le niveau des deux variables de stratifi-
cation a posteriori, et (,M, ;M) et (,M, ,M) représentent
les chiffres de population marginaux correspondants. La
valeur D, donne une idée de la fagon dont 1’échantillon
est «équilibré» par rapport a la répartition de la popula-
tion marginale dans les strates a posteriori.

Tableau 5

Biais relatif conditionnel (%) de I’estimateur de
stratification a posteriori

Groupe v (¥ps) Vir (Y5s) Vi (Yys) VI (Yps)
1 -5.00 —8.05 —7.88 17.83
2 0.55 —1.18 -1.01 28.06
3 8.33 7.03 7.19 41.29
4 -1.10 -1.56 —-1.42 31.82
5 -0.76 -0.69 -0.55 34.77
6 2.50 3.39 3.53 41.69
7 6.10 7.51 7.66 48.86
8 6.60 8.82 8.96 53.54
9 —4.46 —1.43 —1.31 41.11

10 —13.56 -9.17 -9.07 36.63
Tableau 6
Taux d’erreur conditionnel (%) de P’estimateur de
stratification a posteriori

Groupe v ( Y;;s) v ( Yps) vi( Yps) vi( Yps)
1 5.5 5.9 5.9 3.4
2 4.6 4.8 4.8 2.9
3 3.7 3.8 3.8 1.9
4 5.7 5.8 5.8 2.9
5 4.9 4.8 4.7 2.6
6 5.1 5.0 4.8 2.2
7 5.2 4.8 4.8 2.1
8 4.5 4.3 4.3 1.3
9 5.8 5.4 5.4 2.4

10 7.0 6.3 6.3 2.4

Les tableaux 5 et 6 présentent les résultats pour I’esti-
mateur de stratification a posteriori: soit le biais relatif
conditionnel au tableau 5 et le taux d’erreur conditionnel
(taux nominal de 5%) au tableau 6. Ces mesures ont €té
obtenues de la méme maniére que pour 1’essai incondi-
tionnel, mais séparément pour chaque groupe. Les deux
tableaux montrent clairement que v;, v;; et v, donnent
de bons résultats, bien que ceux de v; laissent un peu plus
A désirer pour les groupes 1 et 10 aux extrémités de la
fourchette, v} produit d’aussi piétres résultats que dans
le cas précédent. Il est quelque peu surprenant de voir v,
donner de si bons résultats conditionnellement. Une expli-
cation plausible est qu’avec ce plan d’échantillonnage
particulier, o0 M = ¥ (nikyes Whik = M,

ZCM=M=M.
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Pour cette raison, il est impossible d’obtenir des échan-
tillons mal équilibrés, puisque si .M débouche sur une
surestimation grossiére avec certaines strates, les autres
chiffres effectuent la correction a cause de la contrainte
décrite plus haut. Par conséquent, on obtient des échan-
tillons passablement bien équilibrés, auquel cas v; devrait
déboucher sur de bons résultats.

Tableau 7

Biais relatif conditionnel (%) de I’estimateur de
régression généralisée

Groupe v (Y) v (Y) v,(Y,) vi(Y,)
1 9.25 4.95 5.13 26.51
2 3.99 1.50 1.67 24.96
3 -3.24 ~4.76 —4.59 17.53
4 ~2.66 ~3.43 ~3.26 20.53
5 7.90 7.61 7.80 35.46
6 ~3.60 -3.12 —2.94 23.38
7 —9.24 ~8.27 —8.08 17.41
8 3.34 5.30 5.50 35.84
9 ~3.75 ~0.85 ~0.62 30.84
10 ~8.68 —4.15 -3.92 28.50

Tableau 8

Taux d’erreur conditionnel (%) de I’estimateur de
régression généralisée

Groupe v (Y,) vy (Y;) v,(Y,) vi(Y,)
1 4.3 4.5 4.4 3.0
2 4.9 5.0 5.0 3.3
3 5.0 5.1 5.1 3.8
4 5.7 5.9 5.9 3.3
5 3.9 4.0 4.0 2.3
6 5.7 5.8 5.7 3.0
7 5.9 5.8 5.8 2.9
8 5.8 5.7 5.7 2.8
9 5.5 5.1 4.9 3.0

10 6.3 5.8 5.8 3.3

Les tableaux 7 et 8 reproduisent les résultats pour
PPestimateur de régression généralisée: soit le biais relatif
conditionnel au tableau 7 et le taux d’erreur conditionnel
(taux nominal de 5%) au tableau 8. Ces résultats ressemblent
beaucoup a ceux obtenus de la stratification unidimension-
nelle. Dans les deux cas, on remarque une fois de plus la
proximité des valeurs de rendement de v; et v,;, ce qui
confirme I’équivalence asymptotique de v; et vy;.

En résumé, les trois estimateurs de variance vy, vy et
v; produisent a peu prés les mémes résultats. L’estimateur
jackknife incorrect v}, par contre, laisse a désirer, signe
qu’il faut effectuer une nouvelle pondération chaque fois
qu’on supprime une grappe.

7. CONCLUSIONS

Beebakhee (1995) a appliqué les trois estimateurs de
variance v;, vy et v; a diverses enquétes-ménages entre-
prises par Statistique Canada. Ses résultats empiriques
montrent que I’estimateur de variance jackknife linéarisé,
v, exige constamment moins de temps et d’argent que
I’estimateur de variance jackknife v; pour les enquétes,
tout en approximant trés bien v;. Il s’agit de résultats
importants sur le plan pratique, car les utilisateurs souhaitent
un estimateur plus simple dont les résultats s’approcheront
au maximum des résultats de I’estimateur v; actuel.
L’estimateur de variance linéarisé ordinaire v; fonctionne
aussi bien que v;; pour ce qui est du temps et de I’argent
investis, mais comparativement a v, , les valeurs obtenues
ne s’approchent pas autant de celles de v,.

Si on s’intéresse surtout a ’estimation des totaux ou des
ratios, on pourrait étre tenté par I’estimateur de variance
jackknife linéarisé v,; , car il est plus facile & manipuler
que ’estimateur de variance jackknife ordinaire v; et
produit des valeurs proches. Pour les statistiques lisses
générales, v;; a les mémes inconvénients que I’estimateur
de variance linéarisé ordinaire v;, car ils exigent tous
deux I’établissement d’une formule distincte pour chaque
statistique, a I’inverse de v;. Pour les propriétés statis-
tiques, la simulation suggére que les trois estimateurs de
variance, v;, v et v;, se soldent par des résultats analo-
gues. Par contre, I’estimateur jackknife incorrect v, qui
utilise le méme ajustement chaque fois qu’on supprime une
grappe, donne de pi¢tres résultats, signe qu’il faut pro-
céder 4 une nouvelle pondération a chaque suppression.
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ANNEXE

Preuve que v;(¥)) = v (¥)

Pour obtenir le ré§ultat désiré, il faut d’abord approxi-
mer la différence Ay, — A ~!. Partant de I’identité
matricielle

I+ PQ)~'=1-PU+ 0P)"'Q
on obtient
AZl — AV = AT + (A - DA - A7
=AM - Ay - A
I+A (A, —A)'47"1 -4

=~ — A YAy, - A (A.]
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On parvient 4 ’approximation (A.1) en notant (i) que
A, — A est d’un ordre inférieur 4 4, selon ’hypothése
que la contribution d’aucune grappe n’est dispropor-
tionnée, a mesure que le nombre de strates L augmente
(lire Yung (1996) pour plus de précisions sur les condi-
tions de régularité) et (i) que [ + A~} (A (2/) -] =
I-A"1 Ay - 4.

De (A.1), on obtient
By —-B=UAG,-A"'+A "B, —b+b)
—A7'p
= (A —A N6+ A (b — b)
= —A_I(A(g) —fi)g + /i_l(l;(gj) — 5)
(A.2)

Etant donné (A.2), il s’ensuit que

Vg = b= Ty — V) — (X — X)'B

- (X - X)T (B - B)

1
= e — ek, A3
o@D (A.3)

ou e.g,- = Zk(ngw’g“,-,f)eg,-k etef = (1/np) Z_jjeg,-. On s’est
servi des résultats ci-dessous pour parvenir a (A.3):

Yy — 1 = X - X)TB = (& — &)
n, — 1
et
X - X)7(Bg) - B) =
(X - X’)T/i-l[ (1, — ug;)],
n, — 1

ou €y = ):k(ngwg,-k)eg,-k et Ugj = Ek(ngwg,-k)xg,-keg,k.

Par conséquent, de (A.3), on déduit que:
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1
=

vi(Y,) = ——_13 E (e} — &)?

vier) = vip(Y).
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