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Un algorithme de stratification mobile

YVES TILLE!

RESUME

Un algorithme général a probabilités égales est présenté. On donne les probabilités d’inclusion d’ordre deux qui
correspondent a cet algorithme. Celui-ci généralise la méthode de sélection-rejet permettant de constituer un
échantillon au moyen d’un plan simple sans remise. Un autre cas particulier de cet algorithme baptisé «algorithme
de stratification mobile» est discuté. Il permet d’obtenir un effet de stratification lissé en utilisant comme variable
de stratification le numéro d’ordre des unités d’observation. On donne des approximations des probabilités d’inclusion
d’ordre un et deux. Ces approximations permettent de construire un estimateur de la moyenne de la population
ainsi qu’un estimateur de la variance de cet estimateur de moyenne. Cet algorithme est ensuite comparé a un plan

stratifié classique avec allocation proportionnelle.

MOTS CLES: Algorithme de tirage; sondage a probabilités égales; strate.

1. INTRODUCTION

Quand un fichier est ordonné selon une variable auxi-
liaire proche de la variable d’intérét, comment peut-on
sélectionner un échantillon en tirant profit de cette infor-
mation? Une solution a ce probléme consiste a effectuer
un tirage stratifié. Cependant, pour effectuer un tel tirage,
il faut résoudre le délicat probléme du découpage de la
population en strates. Une autre solution simple, rapide
et efficace consiste & recourir 4 un tirage systématique.
L’algorithme s’écrit en quelques lignes. De plus, on sait
que I’on profitera de la maniére dont le fichier est ordonné.
Le tirage systématique a cependant un défaut important:
pour estimer les variances des estimateurs de totaux ou de
moyennes, il est nécessaire d’énoncer une ou plusieurs
hypothéses sur la population. Nous montrons qu’il existe
un autre algorithme de tirage simple permettant de cons-
tituer un échantillon en un seul passage en tirant profit de
I’ordonnancement du fichier. Pour cet algorithme, nous
donnons un estimateur de la variance de I’estimateur d’un
total ou d’une moyenne qui ne nécessite pas une modéli-
sation de la population.

Dans la section 2, un algorithme général de tirage
donnant des probabilités d’inclusion d’ordre un égales est
présenté. On donne les probabilités d’inclusion d’ordre un
et deux. Dans la section 3, on montre que I’algorithme
présenté généralise la méthode de sélection-rejet permettant
de constituer un échantillon simple sans remise et le plan
stratifié avec allocation proportionnelle. Enfin, dans la
section 4, on définit la méthode de la strate mobile et les
conclusions sont données en section 5.

2. PRESENTATION DE L’ALGORITHME GENERAL

2.1 L’algorithme

Soit U = {1, ...,1i, ..., N} une population finie, on
note yy, ...,V - - .5 Yn, les N valeurs prises par la variable

y sur les N unités d’observation de U. L.a moyenne des
valeurs prises par la variable y sur la population est notée

1
y=- Vi
Ng'

Un échantillon aléatoire s de taille fixe n est prélevé dans
cette population. Les variables aléatoires indicatrices de
la présence des unités d’observation dans s sont notées I;,
i € U. La probabilité d’inclusion d’ordre un est notée
m; = Pr(i € s) = E(I}), i € U, etla probabilité d’inclu-
sion d’ordre deux 7y = E(I; 1), i # k € U. L’algorithme
est trés court. Il s’apparente aux algorithmes de Fan,
Fuller et Rezucha (1962), Bebbington (1975), McLeod et
Bellhouse (1983) et de Sunter (1977 et 1986). Il faut
connaitre seulement N, netles b;, i =0, ..., N — L.
Les autres variables sont des variables de travail.

Algorithme général

J <= 0;
i <= 0;
Répéterpouri =0, ..., N — 1
u < = un nombre aléatoire selon une loi uniforme [0,1];

g ,
(b + D)n/N —j s§lectlonner. Penre-
§i ———— > wu alors | gistrement / + 1;

b; j<=j+ L
sinon, passer I’enregistrement i + 1;
i<=1i+1.

A chaque étape, j représente le nombre d’enregistre-
ments déja sélectionnés et i le nombre d’enregistrements
passés (sélectionnés ou non). A chaque itération, on décide
de la sélection de I’enregistrement i + 1. Si cet enregistre-
ment est sélectionné, il devient le (j + 1)-iéme de ’échan-
tillon. Les coefficients b;, i = 0, ..., N — 1, sont des
réels strictement positifs. Ces quantités doivent satisfaire
a certaines conditions discutées plus bas pour que le plan
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soit de taille fixe ou pour que les unités soient sélectionnées
a probabilités égales. Le choix de différentes valeurs pour
les b;, i =0, ..., N — 1, permettra de déterminer
plusieurs cas particuliers de I’algorithme général.

Si les b; sont des réels strictement positifs tel que
b; = N — i, alors la taille de I’échantillon est inférieure
ou égale a n. En effet, supposons que 1’on ait déja prélevé
n unités dans la population a I’étapeiet que b; = N — i,
alors

(bj+i)n/N-n _n N
b; N b N N

11 est dés lors impossible de prélever une unité supplémen-
taire. On supposera pour tout ce qui suit que b; < N — i.
Par ailleurs,sib; <= N —i,i=1,...,N—n — 1,¢et
queb; = N —i,i =N —n,...,N — 1,alors lataille
de I’échantillon est de taille fixe n. Soulignons que ces
conditions pour obtenir un échantillon de taille fixe sont
suffisantes mais non nécessaires.

Trois cas particuliers de I’algorithme seront étudiés plus
loin. Ces trois cas sont définis par trois choix de coefficients
b;,i =0,...,N — 1. Avant d’étudier ces choix particu-
liers, nous allons déterminer les probabilités d’inclusion
d’ordre un et deux en toute généralité.

2.2 Probabilités d’inclusion d’ordre un

Notons n;, le nombre d’unités sélectionnées apres
avoir passé i enregistrements. On voit directement que n,
..., R, ..., nyest une chaine de Markov. En effet, il
découle directement de I’algorithme que

Prin;=j|n,....,nm_1]1 =Prin =j|n_l.

Les variables aléatoires

o = (b; + i)n/N — n;
[ b,‘

peuvent parfois prendre des valeurs supérieures a 1 ou infé-
rieures 3 0. Comme max(0, n — N + i) < n; < min(i,n),
onaquePr(0 <¢ < 1] = 1si

. {.N—mn N\ .
min | i SN —i) sin< N/2
b, = s

min(i " ,N—i) sin> N2
N —n

i=0,...,.N=-1. (1)
Les conditions (1) sont & nouveau suffisantes mais non
nécessaires. On peut donc construire des b; qui ne satisfont
pas 4 ces conditions mais qui fournissent des c; dans
[0,1]. Le cas traité en section 3.2 (stratification) en donne
un exemple.
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L’exemple suivant fournit également des ¢; dans {0,1]
sans respecter la condition (1): prenons N = 12, n = 4
Ctb():bl=b3=b4=b6=6,b2=b5=7,bi=N*i,
i=12—-i,i=17,...,11.0nobtient ¢, = 1/3, ¢; =
(7 — 3n)/18, ¢ = (3 — ny)/7, ¢3 = (3 — n3)/6,
Cy = (10 - 3”4)/18, Cs = (4 - n5)/7, Ce = (4 - nﬁ)/6,
C7 = (4 - n7)/5, Cg = (4 — ng)/4, Cg = (4 — ng)/3,
cio = (4 — nmp)/2, ¢y = (4 — nyp). Remarquons que
n <1,n =< 2,n < 3.8in; = 3alorsc; = Oetdonc
n, < 3. Ensuite, on obtient ns < 4 et si ns = 4 alors
¢s = Oetdonc ng < 4. Cette derniére remarque est vraie
pour toutes les ¢; qui suivent. On constate donc que tous
les ¢; sont dans [0,1] alors que b, = 6 ne respecte pas la
condition (1).

Pour simplifier les démonstrations qui suivent, on sup-
posera par la suite que

Prl0<¢=<1] =1,i=0,...,N—1.
Nous reviendrons sur le probléme des ¢; ayant des valeurs
supérieures a 1 ou inférieures a 0 plus loin. Si

Pril0=¢=<1]=1,i=0,...,N -1,

ona
ElLiiy | ny, ...om] = E[Liyy | 0] =

(b,‘ + i)n/N -~ n;
b; '

On montre aisément par récurrence quesi Pr[0<¢;< 1] =
1,i=0, ..., N—1, E[n;]] =in/N,i=0, ..., N.
Donc,

— Elni_] =~

m; = E[L;] = E[n] N #))

2.3 Probabilités d’inclusion d’ordre deux

Quatre résultats donnés par les lemmes 1, 2 et 3 sont
nécessaires pour déterminer les probabilités d’inclusion
d’ordre deux.

Lemmel SiPr(0=<¢=<1]=1,i=0,...,N—1,
alors

E[nix | nil

n ni+k—1b[_1
=l+k_+ n,-——i——— s
G+iog+ (m=ig) 1™

=i

i=1,..,N—-1,k=1,...,N — i
Ce lemme se montre par récurrence en supposant qu’il est
vrai pour ¥ — 1. Parlelemme 1, on obtient aisément par
différence le lemme suivant:
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Lemme2 SiPr[0<¢=<1]=1,i=0,...,N—-1,
alors
E[liyi | nil
_n w0 1 Rl
N t N/ bivk-1 42 by ’
i=1, N-1L,k=1,...,N — i

On suppose par convention qu’un produit vide vaut 1.

Lemme3 SiPr[0=<¢=<1]=1,i=0,...,.N—1,
alors

i—

k\)

n N
Var([n;}] = N

VL

I3

J

La démonstration est donnée en annexe.

Enfin, la probabilité d’inclusion d’ordre deux est
donnée par la proposition suivante:

Proposition1 SiPr[0 <¢ =<1} =1,i=0,...,N—1,
alors
E(liy 1]
_n _nN-n 1
N> N N bj
14 _ 9\ itk=2 b — 1
(5 X =) 11 %
j=1 i=j r=i+1
i=0...,.N—2 k=2, N —i 4)
La démonstration est donnée en annexe.
Corollaire 1 SiPr[0=¢;<1]=1,i=0,...,N—1,

alors

n® nN-n 1 S =2, -2
7T,'k=—2—— 1——.-—
NN by - by

j=1 t=j

k-

[

-1
,i=1, ..., N—1Lk>I

=i

2.4 L’estimateur de Horvitz-Thompson et sa variance

L’estimateur de Horvitz-Thompson est la moyenne
échantillon simple puisque les probabilités d’inclusion
d’ordre un sont toutes égales

1
7r=; Eyl

i€s

<>
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Si le plan est de taille fixe, on peut utiliser la formule
de la variance de Yates et Grundy (1953)

eI L(%-

ieU keU
ki

Var[j,] ) (mime — my). (5)

Comme 7; = n/N,i =1, ..., N, et en posant
2
Y = 1 — T —5,
n

on peut écrire

Ww,—ZEEM—MMk ©)

ieU keU
k#i

L’estimateur de la variance est donné par

e

ies kes
k=i

Var =

Ce qui peut s’écrire ici

Var[yar] = n ~2 E E (yl - yk)2 Yik

1 — v
ies  kes Yik
k#i

3. APPLICATION 1: TIRAGES AL’EATOIRES
SIMPLE ET STRATIFIE

3.1 Plan simple

L’algorithme de tirage le plus simple, la méthode de
sélection-rejet telle qu’elle est décrite dans Fan, Fuller et
Rezucha (1962, méthode 1), Bebbington (1975) et dans
Deville et Grosbras (1987, p. 210) est bien sfir un cas
particulier de I’algorithme général. Il suffit de prendre

bj=N—i i=0,..,N—1.

On atoujours 0 < ¢; < 1. Les probabilités d’inclusion
d’ordre un valent toujours n/N. Le calcul des probabilités
d’inclusion d’ordre deux découle de la proposition 1. En
supposant k > i, par le corollaire 1, on peut retrouver les
probabilités d’inclusion d’ordre deux du plan simple:

o = n(n — 1)
*KTNIN-1)

Rappelons également quelques résultats classiques concer-
nant le plan simple que nous utiliserons plus loin. L’esti-
mateur de y est donc la moyenne de I’échantillon
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R 1
Vsrs = ; Eyi— (8)

i€es
La variance de cet estimateur est donnée par

2

. o, N—n
Var[Jo| = 25— ©
ou
2 _ 1 ")
Uy=Nz()’i“}’) . (10
€U
Cette variance peut &tre estimée sans biais par
-—a S)% N —n
Var[fys] = =~ — (11)
ou
5 = - i L L =) (12

i€s

3.2 Plan stratifié

On peut définir également le plan stratifié au moyen de
I’algorithme général. La variable de stratification est ici
le numéro d’ordre de I’individu. Considérons le cas parti-
culier d’un plan stratifié en H strates avec allocation
proportionnelle ol toutes les strates ont la méme taille. Les
strates sont constituées de telle maniére que les individus
d’une méme strate soient contigus sur le fichier de données.
On suppose, en outre, que N/H est entier. Ce plan stratifié
s’obtient en prenant simplement

N
h={m4i—nmwﬁ}+Li=Qn”N—L

4. APPLICATION 2: STRATIFICATION MOBILE

4.1 Le probléme

Le fichier est supposé étre ordonné selon une variable
auxiliaire proche de la variable d’intérét. Le probleme est
le suivant: Comment effectuer un tirage aléatoire qui
donne une petite variance pour I’estimateur de Horvitz-
Thompson d’une moyenne? En examinant la formulation
de la variance de Yates-Grundy (5), on voit que I’on peut
répondre 2 cette question de deux maniéres bien distinctes.

La premiére solution consiste a tirer & probabilités iné-
gales avec des probabilités d’inclusion d’ordre un propor-
tionnelles 4 la variable d’intérét. S’il est possible d’effectuer
un tel tirage, toutes les quantités

yi _ e\?
i Ly’

seraient nulles et donc la variance serait nulle.
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La seconde solution consiste A jouer sur les probabilités
d’inclusion d’ordre deux. Un bon tirage pourrait &tre tel
que les 7y soient proches de ;m; si y; est trés différent de
¥. D’autre part, si y; est trés proche de y;, on peut choisir
des probabilités d’inclusion d’ordre deux m; nettement
inférieures a ;. Ainsi, quand les quantités

(%)

i g,

seraient grandes (resp. petites), les quantités m; 7, — 7y
seraient petites (resp. grandes). On obtiendrait donc une
petite variance.

La seconde solution que nous venons de décrire est en
fait déja abondamment utilisée. C’est I’idée de base de la
stratification. Notre objectif est d’appliquer cette idée
pour construire un algorithme séquentiel de tirage facile
a mettre en oeuvre. Cet algorithme pourrait s’appliquer
a n’importe quel fichier sans qu’il soit nécessaire de
connaitre autre chose que la taille de la population. Il serait
donc applicable a de trés gros fichiers. On profiterait ainsi
de I’information apportée par cette variable auxiliaire
comme pour une stratification, sans pour autant devoir
se préoccuper d’un réel découpage en strates.

4.2 La méthode

On définit d’abord M, la longueur de la strate mobile
dans la population. M représente en quelque sorte la
taille de la strate dans la population et est telle que
N/n < M < N. L’algorithme de la strate mobile est
défini par

b; = min(M,N - 1),i=0,...,N— 1.

Un probléme se pose cependant. Les quantités c;

définies par

(M + i)n/N — n;
M

n—n;
N —i

sinon,

ne sont pas toujours dans [0,1].

En effet, supposons que, avantla (N — M)-iéme étape
de I’algorithme, ¢; soit positif et trés proche de 0 et que par
malchance I’unité i soit malgré cela choisie. Dans ce cas,
¢+ prendrait la valeur ¢; — (N—n)/(NM). ¢;, peut
donc prendre une valeur négative mais cette valeur négative
est toujours supérieure & — (N—n)/(NM). En effet, dans
le cas ol un des ¢; est déja négatif, I’unité / n’est pas
sélectionnée et donc ¢;,.; prend une valeur supérieure a c;.

Supposons maintenant que avant la (N — M)-iéme
étape de I’algorithme, un ¢; soit trés 1égérement inférieur
a 1 et que malgré cela ’unité i ne soit pas sélectionnée.
Dans ce cas, ¢;, | prendrait la valeur ¢; + n/ (NM). ¢;4
peut donc prendre une valeur plus grande que 1 mais cette
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valeur supérieure a 1 est cependant toujours inférieure a
1 + n/(NM). En effet, dans le cas ot un des ¢; est déja
supérieur a 1, ’unité i est toujours sélectionnée et donc
¢;4+1 prend une valeur inférieure a c;.

On obtient
N —_
pr|-> "<ty 2 |=1,i=0,...,N-M.
NM NM

(13)
Le plan est cependant de taille fixe, ce résultat est donné
par la proposition suivante:

Proposition 2 Si b; = min(M, N — i), (N/n < M < N),
0=1,...,N— 1, alors le plan est de taille fixe.

La démonstration est donnée en annexe.

Comme les ¢; ne sont pas toujours dans I’intervalle
[0,1], nous avons effectué 50 simulations d’application
de I’algorithme de la strate mobile pour différentes tailles
de population et d’échantillon. Les tailles de population
N choisies sont 100, 500, 2500, 12500, 62500, 312500. Les
inverses des taux de sondages (N/n) sont 2, 4, 8, 16, 32,
64, 128,256, 512, 1024, 2048, 4096. Nous avons effectué
plusieurs simulations en faisant varier la taille de la strate
mobile ainsi: M = N/n, 2N/n, 3N/n, . ... Les simula-
tions semblent indiquer que plus M est grand, plus la
probabilité qu’un ¢; soit en dehors de [0,1] est faible.
Dés que M = 10N/n, pour toutes les simulations que
nous avons effectuées, le probléme ne s’est plus jamais
posé. Ce premier résultat n’implique pas que la probabilité
qu’au moins un des ¢; soit hors de [0,1] est nulle quand
M = 10N/n. Cependant on peut penser que, dans ce cas,
cette probabilité est tres faible.

4.3 Estimation de la moyenne et biais

En considérant les résultats donnés par ’expression (2)
et la proposition 1, on obtient, en premiére approximation,
que les probabilités d’inclusion d’ordre un valent approxi-
mativement x; = n/N. Cette approximation des proba-
bilités d’inclusion permet de construire un estimateur.

ﬁsm =% Eyi-

Cet estimateur est 1égérement biaisé car les ¢; ne sont pas
tous exactement dans I’intervalle [0,1]. Ce biais vaut

1
= N E a; Y

ieU

B|Jsn]

ol o; = m; N/n — 1. Comme le plan est de taille fixe,
Y cvo; = 0. On peut donc écrire le biais sous la forme

d’une covariance: B[ ji,| = oy, ol
1 _
%a = §, (v = ¥). (14
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Comme la valeur absolue d’une covariance est toujours
inférieure ou égale au produit des deux écart-types, on
obtient un majorant pour la valeur absolue du biais

| B[ﬁsm] | < 0,0,

ou g, est défini par (10) et

La variance de I’estimateur est d’un ordre de grandeur
comparable (pour N et n fixé) 4 la variance de I’estimateur
de la moyenne dans le plan simple sans remise. On peut
donc écrire

| B[Fom] | < CaVar[Jy,)

ou Var [ﬁs,s] est défini par (9) et

C, = o, fﬂ__g
(N — n)

Nous allons considérer que le biais est négligeable quand
le majorant du biais de ’estimateur Y. €5t négligeable par
rapport & Var| ], c’est-a-dire quand C, est petit.

On peut calculer récursivement la valeur exacte des
Pr[n; = jlcarona

Pri=1|n] =é&i=1,....,N—-M

ouévautOsic; < 0,¢;8i0 < ¢; < letlsi¢g > 1.De
ce résultat, on peut déduire la valeur exacte des probabi-
lités d’inclusion d’ordre un.

Nous avons calculé (annexe, tableau 1) les valeurs de
C,, pour diverses tailles de population (100 a 312500) et
d’échantillon. Les valeurs de C, sont données pour des
tailles de strates mobiles M égales & N/n, 2N/n, 3N/n,
4N/n et SN/n. On voit que dés que la strate mobile vaut
2N/n, C, ne dépasse jamais 0.07. Quand M = 3N/n, le
coefficient C,, s’exprime en milliémes. Selon Cochran
(1977, pp. 13-14), le biais peut alors étre négligé. Ce
tableau montre donc que si M = 3N/n, le biais de I’esti-
mateur sera négligeable au moins pour les tailles des popu-
lations et des échantillons spécifiés.

Ces résultats n’impliquent cependant pas que le biais de
Pestimateur est grand quand M est trés petit (par exemple
M = N/n). Les C, sont des majorants des biais. Par
Pexpression (14), on voit que le biais sera d’autant plus
grand que la variable d’intérét est corrélée aux probabilités
d’inclusion exactes. Nous avons représenté (figure 1), les
probabilités d’inclusion exactes (en ordonnée) pour les N
individus (en abscisse) obtenues par I’algorithme de stra-
tification mobile avec les paramétres N = 51, n = 11,
M = N/n. Ce cas est évidemment trés défavorable. Le
résultat est intéressant. Dans ce cas, n/N = 0.215686. Les
probabilités d’inclusion se répartissent de part et d’autre
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0.219 ° *
0.218 . .
0.217¢ .

0.216 .

0.215 *

0.213 .

Figure 1. Probabilités d’inclusion.

de n/N sans qu’il y ait une tendance notable liée a I’ordre
du fichier. En pratique, on peut considérer qu’il est trés
peu probable d’avoir une variable d’intérét fortement
corrélée aux probabilités d’inclusion exactes et le biais sera
donc, le plus souvent, nettement inférieur au majorant
donné.

On pourrait, bien siir, utiliser les probabilités d’inclu-
sion exactes pour procéder a une estimation. Nous pensons
que cela n’en vaut pas la peine pour deux raisons:

* d’abord parce que le calcul des probabilités d’inclusion
exactes nécessite un temps de calcul important,

® ensuite parce que les probabilités d’inclusion d’ordre un
exactes sont telles que

Var[ D i] # 0.

N T
ies !

Dans ce cas, ’estimateur de Horvitz-Thompson d’une
variable constante (y, = C) est aléatoire. Pour pallier ce
probleéme, on estime généralement la moyenne par le ratio
de Héajek (1971). Cet estimateur est également biaisé.

4.4 Estimation de la variance de ’estimateur

En supposant que Pr(0 < ¢; = 1) = 1, on peut
construire également une approximation des probabilités
d’inclusion d’ordre deux a partir de corollaire 1. En
considérant que b; vaut M'sii < N — Met N — i sinon,
on obtient I’approximation suivante:

2
Tk = R (1 — 6y)

ou
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N—n 1

M — 2\min(i—1,N—M)
1+
2n M -1 M

M — 1 max(0,min(N—-M—i+1,k-i))
k>0
M

O =

En supposant que les probabilités d’inclusion d’ordre un
valent n/N, on peut construire une approximation de la
variance de J,,:

E Y Oi =)0 (5)

ieU kGU

Varapp[ Asm

A partir de (15), on peut construire un estimateur de la
variance de I’estimateur de moyenne:

= A }_j PACESPES iko,k' (16)

ies kes

Var

app[ sm

De nouveau, cet estimateur est biaisé. Afin de juger de
I’ampleur de ce biais, nous avons effectué un ensemble de
simulations. Les résultats sont donnés dans le tableau 2
en annexe. Nous avons généré des populations de taille
N = 400. Les valeurs prises par les deux variables x et y
ont été générées au moyen de nombres pseudo-aléatoires
ayant une distribution normale bivariée avec un coefficient
de corrélation p fixé. Ensuite, les populations ont été triées
en fonction de la variable x. L’objectif est d’estimer y.

Dans ces populations, des échantillons de taille 64 ont
été sélectionnés au moyen de la méthode de la strate mobile
(sm), d’un plan stratifié avec allocation proportionnelle
ou les tailles des strates sont toutes égales (strat) et d’un
plan simple sans remise (srs). Ces trois méthodes sont des
cas particuliers de I’algorithme général et ont été mises en
oeuvre en utilisant les mémes nombres aléatoires. Des
simulations ont été effectuées pour différentes valeurs de
la strate mobile M (cas: sm) et pour différents nombres de
strates H (cas: strat). Nous donnerons plus loin une expli-
cation sur les choix de M et H. Pour chaque simulation,
200,000 échantillons ont été sélectionnés.

Pour chacune des simulations, on donne 3 résultats:

® les moyennes sur les simulations des estimateurs de
variance de I’estimateur de la moyenne qui sont notées
Es,,,,Var (). Ces estimateurs de variance sont donnés
par les expressions (11) (srs) et (16) (sm).

® les erreurs quadratiques moyennes sur les simulations
des estimateurs de moyenne. Ces quantités sont notées

EQMsim (ﬁ) = Egp ()% -7 2,

® les variances des estimateurs de moyenne. Ces variances
sont données par les expressions (9) (srs) et (15) (sm).
Dans le cas de la stratification mobile, il s’agit bien siir
de ’approximation proposée.
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Unelecture attentive des résultats semble indiquer que
I’estimateur de variance proposé pour I’algorithme de la
strate mobile ne souffre pas d’un biais systématique quelle
que soit la valeur du coefficient de corrélation entre x et
y. Les résultats semblent également indiquer que I’expres-
sion approximative donnée pour la variance de I’estimateur
de moyenne pour la stratification mobile est une approxi-
mation valable.

4.5 Intérét de I’algorithme

Dans la classe des algorithmes définis par 1’algorithme
général, on appelle horizon moyen d’un algorithme, la
quantité

_oo1 N
b=x,§)b,

Pour le plan simple, on obtient b, = (N + 1)/2. Pour
I’algorithme de la strate mobile, on a

_ 1 N—-M-1 N—-1
bsm:z?/{ E M + E (N—i)}
i=0 i=N-M

M M- 1
=— )N - .
R G

Supposons maintenant que nous sélectionnions, comme
décrit en section 3.2, un échantillon au moyen d’un plan
avec allocation proportionnelle ou toutes les strates ont
la méme taille et ou les tailles des H strates sont toutes
égales. Dans un tel plan, I’horizon moyen vaut

_ 1 /N
bstratzi E'{’l .

Un changement d’horizon moyen n’affecte pas fonda-
mentalement les probabilités d’inclusion d’ordre un. Les
probabilités d’inclusion d’ordre deux sont par contre
fortement modifiées par un changement d’horizon. En
effet, on voit aisément que plus I’horizon moyen est petit,
plus la probabilité de sélectionner deux individus proches
est faible. (On dit que deux individus sont proches si la
valeur absolue de la différence de leur numéro d’ordre sur
le fichier de données est petite.) Intuitivement, on peut
donc s’attendre a ce que ’algorithme de la strate mobile
ait un effet de stratification similaire 4 un plan stratifié
avec allocation proportionnelle ayant le méme horizon
moyen, c’est-a-dire quand

bstrar = b
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ou autrement dit, quand

an

Quand N est grand par rapport a M, on a approxima-
tivement

Pour chaque ensemble de simulations présenté en
annexe (tableau 2), les tailles des strates mobiles (cas: sm)
ont été fixées en fonction du nombre de strates (cas: strat)
de maniére 4 ce que les horizons moyens des deux plans
soient identiques au sens de ’expression (17). On constate
que, dans ce cas, le gain de précision (comparativement
au plan simple) obtenu au moyen de I’algorithme de la
strate mobile est du méme ordre de grandeur qu’au moyen
de la stratification.

5. REMARQUES

Les simulations effectuées montrent clairement que
I’algorithme de stratification mobile donne un effet de
stratification du méme type qu’une stratification classique
avec allocation proportionnelle. Cet algorithme permet
d’éluder le délicat probleme du découpage d’une variable
continue en strates. Les estimateurs de moyenne proposés
sont légérement biaisés. Cependant, dés que M = 10N/n,
les simulations montrent qu’il est extrémement rare qu’au
moins un des ¢; soit en dehors de [0,1]. De plus, nous
avons montré que méme quand cette probabilité n’est pas
nulle, le biais de ’estimateur que nous proposons est négli-
geable dés que M = 3N/n.
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ANNEXE 1

Démonstration des lemmes et des propositions
Démonstration du lemme 3

Var [n,-+1]

= Var([n;] + Var[l;,,]

(e (- 12) e[ - 1 1a]}).

Comme

a2 (=1 2)e (501~ 2) 1]
e (n- ) (D ]

-2
= — Var([n],
i

on obtient

b; — 2

Var[n;,;] = Var[n;]

LLN-—1. (@18

On montre ensuite que (3) vérifie ’équation de récurrence
(18) et la condition initiale donnée par

QN——n
N N °

Var(n;) =

Démonstration de la proposition 1

Cas 1: i = 0. Par le lemme 2, on a directement:

E(IL)] = E[E[I; | m]1n]
A _aN-n 1 o
N> N N b, 1 b,

Tillé: Un algorithme de stratification mobile

Cas 2: i > 0. En utilisant le lemme 2, on obtient:
E{liyidisy | ni= 1]

=E[liyi |0y =t +1E[L 4| ni=1]

L
={f—((t+1)—(i+1)f) IT = }
N N/ bisk—r 5 be

Ce qui donne

E[E[ Ltz | nil]

n n 1 ith=2 by—1
=E}Z —((m+1) = (i+1) =
{N ((" -G )N)bi+k-1 11 bl}

{=i+1

n .n\ 1

X - —={m—-i-)—

() a)

2 i+k-2
_n 1 {QN—n_Var[n,-]} b, —1
N* by N N b; P

Or, le lemme 3 nous donne Var[#n;]. On obtient direc-
tement (4).

Démonstration de la proposition 2

Par (13),0ona

n
Prln — M — — < ny_y <
[ N N—M

N-—n ]
+n| = 1.
N

Donc,
PI'[O =N = An_pm= M] = 1.

A partir de I’étape N — M, I’algorithme est un algorithme
de sélection-rejet tel qu’il est décrit dans la section 3.1.
Cet algorithme aboutit au prélévement de exactement
n — ny_js unités d’observation durant les M derniéres
étapes. Comme n — ny_jp; < M, cette opération ne pose
pas de probléme et I’algorithme est donc de taille fixe n.
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ANNEXE 2

Tableaux, majorants du biais et simulations

Tableau 1
Valeur des majorants du biais C,

Valeur du coefficient C,

N n N 2N N 4N SN
M=" =2 M= M== M=
n n n n n
100 S0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
25 0.057326 0.002610 0.000185  0.000015  0.000001
12 0041716 0.002604 0.000235  0.000023  0.000002
6 0032227 0002029 0.000134  0.000005  0.000000
3 0.023515  0.000645  0.000000
500 250 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000
125 0.129091  0.006002 0.000437  0.000038  0.000004
62 0.090863 0.005664 0.000534  0.000059  0.000007
31 0.066891 0.004666  0.000484  0.000059  0.000008
15 0.048544 0.003586 0.000384  0.000046  0.000006
7 0035508 0.002552 0.000215  0.000015  0.000001
3 0.024046  0.000699  0.000000
2,500 1,250 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000
625 0289060 0.013495  0.000987  0.000086  0.000008
312 0202458 0.012607 0.001190  0.000133  0.000016
156  0.147113 0010234  0.001064  0.000130  0.000017
78 0.105662 0.007742  0.000841  0.000107  0.000015
39 0075975  0.005719  0.000634  0.000082  0.000012
19 0054525 0.004174 0.000466 0.000060  0.000008
9 0.039560 0.003014 0.000301  0.000029  0.000002
4 0028388 0001451  0.000034  0.000000
12,500 3,125 0.64653 0.030208 0.002211  0.000193  0.000018
1,562  0.452450 0.028177 0.002661  0.000297  0.000036
781 0327879  0.022798  0.002371  0.000290  0.000039
390 0234114 0017131  0.001863  0.000238  0.000033
195  0.166626  0.012500  0.001388  0.000181  0.000026
97  0.118357 0.008995 0.001009  0.000133  0.000019
48 0084217 0.006452 0.000727  0.000096  0.000014
24 0.060797 0.004689  0.000529  0.000069  0.000010
12 0.044677 0003461 0.000377  0.000044  0.000005
6 0033727 0.002356 0.000173  0.000008  0.000000
3 0.024172  0.000712  0.000000
62,500 3906 0732684 0.050942 0.005299  0.000649  0.000087
1,953  0.522918 0.038250  0.004159  0.000531  0.000074
976 0371301 0.027833  0.003092  0.000403  0.000057
488 0263300  0.019979  0.002243  0.000295  0.000042
244 0.186736  0.014250  0.001609  0.000213  0.000031
122 0.132653 0010168 0.001150  0.000152  0.000022
61 0094601 0007273 0.000823  0.000109  0.000016
30 0.067467 0.005207 0.000590  0.000078  0.000011
15 0049227 0.003820 0.000427  0.000054  0.000007
7 0.035847 0.002637 0.000227  0.000016  0.000001
3 0.024176  0.000713  0.000000
312,500 4,882 0.829762 0.062191  0.006909  0.000901  0.000128
2441 0.587909  0.044506  0.005006  0.000659  0.000095
1,220 0416165 0.031758 0.003583  0.000474  0.000068
610 0294647 0.022555  0.002551  0.000339  0.000049
305 0.208743 0.016008 0.001813  0.000241  0.000035
152 0.147877 0011356 0.001287  0.000171  0.000025
76  0.105272 0.008098 0.000918  0.000122  0.000018
38 0075422  0.005817 0.000659  0.000087  0.000013
19 0054695 0.004238  0.000479  0.000062  0.000009
9 0039644 0.003038 0.000305  0.000030  0.000002
4 0028427 0001457 0.000034  0.000000

Tableau 2

93

Résultats des simulations, plan simple, stratification
et stratification mobile

p2 Plan Paramétres Es,-m\i;r y Vary EQMgjpm¥
0.0 sm M = 18.83N/n 0.01318 0.01317 0.01301
srs 0.01317 0.01316 0.01296
strat H=2 0.01319 0.01319 0.01318
0.2 sm M = 18.83N/n 0.01210 0.01210 0.01187
srs 0.01316 0.01316 0.01287
strat H=2 0.01172 0.01188 0.01164
0.4 sm M = 18.83N/n 0.01073 0.01073 0.01080
srs 0.01316 0.01316 0.01320
strat H=2 0.00943 0.00929 0.00946
0.6 sm M = 18.83N/n 0.00957 0.00957 0.00954
NA 0.01315 0.01316 0.01301
strat H=2 0.00783 0.00778 0.00774
0.8 sm M = 18.83N/n 0.00839 0.00839 0.00839
srs 0.01315 0.01316 0.01322
strat H=2 0.00630 0.00624 0.00622
1.0 sm M = 18.83N/n 0.00757 0.00757 0.00760
srs 0.01314 0.01316 0.01319
strat H=2 0.00514 0.00508 0.00513
00  sm M = 8.65N/n 0.01319 0.01319 0.01317
SIS 0.01317 0.01316 0.01296
strat H=4 0.01320 0.01318 0.01316
0.2 sm M = 8.65N/n 0.01107 0.01107 0.01084
srs 0.01316 0.01316 0.01287
strat H=4 0.01080 0.01076 0.01054
04 sm M = 8.65N/n 0.00876 0.00876 0.00882
SIS 0.01316 0.01316 0.01320
strat H=4 0.00811 0.00793 0.00796
0.6 sm M = 8.65N/n 0.00695 0.00694 0.00688
srs 0.01315 0.01316 0.01301
strat H=4 0.00637 0.00639 0.00632
0.8 sm M = 8.65N/n 0.00484 0.00484 0.00485
srs 0.01315 0.01316 0.01322
strat H=4 0.00402 0.00391 0.00390
1.0 sm M = 8.65N/n 0.00312 0.00312 0.00313
srs 0.01314 0.01316 0.01319
strat H=4 0.00206 0.00197 0.00197
0.0 sm M = 4.21N/n 0.01317 0.01317 0.01316
SIS 0.01317 0.01316 0.01296
strat H=38 0.01321 0.01324 0.01325
0.2 sm M = 4.21N/n 0.01067 0.01067 0.01046
srs 0.01316 0.01316 0.01287
strat H=238 0.01055 0.01047 0.01025
0.4 sm M = 4.21N/n 0.00810 0.00809 0.00808
srs 0.01316 0.01316 0.01320
strat H=28 0.00794 0.00789 0.00789
0.6 sm M = 4.21N/n 0.00592 0.00592 0.00588
Srs 0.01315 0.01316 0.01301
strat H=38 0.00575 0.00564 0.00561
0.8 sm M = 4.21N/n 0.00344 0.00344 0.00345
TS 0.01315 0.01316 0.01322
strat H=38 0.00315 0.00311 0.00308
1.0 sm M = 421N/n 0.00124 0.00124 0.00125
SrS 0.01314 0.01316 0.01319
strat H=28 0.00085 0.00079 0.00080
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Tableau 2

Résultats des simulations, plan simple, stratification
et stratification mobile - fin

p Plan Paramétres E si,,,\??r y Vary EQMg;my
0.0 sm M = 2.11N/n 0.01319 0.01319 0.01328
srs 0.01315 0.01316 0.01332
strat H =16 0.01315 0.01308 0.01331
0.2 sm M = 2.11N/n 0.01038 0.01036 0.01021
srs 0.01317 0.01316 0.01334
strat H=16 0.01034 0.01034 0.01025
0.4 sm M = 2.11N/n 0.00796 0.00796 0.00792
srs 0.01316 0.01316 0.01323
strat H =16 0.00790 0.00801 0.00794
0.6  sm M = 2.11N/n 0.00572 0.00573 0.00561
srs 0.01315 0.01316 0.01299
strat H=16 0.00568 0.00572 0.00563
0.8 sm M = 2.11N/n 0.00295 0.00294 0.00290
Srs 0.01317 0.01316 0.01325
strat H =16 0.00287 0.00288 0.00285
1.0 sm M = 2.11N/n 0.00048 0.00048 0.00048
srs 0.01317 0.01316 0.01335
strat H=16 0.00037 0.00034 0.00034
0.0  sm M = 1.09N/n 0.01325 0.01316 0.01310
srs 0.01313 0.01316 0.01317
strat H=3% 0.01201 0.01239 0.01302
0.2 sm M = 1.09N/n 0.01070 0.01062 0.01064
srs 0.01313 0.01316 0.01316
strat H=32 0.00972 0.01018 0.01083
0.4 sm M = 1.09N/n 0.00807 0.00803 0.00811
srs 0.01315 0.01316 0.01309
strat H =32 0.00732 0.00751 0.00803
0.6 sm M = 1.09N/n 0.00538 0.00534 0.00536
srs 0.01315 0.01316 0.01310
strat H=32 0.00484 0.00484 0.00543
08  sm M = 1.09N/n 0.00283 0.00281 0.00276
srs 0.01317 0.01316 0.01283
strat H=32 0.00255 0.00276 0.00280
1.0 sm M = 1.09N/n 0.00016 0.00016 0.00017
SIS 0.01317 0.01316 0.01304
strat H =32 0.00012 0.00007 0.00011

Tillé: Un algorithme de stratification mobile
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