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Moyenne winsorisée de Searls pour populations asymétriques

LOUIS-PAUL RIVEST et DANIEL HURTUBISE!

RESUME

Nous examinons ’utilité de la moyenne winsorisée comme estimateur de la moyenne d’une distribution a asymétrie
positive. On obtient la moyenne winsorisée en remplagant toutes les observations supérieures a une valeur limite
donnée R par cette méme valeur R, avant le calcul de la moyenne. La valeur limite optimale, telle gu’elle est définie
par Searls (1966), minimise 1’erreur quadratique moyenne (mean square error, ou MSE) de ’estimateur winsorisé.
Nous proposons des méthodes d’évaluation de cette valeur limite optimale avec divers plans d’échantillonnage, y
compris ’échantillonnage aléatoire simple, 1’échantillonnage stratifié et I’échantillonnage avec probabilité propor-
tionnelle a la taille (ppt). Pour la plupart des distributions asymétriques, la stratégie de winsorisation optimale aura
généralement pour effet de modifier la valeur d’environ une observation dans I’échantillon. On dérive des
approximations directes (qui ne fait pas appel a un processus itératif) de ’efficacité de la moyenne winsorisée de
Searls en utilisant la théorie des statistiques d’ordre extréme. Une expérience de Monte Carlo nous sert &8 comparer
divers estimateurs réduisant I’impact des valeurs extrémes.

MOTS CLES: Valeurs aberrantes; domaine d’attraction maximal; erreur quadratique moyenne; échantillonnage
aléatoire simple; échantillonnage stratifié.

1. INTRODUCTION

Les échantillons tirés de distributions étalées vers la droite
contiennent souvent des valeurs aberrantes beaucoup plus
grandes que la plupart des valeurs échantillonnées. On
s’efforce habituellement de tenir compte de ces valeurs
extrémes & 1’étape de I’élaboration du plan de sondage
(Glasser 1962; Hidiroglou 1987). Toutefois, compte tenu
des buts multiples de la plupart des sondages, les statisticiens
se trouvent souvent aux prises avec des valeurs aberrantes
a I’étape de I’estimation. Ces observations nuisent a la
stabilité des estimateurs classiques comme la moyenne de
I’échantillon. Il parait donc utile d’étudier des estimateurs
de rechange qui réduiront I’incidence des valeurs trop
grandes. La winsorisation (Searls 1966) consiste & remplacer
les valeurs supérieures a une valeur limite R par cette méme
valeur R avant le calcul de la moyenne. Searls suggere de
choisir un R qui minimise I’erreur quadratique moyenne
de la moyenne winsorisée. On peut également choisir un
R correspondant a la deuxiéme valeur en importance dans
I’échantillon (Rivest 1994). L’estimateur de Searls s’est avéré
le meilleur, parmi toutes les méthodes examinées par Ernst
(1980), pour ajuster les valeurs trop grandes. Hicks et Fetter
(1993) ont utilisé la méthode de winsorisation de Searls dans
le cadre d’un sondage sur I’agriculture. D’autres méthodes
ont été proposées pour traiter les valeurs trop grandes pré-
sentes dans les échantillons d’enquétes. Chambers et Kokic
(1993) ont étudié les estimateurs dérivés de la théorie des
“‘statistiques robustes’” (Huber 1981). Fuller (1991, 1993)
a proposé un test préliminaire pour la détection des valeurs
extrémes dans les échantillons; I’incidence de ces valeurs
n’est réduite que dans les échantillons pour lesquels ce test
est significatif. Lee (1994) présente un bon survol des articles
de plus en plus nombreux abordant cette question.

La clé de la mise en oeuvre de la méthode de winsori-
sation de Searls réside dans la sélection de la valeur limite
R. Nous suggérons dans la section 2 un algorithme simple
pour le calcul de la valeur limite optimale, pour une popu-
lation connue soumise a un échantillonnage aléatoire
simple ou a un échantillonnage avec ppt. Des calculs
répétés de la valeur limite optimale pour plusieurs popu-
lations et plusieurs tailles d’échantillons révélent que dans
la plupart des cas, la méthode optimale modifie en moyenne
une observation, peu importe la taille de 1’échantillon.
Dans la section 3 nous reprenons le travail effectué dans

.Ja section 2 mais en utilisant cette fois I’échantillonnage

stratifié; nous proposons un algorithme simple pour le
calcul des valeurs limites dans chaque strate. La régle de
la winsorisation d’une observation en moyenne, sans égard
alataille de ’échantillon, s’applique également aux échan-
tillons stratifiés. Dans les sections 4 et 5, nous calculons
P’efficacité, en ce qui concerne la moyenne de I’échantillon,
de divers estimateurs winsorisés. Dans la section 4, nous
dérivons des approximations de I’efficacité de I’estimateur
de Searls pour les grands échantillons au moyen de la
théorie des statistiques d’ordre extréme. Dans la section 5,
nous comparons 1’utilité des estimateurs pour la réduction
de I’incidence des valeurs extrémes a 1’aide d’une étude de
Monte Carlo.

2. PROPRIETES D’ECHANTILLONNAGE DE
LA MOYENNE WINSORISEE

Nous examinons dans la présente section les moyennes
winsorisées pour des données tirées d’une distribution
discrete ou continue. Plusieurs familles de distributions
continues peuvent nous servir de modeles de distributions
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4 asymétrie positive. On peut en effet choisir entre la
famille de Weibull, F,(x) = 1 — exp(— (x/8)'/*) pour
x > 0; la famille log-normale, F(x) = ®(log(x/B)/v) pour
x > 0;etlafamille Pareto, F,(x) = 1 — (1 + x/B) 77
pour x > 0, ou 3 est un paramétre d’échelle positif et «,
v, et v sont des parameétres de forme positifs. Les distri-
butions asymétriques discrétes proviennent d’échantil-
lonnages d’enquéte. Désignons par {y, ..., yn) les
valeurs de la variable d’intérét pour les N unités d’une
population a échantillonner. Si on tire un échantillon aléa-
toire simple avec remise, on peut alors désigner par
F(x) = Y I(y; < x)/N la distribution sous-jacente ou
I(-) représente la fonction indicatrice. Pour I’échantillon-
nage avec ppt, c’est-a-dire ’échantillonnage avec remise
assorti de probabilités déterminées par {p;,i = 1, ..., N},
on utiliserait F(x) = Y p;I(y;/(Np;) < x). L’estima-
teur standard de y sous échantillonnage avec ppt,

- 1 i
Vs = —
: nXS:Np,-

peut alors étre considéré comme la moyenne d’un échan-
tillon aléatoire de taille # tiré d’une distribution F. Fuller
(1991) donne des exemples de données d’enquéte a distri-
bution asymétrique.

Désignons par X;, X,, ..., X, un échantillon tiré de
F(x). Pour I’échantillonnage avec ppt, on obtiendra
X; = y;/(Np;) ou p; et y; désignent la probabilité de
sélection et la valeur de la variable y pour la i-iéme unité
sélectionnée dans I’échantillon. La moyenne de la popu-
lation p doit étre estimée par une moyenne winsorisée,

N R e 1y
Kp=, L min(X,R) =X = )} max(X; = R,0),
1 i=1 2.1

ou X est la moyenne des valeurs X;. L’espérance de Xy
est égale a

-3 o (*X
E(XR):/"_S (x—R)dF(X)=u—S S dydF (x).
R R JR

En changeant I’ordre d’intégration dans ’intégrale ci-
dessus, on prouve que E(Xz) = u + B(XR), ol

Qo

B(XR) = —S [1 — F(x)ldx 2.2)
R

représente le biais de la moyenne winsorisée.

Selon la formule (2.1), ’expression de la variance de
Xy est

nVar(Xg) = ¢° — 2cov[X;,max(X; — R,0)]
+ Var[max(X; — R,0)]

ou X est la premiére variable aléatoire de I’échantillon et

o? est la variance de F(x). Des manipulations semblables

a celles qui aboutissent a la formule (2.2) montrent que
oo

E[max(X; — R,0)?] = 2S (x — R)[1 — F(x)]dx,
R

et que

E[max(X, — R,0)X,] =

2§m(x — R)[1 — F(x)ldx — RB(XR).

et

(%]

MSE(Xg) = L — 2
n

o S (x —p)[1 — F(x)]dx
+ o ez, @3
n

Searls (1966) a démontré que I’erreur quadratique
moyenne de X comporte un minimum unique qui peut
étre obtenu en égalant sa dérivée, par rapport 4 R, 4 0.
On obtient ainsi ’équation suivante pour la constante
optimale de winsorisation R(F,n):

R-p _ Sm[l — F(x)]dx = 0. .4)

Cette équation équivaut a I’équation (14) de Searls (1966).
Dans le reste de ce travail, Xy désigne la moyenne win-
sorisée optimale obtenue par la constante de winsorisation
R(F,n) qui résout (2.4). A noter que le point limite
optimal R (F, n) est équivariant quant a ’emplacement et
a Péchelle, c’est-a-dire que si G(x) = F[(x — b)/a],
alors R(G,n) = aR(F,n) + b.

Il est facile d’établir un algorithme général pour la résolu-
tion de (2.4). Notons d’abord qu’en sa qualité de fonction de
R, le membre de gauche de I’équation (2.4) est croissant et
concave en R puisque sa dérivée, 1/(n — 1) + 1 — F(R),
est positive et décroissante. En conséquence, I’algorithme
de Newton-Raphson (Thisted 1988, 164-167), donné par

@

(Rj—p) — (n— I)S 1 = F(x)]dx

Rj

R =R —
AR 1+ (n — 1)[1 — F(R))]
2.5)
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avec Ry = 2u comme valeur de départ, tend doucement
vers la solution de (2.4). Pour les distributions discreétes,
les calculs sont faits aisément en se rappelant que

S

Les calculs exacts des points limites optimaux R (F, n)
ont été effectués pour les familles d’échantillons de Weibuli,
log-normale et de Pareto, avec des échantillons dont la taille
s oscillait entre 5 et 200. Trois distributions, correspondant
aux coefficients de variation (CV) 1, 2, et 4, ont été utilisées
pour les deux premiéres familles alors que pour la famille
de Pareto, on utilisait uniquement les coefficients de variation
2 et 4. Le coefficient de variation mesure ’asymétrie de
la distribution, les valeurs les plus grandes correspondant
a I’asymétrie la plus prononcée. Les valeurs correspondantes
des parameétres sont présentées dans le tableau 1.

oo[1 — F(x)]dx = E[max(X — R,0)].
R

Tableau 1

Valeurs des paramétres des distributions dont on a évalué
les valeurs limites optimales R (F,n)
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On a calculé le point limite optimal pour chaque distri-
bution et pour chaque taille d’échantillon en utilisant
’algorithme (2.5). La figure 1 présente le nombre prévu
d’observations winsorisées, m (F,n) = n{1 — F[R(F,n)]}
en tant que fonction de , et la figure 2 donne les valeurs
correspondantes de Pefficacité. L’efficacité de Xy est
définie par Var (X)/MSE (XR).

Dans la figure 1, le nombre prévu de valeurs winsorisées
en vertu du plan optimal s’approche de 1 pour la plupart
des distributions asymétriques, méme pour les grands échan-
tillons. En faisant ’approximation de ce nombre a I’aide
d’une distribution de Poisson avec le parameétre m (F, n),
on constate qu’il existe une probabilité non négligeable,
avec le plan de winsorisation optimale, qu’aucun des points
de données ne soit winsorisé. Cette probabilité augmente
avec 1’asymétrie de la distribution puisque m (F, n) diminue
avec le coefficient de variation CV. Ainsi, pour les échan-
tillons provenant d’une distribution fortement asymétrique,
il n’est pas toujours approprié de winsoriser les valeurs les
plus grandes. De telles valeurs ne devraient étre winsorisées
que lorsqu’elles sont trés grandes par rapport aux autres.
Comme prévu, dans la figure 2, les meilleurs gains en matiére
d’efficacité sont obtenus lorsque I’asymeétrie est prononcée.

(6)% Weibull(a) Log-normale(r) Pareto(y)
Ainsi, la stratégie de winsorisation la plus profitable consiste
é | 184 (1)2,37 2_67 a repérer les deux ou trois valeurs les plus grandes d’un
‘4 2‘ 87 1.68 2' 13 échantillon et d’en réduire I’impact lorsqu’elles sont tres
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Figure 1. Nombre espéré d’observations winsorisées pour échantillonnage aléatoire simple et stratifié.
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Figure 2. Efficacité de la moyenne winsorisée de Searls.

La figure 1 montre que le nombre prévu d’observations
winsorisés m(F,n) diminue avec I’asymétrie croissante
de la distribution. Cette observation peut étre traduite
en un résultat mathématique rigoureux. A cette fin, on
suppose que la variable aléatoire Y est plus asymétrique
que la variable aléatoire X, si Y a la méme distribution
que ¥ (X), ou Y (x) est une fonction convexe de x. En
vertu de cette définition, X2 est, comme prévu, plus asy-
métrique que X. Cette notion de I’asymétrie correspond
a’ordonnancement partiel convexe de van Zwet (Barlow
et Proschan 1981). Cette définition de I’asymétrie débouche
sur la proposition suivante dont nous fournissons la
preuve en annexe, en méme temps que celles des propo-
sitions 2 et 3.

Proposition 1 Si Y est plus asymétrique que X, alors
m(Fy,n) > m(Fy,n), ou Fy et Fy désignent les distri-
butions de X et de Y respectivement.

Les résultats de la présente section s’appliquent égale-
ment 4 ’échantillonnage aléatoire simple sans remise.
Pour ce plan d’expérience, I’erreur quadratique moyenne
de Xy est donnée par la formule (2.3) en remplacant # par
n/(1 — f), ou f désigne la fraction d’échantillonnage.
L’algorithme (2.5), avec n divisé par (1 — f), peut servir

au calcul des valeurs limites optimales pour 1’échantillon-
nage aléatoire simple sans remise.

3. WINSORISATION EN EC!-IANTILLONNAGE
STRATIFIE

Il existe plusieurs fagons d’appliquer la méthode de
winsorisation de Searls 4 I’échantillonnage stratifié. Dans
la présente section, chaque strate posséde sa propre valeur
limite. Désignons par R, la valeur limite de la strate A.
Les valeurs optimales R, R,, ..., R;, ou L désigne le
nombre de strates, sont celles qui minimisent 1’erreur
quadratique moyenne de X = Y W, Xgp, ou Xz, =
Y min(Xy;,R,) /ny, Wy, = N,/N et N;, désigne la taille
de la strate 2 et N = ¥ N,. Nous proposons dans la
présente section un algorithme pour la détermination de
ces valeurs limites optimales.

Désignons par F,(x),pour A = 1, ..., L, la distribu-
tion de X dans la strate A, et par yuj, et 7 la moyenne et la
variance de F, respectivement. La détermination de
Perreur quadratique moyenne de Xy, dans un échantil-
lonnage aléatoire stratifié avec remise, se fait de la facon
décrite a la section 2. On obtient:
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L 2

_ 1%

MSE (Xz) = Y, n—"
n=1 "h

(a;% -2 S (x — up) [1 — Fy(x)ldx — BZ(XRh))

Rp

L 2
+ (E W,,B()‘(R,,)) 3.1

h=1

ou B(Xg,) représente le biais de Xz, en tant que estima-
teur de py

[><]

B(Xpn) = — S [1 — Fj(x)]dx.

Rp
L’utilisation des dérivées partielles en fonction de Ry,
h =1, ..., L donne les équations suivantes pour les
valeurs optimales:

W, _ L _
— (Ry = = BUXpn)] = = ) WaB(Xi), (3-2)
h r=1

pourh =1, ..., L.

Il n’existe pas de méthode simple pour résoudre (3.2).
On peut cependant obtenir une solution approximative en
notant que B(Xg;,) /n, est habituellement petit compara-
tivement aux autres éléments de I’équation, pour toutes
les valeurs de A#. L’élimination de ces éléments conduit a
I’équation suivante:

W, L _
— Ry — ) = — Y, WiB(Xra), (3.3)
M h=1

pour A = 1, ..., L. Les solutions de (3.3) surestiment

légerement les valeurs optimales qui satisfont & I’équation
(3.2) puisqu’elles laissent conclure que les dérivées par-
tielles de (3.1) sont toutes positives et qu’elles représentent
des fonctions croissantes de R,, pour # =1, ..., L.
Ainsi, en résolvant (3.3) pour estimer les valeurs limites,
on ne court pas le risque de winsoriser trop de valeurs.
L’équation (3.3) signifie que Ry, = py + n,R/(nW,), ot
R est une constante positive. On obtient une équation simple
de R en remplacant la variable y = nW,(x — u,)/n, dans
les intégrales par B(Xgp), # = 1, ..., L,oun = Y.
On obtient ainsi:

= _ R
- E WyB(Xgy) = o=
h=1

S [1 — F(»)1dy = — B(Xp), (3.4)
R
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ot F(y) = L nyFulp, + nuy/(nWy)1/n. L’équation
(3.4) est aisément résolue en utilisant 1’algorithme (2.5)
proposé dans la section 2 pour le cas de I’échantillon
unique. On peut ainsi calculer facilement des approxima-
tions simples des valeurs limites optimales de Searls pour
les échantillons stratifiés.

Comme la distribution F définie ci-dessus a une espé-
rance de zéro, ’erreur quadratique moyenne de la moyenne
stratifiée winsorisée obtenue par la résolution de I’équation
(3.3) est égale a:

_ 1
MSE (Xz) = -
n

(a%— 2S y[1 = F(»)ldy — B(XR)Z) + B(Xg)?
R

L 2R2( ¢
+ (lB()_(R)Z — E M) (3.5)
n

h=1 M

ol o est la variance de F. Il est facile de démontrer que
le dernier terme de (3.5) est négatif ou nul; il est nul
lorsque B(Xg) = nW,B(Xgy)/nypour h=1, ..., L.
La variance de la moyenne stratifiée, X = Y W, X, est
égale 4 o#/n. Ainsi, une approximation prudente de I’effi-
cacité de Xy par rapport 2 X dans un échantillon stratifié
est égale a I’efficacité correspondante pour un échantillon
aléatoire de taille n tiré de F. Remarquons également que
n[l — F(R)] représente le nombre total prévu de points
de données winsorisés dans la strate L.

Le plan de winsorisation optimale obtenu par la réso-
lution de (3.3) posséde une forme simple pour beaucoup
de régles de répartition. En vertu de la régle de répartition
proportionnelle, ¢.-a-d., n, = nW,pourh =1, ..., L,
on obtient R, = p, + R.En vertu de la répartition opti-
male de Neyman, avec 1, = nW,o,/( Y W,0,), ou o,
est ’écart-type de la strate k, on obtient R, = p, +
o,R /(L Wy0,). Si, en plus, les distributions de X a I'inté-
rieur des strates sont les mémes sauf pour un changement
dans Pemplacement et dans I’échelle, c.-a-d., F), = Fy
[(x — un)/0,] pour une certaine distribution Fy, alors
F(x) = Fylx/ (% Wyo5,)]. Dans ce cas, les caractéristi-
ques des moyennes winsorisées optimales dans I’échantil-
lonnage stratifié et dans I’échantillonnage aléatoire simple
sont les mémes. Ainsi, la figure 1 présente le nombre total
prévu de points de données winsorisés dans la strate L en
fonction de la taille » de 1’échantillon total, en vertu de
la répartition de Neyman, lorsque F; correspond a une
des distributions du tableau 1. La figure 2 donne les valeurs
correspondantes de 1’efficacité.

Les résultats de cette section sont faciles a généraliser
a I’échantillonnage stratifié sans remise en remplacant #,
par n,/(1 — f,) tout au long des calculs. On dérive
aisément les valeurs limites optimales pour 1’échantil-
lonnage stratifié avec ppt en posant F,(x) = Y pul
i/ (NaDRi) < Xx), ou py; désigne la probabilité de
sélection de la i-iéme unité de la strate A.
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4. APPROXIMATIONS DE L’EFFICACITE DE
LA MOYENNE WINSORISEE POUR
LES GRANDS ECHANTILLONS

Pour la plupart des distributions, I’équation (2.3) défi-
nissant la valeur limite optimale n’a pas de solution explicite.
Dans la présente section, nous obtenons des approximations
directes de cette solution en utilisant la théorie des statis-
tiques d’ordre extréme. Cette méthode nous permettra de
calculer des approximations explicites de ’efficacité de la
moyenne winsorisée optimale. Nous comparerons ensuite
la méthode de winsorisation optimale de Searls & une
meéthode simple de winsorisation non paramétrique ou la
variable statistique la plus grande est remplacée par celle
qui vient au second rang (Rivest 1994).

La forme de ’approximation de R (F,n) dépend de la
distribution limitante de la variable statistique d’ordre
supérieur adéquatement normalisée, lorsque la taille de
I’échantillon » tend vers I’infini. Pour les distributions
tracées sur un axe positif, il n’existe que deux distributions
limitatives possibles qui sont données par Galambos
(1987, p. 53-54):

H, ,(x) =exp(—x7%) pour x>0 et a>0

ct

H,,(x) = exp[—exp(—x)] pour x dans R.

Pour beaucoup des distributions utilisées dans ’analyse
statistique des variables aléatoires positives (par exemple,
les familles de Weibull et log-normale), le maximum de
I’échantiilon, adéquatement normalisé, tend vers Hj o(x).
Les distributions dont le maximum de I’échantillon tend
vers H| ,(x) pour un certain o > 0 sont caractérisées par
des queues importantes. Pour de telles distributions,
1 — F(x) tend vers 0 a un taux de O (x~ ). Les distribu-
tions de Pareto et les distributions de F appartiennent &
cette classe.

Les distributions dont le maximum de I’échantillon tend
vers Hj o(x) sont examinées les premiéres. La caractéri-
sation suivante est tirée de von Mises (1964): le maximum
de I’échantillon d’une distribution doublement différentiable
F(x) tend vers H; o(x) si, lorsque x tend vers ’infini,

g x) _
* g% (x)

lim 4.1

ou f(x) désigneladensité de F, g(x) = f(x)/[1 — F(x)]
désigne le taux d’échec de F, et g’ est la dérivée de g. Nous
proposons ci-aprés une approximation de la constante de
winsorisation R (F,n) pour cette classe de distributions.

Proposition 2 Si F(x) est telle que I’équation (4.1) est
valide et si, pour les grandes valeurs de x, elle répond aux
conditions suivantes:

1) xg(x) augmente;
i) xg’(x)/g(x) est inférieur a une certaine constante
positive ¢;

alors la constante de winsorisation optimale R (F,n)
satisfera

R(F,n) =

’

F_1<1 _glF'a-1ymIF ' -1n)l +0(1)])
n

etm(Fyn) = g(F~ (1 — 1/n))F~}(1 — 1/n)[1 + o(1)].
En outre, ’erreur quadratique moyenne de la moyenne
winsorisée de Searls sera approximativement égale a:

- 2 R(F,n)?
MSE(Xg) ~ & — (—2")—
n n

Dans la famille de Weibull, ;' (1 — ¢) = [ — log(#)]¢,
g(x) =x"*"1/a. Les hypothéses de la proposition 2 sont
réalisées et m(F,,n), le nombre prévu d’observations
winsorisées dans un grand échantillon de Weibull, est
donné par log(n)[1 + 0o(1)]}/a qui tend vers ’infini &
mesure que # augmente. La figure 1 donne a penser que
la convergence est trés lente, en particulier pour les grands
coefficients de variation.

Examinons maintenant les distributions dont le
maximum de I’échantillon tend vers H| ,(x). Cette classe
de distributions a été caractérisée par Gnedenko (1962):
le maximum de I’échantillon de F converge vers H; ,(x)
si on peut affirmer que

1 — F(x) = L(x)/x* “4.2)

ou a mesure que x tend vers Iinfini, L (x) /L (kx) converge
vers 1 pour n’importe quelle constante k. Notons que pour
que F posséde un deuxieme moment fini, il suffit que
o > 2dans (4.2). La distribution de Pareto satisfait a (4.2)
avec o = 7.

Proposition 3  Si Fsatisfait 4 (4.2) avec le parameétre o > 2,
alors, 4 mesure que # tend vers I’infini, R (F,n) = F~!
[l —(x—1)/n][1 + 0(1)],c.-a-d., m(F,n) = a — 1.
En outre,

2 2
MSE(Xy) =~ — — 7O‘ZR(F’") .
n n“(ae — 2)

Pour les distributions qui satisfont a (4.2), un nombre
fini d’observations sont en moyenne winsorisés 4 mesure
que Péchantillon tend vers I’infini. Ceci s’observe dans
une certaine mesure dans la Figure 1, ou les courbes de
m(F,,,n) pour la distribution de Pareto ont m (F 33,n) =
1.33, et m(F, 47,n) = 1.67 comme asymptotes.

Les propositions 2 et 3 jettent une certaine lumiére sur
Pestimation de la valeur limite optimale. Lorsque F est
inconnu, la valeur qui minimise un estimateur de I’erreur
quadratique moyenne de X est un estimateur possible de
R (F,n). On obtient ainsi:
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Tableau 2

Approximations du biais et de ’erreur quadratique moyenne de la moyenne de la winsorisation
simple X; et de la moyenne winsorisée optimale de Searls, Xg,
pour les distributions de Weibull et de Pareto (I'(-) représente la fonction gamma)

WEIBULL PARETO
2 20 2
o log n g
Xg MSE - (—g—z)— -~ . 2/ ,2—2/
n n n (y = 2)(y — 0=
. (log n)* 1
bias Eal— - 17y ,1—1
n (y - nYrpt-t
_ o2 2a(a — 1)(log n)>*~? o? 2T(1 — 2/7)
X MSE - = 2 T T N 2—2y
n n n vy — D=7
. a(log n)*~! Tl - 1/v)
bias - - - 1<l
n Yn v
- L quadratique moyenne des estimateurs de la moyenne d’une
R-X . E max(X; — R,0) 4.3) population asymétrique, mais on peut obtenir une réduc-
n—1 n tion supplémentaire de I’erreur quadratique moyenne si

i=1

pour fonction d’estimation de R. Cette méthode est con-
testable lorsque la distribution sous-jacente est fortement
asymétrique, c’est-a-dire lorsque F satisfait I’hypothese de
la proposition 3. En moyenne, il n’y aura que des termes
« — 1 non nuls dans le membre de droite de I’équation
(3). Ainsi, R sera déterminé, en moyenne, parlesa — 1
plus grandes valeurs et le maximum de I’échantillon aura
la plus grande incidence sur R. Ceci rendra la valeur R
extrémement instable et, compte tenu des constatations
faites concernant la figure 1, la valeur venant au deuxiéme
rang pour sa grandeur deviendra probablement un estima-
teur plus adéquat de R (F, n) que la solution de (3.3). Les
simulations de Monte Carlo présentées dans la section 5
sont instructives a cet égard.

Le tableau 2 compare les approximations du biais et de
’erreur quadratique moyenne de la moyenne winsorisée
de Searls, Xy, a celles de la moyenne de la winsorisation
simple X, obtenue en utilisant une valeur limite R égale
4 la deuxiéme plus grande observation. Rivest (1994)
montre que ce choix de la valeur limite donne la moyenne
winsorisée non paramétrique optimale. Il dérive également
les approximations, pour grands échantillons, du biais et
de Perreur quadratique moyenne de X; qui sont présentées
dans le tableau 2. Les expressions correspondantes pour
Xy sont tirées des propositions 2 et 3. Dans le tableau 2,
’erreur quadratique moyenne de Xy est beaucoup plus
petite que celle de X,. En fait, pour la distribution de
Weibull, P’efficacité de Xy par rapport a X; pour les
grands échantillons est égale a celle de X par rapport a
X. Ainsi, la winsorisation non paramétrique réduit ’erreur

on dispose d’informations sur la distribution sous-jacente.
Les comparaisons de Monte Carlo présentées dans la
section suivante sont instructives a cet égard.

Les résultats de la présente section s’appliquent a
I’échantillonnage stratifié. Pour ce type de plan, la solution
de I’équation (3.4) pour un grand échantillon est déter-
minée par la strate dont la distribution est la plus asymé-
trique. Si F est la distribution la plus asymétrique, alors
nW,;R (Fy,n;)/n, constitue une solution approximative de
(3.4), ’'approximation de R (Fy,n;) étant tirée de la pro-
position 2 ou de la proposition 3, selon I'importance de
I’asymétrie de F;. Dans ce cas, seuls les observations de
la strate 1 sont winsorisées dans les grands échantillons
stratifiés. La moyenne winsorisée de Searls est alors égale
a W, fois la moyenne winsorisée optimale pour la strate 1,
additionnée d’une somme pondérée des moyennes de
P’échantillon des autres strates.

COMPARAISONS DE MONTE CARLO DES
ESTIMATEURS DE LA MOYENNE
D’UNE DISTRIBUTION ASYMETRIQUE

5.

Nous présentons ci-aprés les comparaisons de Monte
Carlo de I’erreur quadratique moyenne et du biais de cing
estimateurs de la moyenne du nombre de poulets par segment
d’une population comportant 2,000 unités (Fuller 1991).
Le coefficient de variation est de 4.46. De plus amples
comparaisons numériques des cinq estimateurs examinés
dans la présente section pour d’autres distributions, finies
ou infinies, sont présentées par Rivest (1993a et b).
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Figure 3. Biais relatif de cing estimateurs pour la moyenne du nombre de poulets.

Les cinq estimateurs considérés sont:

o L’estimateur winsorisé de Searls, Xy, calculé comme si
la distribution sous-jacente était connue;

¢ Un estimateur winsorisé ou la valeur limite correspond
a la deuxiéme valeur en importance d’un échantillon
auxiliaire de taille 2n; il s’agit d’un cas ou on dispose
d’informations auxiliaires limitées sur la distribution
sous-jacente F (dans les simulations de Monte Carlo,
chaque échantillon simulé posséde son propre échan-
tillon auxiliaire);

¢ La moyenne X, de la winsorisation simple, présentée
dans la section 4;

® Un estimateur winsorisé ou R est estimé a partir de
I’échantillon par la résolution de I’équation (4.3);

e I’estimateur d’un test préliminaire plus complet avec
J = 3(c.-a-d., le numérateur du test préliminaire utilise
les trois plus grandes observations), 7' (le nombre total
de points de données utilisés dans le test préliminaire)
étant égal a [4n” — 10] et K3, la valeur limite, étant
égale a 3.5. On fournit une description détaillée de cet
estimateur dans Fuller (1991) et dans Rivest (1993a et b).
Cet estimateur ne réduit les valeurs les plus grandes que
lorsqu’un test statistique de détection des valeurs extrémes
donne des résultats significatifs.

Les biais et les valeurs de Iefficacité de X ont été
calculés exactement. Pour les autres estimateurs, les résul-
tats présentés dans les figures 1 et 2 ont été obtenus a I’aide
des simulations de Monte Carlo, avec 100,000 répétitions.

La figure 3 montre que les biais des estimateurs winso-
risés sont importants, méme dans le cas des grands échan-
tillons. On peut par ailleurs tirer plusieurs conclusions
importantes de la figure 4. Premiérement, comme le laissait
prévoir le tableau 2, I’estimateur de Searls est beaucoup
plus efficace que la moyenne de la winsorisation simple.
En outre, I’estimation de la valeur limite optimale a I’aide
d’une information auxiliaire limitée est extrémement effi-
cace. Cecireste vrai tant que la variable a I’étude peut étre
modélisée par la distribution d’une superpopulation assortie
d’une variance finie (pour en savoir plus, voir Rivest
1993a). Dans le contexte d’un échantillonnage, les échan-
tillons auxiliaires pourraient étre constitués de données
provenant des enquétes antérieures normalisées pour tenir
compte des changements risquant d’€tre survenus avec le
temps dans la distribution de la variable a I’étude.

Des trois estimateurs de la figure 4 qui ne dépendent pas
de I'information auxiliaire, I’estimateur de Fuller est le
meilleur. Cette constatation s’accorde avec les résultats de
simulation de Fuller (1991). L’estimation de la valeur
limite en minimisant une estimation de I’erreur quadratique
moyenne donne des résultats inadéquats, en particulier
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Figure 4. Efficacité de cinq estimateurs pour la moyenne du nombre de poulets.

avec les petits échantillons. Ainsi, comme nous ’avons
montré dans la section 4, ’estimateur obtenu est trés sensible
aux valeurs aberrantes qui apparaissent parfois dans les
petits échantillons. Cet estimateur n’est pas recommandé.

6. CONCLUSIONS

Un grand nombre de stratégies peuvent nous permettre
de traiter les grandes valeurs qui apparaissent parfois lors
des enquétes. Si on dispose d’informations auxiliaires
(par exemple, des données de recensement), on peut utiliser
I’estimateur de Searls avec I’échantillonnage aléatoire
simple, ’échantillonnage stratifi¢ ou I’échantillonnage
avec ppt. Comme les valeurs limites sont des constantes
fixes, les estimateurs de Perreur quadratique moyenne
peuvent &tre dérivés a ’aide des formules (2.3) et (3.1).

En I’absence d’informations auxiliaires, on peut utiliser
la moyenne de la winsorisation simple et I’estimateur de
test préliminaire de Fuller. Des travaux sont en cours afin
de généraliser ces estimateurs avec les plans d’échantillon-
nage stratifié. Rivest (1994) propose un estimateur de
I’erreur quadratique moyenne de la moyenne de la win-
sorisation simple:

_ 1 1 _
v(X)) = ;Sz - (Xt Xooy — 2X))
(Xn - 3)(n—l + 2')(n—Z)

ou S? désigne la variance de I’échantillon X et X, >
X,_1 > X,_,désignent les trois plus grandes valeurs de
cet échantillon. Cet estimateur présente un léger biais dans
les populations infinies. Toutefois, la couverture de I’inter-
valle de confiance normal est souvent bien en dessous du
niveau nominal de 100(1 — «)%, en particulier lorsque
la distribution sous-jacente est asymétrique. De plus
amples recherches sont nécessaires pour obtenir des inter-
valles de confiance fiables pour les estimateurs de la
moyenne des populations asymétriques.
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ANNEXE 1

Preuve de )a proposition 1 La supposition selon laquelle
Y est plus asymétrique que X signifie qu’il existe une
fonction convexe  telle que ¥ (X) et Y suivent la méme
distribution. Désignons par R la valeur R (Fx,n). Pour
prouver le résultat, il suffit de montrer que ¥ (R) <
R (Fy,n). Ceci équivaut a dire que
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VR - E(1) Sm [1 — Fy(x)]dx. (A.])

n—1 ¥(R)

Selon I’inégalité de Jensen, E(Y) = E[¢(X)] >
Y[E(X)]. Ainsi, en utilisant (2.3), le membre de gauche
de I’équation (A.1) est inférieur ou égal a

R — E(X) ¥(R) — ¥[E(X)]
n—1 R — E(X)

R - E(X
By ) =
n—1

R

S [1 = Fx(»)]ldy - ¥"(R)

ou ¢’ est ladérivée de . Comme ¢’ augmente, le membre
de gauche de I’inégalité ci-dessus est inférieur ou égal a:

S“¢f(y)[1 _ FyO)]dy = S [1 — Fy(x)]dx.

R ¥(R)

ce qui prouve la validité de (A.1).

Preuve de la proposition 2 Le résultat suivant obtenu en
appliquant les théorémes 2.7.5 et 2.7.11 de Galambos
(1987) a la distribution F(z?*!) est largement mis 4 con-
tribution. Si le maximum de I’échantillon de la distribution
F(x) tend vers H; ((x), tous les moments de F existent et

S 1 — F(x)] x?
S Yol — Fy)ldy ~ LTIy )
x g(x)

ou g(x) ~ h(x) signifie que g()f)/h(x) tend vers 1 a
mesure que x tend vers I’infini. A I’aide de la formule
(A.2), on obtient R (F,n) en résolvant

R—u 1—F(R)
1T LR (1 + o(1)).

Soit R = F~!(1 — a/n), alors, jusqu’a la valeur
(1 + o(1)), I’équation ci-dessus devient

(D)

Soit @y = g[F~'(1 — 1/n)]F~Y(1 — 1/n) eta, =g
[F~Y(1 — ag/n)1F~'(1 — ay/n). Puisque pour les
grandes valeurs de x,xg(x) augmente, aq > a; et la
solution de (A.3) tombe dans ’intervalle (a,a,). Pour
prouver le résultat, il suffit de montrer que @, /a4 tend
vers 1 a mesure que n tend vers I’infini.

Puisque g(x) = f(x)/[1 — F(x)1, on peut poser

F=1(1=1/n)
ay = epr:S g(t)dt] =

F~Y(1—ag/n)

F~l(1-1/m)
exp [ao - a — S tg’(t)dt],

F=1(1-ag/n)

ou la seconde expression est obtenue en intégrant par
parties. Puisque g’ (¢)/g(¢) est inférieur a ¢, on obtient
ag > explay — a;)ag . Si a;/ay ne tend pas vers 1,
c’est-a-dire par exemple que a,/ag < 1 — € < 1 pour
une séquence infinie de tailles d’échantillons, ’inégalité
précédente signifie que ad*€ > exp (a,€). Ce résultat est
contradictoire puisque a, tend vers I’infini a mesure que
n devient plus grand. L’approximation de MSE (Xg)
s’obtient en utilisant la formule (A.2) avec p = 2.

Preuve de la proposition 3 Si le maximum de ’échan-
tillon de la distribution F(x) tend vers H; ,(x), F satisfait
alors aux propriétés suivantes (Feller 1971, p. 281):

© 1—-F p+1
S yP — Fyldy ~ LT EOIXTT ) 4
X o — p — 1

pour toute valeur de ptelleque « — p — 1 = 0. Avecla
formule (A.4), R(F,n) s’obtient en résolvant F(R) =
1 — [a— 1+ o(1)]/n. Ceci conduit & I’approximation
de R (F,n). Pour calculer I’approximation de MSE (Xg),
on utilise (A.4) avec p=1.
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