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Estimation de la corrélation dans les plans a réponses randomisées

D.R. BELLHOUSE!

RESUME

Nous examinons la contribution de Stanley Warner & I’étude des réponses randomisées, avant d’élaborer un modele
linéaire, fondé sur les modéles de permutation aléatoire, qui permet d’intégrer, a titre de cas spéciaux, plusieurs
plans connus a réponses randomisées. On obtient avec I’aide de ce modele des estimateurs optimums des variances
et des covariances de populations finies & I’intérieur d’une classe générale d’estimateurs quadratiques non biaisés.
Ces résultats conduisent a la mise au point d’un estimateur de la corrélation de la population finie. Trois plans
d’expérience particuliers a réponses randomisées sont examingés: (i) le modele des questions non lées de Greenberg
et coll. (1969); (ii) le modéle des constantes additives de Pollock et Bek (1976); le modéle des constantes multiplicatives
de Pollock et Bek (1976). Nous proposons des modéles simples du biais dans les réponses afin d’illustrer ’effet de

ce biais sur I’estimation de la corrélation.

MOTS CLES: Modele des constantes additives; modéles linéaires; modele des constantes multiplicatives; biais dans
les réponses; modele des questions non liées; estimation de la variance.

1. APERCU DE LA CONTRIBUTION DE WARNER
. ALETUDE DES |
REPONSES RANDOMISEES

On a recours a la technique des réponses randomisées
pour obtenir des réponses & des questions délicates. Cette
méthode a été mise au point il y a trente ans par Stanley
Warner (Warner 1965) afin d’estimer une proportion avec
un plan d’échantillonnage aléatoire simple avec remise. Ce
progres théorique remarquable a été rendu possible grace
4 une démarche intellectuelle d’une grande originalité.
Comment obtenir des réponses sinceres a des questions
délicates? Warner a proposé comme solution d’obtenir ces
réponses sans que I’intervieweur n’ait conscience que les
questions posées sont réellement délicates. 11 a élaboré la
structure probabiliste de I’interrogation de manicre a
obtenir une estimation de la proportion requise. Dans la
formule originale de Warner, la population est divisée en
deux groupes exhaustifs mutuellement exclusifs: A et B.
Il importe d’estimer la proportion = de la population
appartenant au groupe A. Pour y arriver, on utilise une
simple aiguille pivotante qui pointera en direction d’une
lettre A avec une probabilité p, et en direction d’une lettre
B avec une probabilité 1 — p. La personne questionnée
fait tourner 1’aiguille et n’a qu’a répondre oui ou non selon
que cette aiguille s’arréte ou non sur son groupe d’appar-
tenance. Le plan d’échantillonnage avec remise permet
d’estimer 7 par la méthode du maximum de vraisemblance.

Cette idée d’une grande originalité a beaucoup attiré
I’attention au cours des trente derniéres années. Depuis les
travaux originaux de Warner, plusieurs techniques a
réponses randomisées ont été proposées pour I’estimation
d’une proportion ou d’un groupe de proportions — par
exemple, les données polytomiques- ou pour I’estimation
de la moyenne d’une population a partir de données
continues. Une variante de I’idée originale de Warner,

proposée pour la premiére fois par Greenberg et coll.
(1969), consiste & poser la question délicate ou une question
non liée avec des probabilités de p et de 1 — p respecti-
vement. D’autres variantes possibles utilisant des données
continues comprennent ’ajout d’une variable aléatoire a
la réponse donnée a la question délicate, ou la multiplication
de la réponse par une variable aléatoire. L’idée qui sous-
tend toutes ces techniques est de masquer la réponse
originale de maniére qu’il devienne impossible d’attribuer
I’information obtenue a I’un ou I’autre des répondants,
tout en permettant I’extraction de I’information portant
sur la question délicate & partir de ’échantillon général.
11 existe aujourd’hui une abondante documentation sur ces
techniques, y compris une monographie de Chaudhuri et
Mukerjee (1988). Nathan (1988) a préparé une liste biblio-
graphique assez compléte de tous ces ouvrages. Umesh et
Peterson (1991) ont pour leur part fourni plusieurs exemples
détaillés de ’application et de I’applicabilité des techniques
a réponses randomisées.

Compte tenu de la variété actuelle des techniques a
réponses randomisées, on peut s’interroger sur la facon
de les comparer. La minimisation de la variance n’est pas
le seul critere a prendre en compte. Chaque méthode est
congue pour protéger la vie privée du répondant. Un gain
d’efficacité, en termes de variance, obtenu grice au choix
de valeurs différentes de la probabilité dans le plan de
randomisation ou au choix d’une méthode a réponses
randomisées au détriment d’une autre, peut mettre en péril
le caractére confidentiel des réponses fournies. Pour
répondre a cette préoccupation, Leysieffer et Warner
(1976) et Warner (1976) ont proposé des mesures naturelles
du risque de non-respect de la confidentialité des répon-
dants. Ces mesures sont liées a la probabilité, pour un
intervieweur, de déterminer I’origine d’une réponse a une
question délicate. La théorie du risque de non-respect de
la confidentialité a été examinée par Chaudhuri et Mukerjee
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(1988). Umesh et Peterson (1991) abordent également
certaines considérations pratiques a ce propos.

Stanley Warner a contribué encore de deux facons a
I’étude des réponses randomisées. La premiére est en
rapport direct avec les résultats obtenus ici. Au milieu des
multiples nouvelles idées et nouvelles techniques fondées
sur le principe des réponses randomisées, Warner (1971)
a formulé un modele linéaire qui a permis d’unifier la
théorie et qui permettait, a ’époque de sa formulation,
d’intégrer la plupart des techniques 4 réponses randomisées.
La seconde de ses contributions a pris en compte la ten-
dance grandissante a recourir aux entrevues téléphoniques.
Stem et Steinhorst (1984) ont décrit des méthodes a réponses
randomisées applicables aux entrevues téléphoniques et
aux questionnaires postaux. Warner (1986) a suggéré des
plans pratiques de randomisation naturelle comme le
recours aux numéros de série des billets de banque, aux
fins de la réalisation d’entrevues téléphoniques.

Les principaux constituants de la méthodologie de la
réponse randomisée sont: I’élaboration des techniques, la
comparaison de ces techniques en tenant compte du risque
de non-respect de la confidentialité du répondant, 1°éla-
boration de plans de randomisation raisonnablement effi-
caces, 1’élaboration d’une théorie unifiée de la réponse
randomisée et la validation des techniques a I’aide d’études
en conditions réelles. Stanley Warner s’est penché sur la
plupart de ces grandes questions, et sa contribution en ces
matiéres a eu une grande influence. Il est I’inventeur de
la technique. Son plan d’expérience original pour une
population dichotomique a été rapidement étendu au
traitement des populations polytomiques et des populations
soumises & des mesures en continu. Le développement des
techniques a réponses randomisées s’est poursuivi et
Warner a été un chef de file de I’évaluation de ces plans
4 1’aide de la modélisation du risque de non-respect de la
confidentialité du répondant. Ses travaux en vue de I’¢la-
boration d’un modéle linéaire unifié des plans a réponses
randomisées sont devenus la pierre d’assise d’une théorie
unifiée de la réponse randomisée.

2. INTRODUCTION A L’ESTIMATION
DE LA CORRELATION

Imaginons une population finie de taille N faisant
I’objet de deux mesures x; et y;ouj = 1, ..., N. Il est
intéressant d’estimer la corrélation de la population finie

Oxy
I
0,0,

ouo,, =Y (x; — X)(y - Y) /N représente la covariance
de la population finie entre les variables x et y, et ou o2
et a}% sont les variances des variables x et y respectivement.
Pour faire I’estimation de p, on choisit au sein de la popu-
lation finie un échantillon de taille définie n assorti d’une
probabilité P(s), ot s désigne le groupe d’unités de la popu-
lation finie choisi pour I’échantillon. L’opérateur de I’espé-
rance rattaché a la probabilité P(s) du plan d’échantillonnage

est désigné par E,. Les estimateurs pour p sont obtenus
en remplacant o2, ayz et o, par leurs estimateurs respectifs,
biaisés ou non, qui peuvent &tre optimums dans un sens
ou dans I’autre, ou ne pas I’étre du tout.

Pour illustrer les résultats généraux obtenus ici dans
I’estimation du coefTicient de corrélation de la population
finie, nous examinerons trois techniques particulieres a
réponses randomisées:

(i) Le modele des questions non liées de Greenberg
et coll. (1969). La question délicate est posée avec une
probabilité p, et une question sans rapport avec la
premiére et qui n’est pas délicate est posée avec une
probabilité 1 — p. Pour I’estimation de la moyenne,
on présume que la moyenne X de la population finie
de la question non liée est connue. Pour les besoins
de ’estimation de la variance, on présume également
que la valeur de o2 est connue.

(ii) Le modele des constantes additives de Pollock et Bek
(1976). On ajoute une variable aléatoire issue d’une
distribution de probabilité connue i la valeur de la
réponse a la question délicate.

(ii1) Le modele des constantes multiplicatives de Pollock
et Bek (1976). La valeur de la réponse a la question
délicate est multipliée par une variable aléatoire issue
d’une distribution de probabilité connue.

Edgell et coll. (1986) ont calculé des estimateurs pour p
dans le modele des questions non liées et dans le modele
des constantes additives.

Dans la plupart des plans a réponses randomisées, on a
présumé que le plan d’échantillonnage utilisé était I’échan-
tillonnage aléatoire simple, avec ou sans remise. Comme
les résultats dont il est question ici proviennent d’un plan
d’expérience de taille fixe, on présume que I’échantillon-
nage aléatoire utilisé est sans remise.

Supposons que x et y sont deux variables délicates. On
aura donc recours, pour obtenir des informations sur ces
variables, 4 une technique a réponses randomisées. Dési-
gnons par w; et par z; pour j € s les mesures de ’échantillon
obtenues. Désignons par #; et par v;pourj = 1, ..., N les
mesures non délicates liées a x; et y; respectivement. En
vertu du modele de la question non liée (plan a réponses
randomisées (i), #; et v; sont les réponses données aux ques-
tions non liées par le j-ieme répondant. En vertu du mode¢le
des constantes additives ou du modele des constantes
multiplicatives (plans & réponses randomisées (ii) ou (iii)),
u; et v; sont les j-iemes variables aléatoires issues de deux
distributions de probabilités connues et peut-étre différentes.

3. MODELES DE PERMUTATION ALEATOIRE

Plusieurs modeles ont été proposés pour les mesures de
populations finies dans la documentation spécialisée sur
I’échantillonnage d’enquéte. Nous nous attarderons en
particulier aux modeles de permutation aléatoire de Rao
(1975) et de Rao et Bellhouse (1978). Ces modeéles présentent
un énorme avantage: leurs parameétres ont une interpré-
tation directe dans la population finie étudiée puisque les
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paramétres des modeles de permutation aléatoire sont éga-
lement des parametres de populations finies. Dans la situa-
tion la plus simple des modéles de permutation aléatoire,
on présume que le vecteur N-dimensionnel des mesures
dans la population finie est une permutation aléatoire d’un
vecteur N-dimensionnel de nombres fixes. Rao (1975) a
montré cominent cette supposition conduit a un modele
linéaire. Bellhouse (1980) a élargi ' utilisation de ce modéle
aux plans 4 réponses randomisées a échantillonnages avec
probabilités inégales.

Le modele et les plans d’expérience apparentés appli-
cables a I’échantillonnage avec probabilités inégales ne
s’appliquent pas facilement a ’estimation des variances
et des covariances, avec ou sans réponses randomisées.
Nous présentons par conséquent ici un cas spécial du
modele de Bellhouse (1980). Dans ce modele, deux opé-
rateurs d’espérance différents interviennent et donnent
ensemble une espérance composite E,,. Ces opérateurs
sont: E,, ’opérateur d’espérance lié au plan de randomi-
sation, et E,,, ’opérateur d’espérance lié¢ au modele de
permutation aléatoire. L’espérance composite est donc
E, = E,,E,et E = E,E,. Pour le modéle de permutation
aléatoire, nous présumons que les paires (x;, y;),j = 1,
..., N correspondent a la permutation aléatoire d’un
groupe de N paires de nombres fixes que nous appellerons
(p;, q;),J =1, ..., N. Il s’agit la d’un cas spécial du
modele (4.1) de Rao et Bellhouse (1978); le modéle plus
général décrit par Rao et Bellhouse (1978) a servi dans des
cas d’échantillonnage double et d’échantillonnages effectués
en deux occasions. Avec le modéle des questions non liées
(plan a réponses randomisées (i)) il faut supposer également
que les quadruplets (x;, y;, u;, v;),Jj = 1, ..., N constituent
une permutation aléatoire d’un groupe de N quadruplets
fixes de nombres que nous appellerons (p;, g;, 7j, ),
Jj=1...,N.

Supposons que la combinaison du plan de randomi-
sation et du modele de permutation aléatoire conduit au
modgele linéaire suivant:

Wj = o0 + B])_("' elj
_ (1
Zj = Oy + 62Y + ezj,
pourj = 1, ..., NouXet Ysont les moyennes des popu-
lations finies d’ou viennent les mesures x et y respective-
ment,etoupourj =1, ..., N
Em(elj) = Em(er) = 09
En(e3) = ¢102 + Yo + ¥ynX + ¥ X7,
En(e3) = 6200 + Vo2 + Y12 ¥ + ¥ Y?
E,(ejjen) = 8108 + N\, Epley; ex) = 8207 + Ay,
pour j # k,

Em(elj e2j) = ¢30xy + ¢39 et

E, (e ex) = 830, + A3, pour j # k. ()
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et tous les autres moments plus élevés sont indépendants
de j. Dans le mode¢le illustré en (1) et (2), les paramétres
o, N\, ¢, Y et & sont tous des constantes connues. Les
variances et les covariances des populations finies des
questions délicates, o7, o7 et o,, sont toutes inconnues.

Pour le modele des questions non liées (plan a réponses
randomisées (i)), on présume que les processus de rando-
misation utilisés pour les deux questions délicates sont
indépendants et que la question délicate i, i = 1, 2, est
posée avec une probabilité p; alors que les questions liées
non délicates sont posées avec une probabilité 1 — p;.
On présume en outre que les questions délicates sont sans
lien avec les questions non délicates et que o, = o0, =
oy = 0y, = 0. Cette supposition n’est pas nécessaire
dans le cas d’un échantillonnage aléatoire simple avec
remise. Lorsque, en plus, on suppose un modéle de permu-
tation aléatoire avec le quadruplet (x;, y;, 4;, v;), on
obtient dans le modéle illustré en (1) et (2)

ay = (1 —p)U, B =p,op = (1 —p)V, By = pa,

¢ = pi, Yo = (1 — p)el + p(1 — p)) 0%,
¥ = —2p(1 - DU, ¥y = pi(1 = py),

¢y = Dy Y02 = (1 = p)al + py(1 — p) V2,
Yo = =2py(1 — pa)V, ¥ = pa(1 — p3),

8 = —p (N — 1, N\ = —(1 = p)le/(N = 1),
8 = —p3/(N — 1), N\ = —(1 = pp)?ey/(N — 1),

¢35 = piP2, 63 = —¢3/ (N — 1),
Vs = (1 — pp (1 — pr)oy,,
et M= ¥ /(N—-1). 3

A noter qu’en raison des hypothéses de départ du modele,
il importe que la matrice des variances-covariances de la
population finie des questions non délicates soit connue,
ainsi d’ailleurs que les moyennes de la population finie.

Pour le modéle des constantes additives (plan a réponses
randomisées (ii)), on présume que les variables aléatoires
u et v qui sont ajoutées a la valeur des réponses données
aux deux questions délicates sont indépendantes et qu’elles
sont assorties des moyennes p, et u, et des variances
o2 et o2 respectivement. Lorsqu’on suppose un modéle de
permutation aléatoire avec le couple (x;, y;), on obtient
dans le modgele illustré en (1) et (2)

(&3] =y’u,Bl = 1’a2=,u-v362= la

b = ¢y = 3 = 1, %0 = 0% Yoz = 0f,
6 =6, =8 = —1/(N - 1),
‘//11=l//21=¢12:11/22=¢3:)\1=)\2=>\3=0-

4)
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Dans le modele des constantes multiplicatives, deux
variables aléatoires indépendantes, u et v, assorties des
moyennes u, et u, et des variances o2 et o2 respectivement,
sont multipliées respectivement par la valeur de la réponse
a la variable x et & la variable y. Lorsqu’on suppose un
modele de permutation aléatoire avec le couple (x;, ¥;),
on obtient dans le modéle illustré en (1) et (2)

ar = ay = 0,8 = uy, B2 =y,

b = p2 + 0% by = pi + 00, B3 = py By,
Yo = 02, Yy = 02,
8 = —p2/(N —1),8, = —pd/(N — 1),
8 = —pup/ (N — 1), et

l//01311/11=1//02—_—‘//12=¢/3‘—‘)\1=)\2=>\3=0-

4. ESTIMATION DE LA VARIANCE ET DE
LA COVARIANCE

Supposons une estimation de oyz telle que les données
appropriées sont z; pour les unités j € s. La classe générale
des estimateurs quadratiques de ay2 prend la forme suivante:

eps = b, +E by z; + E by Zj2+E E by ziz;,  (6)

Jjes JE€s i#jes

ou les coefficients des valeurs z sont définis pour tous les
s, tous les j € s et toutes les (i, j) € s.

Dans une situation de réponses randomisées, un esti-
mateur e, appartenant a la classe définie par I’équation
(6) est non biaisé selon le plan d’échantillonnage pour ayz
SiE,E,(ep) = ay2 et il est non biaisé selon le plan d’échan-
tillonnage et le modéle de permutation (selon p et m) si
E(ey) = ayz. Les conditions en vertu desquelles un esti-
mateur e, est non biaisé selon p et m sont réalisées en
tirant I’espérance E de (6) des modeéles (1) et (2). En éta-
blissant un rapport d’égalité entre les coefficients dans
Y%, Y!, Y2 et o} et on obtient quatre nouvelles équations
avec quatre inconnues. La résolution de ces quatre équa-
tions conduit aux conditions suivantes en vertu desquelles
les estimateurs de la classe définie par (6) sont biaisés selon
p et m pour ayZ:

83
E by ) = = Ay (T
p< E jj) B3 (dy — 8y) — S¥m ? @

Jjes

B3 + Ym
E bsi' - - =
p(E E J) B3 (¢ — &) — S¥m

i#jes

—(4; + By), (8)

(200¥9 — Ba¥12)
E by ) = —C, ©
p( E J) B3 (¢y — &) — Sy 2 ©)

jes
et
M (B2 + ¥n) — (03¢ — aaBaiz + BiYor)
Bi (¢ — &) — by

=D,. (10

Ep(bs..) =

Pour obtenir I’estimateur optimal, il faut définir une classe
associée d’estimateurs quadratiques de 0. Cette classe est
définie par

s =C. + Y, GG+ Y, €T T Y Y Coip 3%

Jjes Jes I#jes

Les conditions en vertu desquelles un estimateur e, de
cette classe sera biaisé selon p et m pour 0 sont définies par

E,(cs) = E,,< ) cs,-.) = Ep< Y cs,y)

Jjes Jj€s

E,,(EECS,-,) =0. (D1

i#jes

L’obstruction de I’estimateur quadratique non biaisé
selon le plan d’expérience de la variance minimale de ay2
s’inspire du procédé utilisé pour la moyenne d’une popu-
lation finie par Rao et Bellhouse (1978), pour les cas sans
réponse randomisée, et par Bellhouse (1980), pour les cas
a réponses randomisées. La covariance E(e,e.) pour
I’espérance composite est déterminée dans le modele de
maniére que squles les espérances de la forme E, restent
a déterminer. A partir de 13, les coefficients b sont déter-
minés de maniére que E(epe,) = 0 sous les conditions
définies par (11). Les valeurs des coefficients b sont alors
déterminées en vertu des conditions définies de (7) & (10).
Selon un théoréme de ’estimation non biaisée de la variance
minimale formulé par Rao (1952), I’estimateur résultant
est ’estimateur optimal non biaisé selon p et m de ayz. S’il
existe un plan d’expérience tel que cet estimateur est éga-
lement non biaisé selon le plan d’expérience pour of , on
pourra considérer qu’il s’agit également de I’estimateur
optimal non biaisé selon le plan d’expérience de ayz, en
invoquant des arguments semblables & ceux du théoreme
(2.4) de Rao et Bellhouse (1978). Nous présentons d’abord
les résultats obtenus pour les estimateurs non biaisés selon
p et m (théorémes 1 et 2), et ensuite les résultats obtenus
pour les estimateurs non biaisés selon le plan d’expérience
pour les trois processus a réponses randomisées.

Théoréme 1. En vertu du modeéle défini par (1) et (2) et
pour tout plan de taille fixe n, la variance de ¢, selon p
et m, E,,E,E,(e, — 03)*] = E(e, — 03)? est mini-
misée pour ’estimateur donné par

1
(Ay + By)s; —B,- Y, 22 + Gz + Dy, (12)
n
Jjes
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ou 7 est la moyenne d’échantillon de données et

1
2 532
s; = 2 Z, — %
Z 1 (j )

JEs

est la variance d’échantillon de données obtenue par la
technique a réponses randomisées, ou A,, B,, C, et D,
sont définis par les équations (7) a (10) respectivement.

Démonstration. En vertu du modéle donné par (1) et (2),
la covariance E (e, e.) est algébriquement plutdt longue,
mais peut s’exprimer sous la forme

b’Ge + H, (13)

ou b7 est le vecteur

[E,,(bs._), E,,( Y bsj.) ; Ep< Y bsjj),

Jjes jes

E, (Z ) bs,-,)] , (14)

i#jes

et ¢T est un vecteur identique a (14), ou tous les b sont
remplacés par des ¢. La matrice G 4 x 4 en (13) contient
les fonctions des moments du premier ordre de z; et des
moments du deuxi¢me ordre de e,; dans (1). Le membre
H de (13) est une somme de termes prenant la forme

KE bsij Cski» (15)

ou le symbole de la somme est limité & un quadruplet,
ol les indices de b pourraient étre remplacés par un point
(.), et ou « est une fonction de moments de deuxieme a
quatriéme ordre de e,; dans (1). A noter que ces moments
sont tous indépendants de j. En (15), la somme est une
somme simple sur j € s lorsque, par exemple, les indices
i =j =k = l,oulorsquei = ketquejet/sont remplacés
par des points. La somme est une somme double sur
I # k ¢ slorsque, par exemple, i # k et que j et / sont
remplacés par des points. Le méme procédé est repris
jusqu’a la quadruple somme ou i # j # k # I. Selon
(11), E(epe.) seréduit a0si bg = hy, by; = hy, bsj; = hs,
et by; = hy, ol les valeurs A; sont des constantes. Selon (7)
a (10) et compte tenu du fait que le plan d’expérience a une
taille fixe, nous obtenons

Ay + By

bs. = Dy, b = Cy/n, by; = Taini—1)

) bsjj = Az/ﬂ,

de sorte que I’estimateur de (12) minimise la variance de
la classe non biaisée selon p et m des estimateurs quadra-
tiques de o Q.E.D.

De la méme maniére

1
(A, + B;)s: — B, - 2: w} + C\w + D, (16)
n

Jjes
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est estimateur optimal non biaisé selon p et m pour
2 s
g; ou

2
A= Bi ’
Bi(dr — 61) — &Yy
B = B + ¥
| 2 )
Bi(ey — 61) — 81¥y
c = 2(2011l//21 — Bo¥n1) et
Bi(dy — 8y) — S
D, = MNBE+ ¥a) — (@l — aBiYy + 612%1)'

Bi(d — &) — 1%

La méme méthode peut servir a estimer la covariance
oy . La classe générale des estimateurs quadratiques de
oy, prend la forme de

€gs = d;, + E d]Sij + E dzstj +EE dsijwizj’

Jjes J€s i#jes

ou les coefficients des valeurs w et z sont définis pour
toutes les valeurs de s, tous les j € s et toutes les paires
(i, j) € s. Le résultat sur la covariance est énoncé sans
preuve dans le

Théoréme 2. En vertu du modele défini par (1) et (2) et
pour tout plan d’expérience de taille fixe 7, la variance de
egselon petm, E [E,E (eg — 0,,)2] = E(eq — 0y)%,
est minimisée pour ’estimateur donné par

Swe — (U3 — N3)

, a1
3 — O3

ou
1
Swz=n_12(wj_

Jés

w) (Zj - Z)

est la covariance de I’échantillon entre w et z.

On obtient un estimateur pour p a partir de (12), (16)
et (17). Dans le modéle des constantes additives (plan a
réponses randomisées (ii)), ’estimateur de p est donné par

RY
bae = i : 18
Pee = TE = (2 = oD 19

Il s’agit 14 de I’estimateur obtenu par Edgell et coll. (1986).
Dans le modeéle des constantes multiplicatives (plan a
réponses randomisées (iii)), I’estimateur se réduit a
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Pme =

Sw
2,2 2 2
o,/ 1 o,/
\/S‘Zv ulby % Z WjZ\/Szz v/ Ky

1
1+ 62/p2n jes 14 o2/u2n F

z7,
€s
(19)

pour g, # Oetyu, # 0. Lorsque u, = 0, le coefficient de
Y wjz est 1/n et lorsque u, # 0, le coefficient de Ezjz est
1/n. Dans le modele des questions non liées (plan a
réponses randomisées (i)), ’estimateur de p est

_ (U =p)U =p)

oo
by = =2 .0

838

wz uy

ousS,, = No,,/(N —1)eton

5 1 _
Se=su— (L=p)— Y w+2(1 = p)UW ~

Jjes
_ 1 -p
(1-p0* - (1 —pl)as(pl + ;j—jf)
et

N 1 _
Sy =s7—-(1 —pz);Zz,~2+2(1 - p)VZ -

Jjes

_ 1 —p
(1-p)¥ - —m)o&(pz T f) .

Lorsque p; = p,, ce résultat peut étre comparé a 1’esti-
mateur de Edgell et coll. (1986). L’estimateur résultant
pour p,, différe de I’estimateur de Edgell et coll. (1986),
lequel suppose que o,, = 0. Ces auteurs utilisent égale-
ment les estimateurs biaisés de oZ et aj‘. L’estimateur de
Edgell et coll. pour oy s’obtient en écrivant la variance de
z selon le plan d’expérience dans le plan d’échantillonnage
aléatoire simple avec remise sous la forme suivante:

N
oi/n =Y, (= 2)*/(Nn). @

J=1

La variance de 7 dans le plan a réponses randomisées est
[p20; + (1 = py)os + pa(1 = p) (Y = V)21 /n. (22)

L’expression (22) est tirée de Greenberg et coll. (1971).
L’estimateur de af est calculé en I’expression (22) dans le
membre de gauche de I’équation (21), en substituant I’esti-
mateur d’échantillon de o2 et estimateur de la réponse
randomisée de Y dans I’équation ainsi obtenue, et en résol-
vant pour a;.

Chacun des estimateurs des variances et covariances de
la population finie, qui sont les composantes de g dans
(18), (19) et (20), sont non biaisés selon le plan d’expérience
dans le plan a réponses randomisées appropri€ pour tout
plan d’expérience ou la probabilité de sélection composée
des unités / et j donnée par 7; = n(n — 1)/ [N(N — 1)].
En conséquence, chaque estimateur est ’estimateur optimal
non biaisé selon le plan d’expérience pour le parametre de
la population finie auquel il correspond. Pour obtenir les
estimateurs non biaisés appropriés dans (18), on multiplie
le numérateur et le dénominateur par (N — 1)/N. Le
numeérateur obtenu est non biaisé selon le plan d’expérience
pour g, et les expressions placées sous le signe de la
racine carrée au dénominateur de (18) sont non biaisées
pour o} et o} . Dans (19), il est nécessaire de multiplier le
numérateur et le dénominateur par (N — 1)/ [Nu,p,]
pour obtenir la forme correcte des estimateurs non biaisés
selon le plan d’expérience. Les estimateurs appropriés sont
obtenus en (20) lorsque le multiplicateur est (N — 1)/
(Npp2).-

Dans n’importe quel des plans a réponses randomisées,
I’estimation la plus simple de la variance de p s’obtient en
calculant I’estimation de la variance selon la méthode
jackknife. Les estimations jackknife de la variance de
s’obtiennent a I’aide des formules (4.2.3) ou (4.2.5) fournies
par Wolter (1985).

5. EFFET DU BIAIS DANS LES REPONSES

Dans le modele des constantes additives, on demande
au répondant d’ajouter une variable aléatoire de u a x et
une variable aléatoire indépendante de v a y. Au lieu de
cela, le répondant peut décider d’ajouter des variables
aléatoires indépendantes différentes, par exemple 4’ et v'.
Les moyennes et les variances de u’ et v’ peuvent &tre
différentes de celles de u et v. Il est raisonnable de penser,
toutefois, que 2. = o2 et 02 = ¢2. Nous présentons
ci-aprés un exemple d’une telle situation. Le répondant ne
souhaite pas ajouter une variable aléatoire qui se situe pres
de la moyenne de la distribution de cette variable aléatoire.
Dans ce cas, la distribution du biais dans la réponse
pourrait &re modélisée par la distribution originale avec
un intervalle autour de la moyenne déterminé de fagon que
tout résultat de la distribution originale tombant dans
I’intervalle choisi soit placé a I’'une des extrémités de I’inter-
valle. En prenant séparément les espérances du numérateur
et de ’expression placée sous chacun des signes de racine
carrée dans le dénominateur de (18), on obtient I’expression

o
2 2 2 = 2 2 2 23)
Jax + oy — oy Jay + oy — 0y

On peut noter dans cette expression que le biais dans les
réponses conduit 4 une estimation de la corrélation infé-
rieure 2 la valeur véritable.

Le modele des constantes multiplicatives se comporte
comme le modele des constantes additives, sauf que les
réponses aux questions délicates sont multipliées par les
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variables aléatoires. Comme dans le cas du modéle des
constantes additives, on présume que le répondant utilise
u’ et v’ au lieu de u et v. Ensuite, en prenant séparément
les espérances du numérateur et de I’expression placée sous
chacun des signes de racine carrée dans le dénominateur
de (19), on obtient I’expression

Oxy

N N

2 2
% L]

Jo 2.2 2,2 J 2.2
2 j=1 Ouby — Oy by =l OyHy
oy +

2.2
2., 7 Oy lhy
Nu2 7, 2 oy +
Py oyt iy

»

Nul  oo+us
(249)

Si gy = pyr» By = Hyr» 020 = 0 €t 02, = o2, comme C’est

le cas avec le modele des constantes additives, il en découle
que selon I’expression (24), le biais dans les réponses
conduit & une surestimation de la corrélation.

Dans le cas du modele des questions non liées, on peut
raisonnablement présumer, quand on se penche sur la
question du biais dans les réponses, que les répondants
répondent aux questions délicates avec une probabilité
p{ < petps < p,. En général, I’effet de ce biais dépend
des valeurs relatives des diverses probabilités, des moyennes
et des variances des questions délicates, et des moyennes
et des variances des questions non délicates. En vertu du
plan d’échantillonnage aléatoire simple sans remise et du
modele du biais dans les réponses, la valeur de ’espérance
du numérateur de (20) est donnée par

. (1-pY(1=p;) = (1 =p)(1-py)
PPz [Sxy+ : 2 ;. : Suv s
Pi1DP2
qui est plus grand que p{ p; Sy, . De la méme fagon, I’espé-
rance de I’expression S2 dans (20) est donnée par

S2[pi* + (N — Dp{(p; — pi)}/N]
+ (py — p{)S2[p{ — (p{ + 2p; — 2)/N]
+ pi(py — p)(X — D)2,

qui est plus grand que p{? S? lorsque N est grand. Si
S,, = 0, le biais dans les réponses a tendance & sous-
estimer la corrélation.
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