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Efficacité de I’emploi des unités non répétées dans une enquéte fondée
sur la méthode des réponses randomisées

N.S. MANGAT, R. SINGH, S. SINGH, D.R. BELLHOUSE et H.B. KASHANI!

RESUME

Tout le monde sait que, dans un échantillonnage aléatoire simple avec remise, la moyenne d’échantillon calculée
uniquement sur la base des unités non répétées est plus efficace que la moyenne d’échantillon calculée sur la base
de toutes les unités échantillonnées sans distinction (Murthy 1967, pp. 65-66). Seth et Rao (1964) ont montré que,
étant donné le méme colit moyen d’échantillonnage, la moyenne d’échantillon calculée sur la base des unités non
répétées dans un échantillonnage avec remise était moins ef’ ficace que la moyenne calculée dans un échantillonnage
sans remise. En nous servant de la méthode des réponses randomisées de Warner (1965), nous comparons I’échan-
tillonnage aléatoire simple sans remise et I’échantillonnage avec remise ot seules les unités non répétées sont prises

en compte.

MOTS CLES: Echantillonnage aléatoire simple avec remise et sans remise; inférence avec unités non répétées;

méthode de Warner.

1. INTRODUCTION

C’est 3 Warner (1965) que ’on doit I’introduction de
la méthode des réponses randomisées (RR); cette méthode
permet d’obtenir des données fiables lorsqu’on cherche &
estimer la proportion 7 de la population possédant une
caractéristique délicate a révéler. Depuis la parution de
’article de Warner, beaucoup de chemin a été parcouru.
Mentionnons notamment, parmi les plus récents, les
ouvrages de Franklin (1989), Kuk (1990), Mangat et Singh
(1990, 1991), Mangat, Singh et Singh (1992) et Mangat
(1994), qui proposent tous d’autres méthodes ou estima-
teurs fondés sur la méthode des RR.

On sait que, dans les enquétes a plan d’échantillonnage
aléatoire simple avec remise (EASAR), I’estimateur de la
moyenne de population basé sur les unités non répétées est
toujours plus efficace que I’estimateur de la moyenne basé
sur toutes les unités échantillonnées (Murthy 1967,
pp. 65-66). En outre, Seth et Rao (1964) ont montré que,
étant donné le méme colit moyen d’échantillonnage, la
moyenne d’échantillon calculée dans un échantillonnage
sans remise est plus efficace que la moyenne calculée sur
la base des unités non répétées dans un échantillonnage
avec remise. Nous avons donc voulu savoir si les obser-
vations précédentes s’appliquent aussi au modele original
des réponses randomisées de Warner, qui sert couram-
ment, dans la pratique, a I’échantillonnage de répondants
pour des enquétes qui portent sur des sujets délicats. Pour
analyser le probleme, nous allons considérer I’utilisation
de quatre méthodes d’échantillonnage.

1.1 Méthode I

Selon cette méthode, qui est en fait la méthode de
Warner, on présente i chaque répondant d’un échantillon

aléatoire simple avec remise (EASAR) un dispositif de
randomisation qui consiste en deux énoncés du type:
i) “J’appartiens au groupe auquel ’enquéte s’intéresse’’
et 1i) *‘Je n’appartiens pas au groupe auquel ’enquéte
s’intéresse’’, la probabilité p étant rattachée au premier
énoncé et 1a probabilité (1 — p), au second. L’enquété
répond “‘oui’’ ou ‘‘non’’ aI’énoncé tiré au hasard suivant
sa situation, sans révéler I’énoncé. Si n’ personnes de
P’échantillon (y compris les unités répétées) ont répondu
“‘oui’’, I’estimateur de Warner

n'/n—1+
1‘r:4—————p,p¢.5, 1)
2p — 1

est non biaisé pour = et sa variance est définie par I’ex-
pression

(1l — m) p(l —p)
n n(2p — 12’

Vi) = )

On devrait choisir une valeur de p aussi prés que possible
de 1 ou de 0 sans pour autant compromettre la collabo-
ration des répondants.

1.2 Méthode 11

On tire un échantillon de n répondants dans un popu-
lation finie de N unités suivant un plan EASAR, sauf que
I’information tirée des d unités non répétées de 1’échan-
tillon, 1 < d < n, est utilisée dans la construction de
I’estimateur. Posons d’ comme le nombre d’enquétés qui
ont répondu “‘oui’’ dans I’interview faite au moyen d’un
dispositif de randomisation. Nous considérons alors I’esti-
mateur suivant pour x:
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'7d — 1
%d=u’ p #.5. 3)
2p — 1

Etant donné d unités distinctes, 1’échantillon équivaut
4 un échantillon aléatoire simple sans remise de taille d tiré
parmi N unités. L’estimateur 7, est donc non biaisé pour
la proportion de population .

Pour analyser ’efficacité de 1’estimateur proposé 7,
nous avons besoin de la variance. Voici ’expression pour
la variance conditionnelle ¥; (4,) pour une valeur donnée
de d. Ainsi,

N—-—d (1l — 7w)
N -1 d

p(l — p)

d@2p - 1% @

Vol#g) =

Si E, et V; désignent respectivement ’espérance et la
variance pour ’ensemble des valeurs de d, nous avons
alors WV (#g) = E\Vy (%) + VI E;(%,). En utilisant
P’équation (4), on obtient

1 1 —
Vill#g) = [NEI (E) - 1] ij—_Tﬂ-)

p(1 — p) 1
+ 2 — 1)2E1(d> )

puisque le second terme du membre de droite de I’équation
de Vi1 (i4) est égal & zéro si E,(7ry) = .

1.3 Méthode III

On tire un échantillon de » répondants suivant un plan
EASSR (Kim et Flueck 1978). Dans ce cas, on reprend
I’estimateur # défini en (1) et on peut exprimer la variance
correspondante en remplagant d par n dans I’équation (4),
ce qui donne

N—-—n ol —w)
N -1 n

p(l — p)
n2p — )%

Vm(ﬂ = 6

1.4 Meéthode IV

Dans ce cas-ci, I’estimateur repose sur un EASSR de
tai’IIe E(d). Le colit prévu est le méme pour ’EASAR et
I’EASSR. Pour ce plan, I’estimateur sera

_d’'/E(d) —1+p

'y # .5
E »— 1 p
et la variance correspondante,
. N/E(d) — 1
Viv(ig) = “N_-1 (1 — 7)
p(l —p)

_— 7
E(d)(2p — 1)? @

2. COMPARAISONS D’EFFICACITE

Korwar et Serfling (1970) ont montré que, pour n = 3,

1 1
- — < Ef{-) =
Q 720N (d) 9
ou

1 1 n—1
-+ — + .
n 2N 12N?

Examinons maintenant la formule de la variance en (5).
En utilisant Q, on vérifie facilement que

NE(17d) —1 _ 1 .
N -1 “n

dans le premier terme du membre de droite de I’équation
(5) mais que E,(1/d) = 1/n dans le second terme. Par
conséquent, I’efficacité relative de I’estimateur défini en
(1) - EASAR avec unités répétées - par rapport a Pesti-
mateur défini en (3) - EASAR avec unités non répétées
seulement - dépendra de la valeur relative de 7 et de p.
Cela s’explique par le fait que les unités répétées peuvent
produire des réponses différentes a cause du mécanisme
de randomisation et, par conséquent, générer de I'informa-
tion additionnelle. On définit une condition suffisante pour
que I'inéquation Vy; (#y) — Vi(#) < 0 soit vérifiée en uti-
lisant E,(d) = Q. Ainsi, on obtient la condition suivante:

A(N—1)(6N+n—1) p(l—-p)
N{6Nn — 12N —n(n— 1)} 2p — )%’
©)]

w(l —7) >

L’inéquation ci-dessus se vérifiera probablement pour des
valeurs de p qui sont proches de 0 ou de 1, ¢.-a-d. les cas
ou il y a un risque d’associer le répondant & un groupe
particulier. Par exemple, si N = 100, n = 10etp = 0.9,
I’inéquation (9) se vérifiera pour 0.236 < 7w < 0.764.

De méme, la méthode II sera inférieure a la méthode 1
si Vii(#g) — Vi(#%) > 0. En utilisant E,(1/d) =
Q — 1/720N, on obtient I’'inéquation

7(l — m)

n(N — 1){359N + 60(n — 1)} p(l —p)
N{361Nn — 720N — 60n(n — 1)} (2p — 1)?’

Si on prend le méme exemple que précédemment, cette
inéquation se vérifiera pour = < 0.234 ou 7 = 0.764.
Si nous utilisons I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
E(1/d) > 1/E(d),comme dans Seth et Rao (1964), nous
constatons que W (#,) > Viv(#g), ce qui signifie que la
méthode IV est plus efficace que la méthode II.
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Il va de soi que la méthode III est plus efficace que la
méthode 1.

Nous savons que E(1/d) = 1/n, autrement dit
Vi (&g) > Vin (@), ce qui implique que la méthode I1I est
plus efficace que la méthode II.

Comme 1/E(d) = 1/n,laméthode I1I est plus efficace
que la méthode 1IV.

Il reste a comparer les méthodes I et IV. Comme
E(1/d) > 1/E(d) pour n > 1, nous obtenons & partir
de I’équation (8)

N/E(d) — 1 1
<

N—-1 —n
ce qui implique que en (7) et en (2),

N—E(d)1r(l—7r)<7r(l-7r)
N -1 E(d) n

pour n > 1. Enoutre, 1/E(d) = 1/n. Cela montre que
le second terme du membre de droite de I’équation (7) aura
une valeur plus élevée que le terme correspondant de
I’équation (2). Par conséquent, les efficacités relatives des
méthodes I et IV dépendent de la valeur relative de 7 et
de p. A titre d’exemple, siN = 100, n = 10etp = 0.9,
la méthode IV sera plus efficace que la méthode I pour
0.18 <= w =< 0.82.
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