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Estimation pour petits domaines dans des plans de sondage
avec probabilités inégales

D. HOLT et D.J. HOLMES!

RESUME

L’estimation de totaux et de moyennes pour un domaine 4 1’aide de données d’échantillon est un probléme courant.
Lorsque le domaine est grand, I’échantillon observé est généralement suffisamment grand pour que des estimateurs
directs, fondés sur un plan, soient assez précis. Mais lorsque le domaine est petit, la taille de ’échantillon observe
est faible et les estimateurs directs ne conviennent plus. L’estimation pour petite région est un cas typique et des
solutions de rechange comme ’estimation synthétique et I’estimation fondée sur un modele ont été élaborées pour
contourner le probléme. Ces deux méthodes ont ceci de caractéristique, que de I’information est ‘‘empruntée”’ a
d’autres petits domaines (ou petites régions) de maniére a obtenir des estimateurs de parametres plus précis, lesquels
sont ensuite combinés avec de I’information supplémentaire, comme des moyennes ou des totaux pour population,
tirée de chaque petite région afin d’établir une estimation plus précise de la moyenne ou du total pour un domaine
(ou une région). Dans cet article, nous étudions un cas d’échantillonnage avec probabilités inégales ol il n’existe
pas d’information supplémentaire et oi1 ’emprunt d’information n’est pas permis; pourtant, des estimateurs simples
fondés sur un modele sont élaborés dans ces conditions et semblent offrir des gains d’efficacité appréciables.
L’exemple que nous utilisons ici est une étude de marché mais les domaines d’application de ces méthodes sont
nombreux.

MOTS CLES: Estimation synthétique; estimation fondée sur un plan; estimation pour petites régions; estimation
fondée sur un modele; parts de marché.

1. INTRODUCTION

Dans cet article, nous nous intéressons a I’estimation de
totaux et de moyennes pour un domaine a partir d’un
échantillon réparti de fagon non proportionnelle. Certains
domaines peuvent étre grands, auquel cas la taille effective
de I’échantillon peut aussi &tre élevée et des estimateurs
fondés sur un plan (ou estimateurs directs) conviendront.
D’autres domaines peuvent étre petits, auguel cas la taille
effective de I’échantillon sera également faible et les esti-
mateurs fondés sur un plan (ou estimateurs directs) seront
trop imprécis pour &tre utilisés convenablement. Nous
allons illustrer les méthodes proposées a I’aide d’un exemple
ol sont estimées des ventes, des parts de marché et des taux
de pénétration pour des produits dans une étude de marché.
Les domaines sont constitués de fabricants d’automobiles
ou de modéles de voiture. Cependant, la méthode générale
peut s’appliquer a d’autres échantillons d’entreprises ou
d’institutions répartis de fagon non proportionnelle.

Le probleme étudié ressemble au probléme de I’utilisa-
tion de I’estimation synthétique pour de petites régions
(Gonzales 1973; Gonzales et Hoza 1978; Platek et coll.
1987). L’estimation synthétique dépend normalement de
deux facteurs: i) I’emploi combiné de variables auxiliaires
et de moyennes ou de totaux de population pour chaque
petite région (ou petit domaine) en vue d’améliorer les esti-
mations par la stratification a posteriori ou I’estimation
par régression, et ii) "amélioration des estimations par
le regroupement de données de plusieurs petites régions

(ou petits domaines). Dans le cas qui nous occupe, il
n’existe pas de moyennes ou de totaux de population et
comme I’objectif essentiel est de comparer des domaines
(c.-a-d. fabricants et produits particuliers), ’emprunt
d’information de I’un a I’autre est inconcevable. Nous pro-
posons une catégorie d’estimateurs synthétiques qui n’uti-
lisent aucune de ces deux méthodes et qui, pourtant, sont
préférés aux estimateurs directs. Les estimateurs proposés
ont une structure simple et une interprétation intéressante
et peuvent étre justifiés suivant un ensemble d’hypothéses
de modele qui peuvent &tre testées selon I’hypothése géné-
rale des plan de sondage non informatifs.

2. EXEMPLE: ETUDE DE MARCHE

Les responsables d’études de marché estiment souvent
le volume total des ventes et la part de marché pour chaque
fabricant d’un produit. Nous examinons le cas des auto-
mobiles achetées au cours d’une année en vue d’étre utilisées
comme voitures d’entreprise. Il faut des estimations de
totaux et de parts de marché pour chaque fabricant d’auto-
mobiles et pour les modeles qui constituent le plus souvent
les parcs de véhicules.

Les termes ‘“‘parc’’ et ‘“‘entreprise’’ ont chacun une défi-
nition assez large. Une voiture d’entreprise est définie
comme une automobile qui est achetée a des fins commer-
ciales plutdt que pour un usage privé et qui est associée a
une entreprise au sens le plus large. Cette définition

1 D. Holt et D.J. Holmes, Department of Social Statistics, University of Southampton, Highfield, Southampton, UK, SO95NH.
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comprend les voitures achetées & ’intention des représen-
tants, lesquelles sont en grand nombre. Elle comprend
aussi les voitures de luxe achetées 4 ’intention des diri-
geants et des autres membres de la haute direction de
grandes entreprises, de méme que les voitures achetées par
de petites sociétés, comme des groupes de médecins, ou
des travailleurs indépendants, comme des propriétaires
d’usine. La population d’entreprises acheteuses — appelées
consommateurs - comprend donc un grand nombre de
petites entreprises qui n’achétent qu’une ou deux automo-
biles & quelques années d’intervalle.

Nous définissons Y,; comme le nombre d’automobiles
de type k achetées par le consommateur / dans la période
de référence d’un an. Le type de produit £ (c.-a-d. le
domaine) peut désigner un modele particulier ou tous les
modeles d’un fabricant. Par conséquent, ¥, = Y, Y,;est
le nombre total d’automobiles de type k achetées par
I’ensemble des consommateurs. Soit Z; le nombre total
d’automobiles de toutes sortes achetées par le consom-
mateur { et Z = Y;Z;, le nombre total d’automobiles
vendues. La part de marché pour le produit de type k est
définie par ’équation R, = Y,/Z.

Nous posons aussi les relations suivantes

Il

Y,=1 si Y;>0

=0 si Yki=0

et
Z,’l = 1 Si Zi > 0
=0 si Z,‘ = 0.

Ainsi, Y}, et Z/ sont des variables indicatrices pour les
consommateurs qui achétent respectivement des produits
de type k et au moins une automobile de n’importe quelle
sorte dans la période de référence. Le nombre de consom-
mateurs qui achétent des produits de type k est donc défini
par ’équation Y; = ¥ ;Y}; et le nombre total de consom-
mateurs qui achétent au moins une voiture de n’importe
quel type est défini par I’équation Z’ = Y ;Z;. Le taux
de pénétration du marché pour le produit de type &
- ¢’est-a-dire la proportion de consommateurs qui, parmi
ceux qui achetent une voiture de n’importe quel type dans
Ia période de référence, achétent une voiture de type k£ -
est défini par I’équation R, = Y /Z’.

Les quatre paramétres Y, R,, Y/ et R/ peuvent tous
faire I’objet d’inférence dans une étude de marché et sont
définis comme des parametres de population finie, notam-
ment des totaux de domaine ou des rapports de totaux de
domaine.

3. PLAN DE SONDAGE ET ESTIMATEURS
DIRECTS

La plan de sondage repose sur deux bases s’excluant
mutuellement et peut &tre considéré comme un plan
d’échantillonnage simple stratifié comportant dix strates.
La premiére base de sondage consiste dans un registre

(Dun et Bradstreet) de 35,000 compagnies réparties dans
huit strates selon le nombre d’employés et la nature des
activités de ’entreprise (fabrication ou distribution). La
deuxieme base de sondage consiste dans un vaste registre
de 1.4 million d’abonnés au service commercial de British
Telecom, répartis dans deux strates: lignes privées et lignes
commerciales. Notons qu’il s’agit d’abonnés au service
commercial dans les deux cas; une ligne commerciale est
attribuée si I’abonné dispose de plusieurs locaux.

A P’aide de données d’enquéte antérieures, on a réparti
I’échantillon de fagcon optimale au moyen de la formule
de Neyman afin de réduire au maximum la variance de
I’estimateur du nombre total d’automobiles achetées (Z).
On a recueilli des données sur les achats d’automobiles
immeédiatement apres la fin de ’année de référence. Les
tailles de strate {V,} et les tailles d’échantillon {#n,} pour
les strates 4 = 1, ..., 10 figurent dans le tableau 1.

Tableau 1
Base de sondage: effectif et poids par strate

Taille de  Effectif Poids
Strate (&) la strate
Nh ny 7rh_ 1 = Nh/n,,

British Telecom:

Ligne privée 389,445 1,150 338.65
Ligne commerciale 1,007,399 7,406 136.02
Dun et Bradstreet:
Fabrication
50-99 employés 6,646 235 28.28
100-499 6,826 1,113 6.13
500-999 992 520 1.91
1,000 + 1,110 849 1.31
Distribution
50-99 employés 8,703 472 18.44
100-499 7,625 1,437 5.31
500-999 1,133 484 2.34
1,000 + 1,523 1,117 1.36
Total 1,431,402 14,783 96.83

L’échantillon est un échantillon simple stratifié réparti
de fa¢on non proportionnelle et les estimateurs directs de
méme que les variances correspondantes sont connus avec
exactitude. La stratification donne des poids d’échantil-
lonnage trés différents (de 1.31 a 338.65); elle est utile mais
loin d’étre idéale. Beaucoup de consommateurs n’achétent
aucune automobile dans I’année de référence, de sorte que
chaque strate renferme un mélange de valeurs nulles et de
valeurs non nulles. La proportion de valeurs nulles dans
chaque strate est évidemment élevée pour un produit de
type k quelconque.

Le tableau 2 contient les estimations directes d’enquéte,
les erreurs types estimées (voir Holt et Holmes (1993) pour
la facon dont elles ont été calculées) et les coefficients de
variation pour certains produits de fabricants d’automo-
biles. Les produits A et B représentent tous les modeles de
deux grands fabricants. Le produit C représente un seul
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Tableau 2

Estimations directes d’enquéte, erreurs types et coefficients
de variation pour certains produits

Estimation du nombre
d’automobiles

Estimation du nombre
de consommateurs

Produit
(k) Total Taux de Total Part
~ pénétration ) )
Y R Yy Ry
A 59,890 .3843 270,051 3781
(2,651) (.0144) (35,704) (.0315)
(.044) (.037) (.132) (.083)
B 34,282 .2200 153,518 .2149
(1,960) (.0117) (8,653) (.0131)
(.057) (.053) (.056) (.061)
C 23,363 .1499 81,381 1139
(1,602) (.0098) (17,559) (.0194)
(.069) (.065) (.216) (.170)
D 13,857 .0889 25,312 0354
(1,311) (.0081) (2,906) (.0039)
(.095) (.091) (.115) (.110)
E 9,025 .0579 24,370 0341
(1,146) (.0072) (7,336) (.0101)
(.127) (.124) (.301) (.296)
F 5,125 .0329 13,724 0192
(676) (.0043) (2,369) (.0030)
(.132) (.131) (.173) (.156)
G 7,518 .0482 11,031 0154
(1,015) (.0064) (1,456) (.0022)
(.135) (.133) (.132) (.143)

1% ligne: estimation 2™ ligne: e.t. 3™ ligne: c.v.
modele, produit par le fabricant A, qui occupe une part
appréciable du marché des parcs de voitures. Les autres
produits du tableau 2 occupent des petites parts de marché.
Les produits F et G sont plutdt destinés au marché des
voitures de fonction. La liste du tableau 2 est incomplete,
ce qui explique que la somme des parts de marché n’est
pas égale a un. Il convient aussi de souligner que les caté-
gories de produits ne s’excluent pas mutuellement. De
facon générale, on juge que I’enquéte donne des résultats
satisfaisants mais on s’apercoit que les estimations relatives
aux fabricants ou aux modeles qui ont de faibles parts de
marché sont instables sur plusieurs années. Cela peut se
remarquer par le coefficient de variation, qui est supérieur
4 0.1 pour des produits qui occupent une part de marché
modeste et qui peut dépasser 0.15 ou 0.2 dans certains cas.
Cette instabilité se répercute sur les estimations de la
variance de méme que les estimations des ventes totales ou
des parts de marché pour les produits.

4. METHODE FONDEE SUR UN MODELE

Etant donné le plan de sondage, on ne peut s’attendre
améliorer I’efficacité des estimateurs directs dans le cadre
classique des enquétes par sondage. La fagon habituelle
de procéder est d’utiliser de I’information supplémentaire

27

pour la stratification a posteriori, ’estimation par quotient
ou I’estimation par régression mais dans tous ces cas, il faut
connaitre les moyennes ou les totaux de population. Or,
cette information n’existe pas. C’est pourquoi nous recou-
rons plutdt a une méthode fondée sur un modele pour obtenir
d’autres estimateurs pour toute la gamme de produits.

4.1 Estimation de Y} : le nombre de consommateurs
qui achétent un produit de type &

Nous considérons en premier lieu le nombre de consom-
mateurs qui achétent un produit de type &£. Nous donnons
a Y;; une nouvelle extension, Y, dans le but évident de
définir la variable aléatoire indicatrice d’achat pour le produit
k et le consommateur [ dans la strate 4. Nous considérons
chaque décision de consommateur comme le résultat d’un
tirage bernoullien. Soit Py, 1a probabilité qu’un consom-
mateur dans la strate 4 achéte une automobile de type
k{Py; = Prob(Y, = 1)]. Nous définissons I’équivalent
de Y pour un modeéle, c.-a-d. le nombre total de consom-
mateurs du produit de type k, par la formule

6; = E Ny Py - H
h

En supposant que chaque décision de consommateur
est indépendante, on peut exprimer la vraisemblance
comme le produit habituel de termes binomiaux. Les esti-
mateurs du maximum de vraisemblance sont définis par
Péquation Py, = nyp/ny, et Uestimateur du maximum de
vraisemblance de 6/ est ’estimateur de plan de sondage
stratifié bien connu

R N,
6c(1) =Y~ = 35 N T 2)
no R h

ol 714, est le nombre de consommateurs échantillonnés de
la strate 4 qui achétent un produit de type k, n,, est
I’effectif de la strate pour ’échantillon et yg, = nyp/ny
est la moyenne d’échantillon pour les consommateurs de
la strate & (c.-a-d. la proportion empirique de consom-
mateurs de la strate 4 qui achétent un produit de type k).
L’estimateur ci-dessus est peu satisfaisant en regle générale
lorsqu’un trop petit nombre de consommateurs achétent
le produit de type k.

Supposons que nous introduisions une autre variable
de condition, par laquelle chaque consommateur peut étre
classé dans une catégorie f, f = 1, ..., F, et que nous
donnions a la variable aléatoire indicatrice une nouvelle
extension, Yy,r;. Les catégories f recouperont les strates
A etil s’agit de définir fde telle sorte que, pour n’importe
quelle catégorie donnée, la décision d’un consommateur
d’acheter le produit de type &k ne dépende pas de la strate
3 laquelle appartient ce consommateur. En ce qui concerne
les automobiles destinées a des parcs de véhicules, nous
définissons un classement basé sur le nombre total d’auto-
mobiles que posséde et utilise chaque consommateur
(c.-a-d. la taille du parc d’automobiles). Dans la section 5,
nous examinons plus en détail le choix de f.
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Si N, - le nombre total de consommateurs inclus dans
la strate 4 et la catégorie f (taille du parc d’automobiles) -
est connu, on peut élargir I’équation (1) de la maniére
habituelle et exprimer le paramétre étudié sous cette
nouvelle forme:

O; = E E Nir Py - (3)
h f

L’équation ci-dessus équivaut & la stratification a pos-
teriori lorsque { Ny} est connu et si tel est le cas, I’infor-
mation supplémentaire entrainera un gain d’efficacité
(Holt et Smith 1979). Si { N} est inconnu, nous pouvons
reformuler le modéle selon deux ensembles de probabilités:

Qyjn = Prob {consommateur posséde un parc de taille
S| strate A},

Py = Prob {consommateur achéte un produit de type
k | strate A et taille f du parc de véhicules}.

On peut alors exprimer le parameétre étudié par
I’équation

O = E E Ny Orin Pujpy - 4)
hf

Nous pouvons obtenir un autre estimateur fondé sur un
modéle en faisant d’autres hypothéses sur les parameétres
de modele. Supposons maintenant que

Pins = Pyy pour tous A, 3)

Cette équation implique qu’étant donné la catégorie f
(la taille du parc d’automobiles qu’exploite un consom-
mateur), la probabilité que le consommateur achéte un
produit de type k est indépendante de la strate (h) a
laquelle appartient ce consommateur. Du point de vue
algébrique, ’hypothése est semblable a celle utilisée dans
Pestimation synthétique pour petites régions sauf que dans
ce dernier cas, on regroupe des données de plusieurs
régions, ce qui est inacceptable dans le cas qui nous occupe.
Nous allons plutdt regrouper des données de plusieurs
strates dans Je domaine étudié. 11 s’agit en fait de choisir
une variable de condition qui tienne compte de la relation
marginale entre la décision d’un consommateur d’acheter
un produit de type & et la strate a laquelle appartient ce
consommateur.

En se servant de ’hypothese (5) et en élargissant la nota-
tion de la fagon habituelle (n, = ¥, 1y, etc.), on peut
montrer que

a _ nhf ~ _ nkf
Orw="=> Py =-=
ny l’lf

et P’estimateur du maximum de vraisemblance de 6
devient

A, nhf nkf ~ nkf
0/(2) = N, — 5 = Ny ——
i (2) Zh:zf: A - Zf: Vr n,
=Y Nyiy, (6)

h

o0 N; = Y, N,nyy/nyet iy = nye/ny estla moyenne
d’échantillon non pondérée pour les consommateurs de la
catégorie f (c.-a-d. la proportion empirique de consomma-
teurs de la catégorie f qui achétent un produit de type k).

Par conséquent, I’équation (6) a la forme d’un estima-
teur de stratification basé sur la classification f, sauf que
effectif de population des strates, { N/}, est inconnu.
Notons qu’on aurait eu naturellement un estimateur du
méme type, a la différence que { N/} serait connu, si un
échantillon stratifié basé sur f avait été prélevé. En fait,
ce n’est pas le cas: les membres de la catégorie f qui sont
échantillonnés ne le sont pas avec la méme probabilité.
Cependant, a cause des hypothéses paramétriques, on
considére I’échantillon dans chaque catégorie f comme un
échantillon a probabilités égales puisque suivant I’hypo-
these (5), les poids de sondage sont non informatifs et
amenent simplement une perte d’efficacité lorsqu’on
estime Py ;. Par conséquent, méme si les fractions de
sondage n,/N, servent a estimer {N,}, elles ne sont pas
utilisées explicitement dans By, = nye/n; = yi. Notons
que I’estimateur regroupe de I’information provenant des
strates & a 'intérieur du domaine £ mais non dans plusieurs
domaines a la fois (c.-a-d. les produits).

Il convient de noter que si n,/N, est constant, I’équa-
tion (6) se raméne a ’estimateur par facteur d’extension
habituel défini en (2) et I’hypothése (5) ne donne pas de
nouvel estimateur. Si I’échantillon est réparti de facon non
proportionnelle, I’hypothése ameéne I’utilisation des poids
de sondage pour 1\7f (ou ils sont nécessaires) mais non
pour Destimation de Py, (ou ils sont non informatifs
étant donné f et I’hypothese (5)).

L’équation (5) représente un ensemble d’hypothéses
contraignantes, qui exigent que les valeurs Py, soient
égales & une valeur unique P, pour tous /. En pratique,
on peut introduire des hypothéses aléatoires telles que
Pk|hf = Pk|f + €xjnys OﬁE[€k|hf] =0et V[€k|hf] = 0%.
Ces hypothéses conduiront a une analyse hiérarchique de
Bayes ou a une analyse empirique de Bayes, comme le
décrivent Ghosh et Rao (1994) ou Fay et Herriot (1979).
Nous n’examinons pas ici ces méthodes car cela évacuerait
la forme é1émentaire de I’estimateur fondé sur un modeéle
de méme que I’éclairage qu’elle nous apporte. Dans le
méme esprit, on peut appliquer la méthode de Sarndal et
Hidiroglou (1989) ou celle de Drew, Singh et Choudhry
(1982) pour obtenir des estimateurs dépendants de la taille
d’échantillon sans contrevenir a la régle voulant que
Pestimateur regroupe de I'information qui provient d’un
seul domaine et non de plusieurs domaines a la fois
(produits).

Nous pouvons comparer les estimateurs (2) et (6)
lorsque ’hypothése (5) se vérifie puisqu’on peut montrer
que



Techniques d’enquéte, juin 1994

N,Z,P
Y = Pgp(1 = Pyp)
n

Nj
Yy — Qrmbas
nog h

Ve (84(1))

np

N2
Y Y Y 2 ouCruPas P,
PR

ou le symbole ¥; (-) veut souligner le fait que la variance est
évaluée par rapport a la distribution basée sur un modele.

On peut aussi montrer que suivant I’hypothése (5),

. N3
Ve(9i2) = Y Y ~EPhr Qi (1= Q)
nof h

A2
-y Yy ’n_thlf Prir Qrin Qi
nof ot
Vit
N Ni Pus (1 = Pyr)Osn
Yy
hof h E 1y Qs

h

{(1 = Onn) + 1w Qs

[+ Q=30 = 2(n, — I)QJZ‘Ih]}
E ny Qs )
h

et que Vy(B;(1)) — Vi(6i(2)) = 0.

Par conséquent, suivant les hypotheses de modele addi-
tionnelles, ©/(2) a une variance plus petite que prévu.
Les expressions ci-dessus représentent des variances fondées
sur un modele et n’impliquent pas de facteur de correction
pour population finie, contrairement & ce qui se produirait
si on utilisait une méthode prédictive pour les éléments non
observés de chaque strate formée a posteriori.

L’estimateur du maximum de vraisemblance du taux
de pénétration du marché pour le produit de type k, Ry,
suivant ’hypothese (5), est défini simplement

QL2) = = , )
~ R -
E M_af E ]\Ifz—'

f ny !
oll 1, est le nombre de consommateurs échantillonnés de
la catégorie f qui achétent une automobile d’un modele
quelconque et Z; = nge/nsestla proportion empirique de
consommateurs de la catégorie f qui achétent une auto-
mobile d’un modeéle quelconque.
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4.2 Efficacité de Pestimateur fondé sur un modeéle de Y},

/fxfin d’analyser la différence d’efficacité entre 6,(2)
et ©/(1), nous examinons efficacité de I’estimateur
fondé sur un modele, définie par 1’équation

Vi (8/(1)) — V(67(2))

eloi1 = V. (6/(1))

; (10)

pour diverses structures de population pour lesquelles
I’hypothese (5) se vérifie.

Nous considérons une population divisée en strates
{h}, avec des tailles de strate {N,] et des tailles d’échan-
tillon pour les strates {n,} comme dans le tableau 1, ainsi
qu’une variable de condition (taille du parc d’automobiles)
stratifiée en dix catégories f (f = 1, ..., 10) selon un
ordre croissant. Nous calculons le facteur d’efficacité
el é,;(z) ]pour diverses combinaisons de valeurs paramé-
triques de {Qf|h] et de {Pk|f} .

Nous considérons cinq structures différentes pour

{Orn}:

1sif =nh
a) Qpn = pour A =1, ...,10.
Osif #h
095 f=h pour h=1,...,10
0.025 f=h—1 pour h=2,...,10
b) Qs = 9§ 0.025 f=h+1 pour h=1,...,9
005 h=1,f=2 et h=10,f=9
0 autrement

= matrice bande (0.025, 0.95, 0.025).

c) Qf|h = matrice bande (0.05, 0.90, 0.05).
d Qp = matrice bande (0.05, 0.10, 0.70, 0.10, 0.05).

e) Qsn = 0.1 pour h=1...,10
et f=1,...,10.

Nous considérons quatre structures différentes pour
{Pryrl):

. 01 f=1,2

) Py = {0

ii) Py, = 0.1 — 0.01 (f — 1) pour f =1,...,10.
i) Py = 0.1f pour f =1,...,10.
iV) Pklf = 0.5 pour f = 1,,10

autrement.

Dans le cas de la structure (), les catégories f coincident
avec les strates. En ce qui concerne les structures (b),
(¢) et (d), pour n’importe quelle strate 4, la majorité
des consommateurs se trouvent dans la méme catégorie
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(f = h) et le reste dans les catégories voisines (pour (b)
et (¢) par exemple, f = A — 1, 1 + 1). Enfin, la struc-
ture (e) suppose que, pour n’importe quelle strate A, les
consommateurs ont autant de chances d’appartenir a I’une
ou ’autre des catégories f =1, ..., 10.

En ce qui regarde Py ,, la structure (i) suppose un
modele de voiture qui est acheté peu fréquemment par les
consommateurs qui ont parc d’automobiles réduit (c.-a-d.
ceux qui appartiennent a la catégorie 1 ou 2), et qui n’est
pas du tout acheté par les consommateurs qui ont de
grands parcs d’automobiles. La structure (ii) suppose un
modele de voiture qui est acheté selon une probabilité qui
est inversement proportionnelle 4 1a taille du parc d’auto-
mobiles, tandis que la structure (iii) suppose un modéle de
voiture qui est acheté selon une probabilité directement
proportionnelle a la taille du parc d’automobiles. En ce
qui concerne la structure (iv), un modéle est acheté dans
une probabilité de 0.5, peu importe la taille du parc d’auto-
mobiles du consommateur.

Le tableau 3 donne les valeurs du facteur d’efficacité
exprimé par I’équation (10) pour chaque combinaison de
structures de Qs et de Py s selon la formule de réparti-
tion non proportionnelle définie dans le tableau 1. La
colonne (a) du tableau correspond au cas dans lequel les
catégories f coincident avec les strates, et les deux estima-
teurs, ©/(1) et 6{(2), sont identiques. Le tableau montre
qu’on peut réaliser de forts gains d’efficacité (par ex., 70%)
pour certaines combinaisons de paramétres: moins il y a
de rapport entre f et &, plus le gain d’efficacité est élevé.
Méme dans le cas des structures (c) et (d), ou f et A sont
étroitement liés, on peut observer des gains d’efficacité
appréciables. Les gains d’efficacité dépendent beaucoup
plus de la structure de Qy, que de celle de Py ;.

Tableau 3

Facteurs d’efficacité, e[é,}(2) ], pour diverses combinaisons
de structures de Oy, et de Py s

Structure de Qy\,

@ (b) © (d) ()

@ 0 0108 0196 0355 0.648

Structure (i) 0 0.116 0206 0391  0.695
dPas Gy 0 0103 0181 0387  0.695
@) 0 0115 0203 0391  0.706

Dans le cas de la structure (€), ou Qy, a la méme valeur
pour tous f et A, il est possible de montrer que le facteur
d’efficacité peut étre exprimé par I’équation

E 7Nj /ny,

. 82
[64£(2)] =(1 - = — , (11
o Pry (1~ Pyy) b

h
E N;f/nh
h

ou

_ 1 & , 1 & _
S=1 f=1

sont, respectivement, la moyenne et la variance de { P}
pour I’ensemble des catégories fet 7, =1 — n,/n +
O(n~'). Le terme entre parenthéses dans I’équation (11)
peut prendre des valeurs de 0 a 1, selon la distribution des
valeurs de { P} pour les catégories f. Dans le cas (iv),
Py est constant et le terme entre parenthéses est donc
égal a un. Le second terme du membre de droite de I’équa-
tion (11) dépend uniquement du plan de sondage et sa
valeur pour le mode de répartition de I’échantillon défini
dans le tableau 1 est 0.706.

4.3 Estimation de Y: le nombre d’automobiles de
type k achetées

On peut se servir de la méthode exposée dans la sec-
tion 4.1 pour estimer le nombre d’automobiles achetées.
Nous ajoutons une variable de condition pour représenter
le nombre total d’automobiles achetées, m, tous modeéles
confondus, et nous donnons a la variable aléatoire une
nouvelle extension, Yz, ¢’est-a-dire le nombre d’auto-
mobiles de type k achetées par le consommateur i de la
strate & et de la catégorie f qui achéte s voitures de toutes
sortes. Ainsi, le nombre d’automobiles de type k achetées
variera en fonction du nombre total d’automobiles achetées.
Posons

Sminy = Prob{consommateur achéte m automobiles de
toute sorte | A, f},m = 0, 1,2, ...,

Ty \nfm = Prob{consommateur acheéte £ automobiles de
type k | A, fym},£=0,1, ..., m.

On peut alors exprimer le paramétre a I’étude basé sur
un modele, qui est I’équivalent du nombre total de produits
de type k achetés (Y;), par I’équation

O, = E E E ENthlh Smins Teynfm £ (12)
h f m ¢

qui est une extension de I’équation (4).

Nous considérons deux ensembles d’hypothéses addition-
nels, dont le premier est

Tynfm = Ty pm pourtous Ah. a3

Ces hypothéses signifient qu’étant donné la catégorie f
et le nombre total d’automobiles neuves achetées, m, la
distribution du nombre d’automobiles de type k achetées
est indépendante de la strate (4).

L’estimateur du maximum de vraisemblance de O,
suivant les hypothéses (13), est

6:2) = 13 Y Now Figms (14)
f m
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ou Nty = TuNphppm/ Ops € Vigm = Yol nppe/ Ry, est le
nombre moyen non pondéré (pour I’échantillon) d’auto-
mobiles de type k achetées par des consommateurs de la
catégorie fqui ont acheté au total m automobiles de toute
sorte.

Les probabilités de sélection servent ici a définir un esti-
mateur pondéré de Ny, c’est-a-dire le nombre total de
consommateurs de la catégorie f qui achétent m voitures
de toute sorte. Cet estimateur a une forme semblable a celle
de ’estimateur défini en (6). Suivant les hypothéses de
modele (13), on peut montrer que

R N;
V@) = U X Y~ i Qmin (1= Q)
m h

o f
Ni
Yy yy o Wb Opmin Qs 'l
h f m fom h
fmy=(,m’)

N;Z, U}memM
+ . N—
; Xf: ; M E 1y Q|
h

{(1 = Qpnip) + 1y Opimi

[+ (21, — 3) Qg — 2(ny — I)Q}mlhl}

Z 1w Q|
h (15)

ot Qpuin = Qrin Smins> Bm = Eel Yenpmils €t O =
Vel Yenpmil -

Dans la pratique, Vi, reposera sur un trés petit nombre
d’observations si seulement quelques consommateurs de
la catégorie f achétent exactement m voitures. Pour
obtenir une plus grande stabilité, on pourrait définir m
comme une variable ordinale en créant un petit nombre
de classes pour le total d’automobiles achetées. De cette
maniére, ’hypothése (13) signifierait que la distribution
du nombre d’automobiles de type k achetées est la méme
a l’intérieur d’une catégorie fet d’une classe m. En outre,
on pourrait considérer { comme une variable aléatoire
continue et faire des hypothéses sur sa distribution, ce qui
nous ameénerait a des estimateurs par quotient ou & des esti-
mateurs par régression.

Un second ensemble d’hypothéses paramétriques, plus
contraignantes encore, est le suivant:

Tyjnsm = Toym POUr tous A,

Sming = Sm|y ~DOUT tOUS h. (16)
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Ces hypothéses signifient qu’étant donné la catégorie
£, la distribution conjointe du nombre d’automobiles de
type k achetées et du nombre total d’automobiles achetées,
tous modeles confondus () est indépendante de la strate

(k). Dans ces conditions, I’estimateur du maximum de
vraisemblance de ©, est défini par I’équation

6,(3) = E Ny Fiss 7
f

ol iy = Yolnp/nsestle nombre moyen non pondéré
(pour I’échantillon) d’automobiles de type k achetées par
des consommateurs de la catégorie f, peu importe le nombre
total d’automobiles achetées, et 1\7f = Y5 Npny/nyest
I’estimateur pondéré du nombre total de consommateurs
inclus dans la catégorie f. On peut montrer que, suivant
les hypothéses (16),

R N}
Ve@u(3) = 1 Y —EufQu (1= Q)
h 7 h

Nj
-y ¥y y n—ﬂf#f'qu; Or i
weos g
Vit
Ni 97 Qppn
M Z 1 Qs
n

+Zh:zf:

{(1 — Qpr) + 1w Qs

. [1 + 2ny — Qs — 2(ny — I)Q}MB

E iy Qrin
h (18)

Si les hypotheses (16) étaient plausibles, y ¢ repos;rait
sur un plus gros échantillon que yiz;, (équ. 14) et 0,(3)
serait donc plus stable.

L’estimateur du maximum de vraisemblance de la part
de marché pour le produit de type k, Ry, suivant I’hypo-
these (16), est défini

E Nf)_’kf
0 (3) = ——, 19

I
E r 2
f

>

ou Z;, défini comme yjy, est le nombre moyen non pondéré
(pour I’échantillon) d’automobiles de toutes sortes achetées
par des consommateurs de la catégorie f.
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5. RESULTATS EMPIRIQUES

5.1 Estimation du nombre de consommateurs

Dans la section 4.2, nous avons étudié ’efficacité
de é,g(z) pour diverses structures de population pour
lesquelles ’hypothése (5) se vérifiait. Cet exercice peut
paraitre douteux aux yeux du lecteur puisque I’hypothese
(5) ne se vérifie pas dans la pratique. Nous allons mainte-
nant nous servir des données réelles d’enquéte pour calculer
6/(2) pour une classification spéciale basée simultané-
ment sur deux critéres: la taille du parc d’automobiles et
un indicateur permettant de savoir si le consommateur a
acheté ou non des automobiles d’un type quelconque a des
fins commerciales (voir tableau 4). Schaible, Brock et
Schnack (1977) et Drew, Singh et Choudhry (1982) ont fait
des analyses empiriques d’estimateurs synthétiques pour
différentes situations.

Pour chacun des types de produit énumérés dans le
tableau 2 (A 4 G), nous avons soumis a un test x> I’hypo-
thése qu’étant donné la catégorie de la variable de condition
(f),ladécision d’un consommateur d’acheter le produit
ne dépend pas de la strate (/). Notons que pour notre
exemple, nous utilisons un plan d’échantillonnage aléatoire
stratifié¢ et les hypothéses de distribution multinomiale
habituelles s’appliquent. Dans le cas de plans a plusieurs
degrés, il faudrait modifier I’analyse chi carré ordinaire
en utilisant par exemple des facteurs de correction de
Rao-Scott. En pratique, il est difficile de trouver une
classification de f qui soit telle que les hypotheéses d’indé-
pendance conditionnelle (5) se vérifient pour chaque type
de produit. Néanmoins, pour la classification définie dans
le tableau 4, nous avons observé que la variation de la
probabilité qu’on achéte un produit d’un type donné était
expliquée en majeure partie par la catégorie de la variable
de condition (f) et qu’une infime partie seulement de la
variation des résiduels était attribuable a des différences
entre les strates.

Tableau 4

Définition des catégories (f) de la variable
de condition

Définition de f

Catégories

f Taille du Achat de
parc véhicules

1 Néant 0

2 1-4 >0

3 5-8 >0

4 9-15 > 0

5 16-25 >0

6 26-50 >0

7 51-100 >0

8 101-200 >0

9 201-550 >0

10 > 550 >0

Les estimations basées sur un modele calculées a I’aide
des équations (6) et (9) — c’est-a-dire les estimations relatives
aux consommateurs O7(2) et 0/ (2) - sont reproduites
dans le tableau 5. Les variances basées sur un modele
risquent d’exagérer la précision des estimateurs étant
donné qu’elles reposent sur les hypothéses d’indépendance
conditionnelle du modele et que celles-ci peuvent &tre
fausses dans la pratique. En revanche, il est toujours
possible de calculer ’estimation empirique de la variance
en p de Pestimateur fondé sur un modele (voir Holt et
Holmes 1993). Ce calcul ne nécessite aucune hypothése
de distribution ou d’indépendance conditionnelle et son
résultat peut étre considéré comme une mesure plus objec-
tive. Les estimations de I’erreur type calculées de cette
maniere figurent dans le tableau 5. Comme il s’agit d’esti-
mations fondées sur un plan, elles renferment des correc-
tions pour population finie. [Notons ici que les erreurs
types basées sur un modele pour 6/ (2) (qui ne figurent
pas dans le tableau 5) étaient environ 10% moins élevées
que les erreur types fondées sur un plan pour tous les cas. |

Tableau 5

Estimations basées sur un modele et erreurs types en
p correspondantes pour certains types de produits

Estimation du nombre
d’automobiles

Estimation du nombre
de consommateurs

Produit

(k) Total Pénétration  Total Part de marché

0/(2) Qi (2) 0, (3) 0 (3)

A 63,433 .4070 263,511 3722

(2,230) (.0105) (13,007) (.0048)

B 39,673 2546 177,067 .2501

(1,587) (.0086) (9,530) (.0046)

C 21,930 .1407 65,357 .0923

(1,142) (.0066) (3,836) (.0027)

D 13,422 .0861 22,146 .0313

(868) (.0052) (1,351) (.0016)

E 7,366 .0473 15,798 .0223

(675) (.0041) (1,223) (.0014)

F 5,826 .0374 14,398 .0203

(492) (.0031) (1,113) (.0012)

G 7,686 .0493 11,207 .0158

(633) (.0039) (813) (.0011)

17 ligne: estimation 2™ ligne: e.t. en p

Si nous comparons ces résultats a ceux du tableau 2,
nous observons que les erreurs types des totaux estimés
sont beaucoup moins élevées: de 30 & 40% moins élevées
pour tous les produits sauf A et B (les principaux modéles),
pour lesquels la différence est plutot de 15 a 20%. Ces
observations étaient prévisibles puisque le plan de sondage
de I’enquéte est optimal pour le total des ventes d’auto-
mobiles et donc, relativement efficace pour des produits
qui occupent une grande part de marché. Par conséquent,
la méthode fondée sur un modéle devrait étre utile surtout
pour des produits dont la part de marché est plus modeste.
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En ce qui concerne Iestimation du taux de pénétration
du marché, on observe aussi dans ce cas-la des erreurs
types moins élevées pour tous les produits (des écarts de
30 4 40% sauf pour les produits A et B, pour lesquels les
écarts sont un peu moins prononceés).

5.2 Estimation du nombre d’automobiles

Le tableau S contient aussi les estimations (basées sur
un modele) du nombre total d’automobiles de type k
achetées, ék(3 ), et de la part de marché correspondante,
(0, (3), calculées a I’aide des équations (17) et (19) respec-
tivement, pour la classification définie dans le tableau 4.
Ces estimations sont accompagnées des erreurs types en
p correspondantes.

Si nous comparons ces résultats aux estimations du
tableau 2, nous observons une forte réduction des erreurs
types des totaux estimés (de 40 a 80%) sauf pour le produit
de catégorie B. De la méme maniere, les erreurs types des
parts de marché estimées sont beaucoup moins élevées avec
un modéle.

6. ANALYSE

L’utilisation d’hypotheses d’indépendance condition-
nelle dans I’élaboration d’estimateurs fondés sur un modele
permet de considérer deux problémes d’estimation: dans
le premier cas (estimation de N;: nombre de consomma-
teurs appartenant a la catégorie f), on a recours a des
probabilités de sélection inégales tandis que dans le second
cas (estimation de la proportion de consommateurs de la
catégorie f qui achétent un produit de type k, ou nombre
moyen d’automobiles de type k qui sont achetées par des
consommateurs de la catégorie f), on n’a pas recours ade
telles probabilités, ce qui peut se traduire par un gain
d’efficacité appréciable.

Si les hypotheses d’indépendance conditionnelle ne se
vérifient pas, les estimateurs comporteront un biais rési-
duel au sens normal du plan, mais ce peut étre un risque
acceptable pour garantir la stabilité des estimateurs pour
P’ensemble des produits. En ce qui concerne les résultats
numériques observés dans les sections précédentes, seules
les estimations basées sur un modele relatives au produit
B sont en dehors de I’intervalle de confiance a 95% basé
sur I’estimateur direct. Les hypothéses d’indépendance
conditionnelle dépendent du choix de la catégorie f et elles
peuvent &tre testées a I’aide de tests chi carré pour tableaux
de contingence.

Bien que les données du tableau 5 montrent que les
erreurs types de plan des estimations basées sur un modele
sont généralement moins élevées que les erreurs types des
estimations directes (tableau 2), on peut prétendre que les
estimateurs fondés sur un modele sont susceptibles d’étre
biaisés et que par conséquent, leur erreur quadratique
moyenne (EQM) n’est pas moins élevée que celle des autres
estimateurs. Le biais des estimateurs fondés sur un modele
viendra de ’inadéquation des hypothéses d’indépendance
conditionnelle (par ex., équation (5)). On ne peut vérifier
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cette affirmation mais en comparant les données des
tableaux 2 et 5, on peut avoir une idée de la taille du biais
qui serait nécessaire pour que ’estimateur direct et ’esti-
mateur fondé sur un modeéle aient la méme EQM. Prenons
I’estimation du nombre total de consommateurs pour le
produit de type E; cette estimation est fortement influencee
par la procédure et donc, probablement trés susceptible
d’etre entachée d’un biais. La variance (et donc 'EQM) de
I’estimateur direct est 1,146> = 1,313,316, tandis que celle
de Pestimateur fondé sur un modéle est 6752 = 455,625.
Par conséquent, il faudrait que la valeur estimée de 7,366
(selon un modele) soit entachée d’un biais de 926 pour que
P’EQM soit la méme pour les deux estimateurs.
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