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Echantillonnage avec PPT en deux occasions

N.G.N. PRASAD et J.E. GRAHAM!

RESUME

La “méthode des groupes aléatoires”” pour un échantillonnage avec probabilité proportionnelle 4 la taille (PPT)
est étendue 4 un échantillonnage effectué en deux occasions. Nous utilisons de I’information sur une variable d’étude
observée a la premiére occasion pour prélever la portion appariée de 1’échantillon a la deuxiéme occasion. Nous
examinons deux ensembles de données réels en vue d’une illustration numérique et d’une comparaison avec d’autres

méthodes existantes.

MOTS CLES: Estimateur composite; comparaisons d’efficacité; méthode des groupes aléatoires; probabilité

proportionnelle 2 la taille.

1. INTRODUCTION

11 est tres fréquent, dans les enquétes a passages répetes,
qu’un plan de sondage avec remplacement partiel soit uti-
lisé, en raison notamment de I’efficacité accrue de I’esti-
mation qu’on espére ainsi obtenir, et aussi parce que cela
permet de réduire le fardeau de réponse. Essentiellement,
aprés chaque passage, une fraction des unités observées
est retranchée de I’échantillon et remplacée par un nouveau
sous-échantillon fraichement prélevé dans la population.
Cet ensemble d’unités non appariées est observé au passage
suivant, en méme temps que I’ensemble restant d’unités
appariées. La littérature regorge d’analyses sur I’échan-
tillonnage avec probabilités de sélection égales en deux
occasions et sur les méthodes d’estimation connexes. Un
cas particuliérement important survient lorsque les unités,
3 une occasion donnée, sont prélevées avec des probabilités
de sélection inégales. Dans les travaux publiés jusqu’ici,
on se sert de ’information recueillie & I’occasion précédente
en vue d’améliorer ’estimateur habituel du total ou de la
moyenne pour I’occasion courante, en utilisant une méthode
d’estimation fondée sur les différences. Dans le présent
article, nous présentons un plan visant un échantillonnage
en deux occasions, et une méthode d’estimation connexe,
qui se servent d’une information recueillie a I’occasion 1
(précédente) pour la sélection du sous-échantillon a
observer a ’occasion 2 (courante). Par souci d’exhaustivité
en méme temps que de concision, nous n’examinons dans
la présente section que les méthodes de sélection avec
probabilités inégales aux deux occasions.

Considérons une population finie de N unités, désignées
1,2, ..., N, et un échantillonnage en deux occasions:
1 (occasion précédente) et 2 (occasion courante). Soient
¥1; €t ¥, les valeurs d’une caractéristique y pour la iiéme
unité observée a la premiére et a la deuxieéme occasion
respectivement. Soient Y et Y les totaux respectifs pour
la population. Supposons qu’une mesure de taille x s0it
connue pour chacune des unités de la population.

1.1 Le plan de Des Raj

Raj (1965) a examiné le plan d’échantillonnage avec
PPT (probabilité proportionnelle 2 la taille) suivant: a la
premiére occasion, un échantillon s de taille 7 est prélevé
avec probabilités p; proportionnelles aux valeurs Xx;,
i=1,2, ..., N, etavec remplacement. A la deuxieme
occasion, un échantillon aléatoire simple s, de m unites
est prélevé dans s sans remplacement et un échantillon
indépendant s, de ¥ = n — m unités est préleve avec
PPT et avec remplacement dans I’ensemble de la popu-
lation. Les totaux Y; et Y, sont alors respectivement
estimés sans biais par:

Y1 =) yu/(np) 1.1
i€s
et
¥, = Q¥ + (1 — Q) Yy, (1.2)
ou
Yy = E Yai/ (up;), (1.3)
i€sy

Yom = E yi/(np;) + E (yy — Y}/ (mp;), (1.4)

ies i€sy

et Q est un coefficient de pondération, 0 < Q = 1.Sil’'on
suppose que

N
V) = E Gu/pi — Y2 =V,

i=1

N
= E /D — Y2)pi =V, (1.5

i=1
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on trouve que la variance minimum de Y, est

Vuin(Y2) = V[1 + [2(1 = 8)/(2n)], (1.6)

ou 6 est donné par

Y)) Oa/pi — Yo)b;. (L.7)

N
= E /b —
i=1

1.2 Le plan de Ghangurde-Rao (G-R)

En utilisant un plan d’échantillonnage avec PPT sans
remplacement, Ghangurde et Rao (1969) ont étendu la
“méthode de Rao-Hartley-Cochran (RHC)’’, aussi appelée
“‘méthode des groupes aléatoires’’ (voir Rao, Hartley et
Cochran 1962) a I’échantillonnage en deux occasions.
Dans la méthode RHC, la population de N unités est
divisée au hasard en n groupes de tailles N;, N, ..., N,
telles que ¥ 7_; N, = N, et un échantillon d’une unité
est tiré indépendamment de chacun des n groupes avec
probabilités proportionnelles aux probabilités de sélection
initiales, p;. Dans la méthode G-R, la population est
d’abord divisée au hasard en n groupes de taille N/n
(qu’on suppose &tre un entier). A la premiére occasion, une
unité est tirée de chaque groupe aléatoire (comme ci-
dessus), ce qui produit un échantillon s de » unités. A la
deuxiéme occasion, un échantillon aléatoire simple s,
de m = An(o < N < 1) unités appariées est tiré de s
sans remplacement, et un échantillon indépendant s, de
u = n — m unités est tiré de I’ensemble de la population
de NV unités par la méme méthode que celle utilisée pour
produire s. On obtient alors un estimateur composite de
Y, sous la forme suivante

=Q'Y, + (1 — Q)Y3, (1.8)
oul < Q' < 1,
5, y P*
Vie= 3 =, (1.9)
iész pi

et

Pin = ¥ ko Y Q=B g
i€s Pi i€s] Pi

P, et P} désignant les totaux des valeurs p; pour les

groupes contenant la /ieme unité (i = 1,2, ..., N) dans

la sélection de s et s, respectivement. En vertu de I’hypo-

these (1.5), la variance de Yj (avec valeurs optimales de

Q’ et N\) est donnée par

. NV
Vyin(V3) = ———
mn( 2) 21’!(N—1)

X [1I —n/N+ J2(1 — 8)(1 + y)n/N], (1.11)

ou
_U=p)V
(1 =8V ’
N N
Vi=NTY 0u = 1) =NTY (- Ty)?
i=1 [
et

Y))(yy — Yo)/V'.

N
p’ = N"! E O -
i=1

1.3 Le plan de Chotai

Chotai (1974), en posant comme hypothése additionnelle
que n/m est un entier, a modifié le plan d’échantillonnage
G-R pour la deuxiéme occasion. Un échantillon s est pre-
levé comme dans le plan G-R a la premiére occasion. A
la deuxiéme occasion, les # unités de I’échantillon s sont
réparties au hasard en m ( = An) groupes de taille n/m.
Une unité est tirée indépendamment de chacun des m
groupes avec probabilités proportionnelles aux B, tels que
définis dans le plan G-R. Cette sélection donne 1’échan-
tillon s;. La sélection de s, se fait de la méme facon que
dans le plan G-R. On dispose alors d’un estimateur com-
posite de Y, sous la forme

Y5 = Q°Y5, + (1 — Q9 Y%, (1.12)
ou0 < Q¢ < 1,
_ P
75 =Y, Yy, (1.13)
i€s Pi
2
et
R . — y AP P.
Yzcm — E (y21 yll) i + E)LI (114)
i€sy Di ies {

Ici, P; et P} sont définis comme dans le plan G-R, et
P;* désigne le total des valeurs P; pour les groupes aléa-
toires de s contenant la /igme unité (i = 1,2, ..., N) dans
la sélection de s;. La variance minimum de Y¥ en vertu de
I’hypothese (1.5), obtenue a ’aide des valeurs optimales
de Q€ et \, est donnée par

————[1 — n/N + j2(1 — §)

(7€
me( 2) n (N— 1) (1 15)
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En vertu de ce plan, mais sans ’hypothése (1.5), Chotai
a aussi examiné un estimateur de Y, (semblable a I’esti-
mateur de Kulldorff pour I’échantillonnage aléatoire
simple; voir Kulldorff 1963) donné par

M = QMYS, + (1 — QM) YLV, (1.16)

ou Y, est défini comme en (1.13), QM (0 = QM < 1)
est un coefficient de pondération donné qui doit étre déter-
miné et

1) Pt

ri = p QO gy 2 )

€8] i€s

avec

N
E pi(yilpi — Ya)?
=1

g =296 = =35

E piyii/pi — 1)?
i=1

, (1.18)

Al Y

et & tel que défini en (1.7). La variance minimum de Y5,
selon les valeurs optimales de Q“M et A, est donnée par

N N

Voir (YY) = ———— (1 + [1 = 82 — n/N)Vs.

mm( 2 ) 2n(N—1)( + n/ )V2
(1.19)

Pour utiliser effectivement Y5, il est évidemment
nécessaire de trouver d’abord la valeur de 3, ce qui, en
général, n’est pas possible en pratique. On peut utiliser une
estimation de 8 fondée sur I’échantillon disponible, mais
cela introduira un biais dans 1’estimateur Y5

2. AUTRES PLANS POSSIBLES POUR UN
ECHANTILLONNAGE AVEC PPT
EN DEUX OCCASIONS

Nous présentons maintenant une autre méthode possible
d’échantillonnage et d’estimation, qui n’exige pas de
connaitre la valeur § telle que définie en (1.18). Selon ce
plan, on se sert d’une information recueillie a la premiére
occasion pour sélectionner I’échantillon a la deuxiéme
occasion. La méthode se fonde sur une technique que
Prasad et Srivenkataramana (1980) ont élaborée dans le
contexte d’un échantillonnage double dans lequel un sous-
échantillon de deuxiéme phase est prélevé selon ’informa-
tion obtenue d’un échantillon initial. A des fins de simpli-
cité, nous examinons d’abord son application au plan de
Raj (1965) décrit plus haut.
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2.1 Modification du plan de Des Raj

A la premiére occasion, un échantillon s de taille » est
sélectionné avec probabilités p, proportionnelles aux
valeurs x; et avec remplacement. A la deuxiéme occasion,
plutét que de prélever un sous-échantillon aléatoire simple
sans remplacement, on préléve un sous-échantillon s; de
m unités dans s, selon un plan avec PPT et avec rempla-
cement, en prenant comme mesure de la taillez; = yy,;/x;,
ol yy; est la valeur observée de la caractéristique y pour
I’unité 7 & la premiére occasion. Un échantillon s, de taille
u = n — mest tiré indépendamment de s, comme dans
Raj (1965). Un estimateur composite de Y; est donné par

)72:Q?2u+ (1 _Q)YZm’

ol Y, est tel que défini en (1.3) et

> 1 (2 /P)

Yom = — E # E /b,
nm = Ou/p) F

Q étant un coefficient de pondération, 0 = Q = 1. La

variance minimum de Y,, obtenue en minimisant la

variance de Y, par rapport a Q, est donnée par
Vmin(YZ) = I/IC'l(n + Clm)_]a

ouC; = YN, /by — V) pu Vil aveepy; = yii/ Y
et V] tel que défini en (1.5).

2.2 Modification du plan de Chotai

Supposons, comme dans Chotai (1974), que N, n et
m( < n) soient tous des entiers positifs tels que N/n, N/u
et n/m sont aussi des entiers. Alors:

1. A lapremiere occasion, prélevons un échantillon s de
taille n selon une méthode identique a celle du plan G-R.
Pour cet ensemble d’unités, des observations yy;, i = 1,

.., n, sont faites au sujet d’une caractéristique y.

2. A ladeuxiéme occasion, a) répartissons les n unités de
s au hasard en m groupes de taille n/m et tirons indé-
pendamment une unité avec PPT, p¥ = (y,P)/p;,
de chacun des m groupes afin de constituer un sous-
échantillon s;, ot P, est tel que défini dans le plan G-R;
b) sélectionnons s,, un échantillon entiérement nouveau
de u = n — m unités dans la population entiére, et
observons les valeurs y de la deuxiéme occasion, ys;,
pour ces # unités de la méme maniere que dans le
plan G-R.

Notons que la différence entre la méthode proposée
et celle de Chotai (1974) réside dans la sélection de s;:
dans le premier cas, on se sert de I'information recueillie
a la premiére occasion pour prélever s; a la deuxiéme
occasion.
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Examinons maintenant un estimateur du total pour la
deuxiéme occasion, Y,, qui exploite la méthode proposée.
Posons

yi = yZ‘IPL
i

Un estimateur composite de Y, est donné par
Y3 = Q** Y5, + (1 — Q**) Y%, Q.1
ou Y%, est défini comme en (1.13), 0 < Q** < let

A 3P
3 = E I*I-

i€sl b

Ici, P, désigne le total des valeurs p} associées aux
unités appartenant au groupe aléatoire d’ou provient la
iiéme unité de s;. Supposons que E; et E, désignent
P’espérance et que V] et V, désignent la variance sur tous
les s et pour un s donné, respectivement. On peut alors
constater que Y3, , et donc ¥¥ pour Y,, sont sans biais,
car I’espérance de Y%, est

. . P
E(13,) = EEx(¥,) = EI(E &;) Y

H

Pour obtenir la variance de Y3,,, considérons

_ *, 2
Va(¥3,) = n% Y (y—z -y yi‘,-) p?

*
ies pi ies

__n—-m [ E 3/v1) P E Yl
m(n — 1) Di Di

i€s

(227

i€s

i€s

ce qui donne, apres une importante simplification algébrique

N(n — m) ,

EV5(Y3,) = ,
1Va(Y3n) mn(N—1)03

ou

Puisque
N N—n
WE>(Y3,) = __n(N 1 o3,
ona
V(Y%,) (1 n/N)+1")‘h 2
= —_— — —_— o5,
T (N - 1) A g
2.3)

ou

2 N

s m
h=a—32, o3 =V,=Y u/pi— Y)’p; et A= .

3

i=1

Parce que Y§, et ¥}, sont indépendants, la variance de
Y3 est donnée par

V(Y3) = Q**2V(Y5) + (1 — Q**)2V(Y%,),

ou
N N —u
V(Ys,) = —— 03,
(Y3,) N — 1) 3

et V(Y3,) est donnée par (2.3).

On obtient la variance minimum de V'( ¥%) en utilisant
les valeurs optimales de O** et \, données respectivement
par

(1 - Ny + LN,
or= 1\ 1 - (1-=Nn/N)
(1 =Ny + LNy U= A= N/
(1 —=N)
et
ne VB
1 + Vh

Donc, la variance minimum de V( ¥3) est donnée par

No?

— 1 — ) 2.4
n(N—l)[l n/N + Vh] 2.4)

Vmin( Y;) =

Notons que la quantité 4 refléte efficacité de ’estima-
teur utilisant les p; comme probabilités de sélection ini-
tiales par rapport a celle de ’estimateur fondé sur les
probabilités de sélection initiales y,;/Y;. Une valeur
‘‘peu élevée’’ de A entraine un accroissement de efficacité
de la méthode proposée par rapport a celle de Chotai.
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3. COMPARAISONS NUMERIQUES DE
L’EFFICACITE
Les estimateurs composites Y$ défini en (1.12), Y5
défini en (1.16) et Y défini en (2.1) sont maintenant
comparés & leurs valeurs optimales Q et A respectives.
L’efficacité du plan proposé en 2.2 par rapport a la
méthode de Chotai (1974) est examinée au moyen d’une
comparaison des deux efficacités relatives suivantes:

Vi (YE) (1 = n/N) + {2(01 = §)
Voin(¥3) (1 — n/N) + vk

REl =

et

Viin (5 _ (1 = /N) + 1 — &

RE2 = .
Vinin (Y2) (1 — n/N) +Vh

’

obtenues respectivement a 1’aide de (1.15) et (2.4), et de
(1.19) et (2.4). Il s’ensuit que le plan proposé est supérieur
au plan de Chotai utilisant un estimateur de Kulldorft (qui
dépend de la constante inconnue ) dans le cas des popu-
lations pour lesquelles 2 < (1 — &%). Afin de permettre
des comparaisons numériques utiles, nous utilisons deux
ensembles de données déja examinés dans la littérature.

Ensemble de données A: Cet ensemble de données a trait
a la superficie de culture du blé en 1964 () et en 1963
(y;), ainsi qu’a la superficie cultivée en 1961 (x), pour
34 villages de I’Inde (voir Murthy 1967). Les valeurs des
parametres pour cet ensemble de données sont § = 0.6404
et h = 0.1868.

Ensemble de données B: Cet ensemble de données a trait
a la superficie de culture du blé en 1937 (y,) et en 1936
(»,), ainsi qu’a la superficie cultivée en 1930 (x) pour un
échantillon de 34 villages de I’Inde (voir Sukhatme, P.V.
et Sukhatme, B.V. 1970). Les valeurs correspondantes des
paramétres pour cet ensemble de données sont & = 0.7635
et h = 0.3811.

D’apres ces valeurs de § et A, les deux efficacités rela-
tives RE1 et RE2 (exprimées en pourcentage) ont €té cal-
culées pour certaines valeurs de n/N, et les résultats sont
présentés aux tableaux 1 et 2.

Tableau 1
RE1 en % pour les ensembles de données A et B

n/N Ensemble A Ensemble B
0.05 130.09 124.30
0.10 131.22 125.21
0.15 132.43 126.19
0.20 133.75 127.25
0.25 135.18 128.41
0.30 136.73 129.66

67

Tableau 2
RE2 en % pour les ensembles de données A et B
n/N Ensemble A Ensemble B
0.05 104.49 101.82
0.10 104.64 101.88
0.15 104.80 101.94
0.20 104.97 102.01
0.25 105.15 102.08
0.30 105.34 102.16

Un examen du tableau 1 permet de conclure que le plan
proposé est supérieur a celui de Chotai (1974). Le gain
d’efficacité passe de 30% a 37% pour ’ensemble de
données A et de 24% 3 30% pour I’ensemble de données B
avec laugmentation de 0.05 a 0.30 de la fraction de
sondage. Notons que le gain d’efficacité est plus €levé
pour ’ensemble de donnés A que pour ’ensemble de
données B en raison de la différence entre les valeurs des
paramétres /4 (0.1868 contre 0.3811) et 6 (0.6404 contre
0.7635). Rappelons que A évalue I’efficacité de p; en tant
que mesure de la taille pour 1’unité i par rapport a celle
de y,; en tant que mesure de la taille dans I’estimation du
total Y, pour I’occasion courante, tandis que 4 est la
corrélation entre yy;/p; et ¥»;/p; telle que définie en (1.7).
Quand 4 est relativement petit, on obtient avec la méthode
proposée des gains d’efficacité supérieurs & ceux obtenus
quand 4 est élevé. Dans les deux cas, toutefois, les gains
d’efficacité que procure la méthode proposée sont dignes
d’intérét.

Les gains d’efficacité qu’engendre la méthode proposée
par rapport au plan de Chotai utilisant un estimateur de
Kulldorff (résultats présentés au tableau 2) sont minimes,
variant de 4.5% a 5.3% pour I’ensemble de données A et
de 1.8% 4 2.2% pour I’ensemble de données B. Toutefois,
il est nécessaire de connaitre la valeur de 3 pour pouvoir
utiliser I’estimateur de Kulldorff, ce qui n’est pasle casen
pratique. La stratégie proposée, donc, donne de bons
résultats tant du point de vue de son application en situa-
tion réelle que de celui du gain d’efficacit€.

Il existe des situations dans lesquelles I’information
auxiliaire nécessaire au calcul des probabilités de sélection
initiales n’est pas disponible. Un échantillonnage aléatoire
simple peut alors étre utilisé en remplacement de la
méthode RHC pour la sélection de I’échantillon de la
premigre occasion; on peut ensuite appliquer la méthode
RHC au prélevement de s;, en utilisant I’information sur
la variable a I’étude fournie par ’échantillonnage aléatoire
simple effectué a la premiére occasion. La théorie relative
a une telle méthode s’obtient directement a titre de cas
spécial de celui présenté, en prenant p; = 1/N, i = 1,
..., N. D’importants gains d’efficacité devraient étre
obtenus dans ce cas.
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