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Stratification multidimensionnelle par programmation linéaire

R.R. SITTER et C.J. SKINNER!

RESUME

Rao et Nigam (1990, 1992) ont montré comment une classe de plans a échantillonnage contrdlé peut €tre produite
par programmation linéaire. Dans cet article, leur méthode est appliquée 4 la stratification multidimensionnelle.
L’examen des plans de sondage produits dans des applications particuliéres, ainsi que ’évaluation des erreurs
quadratiques moyennes, permettent d’établir une comparaison avec les méthodes existantes. La méthode proposée
est d’ utilisation relativement simple et semble avoir une performance raisonnable sur le plan des erreurs quadratiques
moyennes. Les calculs nécessaires peuvent toutefois augmenter rapidement, & mesure que s’accroit le nombre de
cellules dans la classification multidimensionnelle. I.’estimation de la variance est également examinée.

MOTS CLES: Choix contrdlé; programmation linéaire, échantillonnage a plusieurs degreés; échantillonnage stratifié.

1. INTRODUCTION

Souvent, le concepteur d’une enquéte dispose de plusieurs
variables pour faire une stratification et choisit naturelle-
ment de définir les strates comme étant les cellules formées
par la classification multidimensionnelle de ces variables.
Un probléme que pose cette méthode, notamment lorsqu’on
préléve les unités primaires d’échantillonnage (up¢) pour
des enquétes sur les ménages, vient du fait que la taille
désirée de I’échantillon peut étre inférieure au nombre total
de cellules, auquel cas les méthodes de stratification
classiques peuvent ne pas s’appliquer.

Une illustration, basée sur un exemple hypothétique de
Bryant et coll. (1960), est donnée au tableau 1. Des loca-
lités (upé) sont classées selon deux variables de stratifica-
tion: le type de localité (trois catégories) et la région (cinq
catégories). La taille désirée de ’échantillon, n = 10, est
inférieure au nombre total de cellules, 15. Cet exemple fait
apparaitre un probléme connexe. Les valeurs du tableau 1
sont les nombres attendus selon une stratification propor-
tionnelle, c’est-a-dire les proportions de la population
multipliées par la taille de I’échantillon. Méme si la taille
de I’échantillon était doublée, afin qu’elle dépasse le
nombre de cellules, les nombres attendus ne seraient
toujours pas des entiers. Le fait d’arrondir ces valeurs a
des nombres entiers aurait sans doute un effet pratique-
ment négligeable pour des nombres attendus élevés, mais
le choix de la méthode d’arrondissement est plus préoc-
cupant lorsque ces nombres sont trés faibles.

Une solution au probléme que pose le trop grand nombre
de cellules consiste 4 laisser de cO6té une ou plusieurs des
variables de stratification, ou encore & fusionner certaines
catégories. Ont également été proposées diverses autres
méthodes en vertu desquelles on tente de maintenir un
certain “‘contrdle’’ pour toutes les catégories de I’ensemble
des variables de stratification, en permettant des formes
différentes de sélection aléatoire des cellules.

Tableau 1

Nombres probables d’unités de I’échantillon dans les cellules
en vertu d’une stratification proportionnelle
avecn = 10

Type de localité

Région
Urbaine Rurale Métropolitaine Total
1 1.0 0.5 0.5 2.0
2 0.2 0.3 0.5 1.0
3 0.2 0.6 1.2 2.0
4 0.6 1.8 0.6 3.0
5 1.0 0.8 0.2 2.0
Total 3.0 4.0 3.0 10.0

Goodman et Kish (1950) ont proposé une méthode
qw’ils ont baptisée ‘choix contrdlé”’. Jessen (1970) se dit
d’avis que ““cette méthode est un peu complexe et son uti-
lisation en échantillonnage appliqué apparait limitée’’
(p. 778). Waterton (1983) illustre cette complexité, tandis
que Bryant et coll. (1960) proposent une méthode beaucoup
plus simple pour une stratification bidimensionnelle. Cette
méthode se caractérise par une indépendance des nombres
attendus d’unités échantillonnées entre les lignes et les
colonnes du tableau bidimensionnel. Si les lignes et les
colonnes sont également indépendantes dans la population,
aucun probléme ne se pose, mais si I’on note un degré
important de dépendance (comme c’est souvent le cas), il
faut habituellement revoir la pondération, ce qui peut
rendre cette solution inintéressante en pratique et accroitre
la variance, comme il est démontré & la section 5. Jessen
(1970) signale qu’une autre limite de la méthode de Bryant
et coll. (1960) vient de I’impossibilité de contraindre des
cellules déterminées a avoir une taille nulle. Il propose deux
méthodes, applicables a des stratifications bidimensionnelles
et tridimensionnelles, mais ces méthodes demeurent d’appli-
cation assez difficile et, comme le notent Causey et coll.
(1985), elles ne produisent pas toujours une solution.
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Toutes les méthodes ci-dessus peuvent étre appliquées
manuellement avec un degré d’effort variable, mais aucune
ne tire parti du potentiel de ’informatique moderne. Dans
cet article, nous allons montrer comment les techniques
informatiques de la programmation linéaire peuvent étre
appliquées au probléme de la stratification multidimen-
sionnelle, comme ’ont fait auparavant Rao et Nigam
(1990, 1992). La méthode que nous proposons peut étre
considérée comme un complément de la méthode de pro-
grammation linéaire proposée par Causey et coll. (1985).
Le choix entre les deux dépendra de la nature du probléme
de stratification et du logiciel disponible. Notre méthode
a comme inconvénient possible d’étre beaucoup plus exi-
geante en calculs, puisque le nombre d’inconnues dans
notre probléme de programmation linéaire peut &tre aussi
élevé que (&), o k est le nombre de cellules du tableau
et n est la taille de I’échantillon, tandis qu’il n’y a que &
inconnues dans la méthode de Causey et coll. (1985). Nous
ferons toutefois quelques suggestions destinées a réduire
les calculs exigés par notre méthode. Il s’agit d’une méthode
qui est susceptible d’offrir plusieurs avantages. Premie-
rement, la correspondance est directe entre le probleme de
stratification et le probléme de programmation linéaire,
de sorte que la programmation informatique est immédiate,
tandis que la méthode de Causey et coll. est moins directe,
ce qui oblige a simuler le comportement de fonctions non
linéaires & I’aide de fonctions linéaires (p. 904) et 4 imbri-
quer des problémes de programmation linéaire répétés
dans un algorithme comportant une récursivité addition-
nelle. Deuxiémement, notre méthode donne toujours une
solution, tandis que celle de Causey et coll. n’en produit
pas toujours une, par exemple dans des cas de stratification
tridimensionnelle. Troisiemement, la fonction objective
de notre probléme de programmation linéaire peut étre
naturellement modifiée en fonction des différents objectifs
du probleme de stratification, par exemple pour une strati-
fication tridimensionnelle dans laquelle il est plus important
d’““équilibrer’’ I’échantillon a I’égard des deux premiéres
variables de stratification qu’a I’égard de la troisiéme.
Quatriemement, notre méthode peut étre naturellement
modifiée pour forcer les probabilités d’inclusion conjointe
de cellules & &tre positives, de fagon & permettre une esti-
mation non biaisée de la variance.

2. METHODE PROPOSEE

2.1 Concepts de base

Examinons, pour commencer, la forme la plus simple
de stratification bidimensionnelle. Soit une population de
N unités répartie entre les RC cellules d’un tableau bidi-
mensionnel résultant de la classification croisée d’un
facteur de stratification ligne comprenant R catégories et
d’un facteur colonne comprenant C catégories. Soit Ny
le nombre d’unités de la cellule ij, ¢’est-a-dire de ’ensemble
d’unités appartenant a la fois a laligne / et 4 1a colonne J,
et soit P; = N; /N la proportion correspondante. Sup-
posons que le parametre d’intérét soit la moyenne de la
population, Y, d’une variable Y.

Examinons la méthode d’échantillonnage & deux degrés
suivantes. Premiérement, des tailles d’échantillon n;; sont
déterminées pour chaque cellule d’aprés une procédure
aléatoire donnée. Si s désigne la matrice R X C des
(ng, i=1, ..., R, j=1, ..., C), cette procédure
attribue une probabilité p (s) a chaque s d’un ensemble de
S matrices possibles. Pour bien montrer que les n; dépen-
dent de s, nous écrivons 71;;(s). Deuxiémement, un échan-
tillon aléatoire simple de n;;(s) unités est prélevé dans la
cellule ij et les valeurs de Y propres aux unités de 1’échan-
tillon sont enregistrées.

Nous limitons notre examen aux plans comportant une
taille d’échantillon fixe n > 0, ¢’est-a-dire que nous res-
treignons S a ’ensemble S, de toutes les matrices telles que

>

i=1 j

c
n;(s) = n.
=1
Nous limitons aussi notre attention a une stratification
proportionnelle telle que

E n;(s)p(s) = nP; pour i=1,...,R,
SESn _] = 1, ey C- (21)

Il résulte de (2.1) que la moyenne non pondérée simple
de I’échantillon, y(s), est un estimateur sans biais de Y.
Nous proposons de choisir un (ou le) plan d’échantillon-
nage p(s) qui minimise le degré de ‘‘non-désirabilité”’
attendu de I’échantillon s, en résolvant le probléme:

minimiser E w(s)p(s), 2.2)
pEP
SESy
sous la contrainte (2.1), ot w(s) est une fonction de perte
(a préciser) qui s’applique a ’échantillon s, et Pest la classe
des plans d’échantillonnage possibles sur S,, qui remplissent
la condition

0 < p(s) =1 pourtout se€S,. (2.3)

Notons qu’il découle de (2.1) que ¥ s,P(s) = 1. L’obser-
vation clé de Rao et Nigam (1990, 1992) est que la fonction
objective énoncée en (2.2), ainsi que les contraintes d’éga-
lité et d’inégalité énoncées en (2.1) et (2.3), sont toutes des
fonctions linéaires en p(s), et donc qu’on peut résoudre
ce probleme directement par programmation linéaire, les
inconnues étant p(s), s € S,. Le principal obstacle a
I’application de cette méthode vient du fait que le nombre
d’éléments de S, est souvent trés élevé et qu’il est difficile,
méme avec les ressources informatiques modernes, de
résoudre par programmation linéaire un probléme qui
comporte un grand nombre d’inconnues.

Il vaut mieux, par conséquent, restreindre ’examen a
un sous-ensemble de S,,. Une restriction naturelie consiste
a ne tenir compte que des matrices s pour lesquelles n;(s)
est égal soit a I;; = [nP;], le plus grand entier inférieur
a nPy, soit a I;; + 1. Si I'on pose 71;(s) = n;(s) — I
et r; = nP; — Iy, le probleme devient
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minimiser E w(s)p(s), 2.4

€P
° s€Sy

sous les contraintes

Y, Az ()ps) = ry, 2.5)
se§,7
E p(s) =1, 0<p(s) =1 pourtout s€S; (2.6)

Ségﬁ

ou S; est ’ensemble des matrices R x C ou tous les
éléments sont 0 ou 1 et ou la somme des éiéments est
A — ¥, I;- On peut constater, évidemment, que si
tous les I sont egaux a zéro, le probiéme est exactement
le méme qu’avant. Le nombre d’éléments dans S, qui
détermine ’ampleur du travail de calcul de la program-
mation linéaire, est maintenant (%). Ce nombre peut
encore &tre trés élevé, toutefois, et peut étre réduit encore
davantage par un choix approprié de la fonction de perte
w{(s), comme nous le verrons dans la section suivante.

Dans ’exemple du tableau 1, on ramenerait la situation
a celle représentée au tableau 2, tout en ne permettant que
des tailles de cellule égales 2 0 ou 1, et en ajoutant ensuite
1 aux cellules (1,1), (3,3), (4,2) et (5,1) dans la solution
finale. Ainsi, n = 10, mais i = 6.

Tableau 2
Tableau des valeurs ry;, d’aprés le tableau 1, avec i = 6

Type de localité

Région
Urbaine Rurale Métropolitaine Total
1 0.0 0.5 0.5 1.0
2 0.2 0.3 0.5 1.0
3 0.2 0.6 0.2 1.0
4 0.6 0.8 0.6 2.0
5 0.0 0.8 0.2 1.0
Total 1.0 3.0 2.0 6.0

2.2 Choix de la fonction de perte w(s)

La méthode proposée est particulierement souple du
fait qu’elle laisse a I’utilisateur le choix de la fonction w(s)
incluse dans I’énoncé de la fonction objective en (2.2). La
facon de procéder habituelle, dans le cas d’une stratifica-
tion bidimensionnelle (p. ex. Jessen 1970; Causey et coll.
1985), consiste a exiger que I’échantillon prélevé s respecte
les contraintes marginales:

| m.(s) —nP.| <1 i=1,...,R, Q2.7)
n;(s) —nP;j| <1 j=1,...,C, (2.8)

ou

n;. (S)

Y ny(s), ny(s) =Y ny(s)

J i

Z} s Pr =3 Py
i
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Cette exigence peut &tre remplie, dans notre méthode, si
’on définit w(s) comme étant (effectivement) infini pour
les échantillons s ne satisfaisant pas a (2.7) ou a (2.8), ou
plus simplement si I’on exclut ces échantillons de ’ensemble
S,. La difficulté que pose cette approche classique vient
du fait qu’il n’existe peut-étre pas de solution au probleme
d’optimisation avec contraintes.

Si, toutefois, nous utilisons dans notre méthode une
fonction de perte comme

R C
w(s) =Y (m.(s) = nP)*+ Y5 (n(s) — nP.p)?,
=1 = 2.9)

il existera toujours une solution optimale dans un ensemble
S, suffisamment grand. Il peut étre avantageux, du point
de vue des besoins de calcul, de restreindre au départ
I’ensemble S, aux seuls échantillons respectant les con-
traintes (2.7) et (2.8), ou méme a un sous-ensemble de
ces derniers, puis d’élargir ’ensemble, si nécessaire, en
remplacant par exemple 1 par 2 dans (2.7) et (2.8), jusqu’a
ce qu’une solution soit trouvée.

Examinons maintenant un aspect plus fondamental et
voyons en quoi des contraintes comme (2.7) et (2.8) sont
pertinentes. D’un point de vue non statistique, 1’équili-
brage d’un échantillon par rapport a des facteurs ayant
une distribution connue pour I’ensemble de la population
peut rassurer les utilisateurs quant a la ‘‘représentativité”’
de I’échantillon. D’un point de vue statistique, compte
tenu de notre contrainte d’une estimation sans biais (2.1),
il est naturel de se demander comment choisir la fonction
de perte de fagon a améliorer I’efficacité. On peut exa-
miner cette question en posant w(s) comme étant I’erreur
quadratique moyenne E,,(¥(s) — ¥)2 en vertu d’un
modele m. Dans ce cas, la solution du probléme d’opti-
misation (2.2) minimise I’espérance, selon le plan, de
I’erreur quadratique moyenne liée au modéle ou, de fagon
équivalente puisque nous exigeons une estimation non
biaisée selon le plan, ’espérance, selon le modéle, de la
variance liée au plan.

Considérons, par exemple, le modele d’analyse de
variance des effets principaux

Yk = b+ o + B+ €k,

ou y;i est la kiéme valeur de Y dans la cellule ij, u est une
moyenne fixe et «;, §; et G,jk sont des effets aleatmres
1ndependants de moyenne zéro et de variances o2, 05 et
olrespectivement. On a alors, sans tenir compte des
termes de correction pour population finie,

E,(7(s) — N2 =02 ¥ (n.(s)/n = P.)?

+ 63 Y (ny(s)/m — Py)? + ot/n. (2.10)

J
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Par conséquent, si g2 = oé, la variance probable de y(s)

liée au plan selon ce modele est minimisée par le choix
de la fonction de perte définie en (2.9). Autre possibilité:
si ’on disposait d’information préalable sur le ratio
probable entre la variance entre lignes et la variance entre
colonnes, il pourrait étre judicieux, pour des besoins
d’efficacité, de modifier la fonction de perte décrite en
(2.9) en multipliant le premier terme du c6té droit de (2.9)
par ce ratio estimatif.

Par contre, si I’on pressent que la valeur de Y sera
assujettie & une forte interaction entre les facteurs lignes
et les facteurs colonnes, il n’est peut-tre pas approprié de
tenter simplement d’équilibrer 1I’échantillon selon les
marges. Par exemple, si ’'un des facteur de stratification
est “‘urbain/rural’’ et que ’autre est un indicateur écono-
mique X, et que ’on sait que Y a un lien positif avec X
dans les régions urbaines et un lien négatif dans les régions
rurales, il sera sans doute plus efficace de stratifier partiel-
lement selon X séparément pour les régions rurales et les
régions urbaines, que d’équilibrer complétement selon les
deux marges. Voir Bryant et coll. (1960, section 9) pour
des commentaires connexes sur I’efficacité dans le cas
d’une stratification bidimensionnelle.

2.3 Stratifications de dimensions supérieures

On peut, de fagon naturelle, étendre la méthode proposée
a trois facteurs de stratification ou plus, en définissant s
comme étant la matrice a r dimensions correspondante.
La fonction de perte comprendra généralement des termes
additionnels; par exemple, pour une stratification a trois
dimensions, nous pourrions poser

Ry
w(s) = N\ Z (n;..(s) — nP..)?

i=1

Ry
+ N\ E (n.;.(s) — nP;.)?

Jj=1

R3
+ 23 )] (Rg(s) — nP..;)?
k=1

selon une notation évidente, ou A\;, A, et Ay sont inclus
pour représenter ’importance relative d’un équilibrage
selon chacun des trois facteurs, et pourraient étre des esti-
mations préalables des variances des moyennes de Y entre
les catégories des trois facteurs de stratification, comme
en (2.10).

2.4 Echantillonnage a plusieurs degrés

Une importante application pratique de la stratification
multidimensionnelle consiste a sélectionner les unités
primaires d’échantillonnage (upé) d’un échantillon a
plusieurs degrés, car il est fréquent qu’on dispose d’infor-
mation sur plusieurs variables de stratification.

Dans la méthode exposée a la section 2.1, les probabi-
lités de sélection de chaque unité de la population sont
E(n;(s)/Ny) = n/N.Sil’on désire choisir des upé avec
probabilité égale, on peut appliquer immédiatement cette
méthode en considérant les upé comme les unités et en
remplagant les valeurs observées de Y par des estimateurs
sans biais des totaux pour les upé. Supposons toutefois
que nous souhaitions choisir des upé avec probabilités
inégales, par exemple nz;; pour I'upé k dans la cellule i,
ou généralement z;;, sera égal & M;,/ Y. ;ix My, Mjj, €tant
une quelconque mesure de la taille de I’upé & dans la cellule
ij. On peut alors modifier simplement le processus, en
posant Py €gal a la somme des z;;; pour les upé & de la
cellule ij. Alors, si n;(s) > 0, un échantillon de n; (s)
upé est prélevé dans la cellule ij selon une méthode dans
laquelle la probabilité est proportionnelle & z;y.

3. EXEMPLES

Exemple 1: Bryant, Hartley et Jessen (1960)

Nous allons d’abord appliquer la méthode & I’exemple
hypothétique de Bryant et coll. (1960) donné au tableau 1.
Nous commengons par ramener le probléme a la forme
décrite en (2.4), (2.5) et (2.6), avec les r; donnés au
tableau 2. La fonction de poids présentée en (2.9) devient,
dans ce probléme réduit de programmation linéaire,

5 3
wis) = ¥ (A.(8) — r)? + Y (08 — rpt

i=1 j=1

A I’aide d’un logiciel courant de programmation linéaire
de la bibliothéque NAG FORTRAN, nous obtenons la
solution donnée au tableau 3. Les valeurs [;; ont été
ajoutées a la solution de telle fagcon que n; = I;; + 7; (S).
Il se révéle, pour cette solution, que chaque s pour lequel
p(s) > 0, ades marges n;. (s) et n;(s) qui correspondent
exactement aux marges désirées, ¢’est-a-dire que la solution
rend (2.4) égal a zéro.

Tableau 3
Solution de I’exemple 1

s p(s) s p(s)
1 1 0 1 1 0
1 00 0 0 1
0 11 0.2 01 1 0.1
0 2 1 1 1 1
1 0 1 1 10
1 10 1 01
0 0 1 010
0 0 2 0.2 1 01 0.2
1 20 0 2 1
1 10 110
1 01 1 01
010 0 0 1
01 1 0.1 01 1 0.2
1 1 1 1 2 0
1 10 1 10




Techniques d’enquéte, juin 1994

Exemple 2: Jessen (1970)

Jessen (1970) a proposé deux méthodes, pour la stratifi-
cation bidimensionnelle et la stratification tridimensionnelle.
Les deux méthodes, trés complexes, obligent & trouver
I’ensemble d’échantillons qui correspondent exactement
aux marges. Aucune d’elle ne donne nécessairement une
solution. Jessen (1970) applique les deux méthodes 4 un
exemple hypothétique simple pour lequel chacune produit
une solution. Cet exemple est présenté au tableau 4. Dans
ce cas, puisque tous les nP; < 1, les problémes de pro-
grammation linéaire définis respectivement par (2.1), (2.2)
et (2.3) et par (2.4), (2.5) et (2.6) sont identiques. Nous
avons appliqué notre méthode & ce probléme, en utilisant
encore la fonction w(s) définie en (2.9). En essayant
plusieurs valeurs de départ dans le programme d’optimi-
sation, nous avons pu obtenir trois solutions différentes,
chacune rendant (2.2) égal a zéro et satisfaisant aux
contraintes. Ces solutions sont présentées au tableau 5. Les
deux premiéres sont les mémes que celles obtenues respec-
tivement par la méthode 2 et par la méthode 3 de Jessen.

Tableau 4

Exemple 2: Jessen (1970)

Nombres probables d’unités de 1’échantillon dans les cellules
en vertu d’une stratification proportionnelle avec n = 6

Colonnes
Lignes nP;.
1 2 3
1 0.8 0.5 0.7 2.0
2 0.7 0.8 0.5 2.0
3 0.5 0.7 0.8 2.0
nP.; 2.0 2.0 2.0 6.0
Tableau 5

Solution de ’exemple 2

s pi(s) p2(8) p3(s)
1 01
110 0.5 0.4 0.3
01 !
110
01 1 0.3 0.2 0.1
1 01
01 1
1 01 0.2 0.1 0.0
110
110
1 0 1 0.0 0.1 0.2
01 1
1 01
01 1 0.0 0.1 0.2
1 10
01 1
110 0.0 0.1 0.2
1 0 1
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Exemple 3: Causey, Cox et Ernst (1985)

Causey et coll. (1985) donnent un exemple d’une strati-
fication tridimensionnelle pour laquelle leur méthode est
incapable de donner une solution. Ils examinent une popu-
lation soumise a une stratification 2 x 2 X 2 delaquelle
un échantillon de taille n = 2 doit &tre tiré; les valeurs
suivantes sont données pour la taille attendue de I’échan-
tillon dans la ijkieme cellule, nj:

Ay = Ny = Myx;p = Mypp = .5
Ripy = Mpyp = Hypp = Hopp = 0.

Si nous appliquons notre méthode d’une maniere
semblable a celle employée dans les exemples 1 et 2, nous
obtenons la solution donnée au tableau 6. Dans ce cas, la
fonction objective n’a pas atteint zéro, de sorte qu’il n’y
a pas une correspondance exacte avec les marges dans
chaque échantillon.

Tableau 6
Solution de I’exemple 3

> (s)
p(s
i=1 i=2
1 0 0 1 0.5
00 0 0
0 0 0 0 0.5
01 1 0

4, COMPARAISON DES ERREURS
QUADRATIQUES
MOYENNES

Dans la présente section, 1’erreur quadratique moyenne
(EQM) du plan proposé avec estimateur y sera comparée
a celle du plan de Bryant et coll. (1960) pour chacun des
deux estimateurs qu’ils proposent, soit y;; et yg, ou les
indices U et B indiquent que le premier estimateur est non
biaisé et que le second est biaisé. Désignons les cellules par
¢ (ij dans le cas bidimensionnel), désignons une unite d’une
cellule par k (et si nécessaire /), et supprimons le s dans
n.(s), pour simplifier la notation. La probabilité de sélec-
tion de n’importe quelle unité k de la cellule ¢ est

T = Eln/Ne = E[nc]/ (NF) (4.1)

et la probabilité de sélection conjointe de I'unité k de la
cellule ¢ et de Punité k' de la cellule ¢’ est

E(nc(ne—1)] c=c
Ne(Ne—1) =c
T = 4.2)
ckc'k Elnener] ) (
S1 ¢ & C.

NoNg:
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Si N est grand, cela équivaut approximativement a

T . E(ncnc’) _ E(nc)
KK T NP, NPP?

1 si ¢c=c¢’
I[c:c’] = .

I[C=C’]’ (43)
ou

0 si ¢c#c’.

Les espérances de notre plan ne seront pas les mémes que
celles du plan de Bryant et coll., de sorte que les 7, et les
Tekexe Seront différents. En gardant ce fait a ’esprit, nous
pouvons obtenir la variance de 7, y;; et 5 sous une forme
généralisée en termes des valeurs g et w4, €t donc
disposer d’une base de comparaison. Pour ce faire, prenons
un estimateur de la forme 2 = Y .Y, w.y./n, ou les
valeurs w, sont des constantes connues fixes, indépen-
dantes de k. Si nous nous limitons au cas ou n;. = nP,.
et n.; = nP.;, c’est-a-dire que les valeurs marginales sont
entieres, les estimateurs donnés par Bryant et coll. ainsi
que notre estimateur sont tous de cette forme. Nous
supposerons dorénavant que c’est le cas. Aprés rempla-
cement de I’indice ¢ par ij pour la stratification bidimen-
sionnelle, ¥, et yp sont de la méme forme que 7 avec
w, = w; = Gy = B;/(B.P;) et w. = w; = I respecti-
vement. L’estimateur y est également de la méme forme
que Z, avec w, = w; = 1.

Nous pouvons maintenant obtenir une forme générale
pour la variance de z, en nous rappelant que les 7 et les
Texex d€ notre plan ne seront pas les mémes que celles du
plan de Bryant et coll.:

2n2 EEEE (TexTerer = Tekerr)

¢k k'

(chck - Wc’yc'k’)2~ (44)

En utilisant (4.1) et (4.3), on obtient

2n2 E
(4

WCE(”C) 2
N2P2 Zk:; (yck - yck’)

Cov(n,,n
2n2 E E NZPCPC

LY

(chck - Wc’yc’k')z- (4-5)

Notons que

EE (yck
k!

— ye)? = 2N’PS?

et que

Wc’yc’k’) 2= NZPCPC'

Z E (chck -

k Kk’

[WL?S(% + W%’S%’ + (WCYC - WC'YC’)Z],

ou S2 désigne la variance de la population de la cellule c.
L’équation (4.5) se réduit alors a

1
V(z) = — )3 weE(n)S?

1
— EZ Cov(ng,n. ) [w2S? + w282

+ (WcYc - WC’YC’)Z]

= v; + v,, par exemple. 4.6)

Le premier terme, v;, peut étre interprété comme la
variance stratifiée habituelle pour les tailles d’échantillon
fixes £ (n.) & I’'intérieur des ‘‘strates’’ bidimensionnelles
(évidemment, dans notre cas, les E(n.) ne seront pas
généralement des entiers). Le second terme, v,, peut étre
interprété comme I’accroissement de variance attribuable
a la variabilité des n, et & la corrélation qui existe entre
eux. Nous y reviendrons a la fin de la présente section.
Nous revenons maintenant a la notation ¢ = ij et compa-
rons les variances pour la stratification bidimensionnelle.

Examinons d’abord v, dans (4.6). Pour la méthode de
Bryant et coll. E("IU) = nPi.P.j yJYu = Z,ZIEkGUyUk/n,
G = F;/(P.P;)etyg = ¥, ¥, Yy /n.

Ainsi,
vi(Jy) = EEszGijS%j/n
i

(ce qui est identique au premier terme de I’équation (12)
de Bryant et coll.) et

vi(7g) = Y Y PP, S]/n
i

Dans'le cas de notre méthode, E(n;) = nP; et y =
¥ Y Leyik/n, de sorte que

V() = EEP S% /n

Examinons maintenant v,. Il n’est pas difficile de
montrer qu’aussi bien pour la méthode de Bryant et coll.
que pour la nétre (voir I’annexe)

E Cov(n,ny ;) = E Cov(ny,n; ;) = 0. (4.7
i J

En tenant compte de ce fait et en remplagant ¢ et ¢’ par
ij et i’j’ respectivement dans I’expression v, donnée en
(4.6), nous réduisons v, a

EEEECOV(nU,n,j Ywiw Yy Y
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En remplacant w;; par G;;, on obtient v,(Jy), et par des
manipulations algébriques simples, on peut montrer qu’il
s’agit de I’équivalent du terme 2 de I’équation (12) de
Bryant et coll. Si ’on remplace w;; par 1, on obtient la
forme de V() et de V(J), en notant que Cov (#;,1;;-)
ne sera pas la méme pour les deux. On peut donc constater
que v, dépend seulement des moyennes des cellules, tandis
que v, dépend seulement des variances intra-cellules.

Enfin, il est utile de noter que

biais(75) = — Y, ), (P — PnPp)Y;, (4.8
i

car pour comparer les trois estimateurs, I’erreur quadra-
tique moyenne (EQM) sera la mesure pertinente, et ce biais
contribuera 8 EQM ().

La combinaison des expressions de v;, v, et biais (Jg)
ci-dessus permet de faire une comparaison analytique de
Perreur quadratique moyenne de la méthode proposée et
de celle de la méthode de Bryant et coll. (1960), en utilisant
soit y,;, soit yg. Il est difficile, toutefois, de faire des
énoncés généraux sur la performance relative des différentes
stratégies. C’est pourquoi nous introduisons maintenant
certaines hypotheses de modeles, dont nous tirerons des
approximations des différentes composantes des expressions
de I’erreur quadratique moyenne dans certaines conditions
précises. Nous examinons d’abord le modéle additif:

Yig = p + o+ B+ €y

oy est la kieme observation dans la ijieéme cellule, o;
et §; sont des effets fixes et les €, sont des erreurs indé-
pendantes de moyenne zéro et variance commune ¢2.On
a alors E,,(S%) = o> et E, (¥;¥;) = (0 + o; + )
(p + o + B;). Dong, I’espérance, selon le modéle, de
la variance liée au plan est obtenue en rempla¢ant S,Zj par
o et ¥, par p + o; + (B dans les formules de v, et v,
pour les divers estimateurs. Dans ce cas, v,(75) = 0. Ce
fait a été constaté par Bryant et coll., dans la comparaison
de y et de 7g. Le terme de biais, dans ce cas, sera nul, a
moins qu’on ait arrondi les valeurs des marges, ¢’est-a-dire
que biais(yg) = 0 pourvu que n;. = nP,. etn.; = nP;,
comme ¢’est le cas dans leur exemple. Cela découle direc-
tement de (4.8) et

75
E (Pj — P.Pj) = 2 (Pj — P.P;) =0.
i J

Ce résultat a également été démontré par Bryant et coll.,
a la page 119, équation (47). En utilisant (4.7), on peut
montrer facilement que v,(y) = 0 également. Cette
constatation, ainsi que le fait que y soit non biaisé et que
vi(Fg) = vi(¥) = o2/n dans ce cas, a pour conséquence
que EQM (75) = EQM (7) dans cette situation, c’est-a-dire
que la méthode proposée a la méme erreur quadratique
moyenne que celle de Bryant et coll. utilisant I’estimateur
biaisé. Nous démontrons dans ce qui suit que méme quand
ce modele additif s’applique (y = 0 ci-dessous), v, (Vy)
peut &tre élevé, tandis que vi(Fy) > vi(¥).

Pour comparer plus a fond les estimateurs, examinons
la situation de ’exemple 1. Le développement ci-dessus
nous permet d’obtenir les erreurs quadratiques moyennes
des trois estimateurs de cet exemple, pourvu que nous
connaissions les Sj; et les Y, et que nous puissions calculer
les Cov (n;;,n;-;-) pour la méthode de Bryant et coll. ainsi
que pour notre méthode. Les covariances, pour la méthode
de Bryant et coll., sont données dans leur article en fonction
des Py, tandis que celles de notre méthode peuvent étre
tirées de la solution du tableau 3. Nous allons considérer
des variantes non additives du modele ci-dessus, ¢’est-a-dire

Yik = p+ o+ B+ vy B+ €

pour diverses valeurs de . Pour simplifier la présentation,
posons p = 1, ; = i — 3, 3 = j — 2 (notons qu’en
fait, I’erreur quadratique moyenne de chaque stratégie ne
varie pas en fonction du choix de p). Donc, on obtient
’espérance, selon le modele, de la variance liée au plan en
remplagant S par let ¥;par1+ (i —3) + (j —2) +
v (i — 3)(j — 2) dans les formules donnant v, et v, pour
les divers estimateurs. Le tableau 7 donne les valeurs résul-
tantes de v,, de v, et de lerreur quadratique moyenne
(EQM) pour les trois estimateurs (ainsi que le terme qua-
dratique de biais pour ), pour diverses valeurs de y. On
peut conclure de 'examen du tableau 7 que dans le cas
d’un modele additif, y = 0, yg et ¥ ont une performance
identique, tandis que y;, est moins performant. A mesure
que le caractére non additif du modele s’accroit et que| v |
augmente, les deux estimateurs de la stratégie de Bryant

Tableau 7
Comparaison des erreurs quadratiques moyennes (EQM) pour trois estimateurs

Plan de Bryant, Hartley et Jessen

Plan proposé

Ju ¥B y
v Vi Vs EQM Vi Vs Biais? EQM V] Vs EQM
0 125 .105 230 .100 .000 .000 .100 .100 .000 .100
£.5 125 .063 .188 .100 .033 .002 135 .100 018 118
+1 125 .105 230 .100 131 .008 .239 .100 071 A71
£2 125 440 .565 .100 523 032 655 .100 .284 384
+3 125 1.111 1.236 .100 1.176 073 1.349 .100 638 738
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et coll. tendent a avoir une performance identique et, pour
chacun d’eux, lerreur quadratique moyenne s’accroit
progressivement par rapport a celle de la stratégie proposée.
Cette tendance est principalement attribuable a la compo-
sante v, de I’erreur quadratique moyenne des trois estima-
teurs. Le terme de biais de ¥z a une importance moindre,
bien que son influence puisse s’accroitre avec ’augmen-
tation de la taille 7.

Le fait que v,, dans le plan de Bryant et coll., s’accroisse
plus rapidement avec I’augmentation de| -y | semble attri-
buable a la plus grande variabilité¢ de chaque 7, dans ce
plan. Notons qu’il aurait été possible de réduire quelque
peu cette variabilité en appliquant plut6t au tableau 2 une
variante de la méthode de Bryant et coll., comme nous
I’avons fait pour la méthode proposée, mais il aurait fallu
calculer des poids G;; rajustés pour y, et il serait difficile
de traiter les valeurs 0.0 des cellules du tableau 2. Toute-
fois, méme aprés avoir fait cela, les A;; pourraient toujours,
dans ce plan, prendre des valeurs autres que O et 1; par
exemple, n,, pourrait prendre les valeurs 0, 1 ou 2. Cette
variabilité supérieure des 7. est inhérente a la méthode de
Bryant et coll. Par exemple, supposons que #;. = n.; = 5.
Selon la méthode de Bryant et coll., n;; peut prendre les
valeurs 0, 1, 2, 3, 4 ou 5, tandis que selon la méthode
proposée, il ne peut prendre que les valeurs [#P;;] ou
[nP;] + 1.SinP, < 1,latechnique utilisée pour passer
du tableau 1 au tableau 2 n’améliorera pas les choses.

5. ESTIMATION DE LA VARIANCE

Dans la présente section, nous allons nous pencher sur
Pestimation de la variance pour la méthode que nous pro-
posons. En utilisant (4.1) et en nous rappelant de la con-
trainte (2.1), nous pouvons évidemment écrire

Tk = E[n.(s)/N.] = n/N.

La probabilité de sélection conjointe de deux unités, k et
k', de Ia méme cellule ¢ est

Tokekr = Elnc(s){n.(s) — 1}/{NAN, — 1)}1.

Supposons que #n.(s) = I. + 7.(s) ou I, est I'entier fixe
[AP.] et A.(s) = Ooul.

SinP, < 1,alorsI, = Oet 7y o = 0. Par conséquent,
une condition nécessaire pour qu’une estimation non
biaisée de la variance soit possible est que nP, > 1 pour
toutes les cellules ¢. D’autre part, si cette condition et véri-
fiée, il en résulte que n.(s) = 1 pour toutes les cellules c,
de sorte que la probabilité de sélection de toute paire
d’unités de cellules différentes est aussi toujours positive.
Bref, cette condition est nécessaire et suffisante pour
qu’une estimation non biaisée de la variance soit possible.

Quand cette condition est vérifiée, nous obtenons
Tek,ck” — I, + 2r. — I}/ [NAN, — 1)] = Ag,

par exemple, ou r, = E[Ai.(s)] = nP, — I,.

Les probabilités de sélection conjointe de paires
d’unités de cellules différentes ¢ et ¢’ sont

Tek,ck' = E[nc(s)nc'(s)/(Nch’)]
= [LI + red. + 1.l + Teer 1/ (NeNgt) = B,
(5.1)

par exemple, ou r... = E[A.(s)A. (s)].

Par conséquent, un estimateur non biaisé de V(j(s)),
de la forme Sen-Yates-Grundy, peut &tre construit de la
maniére habituelle.

En pratique, toutefois, nous voulons tenir compte de
situations ou nP, < 1 pour certaines cellules ¢. Dans ce
cas, une hypothése que nous pourrions faire, comme I’ont
fait Bryant et coll. (1960, section 7), afin de trouver un
estimateur de la variance, c’est de considérer que la
variance de Y pour I’ensemble de la population dans
chaque cellule ¢ est une valeur constante, disons S2.

Obtenons d’abord la variance de y(s) dans le cas
général

2
V() = 2711—2 222(772 - Ac) Yok = Yar')?

k#k’

1 2
+ 2;2 E Ek%; <]%2 _Bcc) (Yer _yc'k’)z-

c#c’

Pourvu que B..,r > 0 V ¢, ¢’, nous pouvons estimer sans
biais le second terme sous la forme

2
ne{s) nee(s) e’

1 o~ B
953 i i i

k=1 k'=1 cc’

(.yck - yc’k')z’

ouA = {c,c’:n.(s) = 1,n.(s) = 1,¢c # c'}.

Le premier terme peut s’écrire ainsi
1 n? 2 2
o2 Z (172 - AC) 2N2S2,
c

Pour tout c tel que n.(s) = 2

ne(s) nis) e
By Yy SR del ) = s
k=1 k'=1 2n.(s){n.(s) — 1}
k#k’

Donc, pourvu qu’au moins un 7z.(s) soit = 2, un estima-
teur non biaisé du premier terme est donné par
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1 n2 2nC(S) ne(s)
wip (JVZ_AC)ZNC LoL

{cing(s) =22} k=1 k'=1

Yok — Yek')?
2n.(s){n.(s) — 1}

ou D = le nombre de cellules c telles que n.(s) = 2.
Le raisonnement ci-dessus exige que B, > 0. Si
I.=1.=0,

alors, d’aprés (5.1), il faut que
Fee = Y, fe(8)ie (5)p(s) > 0, (5.2)

qui est linéaire en p (s). La contrainte (5.2) peut étre traitée
par programmation linéaire, si désiré. Une telle contrainte
existera pour chaque paire ¢, ¢’ telle que I, = I, = 0.

6. CONCLUSION

Nous avons proposé une méthode fondée sur la pro-
grammation linéaire pour le traitement de stratifications
multidimensionnelles, en nous appuyant sur les idées de
Rao et Nigam (1990, 1992). Il s’agit d’une méthode simple,
qui offre beaucoup de souplesse en permettant de choisir
toute une gamme d’objectifs différents par I’entremise de
la fonction de perte w(s), et en permettant tout un éventail
de contraintes, comme le fait d’exiger que les probabilités
de sélection conjointes de toutes les cellules soient positives.
Le principal obstacle pratique & I’application de la méthode
est que son traitement informatique peut rapidement
devenir cofiteux, voire impossible, & mesure qu’augmente
le nombre de cellules de la stratification multidimension-
nelle. Certaines suggestions ont été faites en vue de réduire
’ampleur des calculs. 11 serait utile que d’autres recherches
soient entreprises dans ce domaine. Pour les cas ou les exi-
gences du traitement informatique seraient prohibitives,
la méthode de Causey et coll. (1985) demeure une solution
de rechange.
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ANNEXE
Preuve de (4.7) pour la méthode proposée
Notons que
Cov(n(s),n; (s)) = E(n;(s)ny;(s))

— E(n;(s))E(n;;(s)).

L’équation (2.1) indique que E(n;(s)) = nP;. Par
définition

E(n;(s)n;j(s)) = E ny (s)nyj (s)p(s).

s

Donc

Y E(ny()B(nij: () = Py Y Py = n’PrjrPr
J J 7.0

et

EE(nij(s)ni’j’(s)) EE n;(s)ynyj (s)p(s)

J J s

E p(s)n;(s) E n;(s).
s J (7.2)

Supposons que la solution du probléeme d’optimisation
linéaire (2.2) soit égale a zéro, avec w(s) donné par (2.9).
Dans ce cas, Y, 1, (s) = n;.(s) = nb. et il résulte de
(7.2) que

E E(n;(s)n; ;- (s))

J

Y p(s)nrj ($)nP.

= nP. Y nyj()p(s)

nP.E(n;; (s)) = nP.nPy .
(7.3)

Les équations (7.1) et (7.3), ensemble, font en sorte que
Y; Cov(n;(s),nyj(s)) = 0. On peut montrer de la
méme maniere que

Y Cov(ny(s),mpje (8)) = Y Cov(ny(s),nirj (5))

= E COV(nij(S),n,"j’(S)) = 0.
J
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