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Propriétés conditionnelles des estimateurs de stratification
a posteriori selon la théorie normale

ROBERT J. CASADY et RICHARD VALLIANT!

RESUME

La stratification a posteriori est une technique courante d’amélioration de la précision des estimateurs, qui consiste
3 utiliser des éléments d’information qui n’étaient pas disponibles au moment de la préparation du plan de enquéte.
Pour des échantillons vastes et complexes, le vecteur des estimateurs de Horvitz-Thompson des variables d’intérét
de I’enquéte et des tailles de la population des strates a posteriori suivra approximativement, dans des conditions
appropriées, une distribution normale multidimensionnelle. Cette normalité pour de grands échantillons ameéne a
définir un nouvel estimateur de régression fondé sur une stratification a posteriori, analogue 4 I’estimateur de régres-
sion linéaire dans le cas de I’échantillonnage aléatoire simple. Nous calculons, pour de grands échantillons, le biais
et les erreurs quadratiques moyennes selon le plan de ce nouvel estimateur, de estimateur de stratification a posteriori
courant, de ’estimateur de Horvitz-Thompson et d’un estimateur par quotient. Nous utilisons des populations réelles
et une population artificielle pour étudier empiriquement les propriétés conditionnelles et non conditionnelles des
estimateurs en vertu d’un échantillonnage a plusieurs degrés.

MOTS CLES: Normalité asymptotique; estimateur de régression; bases de sondage défectueuses; estimateur par

quotient; estimateur de Horvitz-Thompson.

1. INTRODUCTION

1.1  Généralités

Les études sur la théorie de I’échantillonnage au cours
des vingt derniéres années ont été axées dans une large
mesure sur la recherche de moyens de restreindre ’ensemble
d’échantillons servant de base a ’inférence. Dans une
approche fondée purement sur le plan de sondage, comme
le décrivent Hansen, Madow et Tepping (1983), aucune
restriction de ce genre n’est imposée. Les propriétés statis-
tiques sont calculées sous forme de moyennes sur ’ensemble
des échantillons qui auraient pu étre sélectionnés en vertu
d’un plan particulier. Bien qu’on admette généralement
qu’une certaine forme d’inférence conditionnelle, fondée
sur le plan, soit souhaitable (Fuller 1981, Rao 1985,
Hidiroglou et Sirndal 1989), aucune théorie satisfaisante
n’a encore été élaborée, sauf dans des cas relativement
simples. Il existe d’autres solutions comme la théorie de la
prédiction, mise au point par Royall (1971) et de nombreux
autres, ainsi que I’approche bayesienne, décrite par Ericson
(1969), qui évite d’établir des moyennes sur des échantillons
répétés, grace a 'utilisation de modeéles de superpopulation.
Une méthode d’inférence conditionnelle fondée sur le plan
a été présentée par Robinson (1987) pour le cas particulier
des estimations par quotient dans les enquétes par sondage.
Robinson a utilisé la théorie des grands échantillons et la
normalité approximative de certaines statistiques pour
produire une théorie d’inférence conditionnelle, fondée
sur le plan, pour I’estimateur par quotient.

Dans la présente communication, nous étendons ce
genre de raisonnement au probléeme de la stratification

a posteriori. Durbin (1969), Holt et Smith (1979) et Yates
(1960) ont fait valoir de fagon convaincante que des échan-
tillons de stratification a posteriori devraient faire I’objet
d’une analyse conditionnelle, c.-a-d. en fonction de la dis-
tribution d’échantillonnage des unités parmi les strates a
posteriori. Toutefois, comme I’a signalé Rao (1985), les
difficultés de formuler une théorie exacte, fondée sur le plan,
visant des échantillons finis, & I’égard de la stratification
a posteriori dans les plans d’échantillonnage généraux
pourraient étre insurmontables. Des analyses condition-
nelles, fondées sur le modéle, d’échantillons de stratification
a posteriori sont présentées dans Little (1991) et Valliant
(1993). La voie empruntée ici est fondée sur le plan et
utilise les grands échantillons et la normalité approxima-
tive d’une maniere sembiable & celle de Robinson (1987)
afin de permettre I’étude des propriétés conditionnelles des
estimateurs.

1.2 Définitions de base et notation

La population cible est un ensemble bien défini d’unités
élémentaires (ou analytiques). Dans de nombreuses appli-
cations, les unités élémentaires sont des personnes ou des
établissements. Nous supposons que la population cible
a été divisée en unités d’échantillonnage du premier degré
(UPD). Pour les enquétes aupres des personnes, les UPD
sont en général des ménages, des groupes de ménages ou
méme des comtés, tandis que pour les enquétes aupres des
établissements, il n’est pas rare que 1’établissement indi-
viduel soit une UPD. Quoi qu’il en soit, I’ensemble des
UPD sera désigné comme la base de sondage du premier
degré (ou simplement la base de sondage). Nous supposons
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qu’il y a M UPD dans la base de sondage et qu’elles sont
dénotées 1, 2, ... M. Nous supposons aussi que les unités
de la population peuvent étre réparties en K “‘strates
a posteriori’’ qui peuvent servir a des fins d’estimation.

Soit y la valeur de la caractéristique d’intérét (p. ex.
revenu hebdomadaire, nombre d’heures travaillées la
semaine précédente, jours d’activité restreinte au cours des
deux derniéres semaines, efc.) pour une unité élémentaire.
A la i-iéme UPD sont associés 2K nombres réels:

Yir = somme des valeurs y pour les unités élémentaires
de la i-ieme UPD se trouvant dans la k-iéme strate
a posteriori,

N;;, = nombre d’unités élémentaires de la /-iéme UPD se
trouvant dans la k-iéme strate a posteriori.

Pour chaque strate a posteriori, nous définissons ensuite:

Y, = Y™, y, = somme des valeurs y pour ’ensemble
des unités élémentaires dans la k-iéme
strate a posteriori,

N, = Y'Y, Ny, =nombre total d’unités élémentaires
dans la k-iéme strate a posteriori.

Nous supposons, dans ce qui suit, que les N, sont des
valeurs fixes connues. Dans certaines enquétes, les N,
peuvent en fait étre eux-mémes des estimations, mais notre
analyse considére comme donné ’ensemble de V., utilisés
dans I’estimation. Dans la Current Population Survey des
Etats-Unis, par exemple, chaque N, est un nombre de
personnes projeté d’aprés le recensement décennal précédent
au moyen de méthodes démographiques. La somme pour
la population des valeurs y est donnée par Y.. = Y&_, v,
et la taille totale de la population, par N.. = Y5_, N,.
Dans les sections 1 4 3, nous supposons que la base de
sondage ‘‘couvre’’ la totalité de la population cible. A la
section 4, nous examinons le probléme posé par une base
défectueuse, c.-a-d. une base dont la couverture ne corres-
pond pas a I’ensemble de la population cible.

1.3 Plan de sondage et estimation de base

Supposons que la base de sondage du premier degré soit
divisée en L strates et qu’un plan stratifié a plusieurs degrés
soit utilisé, avec un échantillon total de m UPD. Dans ce
qui suit, nous avons supprimé ’indice représentant les
strates du plan, de maniére a simplifier la notation. Pour
les besoins de I’exposé théorique subséquent, il est inutile
de définir explicitement les méthodes d’échantillonnage
et d’estimation utilisées au deuxiéme degré et aux degrés
suivants du plan. Toutefois, pour chaque UPD de I’échan-
tillon, nous avons besoin d’estimateurs $,, et N, tels
que By [Jix] = yix et By, [Nx] = Ny, ou la notation
E, . indique I’espérance selon le plan pour le deuxiéme
degré et les degrés supérieurs. Soit «; la probabilité que la
i-itme UPD soit incluse dans ’échantillon et w;, = 1/7;;
il s’ensuit que ’estimateur Y., = Y7, w,;$;; est non
biaisé pour Y. et que ’estimateur N., = Y7, w;N;; est
non biaisé pour N,.

1.4 Résultat asymptotique comme celui de Robinson

Robinson (1987) a étudié I’estimateur par quotient
(X/x,) ¥, en vertu d’un échantillonnage aléatoire simple,
ou J, est la moyenne de I’échantillon d’une variable
d’intérét y, X, est la moyenne de I’échantillon d’une
variable auxiliaire x, et X est la moyenne de x pour la popu-
lation totale. Dans certaines conditions, (j,, %) sera
asymptotiquement une distribution normale 4 deux variables,
pour de grands échantillons aléatoires simples. Il découle
des résultats de Robinson que ’estimateur de régression
linéaire y, + B(X — Xx,) est asymptotiquement non
biaisé selon le plan, pour X; donné. Ce résultat est étendu
dans la présente section & des échantillons complexes.

Conformément a I’approche de Krewski et Rao (1981),
nous pouvons établir nos résultats asymptotiques quand
L — o dans un cadre formé d’une séquence de populations
finies {II, } avec L strates dans II; . Il est & souligner que
nous supposons implicitement (sans énoncé formel) ’exis-
tence des conditions précisées dans Krewski et Rao, et
développées davantage dans Rao et Wu (1985), en ce qui
concerne le plan de sondage et la régularité. Les détails des
preuves apportent peu de nouveaux éléments par rapport
a ce qu’on trouve dans la littérature, et nous les avons omiis,

En notation matricielle, nousposons Y =[Y, ... Y,J,
N = [Nl [N N-k],’ Y,.=A[Y1 - Y,!‘]/’ N = [Nl . e
Nyl et ¥V = var{[¥Y N]'}, ou ¥ = (I/N.)¥ et
N = (1/N..)N. Notons que Y, qui comprend N.. au
dénominateur, est utilisé pour faciliter la notation, et
n’est pas une estimation des moyennes pour les strates
a posteriori. Comme le faisaient Krewski et Rao (1981)
dans leurs conditions C4 et C5, nous supposons que:

Yy
lim — = pu,, pour k=1,2, ..., K, 1
e N, Pks P (D
. Ny
lLlinooN‘.i‘—(i)k>O pour k—1,2,...,K,et (2)
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lim mV = Y, :|: ] (définie positive), (3)
L=e Ya Yz

ou Y est partitionnée de la maniére évidente. Signalons
qu’encore une fois, nous avons supprimé ’indice repré-
sentant les strates du plan. Les hypotheéses (1) a (3) exigent
simplement que certaines quantités clés se stabilisent dans
de grandes populations. La condition (2), en particulier,
assure qu’aucune strate a posteriori n’est vide 4 mesure
que s’accroit la taille de la population. Nous énoncons
maintenant ce qui suit:

Résultat: Sous réserve des conditions précisées par Krewski
et Rao concernant le plan de sondage et la régularité et de
Iexistence de Y3, alors, pour N donné, la distribution
conditionnelle de Y est asymptotiquement 9 (M; +
YYn' (N M), m~ V), ot ¥, = Ty — Lpln' L
M = Lh_n}o Y =[¢; bk ugl et My =
Hm N =[¢; ... ¢xl".

L—x
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Preuve: Ce résultat est analogue au résultat pour K = 1
présenté par Robinson (1987) ct découle directement du
fait que le vecteur aléatoire

Y — M, — TuYn' (N - M)

N — M,

tend, en distribution, vers

M(la] o]
0 ]0 ¥x >

En termes stricts, comme dans Robinson, nous considé-
rons la distribution conditionnelle de ¥ pour N dans une
cellule de taille e/n ~** pour un petit e. Notons que dans
certains plans d’échantillonnage 1 ‘N = N.. (par exemple
ceux dans lesquels un nombre fixe d’unités élémentaires
sont sélectionnées avec probabilités égales), auquel cas
Y5! n’existe pas; on ne considére alors, pour I’énoncé
conditionnel, que les K — 1 premiéres strates a posteriori.
_ Dans la section qui suit, la moyenne asymptotique de
Y est utilisée comme source d’un estimateur de régression
linéaire de la moyenne des y pour la population.

2. PROPRIETES CONDITIONNELLES
D’ESTIMATEURS DE LA MOYENNE
DE LA POPULATION

2.1 Estimateurs de la moyenne de la population

La moyenne de la population est, par définition,

K
p = lim (Y./N.) = lim (1'Y/1'N) = Y oens
k=1

ot 17 est un vecteur ligne comprenant K fois le chiffre un.
Notons que la moyenne p n’est pas un parametre de popu-
lation finie, mais plutdt une valeur limite. Dans les grandes
populations (L — o), u et la moyenne réelle de population
finie seront arbitrairement voisines I’une de ’autre. Quatre
estimateurs de la moyenne de la population seront examinés.
Les trois premiers sont des estimateurs courants qu’on
trouve dans la littérature, tandis que le quatriéme est un
nouvel estimateur dont la construction est suggerée par la

normalité conjointe asymptotique de Yet N:
1) Estimateur de Horvitz-Thompson

Yr = 1'7/1'N = 1'Y.
2) Estimateur par quotient

Y, = 1'7/1'N = 1"¥/1'N.
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3) Estimateur de stratification a posteriori

5 Y .
Yps = N ._.1 E <7L<> Y k = ¥ ! Y
k=1 Nk

ol

¥ = [N/N.,, ..., Ny/Ngl.

4) Estimateur de régression linéaire
Yip = [1(Y = LI (N — M)l

L’estimateur de régression linéaire s’appuie sur la forme
de la moyenne pour grands échantillons de la variable
aléatoire conditionnelle ¥ | NV présentée a la fin de la
section 1.4, et est trés semblable & I’estimateur de régression
généralisée examiné par Sdrndal, Swensson et Wretman
(1992). L’estimateur de régression linéaire (4) a également
été examiné par Rao (1992) dans le contexte de I’estimation
d’étalonnage. Il est & remarquer que l’estimateur par
quotient n’exige pas que les N.; ou leur somme N.. soient
connus. 1 estimateur de Horvitz-Thompson exige seulement
que N.. soit connu, tandis que les estimateurs de stratifi-
cation a posteriori et de régression linéaire exigent que
{N.;lk =1, ..., K} soit connu. En pratique, I’estimateur
de régression linéaire présente une complication addition-
nelle du fait que les matrices de covariance Y et Y
sont inconnues et doivent étre estimées élApartir de I’échan-
tillon. Dans la mise en application de ¥, » a la section 3,
les quantités connues des populations finies (1/N..)N
seront utilisées en remplacement du vecteur limite M.

2.2 Espérances et variances conditionnelles des
estimateurs

A P’aide des expressions asymptotiques données plus
haut, les espérances et les variances conditionnelles, pour
N donné, des quatre estimateurs peuvent étre calculées,
Dans le cas de la stratification a posteriori, le choix de N
comme condition donnée dans un plan complexe est un
prolongement naturel du choix des tailles d’échantillon
réalisées des strates a posteriori en vertu d’un échantillon-
nage aléatoire simple. Dans d’autres situations, toutefois,
il peut se révéler difficile de déterminer quoi choisir comme
condition donnée, et la réponse peut ne pas étre unique
(voir, p. ex., Kiefer 1977). Premiérement, définissons les
trois matrices suivantes:

H=Y,Y%,
R =H— D(p), et
P=H - D),

ouD(p) = diag(p, ..., pu) et D(p) = diag(puy, .. .5 px)
sont des matrices diagonales K x K. Nous présentons ci-
dessous la moyenne et la variance des quatre estimateurs
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sans fournir aucun détail des caiculs. Quand I’échantillon
des unités du premier degré est grand, chacun des estima-
teurs a essentiellement la méme variance conditionnelle.
Les estimateurs de Horvitz-Thompson, par quotient et de
stratification a posteriori sont, toutefois, conditionnellement
biaisés, tandis que Pestimateur de régression linéaire ne
I’est pas. Ainsi, I’estimateur de régression linéaire est celui
qui affiche I’erreur quadratique moyenne asymptotique
la plus faible parmi les quatre estimateurs qui nous inté-
ressent. Rao (1992) a également signalé le caractére optimal
de I’estimateur de régression a ’intérieur d’une certaine
classe d’estimateurs de différences, ainsi que son biais
négligeable pour de grands échantillons.

1) Estimateur de Horvitz-Thompson:
E[Pyr| Nl = p + [1VH(N — My)]
var[ Vr| N1 = m~' [1' (L5 = £2X5' Tal]
=m ' [1'V1] = Vyrey.

2) Estimateur par quotient:

2 3 N 2
E{Yz| N] = pn + (Nf_) [I'R(N — M,)]
=4 +[UR(N — My)] + o(m™")
var[ Tz | N1 = (N../N.)Viree

= VHT(C) + O(m_(3/2)).

3) Estimateur de stratification a posteriori:
E[Yps| Nl = + [F'P(N — My)]
=+ (VPN = M)] + o(m™)

var [ ¥ps | Nl = m~'[r' V,r]

—(3/2))

Virey + o(m
4) Estimateur de régression linéaire:
E[ Y| N] = ®

var[Y}LR| 1\:’] = Vure) -

Comme il a été indiqu¢ a la section 1, de légéres modifi-
cations doivent étre apportées aux formules ci-dessus pour
les plans, comme I’échantillonnage aléatoire simple, dans
lesquels 1’N.. = N... La détermination des modifica-
tions requises est directe, et nous n’en fournissons pas les
détails ici.

Les biais pour de grands échantillons des trois premiers
estimateurs dépendent de N - M,. Autrement dit, les
biais de ces estimateurs sont déterminés par I’exactitude
avec laquelle I’échantillon permet d’estimer la distribution

de la population parmi les strates a posteriori. Dans certains
cas spéciaux, chacun des trois premiers estimateurs peut
étre conditionnellement non biaisé. L’estimateur de stratifi-
cation a posteriori, par exemple, sera approximativement
non biaisé si 1’ (H — D(u,)) = 0’. Cette situation existe
dans I’échantillonnage aléatoire simple et est possible, bien
que certainement pas de fa¢on générale, dans des plans
plus complexes. La matrice H peut étre interprétée comme
la pente d’une régression multidimensionnelle de ¥ en iV,
oude Yen Nlorsque les estimations de ’échantillon sont
voisines des valeurs de la population. Heuristiquement, en
termes de superpopulation, si E; (y;x) = ug Ny, comme
dans Valliant (1993), et si E; dénote une espérance a
I’égard du modele, alors E¢(Y.x) = u, N.,. La pente de
la régression de_ Y., en N, est alors p, et, dans le cas
habituel ol les Y.’ sont indépendants, H est diagonale.
En fait, H = D(y,;), de sorte que le biais conditionnel
selon le plan de I’estimateur de stratification a posteriori
serait nul. Si, par contre, le modele a une ordonnée a I’ori-
gine, c.-a-d. si E;(Y,) = oy + Ny, estimateur de
stratification a posteriori peut avoir un important biais
conditionnel selon le plan. Nous raisonnerons de cette fagon
dans I’étude empirique de la section 3 afin de déterminer
une population pour laquelle )—’ps est conditionnellement
biaisé.

Un raisonnement semblable axé sur le modéle peut étre
appliqué aux estimateurs de Horvitz-Thompson et par
quotient, afin de déterminer des populations pour lesquelles
les biais conditionnels selon le plan seront vraisemblable-
ment faibles pour de grands échantillons. Supposons,
comme ci-dessus, que les Y., soient indépendants. Si
chaque total de strate a posteriori n’est pas relié au nombre
d’unités dans la strate a posteriori, ¢.-a-d. une sityation
particuliére ot E; (Y,) ne dépend pas de N, alors Y7 est
conditionnellement non biaisé selon le plan. SiE;(Y.,) =
uN., ce qui signifie que toutes les unités élémentaires de
la population ont la méme moyenne peu importe la strate
a posteriori, Yy est conditionnellement non biaisé selon
le plan.

2.3 Espérances et variances non conditionnelles des
estimateurs

En P’absence de condition, tous les estimateurs sont
approximativement non biaisés selon le plan, comme il est
indiqué ci-dessous. Les tailles relatives des variances
dépendent des valeursde ¥ 5, ¥y, u et D(u,). La situation
est semblable a celle d’un échantillonnage aléatoire simple
visant une variable d’intérét y et une variable auxiliaire x.
Dans ce cas, la possibilité que ’estimateur par quotient,
7, X /%, ou I'estimateur de régression, y. + b(X — %),
ait une moindre variance selon le plan dépend également
des valeurs de certains paramétres de la population.

1) Estimateur de Horvitz-Thompson:
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2) Estimateur par quotient:

E[Yr] = p + o(m ")

var[ Yol = m ™' [1' [ ) — 2pT2 + w2 Eanll]

+ o(m ™%/,

3) Estimateur de stratification a posteriori:
E[Yps] = u + o(m™)
var[Yps] = m ' [1'[ L1 — 2D(m) T
+ D () L2 D (w)]1] + o(m =),

4) Estimateur de régression linéaire:

L’espérance et la variance non conditionnelles sont les
mémes que ’espérance et la variance conditionnelles.

3. RESULTATS DES SIMULATIONS

La théorie élaborée dans les sections précédentes a été
vérifiée dans le cadre d’un ensemble d’études de simulation
fondées sur trois populations distinctes. Les tailles des
populations et les paramétres de base du plan de sondage
des trois études sont présentés au tableau 1. La premiere
population est formée d’un sous-ensemble des personnes
incluses dans I’échantillon du premier trimestre de la National
Health Interview Survey (NHIS) de 1985, tandis que la
deuxieme population est constituée d’un sous-ensemble de
personnes incluses dans I’échantillon de septembre 1988
de la Current Population Survey (CPS). La NHIS et la CPS
sont deux enquétes par sondage menées par le gouvernement
des Etats-Unis. La variable d’intérét pour la population
de la NHIS est le nombre de jours d’activité restreinte au
cours des deux semaines ayant précédé I’interview, tandis
que la variable d’intérét pour la population de la CPS est
le salaire hebdomadaire par personne.

Tableau 1

Tailles des populations et parameétres de base du plan
de sondage pour trois études de simulation

Taille de Nombre Nombre d’UPD
Population  la population d’UPD dans I’échantillon
N M m
HIS 2,934 1,100 115
CPS 10,841 2,826 200
Artificielle 22,001 2,000 200

Des strates a posteriori, parmi les populations de la
NHIS et de la CPS, ont été formées d’apres des caracté-
ristiques démographiques (comme c’est généralement le
cas dans les enquétes auprés des ménages), de facon a créer
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des sous-groupes de la population qui étaient homogenes
a égard de la variable d’intérét. Pour la population de
la NHIS, les variables age et sexe ont servi a définir 4 strates
a posteriori, et pour la population de 1a CPS, les variables
Age, race et sexe ont servi & définir 8 strates a posteriori.
La troisiéme population est artificielle; elle a été créée
dans ’intention d’introduire un biais conditionnel impor-
tant dans 1’estimateur de stratification a posteriori de la
moyenne. Comme il a été indiqué a la section 2.2, Yps
sera conditionnellement biaisé si les totaux des strates
a posteriori d’UPD pour la variable d’intérét, la condition
donnée étant le nombre d’unités dans chaque UPD/strate
a posteriori, se conforment a un modele ayant une
ordonnée a I’origine non nulle. Avec ce résultat en téte,
nous avons généré la population de telle facon que

E(Virx| Nix) = ap +8Ni + YN, 4)

ot N;;, est le nombre d’unités dans la k-ieme strate a pos-
teriori pour la i-iéme UPD et o, f et y sont des constantes.
Plus précisément, cing strates a posteriori ont été utilisées,
avec oy = 100k (k=1,...,5),8 = 10ety = —.05.
En tout, deux mille UPD ont été générées, et le nombre
total d’unités dans la i-itme UPD, disons N;., était une
variable aléatoire de Poisson de moyenne 10. Ensuite,
pour N,., donné, les nombres d’unités dans les cing strates
a posteriori (c.-a-d. Ny, Np, ..., N;5) pour la i-ieme
UPD ont été déterminés a P’aide d’une distribution multi-
nomiale de parametres NV, et p, = 20pour k = 1,2, ... 5.

Pour les UPD oul N, =1, la valeur de la variable
d’intérét pour la j-iéme unité de la k-iéme strate a poste-
riori dans la i-iéme UPD était une réalisation de la variable
aléatoire

Vijk = ax/Nig + B + ¥Nig + € + €air + €3Ni

(j =1, ..., Ny; Nig = 1),

Ol €}, €2;% €t €34 sont trois variables aléatoires chi carrée
(2 6 degrés de liberté) réduites indépendantes. Il découle
de cette structure que E (y;, | N;;) est donnée par (4). De
plus, les valeurs de la variable d’intérét pour les unités
faisant partie d’une UPD sont corrélées, et la corrélation
varie selon que les unités appartiennent ou non a la méme
strate a posteriori. Ce méme algorithme a été utilisé pour
chacune des 100 strates du plan. Vingt UPD ont été générées
dans chaque strate du plan, ce qui a donné un total de
2,000 UPD.

Un plan stratifié & un seul degré a été utilisé pour la
population de la NHIS, et les ‘““‘ménages’ ont été pris
comme UPD. Dix strates du plan ont été utilisées et I’on
a prélevé dans chaque strate, sans remplacement, un
échantillon aléatoire simple d’environ 10% des ménages.
Chaque échantillon comprenait 115 ménages et chaque
ménage de I’échantillon était entierement recensé. Un total
de 5,000 échantillons de ce genre ont été prélevés pour les
besoins de I’étude de simulation.
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Figure 1. Simulation pour la HIS, m =115
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Figure 2. Simulation pour la CPS, m = 200
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Figure 3. Simulation pour la population artificielle, m = 200

Tant pour la population de la CPS que pour la popu-
lation artificielle, un plan d’échantillonnage stratifié & deux
degrés a été utilisé. Dans le cas de la population de la CPS,
des segments géographiques, employés dans I’enquéte ori-
ginale et composés d’environ quatre ménages voisins, ont
été utilisés comme UPD, tandis que les personnes étaient
les unités du deuxieme degré. Dans les deux populations,
100 strates du plan ont été créées, chaque strate ayant
environ le méme nombre d’UPD, et un échantillon de
m = 2 UPD a été prélevé avec probabilité proportionnelle
a la taille dans chaque strate au moyen de la méthode
d’échantillonnage systématique décrite par Hansen, Hurwitz
et Madow (1953, p. 343). Ainsi, 200 UPD ont été sélec-
tionnées pour les deux populations. La sélection du
deuxiéme degré a également été semblable pour les deux
populations. Dans le cas de la population de la CPS, un
échantillon aléatoire simple de 4 personnes a été prélevé
sans remplacement dans chaque UPD de I’échantillon
pour laquelle N;. > 4, et toutes les personnes ont été
sélectionnées dans chaque UPD de ’échantillon pour
laquelle N;. = 4. Dans le cas de la population artificielle,
la taille de ’échantillon & I’intérieur des UPD a été fixée
4 15 au lieu de 4, ce qui a entrainé le recensement complet
de la plupart des UPD de I’échantillon. Un total de 5,000
échantillons ont été prélevés dans chacune des populations
pour les besoins de 1’étude de simulation. A A

_ Pour chaque échantillon, nous avons calculé Yur, Yz,
Yps et deux versions de Y; ;. Pour la premiére version de

3 3
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Pestimateur de régression, dénotée ¥;g(emp) dans les
tableaux, H a été estimée séparément a partir de chaque
échantillon, comme cela s’imposerait en pratique. Chaque
composante de Y1, et de ¥, a été évaluée au moyen de
I’estimateur de covariance de la grappe extréme, dans une
forme convenant au plan, selon la définition de Hansen
et coll. (1953, p. 419). La deuxiéme version, dénotee
Y; p(théor), utilisait la méme valeur de H dans chaque
¢échantillon, laquelle était une estimation davantage voisine
de la valeur théorique de la matrice H. Dans le cas de la
population de la CPS et de la population artificielle, la
matrice H théorique a été estimée d’apres les covariances
empiriques obtenues 4 partir de traitements de simulation
distincts de 5,000 échantillons. Dans le cas de la popula-
tion de la NHIS, le plan était suffisamment simple pour
permettre le calcul théorique direct de H. Quand I’échan-
tillon d’UPD devient grand, la performance de Y, p(emp)
devrait s’approcher de celle de Y, r(théor). La performance
de Y, g(théor) est, par conséquent, représentative du
mieux qu’on puisse espérer de la version empirique de
PPestimateur de régression pour une taille d’échantillon
donnée.

Le Tableau 2 présente les résultats de I’analyse non
conditionnelle pour I’ensemble des 5,000 échantillons de
chaque population. Les erreurs quadratiques moyennes
(rmse) empiriques ont été calculées selon I’expression
rmse(Y) =[Y3_,(¥, — 7)%/81%, ou § = 5,000 et ¥,
est I’une des estimations de la moyenne de la population,
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venant de I’échantillon s. Dans le cas de la population de
la CPS et de la population artificielle, les résultats donnés
par Pestimateur de Horvitz-Thompson et ’estimateur par
quotient étaient presque identiques, de sorte que nous pré-
sentons seulement les premiers. Sur I’ensemble des échan-
tillons, le biais de chacun des estimateurs était négligeable.
Comme la théorie le laissait prévoir, ¥, z(théor) était le
plus précis des choix en présence, bien que le gain le plus
élevé comparativement a Ypg n’ait été que de 4.7%, pour
la population artificielle. La nécessité d’estimer H désta-
bilise ’estimateur de régression, comme le montrent les
résultats relatifs a Yug(emp). Pour les populations de la
NHIS et de la CPS, Y, z(emp) a une erreur quadratique
moyenne supérieure a la fois a celle de ¥, z(théor) et a
celle de Ypg. La perte la plus prononcée concerne la popu-
lation de la NHIS, ou I’erreur quadratique moyenne de
}_’LRgemp) est d’environ 15% supérieure aussi bien a celle
de Y, p(théor) qu’a celle de Ypg. Ce résultat était prévisible
en raison de la taille plus faible des échantillons d’UPD
de la population de la NHIS, et donc de la moins grande
stabilité de I’estimation de H pour cette population.

Tableau 2

Résultats des simulations pour trois populations.
5,000 échantillons ont été prélevés dans chaque population

i Biais - rmse( V)
Estimateur rel. Y rmse(Y) 100*| ———— —
(%) rmse( Y pg)
Population de la HIS
Yur 12 141 .05
Yz 10 141 02
Yps A1 141 0
Y, r(emp) 19 162 14.71
¥, r(théor) .08 .140 ~.96
Population de la CPS
Yur - .01 10.25 15.8
Yps 0 8.85 0
Y, r(emp) -.03 9.11 3.0
Y, p(théor)  —.01 8.79 -6
Population artificielle
Yur .02 2.30 ~2.93
Yps 12 2.37 0
¥, r(emp) .04 2.31 —2.41
¥, r(théor) 02 2.26 —4.70

Les figures 1 4 3 présentent les résultats des simulations
de I’analyse conditionnelle. Les 5,000 échantillons ont
été triés selon les facteurs de biais théoriques présentés a

la section 2.2. Le tria été fait séparément pour chacun des
estimateurs de la moyenne de la population. Dans le cas
des deux estimateurs de régression, qui sont théoriquement
non biaisés pour de grands échantillons, le facteur de biais
pour Ypg a servi de base de tri. Les échantillons triés ont
alors été répartis en 25 groupes de 200 échantillons chacun,
et les biais et les erreurs quadratiques moyennes empiri-
ques ont été calculés pour chaque groupe. On a ensuite
tracé, comme le montrent les figures, le graphique des
résultats des groupes par rapport aux facteurs de biais
théoriques. Les ensembles de points supérieurs de chaque
figure sont les erreurs quadratiques moyennes empiriques
des groupes, tandis que les ensembles inférieurs sont les
biais empiriques. Les deux estimateurs de régression sont,
comme prévu, conditionnellement non biaisés. Les autres
estimateurs, toutefois, affichent des biais conditionnels
importants, lesquels, dans les ensembles d’échantillons les
plus extrémes, constituent une part importante des erreurs
quadratiques moyennes. Pour la population de la CPS,
I’intervalle des facteurs de biais pour Y+ est tellement
plus vaste ( — 10 a 10) que celui des autres estimateurs que
nous avons omis Y;HT dans le graphique a des fins de
clarté. Dans le voisinage du point d’équilibre, N = N,
tous les estimateurs ont une performance a peu prés iden-
tique, mais en raison d’un manque de données au stade
de la préparation du plan, nous ne pouvons agir sur la
mesure dans laquelle un échantillon peut étre proche du
point d’équilibre. Le choix le plus siir pour le contrdle du
biais conditionnel est don¢ Y, z(emp). Ce résultat est sem-
blable a celui de Valliant (1990), qui a fait observer que
dans 1’échantillonnage stratifié¢ a un seul degré, qu’il soit
aléatoire ou systématique, ’estimateur de régression
linéaire distinct est un bon choix pour le contréle du biais,
lorsqu’est donnée la moyenne de I’échantillon d’une
variable auxiliaire.

4. BASES DEFECTUEUSES

Les biais conditionnels examinés dans les sections pré-
cédentes étaient de nature technique et mathématique. Un
probléme pratique important, présent dans de nombreuses
enquétes et pouvant aussi étre source de biais, est causé
par la piétre couverture de la population cible. Nous nous
penchons sur ce probléme dans la présente section.

4.1 Le probleme fondamental des bases défectueuses

Dans la plupart des applications réelles, les unités élé-
mentaires de la population ne sont pas toutes incluses dans
la base de sondage. Il n’est pas rare que dans les enquétes
aupres des ménages, certains sous-groupes démographiques,
notamment les minorités, soient couverts de fagcon incom-
plete par la base de sondage. Bailar (1989), par exemple,
signale qu’en 1985, I’estimation tirée de ’échantillon de
la CPS du nombre total de Noirs de sexe masculin agés de
22 4 24 ans ne correspondait qu’a 73% d’une estimation
indépendante de la population totale de ce groupe. Les
proportions correspondantes pour les Noirs de sexe masculin
des groupes d’4ge 25-29 et 60-61 étaient de 80% et de 76%.
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Pour exprimer ce genre de probléeme de couverture en
termes formels, supposons que N., désigne maintenant le
nombre d’unités élémentaires de la base de sondage et que
N., soit le nombre rée/ d’unités de la population dans la
k-ieme strate a posteriori. Dans Pexposé qui suit, les
termes surmontés d’un point sont des valeurs pour la
population, tandis que les termes non surmontés d’un
point sont des valeurs pour la base de sondage. Si Y., est
la somme des valeurs y sur I’ensemble des unités de la
population de la k-iéme strate a posteriori, il s’ensuit que
la moyenne vraie de la population est donnée par:

De toute évidence, les quatre estimateurs de la moyenne
présentés a la section 2 sont tous biaisés (tant condition-
nellement que non conditionnellement) pour f, le terme
de biais additionnel étant donné par 4 — j pour chacun
des estimateurs. Il est & remarquer que ce terme de biais
est o(1), de sorte qu’il dominera les autres termes de biais
indiqués a la section 2.2 4 mesure qu’augmentera le
nombre d’UPD. Autre probléme encore plus fonda-
mental: dans la plupart des cas, les valeurs individuelles
N.; de la base sont inconnues, de sorte que I’estimateur
par quotient est le seul qui soit bien défini. Par exemple,
I’estimateur de Horvitz-Thompson de la moyenne, selon
la définition de la section 2, exige la connaissance de N. _,
soit le nombre total d’unités dans la base, mais N.. peut
étre inconnu. En revanche, les N., (ou au moins les
proportions ¢,) peuvent étre connus grice a des sources
indépendantes et donc &tre disponibles pour la construction
de I’estimateur. Dans les enquétes aupres des ménages, par
exemple, les N, peuvent étre tirés de projections intercen-
sitaires des tailles de population.

Avant de tenter de construire des estimateurs non
biaisés pour i, il importe de noter que

K
po—p= E (b — 1) (px — i)

k=1

K K
+ Y (6 = S + Y Selme — fud-
k=1

k=1

Par conséquent, si nous supposons que pour chaque strate
a posteriori la moyenne des unités de la base est égale a
la moyenne vraie de la population (c.-a-d. py = ji pour
chaque k), le terme de biais se réduit a:

K K
po—in= Y (S — ddme = Y (G — b

k=1 k=1
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Il s’agit d’une hypothése trés contraignante (et aussi trés
“‘commode’’); toutefois, il est pratiquement impossible de
s’attaquer au probleéme des bases de sondage défectueuses
sans recourir a une telle hypothese.

4.2 Estimateurs de remplacement

La stratégie de base consiste a élaborer un estimateur
pour le biais de la base défectueuse, p — j, puis & sous-
traire cet estimateur des estimateurs étudiés plus tot. Deux
cas doivent &tre examinés:

Cas 1. Les parametres de la base {¢;, 1 = k = K}
sont inconnus, et

A
k‘
A
=

Cas 2. Les parametres de la base {¢y, 1
sont connus.

Cas 1. Dans une telle situation, seul I’estimateur par
quotient est bien défini et le seul candidat évident & titre
d’estimateur du biais est

K 5 5 K ~
~ N.k . Yk 2 .Yk
Bi=Y (F-d)F == ) b =
1 ( - %)[O R quk

N.‘ s k=1

Selon la stratégie énoncée ci-dessus, ’estimateur résultant
pour i est:
X .
-y A ~ . Y.k
Y1=YR—31=E¢/(T-
k= Pik

11 s’agit de I’estimateur *‘de stratification a posteriori”’
qu’on trouve habituellement en pratique. On peut vérifier
immédiatement les propriétés suivantes de Y;:

E[Y,| Nl = i + [p'P(N — M)] + o(m™")

ro_ d‘ll ¢E_2 ﬂ(
D |:¢15¢2; '--,d)K:I

var[ ¥, | N] = m~'[p'¥,p] + o(m~C/?)

ou

E[Y] = i + o(m™ 1)

var[ Y] = m~'(p' [ L1 — 2D(me) T

+ D) TP () 1p] + o(m~ G2y,

La tentative de compenser pour le biais de la base
défectueuse porte fruit, en ce sens que Y; est non biaisé,
de facon non conditionnelle, pour ;. Toutefois, le biais
conditionnel est toujours présent.
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Cas 2. Dans cette situation, on peut vérifier que I’estimateur

R 2 N
B, =(1 —P)’I:Y_ 21222_21(’\7— - Mz)] ,

est, de fagon approximative, conditionnellement non biaisé
pour p — [ et que, comme Y g est conditionnellement
non biaisé pour u, il s’ensuit directement que I’estimateur

» =Yg — B, =I"|:I:’—21222_21(1‘\7ﬁ - Mz)]

est approximativement non biaisé, de facon tant condition-
nelle que non conditionnelle, pour . On peut également
vérifier que:

(3
D

var[Y,| N1 = var[T5] = m~'[p’¥,p].

Outre les problémes de ’estimateur de régression linéaire
mentionnés plus haut, notons que cet estimateur, en général,
n’est méme pas bien défini, car les situations ot les para-
métres de la base {¢;, ] = k& <K} sont connus quand la
base est défectueuse sont rares, voire inexistantes.

5. CONCLUSION

La présente étude a généralisé les techniques asympto-
tiques suggérées par Robinson (1987) pour étudier le pro-
bléme de la stratification a posteriori selon une approche
d’inférence conditionnelle, fondée sur le plan. Un article
important sur ’étude conditionnelle de la stratification
a posteriori a été publié par Holt et Smith (1979); dans cet
article, I'une des hypothéses de base était que Ypg est
conditionnellement non biaisé. Ce sera vrai (du moins
asymptotiquement) seulement si 1" (H — D(u,)) = 0';
par conséquent, de facon générale, cette hypothese est
fausse. En fait, I’échantillonnage aléatoire simple d’unités
élémentaires pourrait étre I’un des rares cas o, en situa-
tion réelle, cette hypothese de base est vérifiée.

Selon notre analyse conditionnelle, I’estimateur de
régression linéaire est le meilleur choix parmi les quatre
étudiés. C’est le seul qui soit conditionnellement non
biais¢. L’estimateur de stratification a posteriori n’est pas
meilleur (ni pire) que I’estimateur de Horvitz-Thompson
ou P’estimateur par quotient; tous ont des termes de biais
conditionnel d’ordre m ~**). Tous les estimateurs ont la
méme variance conditionnelle jusqu’aux termes d’ordre
m~!; en outre, la variance conditionnelle ne dépend pas
de N, le vecteur des proportions estimées dans les strates
a posteriori. Par conséquent, du fait qu’il est condition-
nellement non biaisé, I’estimateur de régression présente
la plus faible erreur quadratique moyenne conditionnelle.

Les estimateurs de Horvitz-Thompson, par quotient et
de stratification a posteriori sont non biaisés de facon non
conditionnelle. Bien que cela soit quelque peu illogique,
on pourrait tenter de défendre ces estimateurs en comparant

leurs propriétés non conditionnelles aux propriétés condi-
tionnelles de I’estimateur de régression linéaire. Mais méme
dans cette perspective mixte, I’estimateur Y; p(théor) est
nettement supérieur aux autres. Non seulement il est
conditionnellement non biaisé, mais la variance condition-
nelle de I’estimateur de régression linéaire ne peut étre
supérieure a la variance non conditionnelle de n’importe
quel des autres estimateurs. Pour les grands échantillons
d’UPD, la version empirique de I’estimateur de régression
héritera de ces propriétés intéressantes de Y, g(théor) et
affichera elle aussi une bonne performance.

Le probléme posé par une base de sondage défectueuse
ameéne des complications qui n’existeraient pas autrement.
Chacun des estimateurs de la moyenne étudiés ici est biaisé,
tant de facon conditionnelle que de facon non condition-
nelle. Des rajustements tenant compte de ce biais ne sont
possibles qu’en vertu de I’hypothése contraignante selon
laquelle la moyenne des unités de chaque strate a posteriori
est la méme pour toutes les unités de la population, que
celles-ci soient incluses dans la base ou qu’elles en soient
exclues.

La question de I’estimation de la variance est un aspect
que nous n’avons pas examiné. Un estimateur de la
variance fondé sur le plan pour ’estimateur de régression
peut étre obtenu a Paide des méthodes de Sirndal,
Swensson et Wretman (1989).
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