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Echantillonnage dans des bases imparfaites contenant
un nombre inconnu d’enregistrements répétés

SHIBDAS BANDYOPADHYAY et A.K. ADHIKARI!

RESUME

Dans cette étude, nous nous intéressons a des bases de sondage imparfaites desquelles on n’a retiré aucune unité
de population mais dans lesquelles un nombre indéterminé d’unités peuvent avoir été ajoutées un nombre indéter-
miné de fois sous des identités différentes. Lorsqu’on ne pose pas I’hypothése de 1’existence d’information supplé-
mentaire concernant des unités de la base imparfaite, il est établi qu’en ce qui a trait a I’estimation d’un ratio ou
d’une moyenne de population, I'erreur quadratique moyenne des estimateurs fondés sur la base imparfaite est infé-
rieure a celle des estimateurs fondés sur la base parfaite pour 1’échantillonnage aléatoire simple, lorsque les fractions
de sondage des deux bases sont les mémes. Cependant, cette relation n’est pas toujours vraie en ce qui concerne
I’estimation d’un total de population. Il peut aussi arriver que I’estimateur d’un ratio, d’une moyenne ou d’un total
ait une erreur quadratique moyenne moins élevée méme si la fraction de sondage est plus faible dans la base impar-

faite que celle utiliser dans la base parfaite.

MOTS CLES: Base de sondage imparfaite; efficience.

1. INTRODUCTION

L’absence de bases de sondage complétes est un probleme
fréquent dans la planification d’enquétes. L’Institut inter-
national de statistique a reconnu Pimportance de s’intéresser
au probléme de I’échantillonnage dans des bases imparfaites
et a, de fait, inscrit cette question au programme de sa
348me gescion, tenue a Ottawa (Canada). A cette occasion,
Hansen et coll. (1963) et Szameitat et Schaffer (1963)
avaient présenté des communications. Nous renvoyons
aussi le lecteur aux ouvrages de Singh (1977, 1983). Wright
et Tsao (1983) ont rédigé une bibliographie sur les bases
de sondage afin de mettre en lumiére les problemes qui
se posent lorsqu’on fait des sondages a ’aide de bases
imparfaites.

Ces dernieres années, ’Indian Statistical Institute a
réalisé deux enquétes indépendantes pour évaluer I’effet
de programmes gouvernementaux sur la condition éco-
nomique de la communauté de pécheurs du Bengale-
Occidental, en Inde. Dans la premiére enquéte (1988), les
ménages étaient choisis & méme les listes de membres des
sociétés coopératives de pécheurs (SCP). Dans la seconde
enquéte, plus récente, on s’est servi de la liste des pécheurs
qui recevaient de ’aide de la Fish Farmer’s Development
Agency (FFDA). On savait que les membres des SCP ou
les bénéficiaires de la FFDA n’appartenaient pas tous a
des ménages différents, mais il n’était pas possible de
déterminer quels membres ou quels bénéficiaires appar-
tenaient au méme ménage sans communiquer avec les
ménages. Par conséquent, lorsqu’on s’est servi des listes
de membres des SCP ou des listes de bénéficiaires de la
FFDA pour le choix des ménages, les bases de sondage
contenaient un nombre inconnu de doubles enregistrements.
Comme les données sur le ménage étaient recueillies au
moyen d’une interview sur place, on pouvait détecter les

doubles enregistrements uniquement parmi les ménages
échantillonnés. On a divisé les valeurs des variables
observées pour les ménages de I’échantillon par le nombre
correspondant d’enregistrements répétés présents dans la
base de sondage tandis qu’on a conservé dans I’échantillon,
sous leurs diverses identités, les ménages qui se répétaient.

L’exemple de bases imparfaites que nous étudions ici
est un cas particulier de Rao (1968). Un des arbitres a
souligné que la situation que nous décrivons dans cet article
existe 4 Statistique Canada pour certaines bases utilisées
dans les enquétes-entreprises.

Le genre de bases imparfaites que nous étudions ici
sont celles desquelles on n’a retiré aucune unité de popula-
tion mais dans lesquelles un nombre indéterminé d’unités
peuvent avoir été ajoutées un nombre indéterminé de
fois sous des identités différentes. On suppose qu’il est
possible d’évaluer, a 1’étape de la collecte des données,
le nombre d’enregistrements répétés présents dans la
base de sondage pour chaque unité échantillonnée.
On n’exclut pas la possibilité de tirer plusieurs enregis-
trements de la méme unité de population. On ne suppose
pas I’existence d’information supplémentaire concernant
les unités de la base imparfaite et on s’en tient uniquement
aux plans d’échantillonnage aléatoire simple sans remise
(EASSR).

Comme les bases imparfaites que nous étudierons ici
ne nous permettront pas de connaitre le nombre total
d’unités de population, I’estimation de la moyenne et
I’estimation du total pour un caractére de la population
ne posent pas les mémes problemes.

La question fondamentale 4 laquelle nous allons tenter
de répondre dans cet article est la suivante. Quelle est la
meilleure voie a suivre: mettre & jour la base de sondage
imparfaite et tirer un échantillon, ou utiliser la base impar-
faite telle quelle?
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Dans les deux enquétes sur les ménages de pécheurs, on
pensait que la plupart des variables économiques étudiées
étaient étroitement liées au nombre de membres de SCP
ou de bénéficiaires de la FFDA au sein d’un ménage, en
ce sens que la variabilité de ces caractéristiques par
membre de SCP ou par bénéficiaire de la FFDA était infé-
rieure a la variabilité des mémes caractéristiques par
ménage. On estimait donc que 'utilisation d’une base
imparfaite était acceptable dans ces conditions.

Nous verrons que dans des cas comme ci-dessus, ’esti-
mateur d’un ratio, d’une moyenne ou d’un total peut avoir
une erreur quadratique moyenne moins élevée méme si la
fraction de sondage est plus faible dans la base imparfaite
que celle utiliser dans la base parfaite.

Méme si la variabilité n’a pas de rapport avec le nombre
d’enregistrements répétés, nous verrons que pour !’esti-
mation d’un ratio ou d’une moyenne, la base imparfaite
doit étre préférée a la base parfaite, du point de vue de
I’EQM, lorsque les fractions de sondage des deux bases
sont les mémes.

2. NOTATION ET RELATIONS

Considérons une population finie constituée de NV unités
Uy, Uy, ..., Uy. Désignons par Ut, U3, ..., Ui les
unités listées dans une base imparfaite. Pour k = 1,
2,..., r, désignons par A; une sous-population des N
unités formée de N, unités distinctes. Chacune des unités
de A, est listée exactement k fois dans la base imparfaite
sous des identités différentes. Supposons que

a) chaque U; appartient & une sous-population 4, pour
une valeur & quelconque (c’est-a-dire que chaque U;
est incluse dans la base imparfaite au moins une fois)
et que

b

—

si U est échantillonnée a I’aide de la base imparfaite,
il sera possible de déterminer, a I’étape de la collecte
de données, I'unité U; correspondante et la valeur de
k (c.-a-d. le nombre de fois que U, figure dans la base
incompléte sous différentes identités, 1’une d’elles
correspondant a I’unité échantillonnée U}) pour
laquelle U; appartient a Aj,.

Les relations suivantes sont valides:
N1+N2+ +Nr:N,
N; + 2N, + ...

our, Ni, Ny, ..., N, et N sont tous inconnus, seul M
étant connu M = N; M peut s’écrire, pour une valeur «
inconnue,

M=N(+a), a=0. @.1)

Désignons les valeurs X et Y pour "unité U, par X et
Y; respectivement, (i = 1, 2, ..., N). Puisque chaque
Ur, ( =1,2, ..., M), peut étre identifiée & une U,
pour un / quelconque, (i = 1, 2, ..., N) et puisque
U, appartient & A, pour une valeur £ quelconque,
(k =1,2, ..., r),définissons les valeurs X, Y et C pour
Punité U} par les équations suivantes:

Xp = Xk, Y; =Yk, CF = 1/k.

En raison des hypothéses a) et b), les valeurs X*, Y* et
C* sont observables pour les unités échantillonnées qui
proviennent de la base imparfaite.

Les identités suivantes mettent en relation les parameétres
tirées de la base imparfaite et celles tirées de la base parfaite:

M N
Yt = MP* = Y, = NY;
J

j=1 i=1

J

E (Y — ¥*)? = No3 — S(2, Y)
+ (NY)2(1/N — 1/M),
ou

N
Noy = Y (Z - Z)
i=1

et

Sz =Y (- l/k){ Y Zi"}; 2.2)
k=2 -

iUjedy

M
Y, (G = C*)? =N = N/M) - 50, Y);

j=

M
2 (Yy — Y*)(Cr — C)
j=1

= NY(l — N/M) — S(1, Y).

Pour I’unité U;, posons

D;=Y, - YW, =Y -RX, ou R=TV/X
2.3)

Comme on ne suppose pas ’existence d’information sup-
plémentaire sur les unités, les comparaisons se feront en
fonction d’un EASSR. Soit m la taille de I’échantillon tiré
de la base imparfaite et n, I’effectif correspondant s’il s’agis-
sait d’une base parfaite. Définissons I’efficience d’une base
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parfaite par rapport 4 une base imparfaite, pour n’importe
quel estimateur, par I’expression

EQM d’aprés un échantillon de taille m
provenant de la base imparfaite

p= EQM d’aprés un échantillon de taille n
qui proviendrait d’une base parfaite

(2.4)

Posons aussi f comme la fraction de sondage commune
lorsque les fractions de sondage sont les mémes, c.-a-d.,

n=fN, m=jfM=n(l + a). (2.5

3. RESULTATS

Avant de répondre 4 la question fondamentale que nous
nous sommes posée dans la section 1, a savoir s’il faut
échantillonner a partir d’une base parfaite ou d’une base
imparfaite, nous allons considérer brievement les deux
options dans une perspective de cotits. Si on prévoit que
la mise & jour de la base imparfaite cofitera plus cher
que la collecte de données qui devra se faire aupres des
(m — n) unités additionnelles, il est plus avantageux
d’utiliser la base imparfaite avec un échantillon plus grand
que de mettre & jour cette base; il en est ainsi lorsque

by (m=ny _ 3.1
bo \ N

ol b, est le cofit unitaire de la collecte de données et by,
le cofit unitaire de la mise a jour. Notons qu’il faut visiter
effectivement NV unités pour mettre & jour la base incom-
plete puisque les (M — N) autres unités sont des répéti-
tions et qu’elles peuvent étre identifiées grace a I’hypothese
b). Notons aussi que méme dans le cas d’un EASSR issu
de la base imparfaite, le nombre supplémentaire d’unités
a visiter est tout au plus de (m — n) puisque I’échantillon
peut compter plusieurs répétitions de la méme unité sous
des identités différentes. Ces observations conduisent a
I’inégalité (3.1), ce qui confirme la préférence pour une
base imparfaite.

Commte nous ’avons mentionné dans la section 1, la
base imparfaite ne permettra pas de connaitre le nombre
total d’unités de population, N. L’estimation d’une
moyenne et ’estimation d’un total sont donc des problemes
différents; le probleme de I’estimation de la moyenne est
essentiellement le probléme de I’estimation du ratio, mais
quant a ’estimation du total, il est possible d’estimer direc-
tement et sans biais un total & partir d’un EASSR de taille
m tiré de la base imparfaite. Par conséquent, il est conve-
nable d’estimer un ratio de population (procédé analogue
4 Pestimation pour domaine), et de considérer I’estima-
tion de moyenne comme un cas particulier de ’estimation
de ratio, puis d’envisager séparément 1’estimation d’un
total.
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3.1 Estimation d’un ratio

Pour Pestimation du ratio R = (Y/X), I'estimateur
habituel est

R = y*/x*,

ou les lettres minuscules représentent les quantités corres-
pondantes pour un échantillon; y* est la moyenne des
valeurs Y* établie d’aprés un échantillon de taille m issu
de la base imparfaite, efc.; y* et X* sont des estimateurs
non biaisés de (NY/M) et de (NX/M) respectivement.
En utilisant la méthode delta, on peut définir une formule
approximative pour ’EQM de R, E(R — R)?, & savoir

M —m
m(X*)2(M — )M

M
Yy W 3.2)
i=1

utilisant les relations de la section 2, on peut réécrire (3.2)

sous la forme

MM — m)
m(NX)>(M — 1)

EQM(R) = {Nojy — S(2,W)},

ou les valeurs W sont définies en (2.3) et les valeurs W*
calculées de la méme maniére. Une conséquence de (2.2)
estque S(2,W) = 0, ce qui nous permet d’écrire, d’apres
(3.2),

S(2,W) -

0=1 — = 1. 3.3
NUZW 3-3)

Maintenant d’aprés ’équation (2.4), nous pouvons
exprimer D’efficience p par la formule

AMM = m)(N=1) (52 W)
mN(N — n)(M — 1) No%, )’

(3.4)

Lorsque les fractions de sondage sont égales, p peut &tre
exprimée comme suit:

_ (1 + a)(N — 1) L _sew
PT 0+ a)(N—-1) + a NoZy §°

3.5)

On peut donc affirmer, si I’on s’appuie sur (3.3), que
o, telle qu’elle est définie en (3.5), satisfait I’inégalité

0=<p=l (3.6)

et que, par conséquent, il est avantageux d’utiliser une base
imparfaite pour estimer un ratio.

Il convient de souligner que S(2,W) est non décrois-
sant en « et que pour une valeur « fixe, S(2, W) a une
valeur plus élevée lorsque les unités qui ont des valeurs W
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relativement plus élevées se répétent dans la base imparfaite.
Comme o3 est fixe pour un ensemble donné de N valeurs
W, il peut y avoir des cas ou p, tel qu’il est défini en (3.4),
est plus petit que 1 (de fait, S(2,W) est égal a No?,
lorsque les valeurs W sont toutes égales a 0) et par consé-
quent, il y aura des cas ou I’échantillonnage a partir d’une
base imparfaite sera préférable 4 I’échantillonnage & partir
d’une base compléte, méme si la fraction de sondage est
moindre dans la premiére situation.

3.2 Estimation d’une moyenne

Comme nous ’avons vu dans la section 3.1, y* est un
estimateur non biaisé de (NY) /M, ou M est connu mais
N, inconnu. Il est donc nécessaire d’estimer N pour obtenir
un estimateur de ¥. Notons que ¢* est un estimateur non
biaisé de (N/M) et que, par conséquent,

Y = p*/c*

est un estimateur naturel de ¥ du type ‘‘estimateur par
quotient’’. Si on remplace ¥*, défini dans la section 3.1,
par ¢*, ’EQM de Y est rendue par ’expression

MM — m)

m {Noj — S(2, D)},

EQM(Y) =

ou les valeurs D sont définies en (2.3). Si on remplace W,
dans la section 3.1, par D, on peut conclure que (3.6) se
vérifie et qu’il est plus avantageux d’utiliser une base
imparfaite lorsque (2.5) est vraie.

3.3 Estimation d’un total

Si on veut estimer un total, par exemple NY, en fonc-
tion d’un EASSR de taille # tiré d’une base imparfaite,
on utilise habituellement P’estimateur

(NY) = My~
qui est non biaisé pour NY et dont la variance est définie
EQM(My*) = Var(My*)

_M(M—m)
C omM - 1)

_ 1 1
{Nazy - 52,Y) + (NY)2<N - M)}

On peut exprimer p par la formule

_ nM(M — m)(N — 1)

mN(N — n)(M — 1)

: S, Y) - (NY)2(1/N — 1/M)
{ No% ’

11 est clair d’apres I’expression de Var (Myp*) que

{S(z,Y) - (NY)2<% - j\l—l)}/zval’y 3.7

est égal ou inférieur a un. Cependant, il peut arriver que
les valeurs « et Y choisies soient telles que ’expression (3.7)
sera négative. Dans un tel cas, 'utilisation d’une base
imparfaite avec une fraction de sondage relativement plus
¢élevée sera inefficiente, méme si (2.5) est vraie. Néan-
moins, si le diagramme de dispersion des valeurs Y* est
plus homogene que celui des valeurs Y, c.-a-d. si

N M
Y (xri-D2=z Y (v -7 (339
=1

i=1

P’expression (3.7) sera toujours non négative. On peut alors
tirer des conclusions semblables a celles énoncées dans la
section 3.1, par exemple, (3.6) se vérifie lorsque (2.5) est
vraie.

4. EXEMPLE

Comme nous I’avons souligné plus haut, les unités
d’échantillonnage qui devaient servir 4 I’enquéte sur les
pécheurs étaient tirées de la liste de pécheurs-bénéficiaires
qui existait a ce moment-la. Puisque cette enquéte était
polyvalente, elle a permis d’observer de nombreuses carac-
téristiques des unités d’échantillonnage qui avaient rap-
port soit au ménage, soit a I’entreprise de péche i laquelle
appartenait I’unité d’échantillonnage. Comme on ne con-
naissait que le nombre de bénéficiaires (M), le nombre
d’entreprises ou de ménages correspondants (NN) étant
inconnu, il n’a pas été possible d’évaluer I’effet de Putili-
sation d’une base imparfaite pour cette enquéte. Cependant,
pour les besoins de cet article, nous allons considérer
comme une population en soi les échantillons qui ont
été tirés dans une région géographique (portion d’un
district administratif du Bengale-Occidental) et nous allons
étudier effet d’un rééchantillonnage dans cette popula-
tion. On dénombre dans cette région 27 bénéficiaires (M)
et 23 entreprises distinctes (/NV); dix-neuf de ces entreprises
ont un propriétaire unique (V;) et les quatre autres sont
des entreprises a propriété conjointe (NV;). Les caractéris-
tiques qui nous intéressent sont le cofit de la régénération
des plans d’eau (Y) et la superficie des plans d’ecau
exploités (X).

Les statistiques sommaires de Y et de X sont les suivantes:

E Y; = 58,815,

R = (2 Y,.> / (E x,.) — 2,517.77,

), X = 23.36,
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S(2,Y) = 212,201,800, S(2,D) = 145,101,018,

S(2,W) = 104,505,327,

230% = 442,702,791, 230% = 13.6503 et

2303, = 394,790,716,

ou W défini en (2.3).

Pour évaluer ’effet d’un échantillonnage dans la liste
des bénéficiaires, qui sont au nombre de 27, nous calcu-
lons des estimations des variables suivantes:

R = frais de régénération a ’acre;
X = superficie moyenne des plans d’eau exploités, par
entreprise (en acres);
NX = superficie totale des plans d’eau exploités par
I’ensemble des 23 entreprises.

Le tableau ci-dessous donne l’efficience (p) pour
diverses valeurs de m et n.

Tableau 1

Efficience de I’échantillonnage dans une base parfaite par
rapport a I’échantillonnage dans une base imparfaite (p)

d’éc}l?riﬁllon Efficience pour les estimateurs de

n m R X NX
2 2 0.8695 0.6453 0.9508
4 4 0.8841 0.6561 0.9668
6 6 0.9022 0.6696 0.9866
8 8 0.9225 0.6866 1.0117
8 9 0.7791 0.5781 0.8519

10 10 0.9551 0.7088 1.0444
10 11 0.8172 0.6065 0.8937
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On constate que dans la plupart des cas, 1’échantillon-
nage & partir d’une base imparfaite est plus efficient.
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