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Echantillonnage double en vue d’une stratification

R.P. TREDER et J. SEDRANSK!

RESUME

L’échantilionnage double est fréquemment utilisé en remplacement de I’échantillonnage aléatoire simple lorsqu’un
échantillonnage stratifié apparait comme avantageux, mais que les unités ne peuvent &tre attribuées a des strates
avant ’échantillonnage. Il est supposé, tout au long de I’article, que I’enquéte a pour but d’estimer la moyenne
d’une population finie. Nous comparons I’échantillonnage aléatoire simple et trois méthodes de répartition pour
’échantillonnage double: (a) répartition proportionnelle, (b) répartition de Rao (Rao 1973a,b) et (c) répartition
optimale. Nous examinons également I’effet, sur le choix des tailles d’échantillon, d’une erreur de détermination

d’un important parametre du plan.

MOTS CLES: Tailles d’échantillon optimales; échantillonnage a deux phases.

1. INTRODUCTION

Supposons que nous voulions estimer la moyenne d’une
population finie stratifiée, mais que les unités ne puissent
étre attribuées aux strates avant I’échantillonnage. Le plus
souvent, le nombre d’unités de chaque strate est alors
inconnu. Tl est courant, dans un tel cas, de recourir a
I’échantillonnage double comme solution de rechange a
I’échantillonnage aléatoire simple. Avec I’échantillonnage
double, un échantillon aléatoire simple de taille n’ est
prélevé dans une population finie de NV unités, échantillon
dont »; unités sont identifiées comme membres de la
strate i, i = 1, , L. L’échantillon de deuxiéme phase
est constitué d’un ensemble de L sous-échantillons aléa-
toires simples indépendants résultant du prélevement, dans
la strate i, de n; unités parmi les »; identifiées a la premiére
phase. Si y; désigne la valeur de Ypour la j-iéme unité de
I’échantillon de deuxiéme phase dans la strate i, la
moyenne pour une population finie, ¥, est estimée par

>

L
=Y Wi
i=1

ou w; = n//n’ et y; = YL y;/n;.

Soient a(n/ ) et o(n;) les ensembles de valeurs pour les
unités des échantillons de premiére et de deuxiéme phase,
respectivement, dans la strate i. Posons également
n’ = (n{, ..., n;)eta(n’) ensemble des valeurs pour
toutes les unités de 1’échantillon dé premiére phase.
Par ailleurs, soit y,- la moyenne des valeurs dans
o(n ), 7/ la moyenne d’échantillon de o(n/), s, =
Ej_l Wy — ¥ )2/(n — 1) la variance d’échantilion de
o(n}), $? = E (Y — ¥)2/(N; — 1) la variance pour
la population de la strate i et $% la variance de populatlon
finie analogue. Nous supposons toujours que 7 est suffi-
samment grand pour que Pr(n; = 0) soit négligeable.
Puisque 1 =< n; < n/,ona

E(Y) = Eyuy(E(Y] a(n’))} =
et
V(Y) = Vo) E( Y] a(n’))

+ Eyy V(Y] a(n’))}

Vu(n’)()_’n’)

1 1
(g (D) e
i=1

C=c'n + ), an, (1.3)

oli ¢’ est le colit d’échantillonnage d’une unité a la premicre
phase et c; est le cofit de la mesure de Y pour une unité de
la strate i. Les tailles des échantillons, c.-a-d. n’ et les n;,
sont choisies en fonction d’un cofit total fixe ou d’un cout
total prévu fixe.

1 R.P. Treder, Statistical Sciences, Inc. Seattle, Washingtor; J. Sedransk, State University of New York at Albany, Albany, New York.



108 Treder et Sedransk: Echantillonnage double en vue d'une stratification

Dans le présent article, nous comparons trois plans
d’échantillonnage double, qui différent selon la fagon dont
les tailles des échantillons, c.-a-d. n’ et les n;, sont choisies.
Nous comparons aussi ces méthodes avec un échantillon
aléatoire simple ayant le méme coiit total fixe.

Les différents plans sont présentés a la section 2, tandis
que les comparaisons font I’objet de la section 3. La
section 4 présente les résultats d’un examen de I’effet, sur
le choix des tailles d’échantillons, d’une erreur de déter-
mination d’un important paramétre du plan.

2. PRESENTATION DES METHODES

2.1 Répartition proportionnelle

Dans la méthode de répartition proportionnelle,
n; = nw; ol n = Yt n;. En utilisant (1.2), on peut
montrer que la variance de Y en vertu d’une répartition
proportionnelle, Vp, est donnée par

1 1 1 1\ &
Vp = (— - —) 2 + <— =) X wst, @
n’ N n n’ P

ou W; = N;/N est la proportion de la population repré-
sentée par les unités de la strate i. En substituant
n; = nw; dans (1.3), on obtient le cofit total prévu

Co=c'n’" + cn, (2.2)

ol ¢ =YL Wi,. Sil’on choisit n’ et n pour que (2.1)
soit minimum a un coft total prévu fixe Cp = C*, on
obtient

C*
n=—— 2.3a
¢/ + Jjc'cG ( )

C’*
n= (2.3b)

c+ Je'c/G’

ouG = 8%/S3, S}, =YL, WS?et S = S — S%.

En utilisant (2.3), on obtient
1
Vp = CT*{(C' -+ /c'cG) 5%
SZ
+ (c + c'c/G) S%V} -5 2.4

2.2 Répartition de Rao

Rao (1973a,b) suggére de poser n; = v;n/ ol
les »; (0 < »; =-1) sont des constantes fixées avant

I’échantillonnage. En utilisant cette répartition dans (1.2),
on peut montrer que la variance de Y en vertu de la
répartition de Rao, V%, est donnée par

11 1 & 1
Ve=(——=)8+— wistH{- —-1}. @5
. (n, N) n’ E (Vi ) ( )

i=1

Le coiit prévu correspondant, Cg, est

L
Cr=c'n +n E c;v;W. (2.6)

i=1

Les »; qui minimisent (2.5) sous la contrainte Cx = C*,
satisfont a la condition suivante

) = Sie’ : @.7)
Seie;

pourvu que le c6té droit de (2.7) ne dépasse pas 1, quel que
soit i. Sinon, un algorithme est nécessaire pour déterminer
les v; optimaux (voir Rao 1973a,b). Puisque Rao mini-
mise la variance inconditionnelle, les v; optimaux ne
dépendent pas des n; . observés. Une fois que les »; sont
déterminés, n’ est obtenu de (2.6). Si I’on suppose que
v) < 1 pour chaque i,

2

1/ L 2 g
Ve = CT*< ,=El WS e + SBJ’(?) TN 2.8)

2.3 Répartition optimale

La répartition optimale des tailles d’échantillon peut
étre obtenue par la minimisation de (1.2) directement. Pour
n’ et n’ fixes, choisissons les n; de fagon a minimiser

L
1 1
y owsi(i - ). 29

i=1

en supposant un cofit restant fixe, C* — c¢’'n’ = L L, ¢n;
et n; < n/. Un algorithme est nécessaire pour déterminer
les n; optimaux, les n; étant donnés; voir Hughes et Rao
(1979) et Treder (1989). On peut trouver la valeur optimale
de n’ en évaluant (1.2) pour une suite de valeurs ‘‘d’essai’’
de n’. Pour chacune de ces valeurs, la valeur prévue de (2.9)
est estimée au moyen d’un échantillonnage de Monte Carlo
de n’ (voir Booth et Sedransk (1969) et Treder (1989)).
Notons que 1’algorithme nécessaire pour trouver les n;
optimaux est immédiat, et que 1I’échantillonnage de Monte
Carlo de n’, pour n’ donné, est simple. Il y a plusieurs
différences entre la répartition optimale et la répartition
de Rao. Dans la premiére, les cofits totaux ne dépasseront
pas C*, tandis que dans la seconde, la répartition garantit
seulement que le budget sera respecté en moyenne. Dans
la seconde, les »; sont fixes dans un échantillonnage
répété, tandis que dans la premiére, la répartition des »;
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dépend dun’ observé. Evidemment, un effort additionnel
(c.-a-d. un échantillonnage de Monte Carlo) est nécessaire
pour trouver la répartition optimale. Contrairement & la
répartition optimale, la méthode de Rao permet la sélection
des fractions de sondage de deuxieme phase avant 1’obser-
vation des n/ (voir (2.7)). Se reporter aux sections 3 et 4
pour une analyse additionnelle.

3. COMPARAISONS

3.1 Répartition proportionelle et répartition de Rao

En supposant que V,Q <1,i=1, ..., L,etenutilisant
(2.4) et (2.8), on peut montrer que

1 S.
VP_VR:CT"(SW_\/E‘)X

{2SBJ7c + C(SW + Se )} (3.1
Je

ou S, =YL, WS, Jc;. Enserappelant que ¢ = ¥ /2, Wic;
et en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
S,, — S./Jc = 0. Ainsi, comme prévu, Vp — Vz = 0.
Si l’on définit S =Y A2, W;S, et S, =Y/ WS Vv;
ouwy; = ¢/ Zf‘=1 Wic;, et si Pon utilise (3.1), on peut
montrer que
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1 S -
Vp — Vg = a{zﬁ?(SWig) +c} X (S%V—SZ)

+ é{z\/ﬁsg +c(S+ Sv)} X (' — S}) .

(3.2)

Le premier terme de (3.2) est la réduction de variance
si tous les cofits d’échantillonnage sont égaux, tandis que
le deuxieme terme de (3.2) est la réduction si toutes les
variances des strates sont égales. Comme prévu, sic; = ¢
et Si = S, Vp = VR'

Nous présentons au tableau 1 les valeurs de R = 100
(Vp — V&) /Vp pour un ensemble d’exemples classiques,
avec ¢; = c. Les différentes colonnes donnent les carac-
téristiques des populations concernées (L, S%,8%,G =
S%V/S%) et C*, ainsi que les valeurs de R correspondant
ac/c’ = 1,2, 5¢et25. Cet ensemble d’exemples représente
une vaste gamme de conditions se prétant & I’échantillonnage
stratifié. Pour une valeur donnée de ¢, intervalle des valeurs
de R indique le large éventail de gains qui peuvent &tre
obtenus. Il ressort clairement du tableau 1 que la répartition
de Rao peut produire d’importantes réductions de variance,
méme si les cofits d’échantillonnage des strates a la deuxieme
phase sont égaux et dans des situations ot la stratification
n’est pas particulierement efficace (comme ’indiquenft les
valeurs élevées de G dans trois exemples). A mesure que
c augmente, R affiche un taux de progression a peu prés
constant (voir le tableau 1).

Tableau 1

Pourcentage de diminution de la variance, R, pour la répartition de Rao en comparaison de la
répartition proportionnelle, pour un ensemble d’exemples classiques

R
Référence L s? G Cc* pour ¢’ =1 et ¢ =
1 2 5 25
Cochran (1977), p. 93 2 52,448 17,646 0.51 30 15.1 16.6 18.6 21.6
Hansen et coll. (1953), p. 205 3 2,835,856 1,467,632 1.07 1,000 48.7 55.1 62.3 70.9
Sukhatme et coll. (1984), p. 118 4 72,238 23,509 0.48 100 11.8 13.5 15.7 18.9
Cochran (1977), p. 111 7 619 343 1.25 1,000 11.2 11.7 12.4 13.7
Hansen et coll. (1953), p. 202 8 47,393 45,595 25.36 1,000 10.5 11.0 11.5 12.0
Hansen et coll. (1953), p. 202 11 47,393 44,974 18.59 1,000 22.9 24.1 25.4 26.7
Hansen et coll. (1953), p. 235 11 2,039,184 820,722 0.67 1,000 21.3 24.8 29.1 35.1
Hansen et coll. (1953), p. 202 12 47,393 40,252 5.64 1,000 16.7 18.3 19.8 21.6

Note: R = 100(Vp — Vg5)/Vpavec Vp et Vg définis comme en (2.1) et (2.5) et C* est le budget total. La fonction de cofit est définie en (1.3) et les

variances (S“, STy, G) sont définies en (2.3).
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3.2 Comparaisons avec I’échantillonnage aléatoire simple

Pour permettre la comparaison avec la répartition de
Rao et 1a répartition proportionnelle, supposons un échan-
tillon aléatoire simple de taille n* avec un cofit prévu de
n*Y L | Wi, = n*c (voir (1.3)). Ainsi, pour un coiit prévu
fixe C*, n* = C*/c et

c 1
Var (y,.) = 52(5 N ) = Vs, (3.3)

ou y,« est la moyenne d’échantillon. En utilisant (2.4) et
(3.3), on obtient

1
Vs — Vo= —1(c —c')S8% — 2SpSudc’c {. (3.9
C*

On peut montrer que Vg — Vp = 0 si, et seulement si,
¢ 2
- =z (fG + 1+ G) = LBp, (3.5)
c

ou G = $%,/5%. En utilisant (2.8) et (3.3), on obtient

2
Ve — Vi = C%‘{SZ — (§7 + SB,/c’/c) } R 3.6)

ou, encore une fois, on suppose que V,Q = 1 pour tout
(voir (2.7)). On peut voir facilement que Vg — Vi = 0
si, et seulement si,

S%

> —_—
¢ (§-358)°

| &

= LBy. 3.7

En pratique, on estimera LBp et LBy dans (3.5) et (3.7)
et on les comparera avec le rapport des cofits, ¢/¢’, pour
décider s’il est avantageux d’utiliser I’échantillonnage
double, avec répartition proportionnelle ou répartition de
Rao, plut6t que I’échantillonnage aléatoire simple. Au
tableau 2, nous présentons les valeurs de LBp et de LBy
pour chacun des exemples cités au tableau 1. Nous donnons
¢galement pour ¢ = 1, 5 et 25 les valeurs de R, soit le
pourcentage de réduction de variance résultant du recours
a une méthode d’échantillonnage double plutdt qu’a
I’échantillonnage aléatoire simple. Comme nous ’avons
indiqué plus haut, cet ensemble d’exemples représente une
vaste gamme de conditions se prétant & I’échantillonnage
stratifié. Pour une valeur donnée de ¢, ’intervalle des valeurs
de Rp et de Ry indique le large éventail de gains (par
rapport a I’échantillonnage aléatoire simple) qui peuvent
étre obtenus.

Bien qu’on ait en général LBp = LB, on constate
que LBp » LBy pour plusieurs exemples. Les résultats
indiquent la possibilité de gains élevés résultant de
I’échantillonnage double, notamment avec la répartition
de Rao, lorsque le rapport c/c¢’ est élevé. Inversement,
si ¢/c’ estrelativement peu élevé, les gains son modestes
et, dans certains cas, I’échantillonnage aléatoire simple
est méme préférable. Il importe par conséquent que
LBp, LBy et c/c’ soient estimés avec soin.

Tableau 2

Pourcentage de diminution de la variance pour la répartition proportionnelle (Rp) et la répartition de Rao
(Rg) en comparaison de I’échantillonnage aléatoire simple, pour certains exemples classiques.

Rp Rp
Référence L LBp LBp :
c=1 5 25 c=1 5 25
Cochran (1977), p. 93 2 3.8 2.6 -177.9 11.9 45.7 —136.0 28.3 57.4
Hansen et coll. (1953), p. 205 3 6.1 1.1 —102.8 —6.1 26.4 —4.1 59.9 78.6
Sukhatme et coll. (1984), p. 118 4 3.7 2.7 -132.8 12.8 46.6 —105.3 26.5 56.7
Hansen et coll. (1953), p. 210 4 17.4 0.7 -127.7 -21.3 3.6 23.0 58.9 69.4
Cochran (1977), p. 111 7 6.8 4.5 —197.8 -9.8 23.3 —164.5 3.9 33.8
Hansen et coll. (1953), p. 202 8 103.4 5.6 —38.2 —14.1 —-4.0 -23.7 -0.9 8.5
Hansen et coll. (1953), p. 202 11 76.4 1.7 —-44.0 —15.6 -3.9 -11.0 13.7 23.8
Hansen et coll. (1953), p. 235 11 4.5 2.2 —105.8 4.0 37.9 -62.0 32.0 59.7
Hansen et coll. (1953), p. 202 12 24.5 4.0 -71.6 ~ —19.9 0.2 —-42.8 3.9 21.8

Note: En utilisant (2.4), (2.8) et (3.3), Rp = 100(Vs — Vp)/Vs, Rgp = 100(Vs — Vg5)/Vs, et (LBp, LBR) tels que définis en (3.5) et (3.7). Dans
ces exemples, ¢’ = 1 et C¥, le budget total pour chacune des méthodes, est le méme qu’au tableau 1.
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3.3 Répartition optimale et répartition de Rao

Pour comparer la répartition optimale avec celle propo-
sée par Rao, nous avons considéré un large éventail de
valeurs des paramétres du plan c’, S2 et {(c;, S?, W):
i =1,...,L}.Nousavons posé C* = 1,000 et examiné
lescas L = 2et 3. Les valeurs des paramétres du plan pour
L = 2 sont données au tableau 3. Notons que pour ces
exemples, G = S%/S} varie entre 0.01 et 10.00. Nous
supposons tout au long de I’évaluation que N est suffi-
samment grand pour que S2/N dans (1.2) soit négligeable.

Tableau 3

Valeurs des paramétres du plan
pour le cas L = 2 strates

Parametre Valeurs
¢! 0.125, 0.250, 0.500, 1.000
c1 1,4,16
cy 16
W, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9
s? 70.4, 128, 704
s? 1,4, 16, 64
53 64

Note: Les 720 combinaisons des paramétres ci-dessus ont toutes été
utilisées. En outre, nous avons étudié toutes les combinaisons des
valeurs de ¢’, SZ, et S7 ci-dessus avec
@c =16;cp =1,4,16et Wy = 0.5, 0.6,0.7,0.8, 0.9,
(b) W, = 0.1,0.2,03,04;¢c; = 1,4,16; ¢ = 16, et
(© Wy, =0.1,0.2,0.3,0.4; ¢; 16; c; = 1, 4, 16.

Pour nous assurer que les deux répartitions soient
comparables, nous avons suivi les étapes ci-dessous pour
chaque spécification des parameétres du plan.

1. Fixer une valeur unique de n’. Nous avons utilisé les
deux valeurs de n’ déterminées comme les meilleures
selon (a) la méthode de Rao et (b) la répartition optimale.

2. Pour chacune des K répétitions de Monte Carlo
(K = 200 ou 500), nous obtenons n’ = (ny, ..., ny)
etensuiten = (ny, ..., ny) en utilisant la répartition
optimaleetv = (»y, ..., v;) en utilisant la méthode de
Rao. Dans ce dernier cas, nous utilisons I’algorithme qui
effectue les ajustements appropriés lorsque le coté droit
de (2.7) dépasse 1 pour une ou plusieurs strates.

Puisque ni le 7 résultant de la répartition optimale ni

le n résultant de la méthode de Rao (n; = »;n/ ) ne sont
nécessairement des entiers, nous arrondissons les #;
et nous les ajustons de telle facon que pour chaque échan-
tillon, le budget soit satisfait (au degré d’approximation
découlant du fait que des valeurs entiéres de n’ et de
n sont utilisées). Nous avons constaté qu’en I’absence
de ces ajustements, nous obtenions des résultats anor-
maux quand la variance de ¥ selon la répartition de Rao
était inférieure a la variance correspondante selon la
répartition optimale. Cela se produisait lorsque le cofit
total associé a la méthode de Rao était supérieur a celui
de la répartition optimale.
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3. Pour obtenir des estimations, Vg et V(¢r, des varian-
ces conditionnelles, E, (¥ &, wiS?(1/n; — 1/n{)},
correspondant 4 la répartition optimale et & la répartition
de Rao, nous avons utilisé la moyenne de ¥ X ; w2S?
(1/n; — 1/n{) sur les K répétitions. Les estimations de la
variance inconditionnelle, Var (Y), dans (1.2) sont dési-
gnées par Vo€t Vi, 08 Viyr = Vigr + ($%/n").

Pour évaluer la précision de ces estimations, nous avons
estimé les erreurs-types et les coefficients de variation de
Vg €t Vior. Toutes les erreurs-types étaient inférieures
4 0.0022. Les coefficients de variation pour Vg €t Vicyr
étaient inférieurs 2 0.0074 et 0.023 respectivement. Ainsi,
¥, et V. fournissent des estimations précises des variances
inconditionnelles et conditionnelles..

Nous présentons, au tableau 4, des estimations de
’augmentation en pourcentage de la variance incondi-
tionnelle moyenne selon la répartition de Rao, I, = 100
(Pusr — Viwo)/ Viwyo» pour certains des paramétres du
plan énumérés au tableau 3. Nous présentons les résultats
seulement pour la valeur de n’ déterminée comme étant
optimale par la méthode de répartition optimale. Ces
résultats correspondent de prés a ceux observés pour les
autres spécifications du tableau 3, & ceux correspondant
aucas L = 3etaceux qui utilisent la valeur de n” déter-
minée comme étant optimale par 1a méthode de Rao. Ilest
clair, d’apres le tableau 4, que les gains de précision sont
faibles, allant de zéro a environ 4%.

Tableau 4

Pourcentage d’augmentation, /,,, de la variance
inconditionnelle moyenne 17(u) pour la répartition
de Rao en comparaison de la répartition optimale,

pour certains parameétres du plan avec
52 = 704,83 = 64,¢c, = 16etc’ =1

€1
52 G
16 4 1
a. (Wl’ WZ) = ('9’ '1)
64 10.000 0.0 0.4 1.4
16 0.419 0.1 0.1 0.1
4 0.166 0.1 0.1 0.4
1 0.116 0.1 0.3 0.8
b. (W, W3) = (7,.3)
64 10.000 0.0 0.7 3.6
16 0.760 0.0 0.2 0.7
4 0.455 0.1 0.3 1.4
1 0.394 0.0 0.7 0.9
c. (W, W) = (.5,.5)
64 10.000 0.0 1.0 4.1
16 1.316 0.0 0.4 0.9
4 0.934 0.0 0.6 1.8
1 0.858 0.0 0.2 0.0

Note: 1, = 1007,y — V(u)0)/ ¥ (u)0- Voir la note du tableau 1
pour les définitions des colts et des variances.
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Nous avons obtenu des résultats semblables dans le cas de
Paugmentation en pourcentage de la variance conditionnelle
selon la répartition de Rao, I, = 100(V(yz — Vy0)/V (e)0
ou V. r et V(o sont obtenues par I’estimation de
E(Y i szz(l/n — 1/mn/)} en utilisant, respective-
ment, la répartition de Rao et la répartition optimale. Les
résultats, fondés sur 200 répétitions de Monte Carlo et
préesentés sous forme de tracés en boites dans Treder (1989,
figures 2.8.2 et C.1-C.3), peuvent étre résumés de la facon
suivante. Pour toutes les spécifications de parametres, les
médianes des distributions de 7. sont voisines de 0. La
plupart des valeurs de I, sont faibles: environ 95% des
spécifications de parameétres ont des distributions de I,
avec troisieme quartile inférieur a4 10% . Toutefois, occa-
sionnellement, on note des valeurs élevées de /,: environ
15% des spécifications de paramétres ont une valeur
maximale de I, supérieure 4 20%.

On peut expliquer ces résultats, en partie, en définis-
sant la taille d’échantillon de deuxiéme phase optimale
dans la strate i par n; = £;(n’) - n/, ou la dépendance
de n; a égard du n’ observé est mise en évidence par
Iinclusion de £;(n’) avec 0 < £;(n’) < 1. On peut
ensuite trouver la répartition optimale en choisissant les
&;(n’) de facon a minimiser (pour n’ fixe)

L

S2

(3.8)

sous la contrainte Y £, ¢;n/
(voir 2.9).

Par contraste, dans la répartition de Rao, pour »’ fixe,
on choisit les »; de facon a minimiser

“&(n’) =C* —c'n’

1 WS2

=)

i=1

(3.9)

sous la contrainte n’ Y &, e;Ww; = C* — ¢’n’, c.-a-d.

un cofit prévu fixe.

La minimisation de (3.8) plut6t que de (3.9) donnera
une variance conditionnelle, et donc une variance incon-
ditionnelle, plus faibles. Toutefois, si n’ est grand, la
différence entre (3.8) et (3.9) sera tenue.

3.4 Recommandations

Une fois établies des estimations raisonnables des para-
meétres du plan, il faut d’abord comparer le rapport des
cofits, c/c’, avec les bornes inférieures, LBp et LB, dans
(3.5) et (3.7) pour voir s’il est préférable de recourir a
I’échantillonnage double plutdt qu’a I’échantillonnage
aléatoire simple. Ces évaluations doivent &tre faites avec
soin, car une utilisation non fondée de I’échantillonnage
double peut entrainer une réduction de la précision. Si ’on
dispose de bonnes estimations des paramétres du plan, il
est préférable d’utiliser la répartition de Rao plutdt que
la répartition proportionnelle.

Dans une situation ou il importe de s’en tenir 4 un
budget fixe, nous recommandons d’utiliser une modifica-
tion de la méthode de Rao:

Utiliser la méthode de Rao pour trouver la valeur
“‘optimale” de n'. Puis, les »/ étant donnés, utiliser
la méthode de la répartition optimale (c.-a-d. mini-
miser (2.9)) pour trouver les n,. Cette méthode
garantit que le budget sera respecté pour chaque
échantillon, préserve ’essentiel du (faible) gain de
précision procuré par la répartition optimale, et est
facile a appliquer.

Une autre solution consiste a utiliser la méthode de Rao
pour trouver les valeurs ‘‘optimales’’ de »’ et des v;, puis
a appliquer un algorithme pour arrondir et modifier les
n; (n; = v;n{) de fagon a s’assurer que le budget soit
respecté pour chaque échantillon. Malheureusement, il est
difficile d’élaborer la partie de ’algorithme nécessaire
pour se prémunir contre les dépassements de cofts.

Toutefois, pour éviter les valeurs élevées de I’erreur pro-
portionnelle dans la variance conditionnelle (c.-a-d. 1,)
qui sont parfois observées, il faut utiliser les valeurs
optimales de n’ et des ;.

Chacune de ces méthodes exige la connaissance de
certains parametres du plan. Pour la répartition de Rao,
les »; optimaux exigent que les W; et les S? soient déter-
minés. On peut voir dans (2.9) que pour la répartition
optimale, les n; optimaux dépendent des S?, mais non des
W,. Toutefois, le choix optimal de n’ exige que les W,
soient précisés. Srinath (1971) et Rao (1973a) ont proposé
une autre méthode qui exige la connaissance des S?, mais
non des W,. De toute évidence, la répartition de Rao est
celle qui exige le plus de parametres du plan connus, tandis
que la méthode de Srinath est celle qui en exige le moins.
Puisque le choix de n’ est, de fagon générale, robuste a
I’égard des erreurs de détermination des paramétres du
plan (voir, par exemple, Sedransk 1965, section 4.2.3), la
méthode de la répartition optimale pourrait bien fonc-
tionner dans les conditions pour lesquelles la méthode de
Srinath a été élaborée.

4. SEN SIBILITE DES REPARTITIONS
A L’ESTIMATION DES
PARAMETRES DU PLAN

L’analyse qui précede suppose que les erreurs de déter-
mination des paramétres du plan ont un impact minime
sur les répartitions de I’échantillon. Dans la présente
section, nous évaluons, d’apres un cas simple, I’effet sur
Var(Y) d’une erreur de détermination d’un important
parametre du plan. Dans le cas de la répartition propor-
tionnelle le choix de n’ et de n dépend seulement de

= §%,/8%, ¢’ et ¢ (voir (2.3)). Si l’on estime G par G
et qu’on substitue les valeurs résultantes de n’ et de n
d’apres (2.3) et (2.1), on a

Vo(Y) s 1 <c’ + Jc'cG

= — +c+ Jc'c/G
St C* G
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Tableau 5

Pourcentage d’augmentation de la variance inconditionnelle, 7, pour la répartition proportionnelle quand G est estimé par G.
C* = 1,000,c’ = letc; = ¢, = 16

G
1/100 1/36 1/16 1/4 1 4 16 36 100
1/100 0.0 6.0 19.8 69.3 174.9 389.8 817.3 817.3 817.3
1/36 6.2 0.0 4.4 33.1 103.8 251.4 547.7 547.7 547.7
1/16 21.9 3.9 0.0 12.1 57.1 156.2 357.9 357.9 357.9
1/4 71.7 30.7 12.6 0.0 11.8 51.2 138.5 138.5 138.5
1 128.9 67.2 37.3 7.3 0.0 7.5 35.9 35.9 35.9
4 179.1 101.6 63.3 22.3 5.7 0.0 5.4 5.4 5.4
16 210.2 123.4 80.3 33.5 12.9 2.3 0.0 0.0 0.0
36 220.4 130.7 86.0 37.4 15.7 4.0 0.0 0.0 0.0
100 225.9 134.6 89.1 39.5 17.2 4.9 0.0 0.0 0.0

Note: I est défini dans (4.3), G = S%V/Sﬁ et la fonction de cofit est donnée par (1.3).

ol G est la valeur correcte de S3/S3 et G est utilisé uni-
quement pour déterminer n’ et n.

La valeur optimale de Var(Y) (c.-a-d. celle obtenue
avec G) dans (2.4) peut &tre exprimée sous la forme
suivante

0% 1 /¢’
Yo(Ye _ —(CE + ¢+ 2/c’c/G>

5%, C*
1
- N(l + é) 4.2)

Si (1/N) (1 + 1/G) est négligeable, ’augmentation en
pourcentage de la variance attribuable a I’estimation de
G, I=100{Vp(Y)s — Vp(Y)g}/Vp(Y) g, est, d’apres
4.1) et (4.2),

(1-G)+Jc/c’ (6 = 2]G + (G/G)}
(1 + JcG/c')?

I= x 100.

(4.3)

Notons que (4.3) dépend seulement de G, G et c/c’.

Nous présentons au tableau 5 les valeurs de I pour
C* = 1,000,¢’ = 1,¢; = ¢, = 16etneufvaleursde G
et de G. Les conclusions qui suivent sont fondées sur les
résultats du tableau 2.10.1 de Treder (1989), qui incluent
des valeurs additionnelles de G et de G. Tant que G se situe
dans lintervalle [ G/4, 4G], I'utilisation de G pour trouver
(n’, n) produit un accroissement maximal de 15% de la
variance, et généralement moins. Si G se situe dans ’inter-
valle [G/2, 2G], I’accroissement de variance attribuable
alerreur de détermination du parameétre est d’environ 4 %
ou moins. Avec I’augmentation de G, ’accroissement de
variance associé a de tels intervalles (p. ex. [G/4, 4G])
s’atténue. Cela tient au fait que si Gest grand, n’ = n, et
G et G donnent tous deux la méme répartition. Une mani-
festation de ce résultat peut étre observée dans le groupe
de zéros figurant a I’angle inférieur droit du tableau 5.
Quand G est petit, c.-a-d. lorsque la stratification est
bonne, la répartition de I’échantillon est plus sensible & une

erreur de détermination de G que quand G est grand. Ces
résultats sont peu influencés par les valeurs attribuées a
¢; = ¢,. En bref, pour la répartition proportionnelle, des
erreurs assez importantes de détermination du parameétre
du plan (G) entrainent des augmentations de variance
relativement faibles.
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