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Robustesse et optimalité de plan dans des modéeles de
prédiction pour populations finies

RICHARD M. ROYALL!

RESUME

Dans de nombreux cas de sondage de populations finies, le plan peut é&tre optimal, ¢’est-a-dire qu’il
minimise la variance du meilleur estimateur linéaire sans biais suivant un modele de travail particulier,
mais laissera a désirer au point de vue de la robustesse — I’estimateur aura de fortes chances d’étre affecté
d’un biais si le modele de travail est incorrect. Cependant, il existe d’importants modéles selon lesquels
le plan de sondage assure efficience et robustesse. Nous présentons un théoréme qui définit ces modéles
et les plans optimaux qui s’y rattachent.

MOTS CLES: Echantillon équilibré; protection contre le biais; défaillance du modele; modéle de travail.

1. INTRODUCTION

L’“‘estimateur par quotient’” d’un total de population finie 7 = y; + ... + yy est
T = Nxp/%, ol ¥ = (x; + ... + xy)/N est la moyenne de population connue d’une
variable auxiliaire et X; et J; sont des moyennes d’échantillon. I1 s’agit du meilleur estimateur
linéaire sans biais (MELSB) de 7 suivant le modele M:

E(Y) = Bx;,

.,
_fox; =
cov(Y;, Y)) = {0 autrement.

De facon générale, cet estimateur est biaisé suivant d’autres modeles, qui renferment des
fonctions de régression différentes, mais nous verrons plus loin qu’il est possible de s’assurer
une protection contre le biais suivant des modeles précis en choisissant soigneusement 1’échantillon.

Dans cet article, nous nous intéressons particulierement & des populations auxquelles est
censé s’appliquer de fagon satisfaisante sinon parfaite un modele particulier comme M. Nos
inférences seront faites a partir de ce modeéle. Par exemple, nous qualifierons un estimateur
T de non biaisé seulement si E;,(7 — T) = 0. Nous reconnaissons, par ailleurs, que ce
modetle est une approximation et qu’il pourrait étre sérieusement erroné. C’est pourquoi nous
le décrivons comme un modeéle de travail; de plus, nous cherchons des méthodes d’échantil-
lonnage et d’estimation qui soient robustes, c’est-a-dire efficaces, non seulement selon le mod¢le
de travail, mais aussi suivant d’autres modeles qui décriraient mieux les relations entre les
variables présentes dans la population étudiée.

Nous désignons par M (84,61, ... 67 : v) le modele de régression polynomial général:

7
E(Y) = E 8; B;x;
j=0
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cov(Y,Y) = vio® i =),
v 0 autrement

ou §; est un indicateur qui prend la valeur zéro ou un selon que la variable explicative x/ est
1ncluse ou non dans le modeéle. Le meilleur estimateur linéaire sans biais selon ce modele est
désigné par T(8, ..., 8; : v). Notre premier modele est donc M (0, 1 : x), et 70,1 : x) est
I’estimateur par quotient.

Royall et Herson (1973) ont montré que T'(0, 1 : x) demeure non biaisé suivant M (8, .. .,
8, : v) pour n’importe quel vecteur (6, ..., 6;) formé de zéros et de uns, et n’importe quelle

série de valeurs vy, ..., vy, si I’échantillon est équilibré en x, x%, ..., x"

N
Ex,-j/nz Ex,-j/n j=1,2,...,J.
K 1

Cela signifie que dans un échantillon compensé (ou équilibré), 7'(0, 1 : x) est robuste en ce
sens qu’il demeure non biaisé suivant des modeles de régression qui sont beaucoup plus généraux
que le modele de travail M(0, 1 : x). Royall et Herson (1973, section 4.5) ont aussi montre
comment, avec un échantillon a peu prés équilibré, on peut obtenir assurément un estimateur
7(0, 1 : x) approximativement sans biais. Ils ont de plus montré que dans un échantillon
équilibré, cet estimateur conserve non seulement sa propriété d’étre sans biais mais aussi son
optimalité suivant de nombreux modeles de régression polynomiaux, notamment M (1 : 1),
M1, 1 : x),et MO, 1, 1: x?). Plus particuliérement, ’estimateur est optimal suivant
n’importe quel modele de régression polynomial de degré J ou moins, a la seule condition que
la fonction de variance du modéle puisse &tre exprimée comme une combinaison linéaire des
variables explicatives.

Suivant le modeéle de travail M (0, 1 : x), on n’assure la robustesse de I’estimateur par quotient
dans des échantillons équilibrés qu’au prix d’une grande perte d’efficacité. Suivant ce modele,
I’échantillon pour lequel la variance est minimum est constitué des » unités auxquelles corres-
pondent les valeurs x les plus élevées, et ’efficacité d’un échantillon équilibré est seulement
X/max,(%,;). (Royall et Herson 1973).

En ce qui concerne ’estimateur par régression linéaire, on obtient des résultats théoriques
trés comparables aux résultats présentes ci-dessus pour I’estimateur par quotient, exception
faite d’une différence majeure. L’estimateur est 7(1, 1 : 1) = N[y, + b(x — %)], ol
b =Y (x; — X)yi/ Lolx; — %) 2 1l s’agit de I’estimateur optimal (MELSB) suivant le modele
de régression linéaire & variance constante, M (1, 1 : 1). Lorsque I’échantillon est équilibré,
cet estimateur est robuste, conservant sa propriété d’étre sans biais (et son optimalité) suivant
la méme grande catégorie de modéles de régression polynomiaux que pour I’estimateur par
quotient. Cependant, a la différence de I’estimateur par quotient, I’estimateur par régression
n’acquiert pas sa robustesse aux dépens de I’efficacité: la variance selon le modeéle de travail
M(1, 1 : 1) est réduite au maximum dans des echantlllons équilibrés, ou ¥, = x. Cela
s’explique par le fait que la variance d’erreur E (T — T)? est la somme d’une constante et
d’un terme proportlonnel a (¥ — x,)% var(b). Pour réduire au maximum var (), il faut
maximiser ¥ (x; — %;)?; or, ce terme est supprimé automatiquement dans le cas des
échantillons pour lesquels X, = X.

Existe-t-il d’autres modéles ou I’échantillon pour lequel la variance du MELSB est minimum
peut aussi assurer une protection contre le biais dans diverses conditions? En particulier, existe-
t-il des modeles de ce genre pour des problemes qui impliquent des fonctions de variance non
constante? Nous montrons qu’il existe de tels modeles en posant un théoréme qui définit une
famille de modeles ayant les propriétés voulues ainsi que les échantillons optimaux
correspondants. Les résultats présentés dans cet article intégrent ceux de Kott (1984) et de Tallis
(1986) et en sont la généralisation. Ils se rapprochent étroitement aussi des résultats de Pereira
et Rodrigues (1983) et de Tam (1986), sans oublier ceux d’Isaki et Fuller (1982.)
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2. RESULTATS DE BASE

Il est utile, a ce stade-ci, de recourir a I’écriture vectorielle et matricielle, selon laquelle Y
est le vecteur de population (Y, Yy, ..., Yy)' et le modele M(X : V) spécifie que
E(Y) = XBetvar(Y) = Vo?,ou X est une matrlce N X p de variables explicatives, V est
diagonale et le vecteur (3 et le scalalre o2 sont inconnus. Pour un échantillon donné s de n
unités, nous inscrivons d’abord les unités échantillonnées, de sorte que

vy =(%), x=(% v=("0
Y,)’ x)’ 0 %)

ou Y, est le vecteur de dimension (N — n) correspondant aux unités non ¢échantillonnées, efc.
Désignons par 1 et 1,, les vecteurs (1, ... 1)’ de magnitude n et (N — n) respectivement.

Le total de population est T = 1;Y; + 1,Y,. Une fois que I’échantillon s est observé, on
connait le premier terme, 1;Y;. On obtient le MELSB de T en additionnant a cette quantité
le meilleur prédicteur linéaire sans biais de 1,Y,:

T(X:V) = 1Y, + 1X,8(X: V),
ou B(X : V) = (XVi'X,) ™' XV 'Y,. La variance d’erreur est
var(T(X: V) — T) = LJ(X/A7'X, + V)1,02,

ou A; = XV, 'X,. Ces formules se simplifient lorsque le vecteur V1 est inclus dans le sous-
espace vectoriel créé par les colonnes de X et que nous désignons par 9N (X).

Lemme 1. Si V1 € 9 (X), alors
T(X:V) =1"XB(X: V)
et, suivant M(X : V),
var(T(X: V) —T) = (1'XA.'X'1 — 1'V1)e2.

Démonstration: L’estimateur se simplifie parce que V1 € 9 (X) s1gn1f1e que V1 = Xc pour
un vecteur ¢ quelconque, de sorte que X1, = XV, ' X,c, d’ oul/X,3=rc ‘XY, = 1LY
La formule de variance découle de la relation cov (T, T) = cov(1’ X}, 1 Y, =1'XA ‘IX 1,
1'Xc = 1'V1.

Le lemme 1 montre que pour des modéles ou V1 € M (X), I’échantillon n’influe sur la
variance que par I’intermédiaire de A,~!. Cela a pour effet de simplifier I’étude de la relation
entre la variance et 1’échantillon ainsi que la recherche d’échantillons efficaces.

L’ensemble des échantillons qui satisfont
LW x/m = 1'X/1" W,

ou W est une matrice N X N, sera désigné par B(X : W). Lorsque W est la matrice unité, 7,
B(X : I) désigne ’ensemble des échantillons équilibrés en fonction des colonnes de X. Royall
et Herson (1973) ont démontré que, suivant un grand nombre de modéles de régression poly-
nomiaux, les MELSB se simplifient grandement dans des échantillons équilibrés:

Théoréme 1. Suivant M(X : V), ou V1 € M(X), si s € B(X : I), alors
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T(X:V) = (N/n)1JY,
1
var(T(X : V)) = [(N/n) — 111" V1d>.

Le théoréme suivant montre que si ¥ = I, la variance en (1) est la plus petite possible, c’est-
a-dire que les échantillons équilibrés B{X : I) sont optimaux si /1 € M (X); ce théoréme définit
aussi des échantillons optimaux pour une classe de modeles qui ont une structure de variance
plus générale.

Théoréme 2. Suivant M (X : V), si V1 et V"1 € M(X), alors
var(T(X: V) = T) =[ (1I'V*1)?*/n — 1'V1]o?;
la variance prend la valeur minimum si et seulement sis € B(X: V), auquel cas
T(X:V) = (1'V2D) (1[Vs " Y) /n.

Démonstration: Puisque V1 € M (X), la quantité & minimiser est a’ A, 'a, ou a = X'1
(lemme 1). Or, V"1 € M(X) suppose qu’il existe un p-vecteur ¢; pour lequel V"1 = Xc et
comme V est diagonale, nous sommes slirs que V/*1, = X,c; pour chaque échantillon s. 11
s’ensuit que c{A,c; = n et I'inégalité recherchée découle de I'inégalité de Schwarz:

(@' A7'a) (cid; o) = (@A 'a) - n= (a’c)’.

La condition nécessaire et suffisante pour I’égalité est a’ = kc{ Ay, ou k = 1'V”1/n. Cela
équivaut a s € B(X : V) puisque c{4; = 1 ¥,~ " X,. On obtient ensuite facilement par des
opérations algébriques les expressions simples pour 1’estimateur T(X : V) et sa variance.

Les formules du théoréme 2 sont bien connues dans la théorie classique des sondages (c.-a-d.
celle fondée sur la randomisation). Le MELSB T(X : V) prend la forme élétmentaire de I’esti-
mateur de Horvitz-Thompson, Tyr = ¥¥/m,;, lorsque m, la probabilité de sélection pour
I’unité i, est proportionnelle a v/*. De plus, la limite supérieure de la variance correspond a
celle qu’ont déterminée Godambe et Joshi (1965, théoréme 6.1) pour ’espérance de modele
de la variance d’échantillonnage aléatoire.

Supposons que nous avons, pour un modele de travail M (X : V) qui respecte les conditions
du théoréme 2, un échantillon optimal s et un MELSB 7. Prenons maintenant un modele plus
général M(X, Z : V), qui renferme une ou plusieurs variables explicatives additionnelles Z;
les résultats du théoréme 2 sont toujours valables pourvu que I’échantillon appartienne a
B(Z:V)aussibienqu’a B(X: V). L’échantillon et ’estimateur demeurent optimaux suivant
le modele plus général et la variance reste inchangée. Autrement dit, il est possible de conserver
I’optimalité dans notre modele de travail (échantillon & variance minimum et MELSB) et, en
méme temps, d’assurer une protection contre le biais causé par ’addition de variables
explicatives Z en soumettant 1’échantillon a la contrainte B(Z : V). Non seulement cette
méthode préserve I’estimateur du biais dans M (X, Z: V), mais aussi elle garantit ’optimalité
et de ’échantillon et de Iestimateur dans le mode le plus général. Evidemment, la propriété
d’atre sans biais est conservée aussi dans le modele encore plus général M (X, Z:W),ou W
est une matrice de covariance quelconque.

3. EXEMPLES

Quatre modzeles ressortent particulierement dans la théorie des sondages pour populations
finies. D’apres la notation utilisée dans la section 1 pour les modeles de régression polynomiaux,
ces quatre modeles sont M(1: 1), M(1,1: 1), M(0,1 : x) et M(O,1: x?). Les estimateurs
optimaux pour les trois premiers modeles sont, respectivement, I’estimateur avec facteur
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d’extension, I'estimateur par régression et 1’estimateur par quotient. Quant a ’estimateur
optimal pour le quatriéme modele, 7(0,1: x%) = Y,y + (N — n)x, ¥, (y;/nx;), Pestimateur
par moyenne de quotients Ty, = Nx Y, (y;/nx;) en tient licu lorsque la fraction de sondage
n/N est faible.

Une maniére de trouver une méthode d’échantillonnage et d’estimation pratique suivant
I’'un ou Pautre de ces quatre modeles de travail est d’utiliser le meilleur estimateur linéaire sans
biais selon le modéle tout en garantissant de la robustesse enchoisissant un échantillon pour
lequel I’estimateur demeure non biaisé dans des modeles de régression polynomiaux plus
généraux. En ce qui concerne les deux premiers modeles, M (1: 1) et M(1, 1 : 1), nous constatons
que cette méthode crée de la robustesse sans que cela se fasse aux dépens de I’efficacité dans
le modéle de travail. Suivant les deux modeles, la protection contre le biais nécessite un échantillon
équilibré simple (non pondéré); or, ces modeéles satisfont les conditions du théoréme 2 avec
V = I, ce qui implique que I’échantillon équilibré simple est optimal.

En ce qui concerne les deux autres modeles toutefois, il est plus difficile de concilier robustesse
et efficacité. Nous avons noté dans la section 1 que ’estimateur par quotient était ’estimateur
optimal dans M (0, 1: x), et tandis que ’échantillon optimal est constitué des z unités qui maxi-
misent %, la protection contre le biais dans M (1, 1 : x) nécessite un échantillon par lequel £,
n’est pas maximisée mais posée égale a la moyenne de la population, . Il en va de méme du
modele M (0, 1 : x?) I’échantillon optimal est, 12 aussi, celui par lequel est maximisée la
moyenne de I’échantillon, X;, mais la protection contre le biais dans des modeles de régression
polynomiaux nécessite un échantillon ‘‘surcompensé”’, ou la moyenne égale ¥,x?/ ¥.,x; (Scott,
Brewer et Ho 1978).

Suivant les deux derniers modeles, M (0, 1 : x) et M(0, 1 : x?), il est possible de créer de
la robustesse sans trop de perte d’efficacité en utilisant au départ un modéle de travail plus
général. Le théoreme 2 est utile a cet égard. Prenons tout d’abord le modele M (0, 1 : x?). Si
nous utilisons 7°(0, 1 : x?) dans un échantillon surcompensé, la variance de P’erreur est
{(N%)2/n — ¥ x? + ¥ s(x; — %)*)o% Mais si nous utilisons le modele de travail plus général
M(0, 1, 1 : x?) et ’estimateur 7'(0, 1, 1 : x?), le théoréme montre que tout échantillon ot
%, = Lx?/ Y x; est optimal, avec, comme variance minimum, {(Nx)%/n — ¥ x2)o?. Par
ailleurs, il est possible d’obtenir une protection contre le biais dans des modeéles de régression
polynomiaux encore plus généraux sans aucune perte d’efficacité en imposant les contraintes
rattachées a la condition B(X : V), c.-a-d. L%/ '/n = YN/ENX = 0,3, ..., J.
Compte tenu de ces contraintes appliquées a I’échantillon, et que ’on désigne collectivement
par P’appellation “‘équilibre en 7’*, T(0, 1, 1 : x?) est estimateur par moyenne de quotients
(Kott 1984). Cet échantillon et cet estimateur conservent leur optimalité dans tous les modéles
de type M (89, 1, 1, 85, ..., 6;: x%).

Il n’existe pas toujours des échantillons équilibrés B (X : V). L’exemple ci-dessus le montre;
lorsque # augmente & un point tel que n/N > N(%?)/ ¥ x?, il ne peut y avoir d’échantillon
€quilibré en = car, si c’était le cas, la formule de la variance deviendrait négative. Notons que
la condition n/N > N(x%)/ Y x? suppose que max{x;}) > NX/n, de sorte que dans des
populations de ce genre, il n’existe pas de plan d’échantillonnage aléatoire avec probabilité
de sélection proportionnelle i x.

Pour généraliser ’autre modéle, M (0.1 : x), de maniére que le théoréme s’applique, nous
pouvons ajouter une variable explicative, x*:

E(Y) = Bipx* + Bix;
var(Y;) = o%x;.

Suivant le théoréme 2, tout échantillon qui satisfait I’équation

N N
E xil/z/n = E Xi/ 2 X" 2)
s 1 1
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est optimal selon le modele précité; on a ainsi le meilleur estimateur linéaire sans biais ¥ x/*
Y.x"y;/n et la variance minimum {(Lx/*)*/n — Nx}o?. Celle-ci se compare avanta-
geusement avec la variance de l’estimateur par quotient dans un échantillon équilibre,
Nx(N/n — 1)0°. Par ailleurs, si, de fait, E(Y;) = B + Bypx!® + Bix; + Bax?, il est
possible de conserver I’optimalité de I’échantillon et de ’estimateur (sans que la variance
n’augmente) en soumettant 1’échantillon aux conditions supplémentaires suivantes:

N
Exi“/z/n =N/Z:x,~'/2
s 1

(3)
Y x,-m/n = ix,z/ g:xil/’.
I

K 1

Avec les conditions (2) et (3), le MELSB prend la forme élémentaire suivante:

N
E x;* Z (i/xi®)/n,
1 s

qui est, en fait, Pestimateur de Horvitz-Thompson pour un plan d’échantillonnage avec
probabilité proportionnelle a x*.

4. ECHANTILLONNAGE PROBABILISTE

Les résultats de la section 2 sont importants par rapport & une variable explicative non
observée Z. Si Z était connue pour toutes les unités de la population, comme X I’est, nous
pourrions utiliser dés le départ M (X, Z : V) comme modele de travail et T(X, Z : V) comme
estimateur. Mais supposons que nous ignorons I'importance de Z et que nous utilisons le modéle
de travail M (X : V) et I’estimateur T(X : V) alors que c’est M (X, Z : V) qui est pertinent.
Dans ces circonstances, nous dirons qu’un échantillon tiré de B(X : V) est “équilibré en X’.
Bien que nous puissions choisir un échantillon qui est équilibré en X, rien ne garantit que ce
méme échantilion sera équilibré en Z; et s’il ne I’est pas, notre estimateur est biaisé:

E(T(xX:v)y -T) = [(1/n)(1’V‘/21)(1;V;‘/ZZS) - 1'Z]y.

ol v est le coefficient de Z: EY = X8 + Zy.

On peut assurer une protection contre de tels biais grace a 1’échantillonnage aléatoire. Si
nous recourons a un plan d’échantillonnage aléatoire avec des probabilités de sélection
1, 1 . z ’ oy
o= nv,/z/l ‘V”1,i = 1,2, ..., N, nous aurons une espérance d’équilibre en Z:

E NV "%Zgn = 1'Z/1' V"1,

I’indice 7 indiquant que Pespérance est définie par rapport au plan d’échantillonnage aléatoire
et non par rapport a un modele de prévision. De plus, si notre plan d’échantillonnage est concu
de telle maniére que var, (1’ V" %7 /n) tend vers zéro lorsque » augmente, on peut réduire
la probabilité de tirer un échantillon fortement déséquilibré, par exemple un échantillon pour
lequel |1,V " Zy/n — 1'Z/1’ V1| > 8, en choisissant une taille d’échantillon, 7, suffisamment
élevée. Autrement dit, I’échantillonnage probabiliste peut produire un équilibre en Z ‘‘en
probabilité’’.
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La force de ces observations réside dans leur portée; en effet, elles s’appliquent & n’importe
quelle matrice Z de variables explicatives. En particulier, elles s’appliquent a la matrice X des
variables explicatives de notre modele de travail ainsi qu’aux variables explicatives qui auraient
été négligées. Naturellement, la faiblesse de ces observations est qu’elles portent sur le processus
d’échantillonnage plutdt que sur les résultats de ce processus. Une proportion prévisible des
échantillons qui seront tirés seront fortement déséquilibrés par rapport aux variables explica-
tives connues X. Si I’équilibre en X est indispensable dans une étude particuliere, il ne faudra
rien laisser au hasard pour sa réalisation (voir I’étude empirique de Royall et Cumberland 1981).
Les méthodes d’échantillonnage au sort restreint, qui garantissent 1’équilibre en X de I’échan-
tillon prélevé - la ‘‘méthode du panier’” de Wallenius (1980) par exemple - pourraient étre
une solution de compromis acceptable.

Il arrive qu’une variable explicative Z dont on ignorait la valeur au moment de I’échantil-
lonnage devienne connue par la suite, comme dans le cas de la stratification a posteriori. Si
on constate que 1’échantillon prélevé est mal équilibré en Z, on peut en conclure que I’échan-
tillonnage probabiliste n’a pas assuré la protection voulue contre le biais suivant M (X, Z : V);
s’il est trop tard pour tirer un nouvel échantillon, on doit utiliser un estimateur qui est non
biaisé suivant ce modele afin d’assurer une protection contre le biais. Bref, I’échantillonnage
probabiliste ne garantit pas un équilibre approximatif en Z; il nous permet simplement de dire
que cet équilibre est trés probable. L’échantillonnage probabiliste permet aussi d’affirmer qu’un
échantillon donné est assez bien équilibré, en I’absence de renseignements visant a prouver le
contraire. En revanche, il ne doit pas empécher de constater I’existence d’un déséquilibre lorsque
c’est le cas.

Notons que suivant le plan d’échantillonnage probabiliste ci-dessus, estimateur (1’ V"*1)
(1JV5 % Y,) /n, qui correspond a T(X : V) si V1 et V"1 appartiennent tous deux a M (X) et
si s est inclus dans B(X : V), est non biaisé par rapport i la distribution de probabilité issue
du plan d’échantillonnage. Toutefois, si I’échantillon prélevé n’est pas équilibré en X (c.-a-d.
que si s n’est pas inclus dans B(X : V)), le méme estimateur n’est pas sans biais suivant
M(X:V).
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