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Méthodes robustes basées sur un modéle
pour des enquétes analytiques

T.M.F. SMITH et E. NJENGA!

RESUME

Dans cet article, on étudie la notion de robustesse appliquée 4 la randomisation et & I’inférence fondée
sur un modele pour des enquétes descriptives et analytiques. Le manque de robustesse qui caractérise
les méthodes basées sur un modéle peut étre compensé en partie par un plan de sondage élaboré avec
soin. A partir de méthodes de lissage, les auteurs proposent des méthodes d’analyse robustes basées sur
un modele.
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1. INTRODUCTION

Nous allons étudier la notion de robustesse dans I’inférence pour population finie tant du
point de vue de la randomisation que du point de vue des modeles. Dans son article pionnier
sur une théorie unifiée du sondage des populations finies, Godambe (1955) n’a pas seulement
fait la démonstration de son fameux théoréme de la non-existence; il a aussi fait des propositions
concernant I'inférence robuste pour population finie. Il a proposé un modéle de superpopu-
lation pour les variables unitaires y; et a laissé 4 entendre que la stratégie, ¢’est-a-dire le choix
du plan de sondage et de ’estimateur, devrait dépendre de ’espérance de modele de 1a variance
d’échantillonnage. Il a de plus noté que la propriété d’étre sans biais en p était indispensable
sil’on voulait appliquer des méthodes optimales. Ces idées ont été développées dans plusieurs
articles, notamment ceux de Godambe (1982) et de Godambe et Thompson (1977). Les résultats
de ces études tendent & confirmer ’optimalité de ’échantillonnage avec PPT (probabilité
proportionnelle 4 la taille) et de I’estimateur de Horvitz-Thompson (1952). Or, comme I’inef-
ficacité de cette approche dans les enquétes polyvalentes a été démontrée, nous trouvons les
conclusions relatives a I’optimalité et 4 la robustesse moins convaincantes que les conclusions
apparemment négatives sur les fondements de I’inférence.

Le manque de robustesse de nombreuses méthodes basées sur un modele est notoire - voir
Hansen et coll. (1983) - et le gros des ouvrages de Royall et des ses collaborateurs, par exemple
Royall et Herson (1973a,b), sont consacrés a 1’élaboration de méthodes robustes basées sur
un modele. Apres avoir passé en revue ces ouvrages, nous proposons une méthode robuste basée
sur un modele pour estimer un grand nombre de statistiques complexes utilisées dans I’analyse
multidimensionnelle de données d’enquétes; cette méthode tient compte des effets de 1’échan-
tillonnage. Ce que nous proposons n’est pas une stratégie mais une procédure qui peut servir
a I’analyse de données d’enquéte apres le tirage de 1’échantillon.

2. STRUCTURE FORMELLE

Pour étudier la robustesse, il faut tout d’abord définir une structure formelle pour 'inférence
pour population finie a la mani¢re de Godambe (1955). Nous considérons donc une population
de N unités désignées par I’ensemble U = {1, 2, ..., N}. A chaque unité / correspond un
vecteur de valeurs, y;, qui sera calculé sur la base de I’échantillon, et y, = (yy, ..., yn) désigne
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la matrice des valeurs pour la population finie. Soit un échantillon s, sous-ensemble de U, prélevé
selon certaines régles. Nous nous intéressons ici aux régles qui reposent uniquement sur de
I’information préalable, z;, qui existe sur toutes les unités de la population. Soit gy I’infor-
mation préalable pour toute la population et p(s | zy) laregle d’échantillonnage. Puisque la
régle ne dépend pas de yy, elle est non informative. Sip(s | zy) est une régle d’échantillonnage
aléatoire, elle détermine une distribution de probabilité pour {, I’ensemble des échantillons,
laquelle distribution est a la base de I’inférence de randomisation. Les données d’échantillon
sont représentées par I'expression d; = { (i,y;): ies}. Posons y; comme la matrice des valeurs
pour I’échantillon; par conséquent, un estimateur sera une fonction des données, d, et de
Pinformation préalable, z;, qui comprend I'information supplémentaire. Nous désignons par
E,, et V, ’espérance mathématique et la variance en ce qui regarde la distribution p (s | z0)-
Dans une méthode basée sur un modéle, on suppose, en plus, que les valeurs de la population,
yu, sont des variables aléatoires. Un inconvénient majeur de ce genre de méthode est de
spécifier un modele probabiliste paramétrique pour la distribution conjointe de toutes ces
variables aléatoires, laquelle distribution doit reposer sur toute I'information préalable, y
compris celle sur la structre des unités de la population et les relations entre ces unités. Par
conséquent, les modeles doivent refléter une classification hiérarchique (grappes) et une
classification par blocs (strates), de méme que des corrélations entre les variables. Cette structure
risque de devenir si complexe qu’on limite habituellement I’attention aux matrices de moyennes
et de covariances. De fagon générale, posons f(yy | zy; ) comme la distribution conditionnelle
pour population finie, ol \ est un vecteur de parametres inconnus. C’est 14 une spécification
suffisante en ce qui concerne I’inférence prédictive pour des valeurs de population finie comme
Jes totaux. Pour ce qui regarde I’inférence analytique pour des parametres de la distribution
marginale de y, il faut, en plus, spécifier la distribution marginale des valeurs préalables z.
Désignons cette distribution par f(zy;¢); alors, la distribution marginale de y;; est

Sud) = o | 2uMf(Zue)dzy, 2.1

ol § = g(\,¢) est le parametre analysé.

En appliquant la régle d’échantillonnage 2 la population, on obtient les données d;. La
distribution conjointe des données, d;, et des valeurs préalables, zy, est

fldszung) = p(s | z0) § fQu | 20N (Zu3@) dys
(2.2)

=p(s| z0) f | 20D f(2u9),

ou 5, désigne les unités qui ne sont pas dans s. Cette distribution est le fondement d’une méthode
d’inférence basée sur un modele. Nous désignons par E,,, et V,, ’espérance mathématique et
la variance en ce qui regarde le modele.

L’expression (2.2) implique que la personne qui fait les inférences doit connaitre parfaitement
la régle d’échantillonnage p (s | zy) comme les valeurs de zy. Sice n’était pas le cas, p(s | zy)
pourrait devenir informative par rapport aux valeurs non observées ys, voir Scott (1977) et
Sugden et Smith (1984) et ne pourrait pas, par conséquent, figurer a lextérieur de ’intégrale
de (2.2).

Dans ce contexte, ou il est question & la fois d’échantillonnage aléatoire et de modélisation
de valeurs, I’inférence de randomisation correspond au cas ou les valeurs yy sont des
constantes inconnues et la distribution de modele devient dégénérée au point yy. La seule
probabilité qui reste est celle en p(s | zy), et cette distribution pour ’ensemble ¢ de tous les
échantillons possibles est & la base de I'inférence de randomisation. Notons que la distribu-
tion de randomisation est déterminée entierement par la régle d’échantillonnage et les valeurs
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préalables, z. Elle ne dépend d’aucun paramétre inconnu ni des données d’enquéte, Jyu- Cela
a pour effet de rendre p(s | z;) non informative car il y a moins de renseignements dans
p(s | zy) que dans z;, a elle seule. C’est ce qui explique que Godambe ait obtenu des résultats
négatifs a propos de I’inférence de randomisation.

Par contraste, I’inférence basée sur un modele dépend uniquement du terme de I’équation
(2.2) réservé au modele, étant donné que p (s | zy) ne contient pas d’information sur Ys. Pour
faire des inférences prédictives sur y;, on se sert de la distribution conditionnelle,
J(Yu | Ys:zusN), qui est indépendante de la distribution de randomisation, p(s | z). La régle
d’échantillonnage est toujours importante au stade de ’élaboration car elle influe sur 1’effi-
cience et la robustesse, mais elle n’a aucune importance au stade de ’inférence. Par ailleurs,
Péchantillonnage aléatoire est un moyen sir de rendre la régle d’échantillonnage non
informative, ce qui en fait une méthode d’échantillonnage scientifiquement acceptable.
Toutefois, les inférences basées sur un modele peuvent ne pas étre robustes si elles dépendent
largement du choix du modele, comme le démontrent de nombreux auteurs, notamment Hansen
et coll. (1983).

Une solution de compromis serait d’utiliser les deux composantes de I’expression (2.2), soit
la distribution de modele et la distribution de randomisation, dans le choix de I’estimateur.
Cette solution avait été proposée par Godambe (1955) en vue de renverser les résultats négatifs
qu’il avait obtenus. Il proposait d’utiliser comme critere I’espérance de modele de la variance
de randomisation, c’est-a-dire E,, V,,(#;), ou £ est ’estimateur du total 7 pour une population
finie. Afin de trouver une solution optimale dans une classe particuliére de modeles, Godambe
limitait le choix de £ a la classe des estimateurs non biaisés en p. Cette restriction a fait 1’objet
de nombreuses critiques et plusieurs auteurs, dont Brewer (1979), Sarndal (1980), Isaki et Fuller
(1982) et Little (1983), ont, par la suite, proposé un assouplissement en reconnaissant la propriété
d’étre approximativement sans biais comme une sorte d’équivalent de la propriété d’&tre sans
biais. Cela s’exprime le plus souvent comme la propriété d’étre asymptotiquement non biaisé
selon le plan, laquelle nécessite la construction d’une suite hypothétique de populations finies
dont la taille tend vers I’infini. Bien que ce raisonnement mathématique puisse sembler décevant,
la proposition selon laquelle les méthodes, qui sont choisies avant le tirage de 1’échantillon,
devraient dépendre de la moyenne calculée suivant un modéle d’échantillonnage répété est
parfaitement acceptable. Le probléme se trouve plutdt dans la question suivante: quelle
distribution choisir pour faire les inférences une fois que 1’échantillon est tiré?

3. ROBUSTESSE

La robustesse est une notion qui n’est pas trés bien définie en statistique. Dans I’ Encyclopedia
of Statistical Sciences de Kotz et Johnson (1988), il est écrit:

““(...) une méthode robuste est une méthode qui est efficace non seulement dans
des conditions idéales mais aussi dans des conditions autres.”’ (TRADUCTION)

Et encore, ajoute-t-on, faut-il savoir ce que 1’on entend par ‘‘conditions autres’ et par
“‘efficace’. Avec cette définition trés générale en téte, nous allons étudier la robustesse dans
I'inférence de randomisation et I’inférence basée sur un modele pour des totaux de population
finie. L’impression générale est que le premier type d’inférence est robuste alors que le second
ne I’est pas.

Les résultats négatifs qu’a obtenus Godambe peuvent vouloir dire que ’inférence de
randomisation est irréalisable en régle générale. C’est sfirement vrai en ce qui concerne les
populations hétérogénes, comme celle de Royall (‘‘axe, ass and box of horseshoes’’), ou les
populations qui comptent un petit nombre de valeurs extrémes, mais pour ce qui a trait aux
populations homogénes, I’expérience montre de fagon tres évidente que I’inférence de rando-
misation non seulement est réalisable mais fonctionne dans un sens bien défini.
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L’utilisation de I’inférence de randomisation suppose que I’on abandonne certains principes
statistiques, comme celui de la vraisemblance, au profit du théoréme limite central, car nous
prétendons que suivant un échantillonnage aléatoire répété fondé sur la régle p(s | zu)

t, —

VP, (L)

p\is

~ N(0,1), 3.1

pour tout #; qui est approximativement non biais en p pour T, ou N et n sont grands mais n/N
est faible. Bien qu’on en ait fait la preuve formelle uniquement suivant I’EAS (échantillonnage
aléatoire simple) et des plans semblables, des données empiriques montrent que les propriétés
de couverture par randomisation des intervalles de confiance a 95% du type

t, + 1.96VV, (1), (3.2)

ou 171,(ts) est un estimateur convergent de V, (), sont approximativement justes sauf dans
le cas de plans extrémes ou de populations hétérogenes.

Sur cette question, Godambe et Thompson (1977) s’expriment dans les termes suivants:

““On peut interpréter Iutilisation de tels intervalles de la facon suivante:

I: Nous sommes passablement siirs, a priori, que y appartient au sous-ensemble
de RN pour lequel Iintervalle contient T(y) pour 95% de tous les échantillons
possibles.

II: Il n’y a aucune raison de croire que les valeurs y de | *échantillon, combinées
a toute autre information dont nous pourrions disposer sur la population,
modifient de quelque facon que ce soit ’affirmation exprimée en 1. Par
conséquent, méme une fois I’échantillonnage accompli, nous croyons que si
on appliquait de facon répétée le plan de sondage a cette population, linter-
valle contiendrait T(y) dans environ 95% des fois.

La robustesse de I’intervalle vient évidemment de ce qu’il suffit de conditions trés
larges et essentiellement informelles pour que Vinterprétation donnée en I et 11
soit valide.”” (TRADUCTION)

Hansen et coll. (1983) expriment une opinion trés semblable:

“Pour des plans d’échantillonnage probabiliste, les intervalles de confiance
calculés, étant donné des échantillons suffisamment grands, sont justes en ce sens
que la probabilité (de randomisation) que ces intervalles renferment la valeur a
estimer est égale ou supérieure au niveau de confiance théorique et ce, quelle que
soit la répartition des caractéristiques entre les éléments de la population d’ou est
tiré I’échantillon.”’

““Pour la plupart, le mot robustesse signifie que les inférences qui sont faites a

partir d’un écantillon ne changeront pas si les hypothéses qui ont été posées ne
sont pas respectées. En théorie, et méme dans les faits, on crée de la robustesse
dans les sondages probabilistes en ayant recours a un échantillonnage avec
probabilites connues (c.-a-d. la randomisation) et a des estimateurs convergents
et en utilisant un échantillon suffisamment grand pour que le théoreme limite
central s applique, de sorte que I’on puisse dire que les estimations sont distribuées
approximativement selon une loi normale.” (TRADUCTION)
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Notons qu’avec cette définition de la robustesse, il ne semble pas nécessaire de préciser ce que
sont des conditions idéales ou ce que serait une dérogation a ces conditions. L’échantillonnage
aléatoire et des estimateurs convergents sont les seules choses requises. Brewer et Sarndal (1983)
sont clairs la-dessus:

““Les méthodes d’échantillonnage probabiliste sont robustes par définition; comme
elles n’utilisent pas de modéle, il est inutile de se demander ce qui arriverait si le
modéle s’avérait erroné.’”’ (TRADUCTION)

Comment une méthode statistique peut-elle &tre si robuste?

Parce qu’elle est entierement sous le contrdle du statisticien; celui-ci ne tente pas d’introduire
des ‘‘éléments naturels’’ dans la structure. La distribution de randomisation a une forme connue
et ne dépend pas de parametres inconnus. Il n’est pas nécessaire de faire des inférences sur
p(s | zy). De méme, c’est le statisticien qui décide de la base de I’inférence: échantillonnage
répété fond sur la régle p(s | zy). Les régles d’échantillonnage et les estimateurs utilisés
peuvent varier selon les statisticiens, mais la procédure qui est représentée par ’expression (3.1)
engendre des propriétés de couverture approximativement justes dans chaque cas et est donc
robuste. Voila un exemple de robustesse-critére. Or, il se peut qu’une procédure donnée ne
soit pas efficace pour les totaux de certaines variables. Nous avons déja souligné ’inefficacité
notoire de I’estimateur de Horvitz-Thompson dans les cas ol la variable d’enquéte est corrélée
négativement avec la variable de taille. Lorsqu’on essaie de réaliser des conditions de robustesse
et d’efficacité parmi un trés grand nombre de variables, on en vient souvent a recommander
I'utilisation d’un plan d’échantillonnage aléatoire simple stratifié; voir, par exemple, Godambe
(1982), Hansen et coll. (1983).

Dans I’inférence basée sur un modele, le statisticien s’amuse & modéliser la “‘nature’’. C’est
lui qui choisit des distributions de probabilité comme f(yy | zy;\), mais la forme réelle de ces
distributions est inconnue, comme le sont d’ailleurs les valeurs des paramétres. Si un estimateur
t;de T, est choisi, son espérance mathématique et sa variance dépendront du choix du modéle.
Les écarts par rapport au modéle peuvent amener une modification de la moyenne et de la
variance et, par conséquent, une modification des intervalles de confiance qui sont le résultat
de ’application du théoréme limite central aux résidus du modéle. La robustesse attribuable
au théoreme limite central est plus limitée dans I’inférence basée sur un modele que dans I’infé-
rence fondée sur la randomisation puisque dans le premier cas, elle ne s’applique qu’aux résidus.
Il est possible d’éliminer certains écarts par rapport au modéle en choisissant un plan de sondage
convenable, comme le font Royall et Herson (1973a,b), mais on ne pourra jamais obtenir une
robustesse parfaite. La base de I’inférence est aussi totalement différente. Au lieu d’une
distribution inconditionnelle fondée sur 1’échantillonnage répété, I’inférence basée sur un
modele utilise une distribution conditionnelle fondée sur 1’échantillon s.

Ces deux approches sont-elles conciliables? Avant I’échantillonnage, c’est-a-dire au moment
du choix des méthodes, ces approches peuvent étre conciliées. Les tenants de la premiére position
comme ceux de la seconde se servent de la méme information préalable, z;,, et les deux groupes
utilisent des modeéles pour la proposition de plans de sondage et d’estimateurs et déterminent
leurs méthodes en fonction de Perreur quadratique moyenne globale

E.E,(t; — T)*. (3.3)

Les tenants de la randomisation posent habituellement une condition, comme la propriété d’étre
approximativement non biaisé en p, tandis que les tenants de la modélisation peuvent exiger
la propriété d’étre approximativement non biaisé selon le modeéle, et il est possible de concilier
les deux positions en choisissant un plan de sondage congu de telle sorte que ’estimateur non
biaisé selon le modele est aussi non biaisé en p. De cette maniére, on exploite au maximum
Pexpression (2.2) et on tire le meilleur des deux approches.
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Apres I’échantillonnage, les possibilités de conciliation sont minces. La base de I’inférence
n’est pas du tout la méme. Dans un cas il est question d’une distribution inconditionnelle et
dans I’autre, d’une distribution conditionnelle. Royall et Cumberland (1981) ont montré de
facon concluante comment cela pouvait faire toute la différence. Du méme coup, ils ont prouvé
le manque de robustesse de quelques-uns des estimateurs classiques de la variance fondés sur
un modele.

La conciliation des deux approches est possible dans le cas, par exemple, d’un plan d’échan-
tillonnage stratifié. Les tenants de la randomisation comme ceux de la modélisation s’entendent
pour dire que I’échantillonnage stratifié est robuste, et en ce qui concerne ’EAS a I’intérieur
de strates, les inférences basées sur un modele et celles basées sur la randomisation s’accordent.
Ces remarques viennent confirmer 1’une des rares observations positives en ce qui concerne
les enquétes par sondage:

Théoréme: La stratification est une bonne chose.
Démonstration: Voir Cochran (1977, chap. 5).

La stratification nous permet d’examiner de plus prés la question de la robustesse. Siun
tenant de la randomisation et un tenant de la modélisation adoptent tous deux le méme mode
de stratification et le méme plan d’EAS a I'intérieur de strates, ils feront les m&mes inférences
pour un échantillon donné. Supposons maintenant que par une analyse plus poussée ou
’addition de nouveaux renseignements, on convient qu’il aurait fallu utiliser un niveau de
stratification de plus. Quel effet cette constatation a-t-elle sur les inférences respectives du tenant
de la randomisation et du tenant de la modélisation? Celui-ci dira que le modéle initial a et¢
mal spécifié et que, par conséquent, les inférences faites a partir de ce modele sont biais€es.
L’estimateur et la variance du modéle initial seront faux. Par contre, le tenant de la randomi-
sation pourra dire que 'information additionnelle est intéressante et utilisable pour une
stratification a posteriori des résultats initiaux, mais aussi qu’on peut, si ¢’est nécessaire, ne
pas en tenir compte puisque les inférences initiales seraient toujours valables au sens défini
en (3.2), la seule conséquence possible étant une perte d’efficacité. D’un coté, on juge que
P’inférence initiale n’est pas robuste; de I'autre, la méme inférence est vraisemblablement
robuste. Lorsqu’on en fait la moyenne pour des échantillons répétés, le biais du tenant de la
modélisation se transforme, pour le tenant de la randomisation, en une composante de la
variance d’échantillonnage ou en une perte d’efficacité. En conclusion, si les tenants de la
randomisation et les tenants de la modélisation partent de la méme base, ils n’interprétent pas
de la méme maniére les écarts par rapport a cette base. D’un cdté, il s’agit d’un biais; de ’autre,
il s’agit d’une variance. Peut-on vraiment parler de robustesse dans un cas et de non-robustesse
dans I’autre?

4. INFERENCE ANALYTIQUE

En inférence analytique, on ne s’intéresse plus & une fonction connue des valeurs yy, pour
la population finie, de sorte que mémesin = N, I'inférence renferme toujours un certain degré
d’incertitude, aussi faible soit-il. Les tests d’hypothéses sont un exemple du genre; I’hypothese
nulle de absence de différence n’a pas de signification dans une population finie de taille fixe.
Parmi les objets possibles de 'inférence analytique, notons les parametres \et ¢, dans le modele
(2.2), ou des fonctions de ces paramétres, comme § dans (2.1). D’autres objets possibles sont
les paramétres des populations finies qui ont un rapport bien déterminé avec la population finie
donnée, serait-ce par une structure spatiale ou temporelle. On trouvera une analyse récente
des méthodes d’inférence analytique dans Skinner et coll. (1989).

L’inférence analytique débute par la spécification du modele de superpopulation; cette
opération vise a définir la nature des liens qui existent entre la population finie et la superpo-
pulation. On pose souvent I’hypothése que la population finie est extraite d’une superpopulation
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comme un ensemble de variables aléatoires i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées).
L’applicabilité de cette hypothése a des populations qui ont une structure - c.-a-d. réparti-
tion en grappes ou stratification - est discutable. Dans cet article, nous tenons pour acquis cette
applicabilité, du moins si ’on considére des strates largement définies. Compte tenu de cette
proposition, un EAS tiré de la population finie est aussi un échantillon i.i.d. de la superpopu-
lation et les inférences peuvent €tre faites directement de 1’échantillon vers la superpopulation.

Si I’échantillon n’est pas un EAS mais qu’il est prélevé a I’aide d’un plan p(s | zy) qui exploite
Pinformation en zy, il ne s’agit plus d’un échantillon i.i.d. de la superpopulation. C’est ce
qu’on appelle le probleme de I’échantillonnage, et I’effet de I’échantillonnage doit &tre pris
en considération dans ’inférence finale.

Le modele de superpopulation définit une hiérarchie:
superpopulation D population finie O échantillon.

Sila population finie est un ensemble de variables aléatoiresi.i.d. tiré de la superpopulation,
les parametres de la population finie, par ex. les moyennes, sont liés aux paramétres corres-
pondants de la superpopulation dans les termes suivants:

Ju = Ey(y) + O,(N™%). (4.1)

Puisque N est habituellement trés grand, une inférence sur 7, vaudra bien une inférence sur
E,,(7y). Les inférences faites sur y, au moyen des poids p rattachés a la régle d’échantillon-
nage p(s | zy) sont le fondement de I’inférence analytique basée sur la randomisation.
Notons que cette approche dépend fortement de I’hypothése d’un ensemble de variables
aléatoires i.i.d. pour la population finie.

En ce qui concerne les analyses plus complexes, comme I’analyse de régression logistique,
on peut se servir de la méthode du pseudo-EMV, mentionnée dans Skinner et coll. (1989, sect.
3.4.4) et Binder (1983), pour définir le paramétre de population finie pertinent de méme que
I’estimateur de randomisation. Le paramétre de population finie est défini habituellement au
moyen d’une équation d’estimation; voir Godambe (1960) et Godambe et Thompson (1986).
Comme dans la section 3, les intervalles de confiance reposent sur la distribution incondition-
nelle produite par un plan d’échantillonnage aléatoire répété.

L’inférence analytique basée sur un modéle repose sur trois choses: le modele intégral de
la population d’enquéte y, les variables de plan z;, et la regle d’échantillonnage p(s | zy),
c’est-a-dire

JYuszussiNg) = fQu | zusN) f(zusd)p(s | zy) - 4.2)

Dans le cas de I’échantillonnage aléatoire, le plan d’échantillonnage ne modifie pas la distri-
bution conditionnelle f(yy | zy/;\) mais transforme la distribution marginale de Zy, Qui s’écrit
JS(zu;9) avant ’échantillonnage, en

g (zu3®) = f(zu:oIp(s | zv) (4.3)

aprés I’échantilionnage. Par conséquent, I’échantillonnage n’influe aucunement sur les
inférences portant sur \, alors qu’il a de Peffet sur les inférences portant sur ¢ et, donc, sur
6 = g(A\,9), les parametres de la distribution marginale f( Yu:8). Dans le cas des inférences
portant sur ¢ et 6, les données de 1’échantillon ne peuvent passer pour des données d’un EAS
tiré du modele de superpopulation.



208 Smith et Njenga: Méthodes robustes pour des enquétes analytiques

Si nous supposons que les distributions de la superpopulation sont des distributions normales
multidimensionnelles, alors

(i) E(y | 2) est linéaire en g, €t
(i) V(y | z) = K, indépendant de z.

Suivant ces hypothéses de linéarité et d’homoscédasticité, il existe un estimateur de la matrice
de covariance, Y, de y basé sur un modele, qui s’écrit (voir Skinner et coll. 1989, section 6.4)

[ aolY

= K)ys + ~byz (Voou — ~szs)b;z’ 4.4

vy

ot Vs Vet by sont, dans les deux premiers cas, des matrices de covariance de I’échan-
tillon et, dans le troisieme cas, une matrice de coefficients de régression pour des données
réputées i.i.d. et provenant de la distribution conditionnelle f(yy | zu3N). L’expression 4.4
est appelée estimateur corrigé de Pearson, en hommage a K. Pearson (1903).

Par des études théoriques et empiriques, Pfeffermann et Holmes (1985), Holmes (1987) et
Njenga (1990) ont montré que les inférences faites a partir de (4.4) ne tiennent plus si on s’éloigne
des hypothéses de linéarité et d’homoscédasticité. Nathan et Holt (1980) avaient proposé une
version pondérée en p de (4.4) dans le but d’accroitre la robustesse. Pour obtenir le nouvel
estimateur, il suffit de remplacer toutes les sommes pondérées également dans (4.4) par les
sommes pondérées en p correspondantes. On obtient ainsi ’estimateur du maximum de
vraisemblance pondéré en probabilité (pwm/). Les propriétés de cet estimateur ont été étudiées
empiriquement et théoriquement dans Holmes (1987), Njenga (1990) et Skinner, Holt et Smith
(1989, chapitre 8). On a observé qu’il avait les mémes propriétés inconditionnelles que d’autres
estimateurs pondérés en p, comme I’estimateur de Horvitz-Thompson de },,, et des
propriétés conditionnelles supérieures. Dans I’étude de simulation de la section 6, nous avons
choisi ’estimateur pwm! pour représenter I’ensemble des estimateurs pondérés en p. Comme
la version pondérée en p de ¥, dans (4.4) est un estimateur convergent selon le plande V.,
le nouvel estimateur est un estimateur convergent selon le plan de ¥,,,. Nous allons maintenant
examiner une nouvelle méthode robuste basée sur un modele.

5. UN ESTIMATEUR NON PARAMETRIQUE FONDE SUR LES MOMENTS

Dans cette section, nous tentons de remédier au manque de robustesse d’estimateurs basés
sur un modele comme (4.4), qui dépendent fortement des hypothéses de linéarité et d’homos-
cédasticité. Si la population finie est constituée d’observations i.i.d. provenant de la super-
population et que ’attention se porte spécialement sur les paramétres de la superpopulation,
iy et Yy, dans la distribution marginale de y, la méthode que nous utilisons dans les circons-
tances tient compte du fait que les données d’échantillon sont des observations i.i.d. tirées de
la distribution conditionnelle f(y | z) ‘tandis que les variables de plan, gy, constituent un
échantillon i.i.d. de taille N tiré de la distribution marginale de z. Pour des raisons de simplicité,
nous supposons qu’une seule variable de plan a été utilisée, par exemple une mesure de la taille,
de sorte que z soit une variable aléatoire scalaire.

Nous supposons que la moyenne et la matrice de covariance conditionnelles de y étant donné
z sont des fonctions lisses de z de forme inconnue. Soit

E(y|z) = p2), G.D

V(y|z) =L,(). (5.2)
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On peut estimer ces fonctions paramétriques 4 I’aide de techniques d’estimatjon non paramé-
trique comme les méthodes de lissage linéaire. Parmi les méthodes de ce genre, notons
I’estimation-noyau (voir, par ex. Gasser et Muller 1979), la régression locale (voir, par ex.
Cleveland 1979) et les fonctions splines de lissage (voir, par ex. Silverman 1985). Nous comptons
estimer une a une les fonctions incluses dans (5.1) en nous servant de I’estimateur noyau

p(z) = ) Wi(z.2)y. (5.3)

JEs

Nous posons la condition selon laquelle la somme des poids doit &tre égale a un de sorte que
I’estimateur soit une moyenne pondérée, et nous utilisons le noyau gaussien, ot & est la largeur
de bande. Ce genre d’estimateur a fait I’objet de nombreuses études, dont I’une des plus récentes
se trouve dans Gasser et Engel (1990).

La structure propre & (5.1) et a (5.2) suppose implicitement que 1’on peut écrire

Y, = p(z) + ¢, JeEs, (5.4)
de sorte que
&=y — B(z), Jes. (5.5)
Par conséquent,
G = (y — @) — a)T (5.6)

est un estimateur de },,(z;). En multipliant chaque terme o, (z;) de ¥ ,,(z;) par un facteur
d’ajustement linéaire, on obtient

0ap(2) = 2 Wi(z,2j)éjaéjp s (5.7

Jjes

ou W;(z,z;) est un noyau a largeur de bande %, laquelle est généralement plus élevée que &,
qui sert a ’estimation de la moyenne conditionnelle, (5.3).

Pour ce qui a trait aux estimations des moments marginaux, on a recours aux formules
standard, a savoir

gy = E(n(2)), (5.8)

Ly = E:(Lyy(2)) + Vi(p(2)). (5.9)

#y = § p(2)f(2)dz,
et I’estimateur proposé est

iy, = | 1(2)f(2)dz. (5.10)
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Puisque N est grand, nous proposons d’utiliser la fonction de densité empirique (Parzen
1962) définie par I’équation

dF(z) = f(z)

I/N, si z=32, j=1,...,N, (5.1D)
=0 , autrement.
En remplacant f(z) dans (5.10) par son équivalent en (5.11), on obtient I’estimateur
N
By =N""Y a(z). (5.12)
j=1

Pour estimer L,,, nous suivons une méthode semblable pour le premier terme du membre
de droite de ’équation (5.9). Le second terme, quant & lui, peut s’écrire

V,(u(2)) = § (s(2) — w)(1(z) — 1) f(2)dz. (5.13)
Nous proposons comme estimateur
. N
Vu(z)) =N Z (2(z) — &) (2(z) — aoNn’. (5.14)
j=1

Par conséquent, 1’estimateur proposé de L,, est

N
Ly = N—‘[ Y, £, + (B(z) — &) (2(z) — ,;Ly)ﬁ]. (5.15)
Jj=1

Dans Njenga (1990), on étudie les propriétés asymptotiques de ces estimateurs.

Si nous cherchons a estimer L, ¢’est notamment pour effectuer des analyses multidimen-
sionnelles, comme une analyse de régression qui met en rapport au moins deux des compo-
santes de y. Dans la section qui suit, nous donnons les résultats d’une étude de simulation dans
laquelle un coefficient de régression simple - régression entre deux variables y est estimé a partir
d’échantillons aléatoires stratifiés auxquels correspondent des fractions de sondage différentes.

6. ESTIMATION D’UN COEFFICIENT DE REGRESSION:
ETUDE DE SIMULATION

Soity = (¥, )T, avec comme moyenne g, = (Ml,uz)T et comme matrice de covariance

Nous voulons estimer une fonction de },,, soit le coefficient de régression linéaire simple

By, = 01,/03. (6.1)
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Nous allons estimer les éléments de },,, & ’aide des fonctions suivantes:

(i) Iestimateur corrigé de Pearson de Ly fondé sur (4.4);
(ii) la version pondérée en probabilité de (4.4);
(iii) un estimateur noyau fondé sur (5.14).

Les estimateurs correspondants de B,, ou de son équivalent pour population finie, B12u, sont
désignés par Blz mis Bl pwml et Blz aw respectivement. Dans le premier cas, I’indice “‘m/”’
signifie que Blz,m, est aussi Pestimateur du maximum de vraisemblance (maximum likelihood
estimator - MLE) suivant un modele normal a plusicurs variables. Dans le troisieme cas,
Pindice ‘‘nw’’ signifie Nadaraya (1964) et Watson (1964). Les deux premiers estimateurs ont
été retenus a cause de leur bon rendement dans des études de simulation antérieures; voir Skinner
et coll. (1989 chapitre 8).

Nous avons effectué trois études de simulation différentes. Dans la premiére, nous avons
généré une population normale & plusieurs variables dans le but de comparer le rendement du
nouvel estimateur avec celui de I’estimateur du maximum de vraisemblance, qui est optimal
pour les populations de ce genre. Dans la deuxiéme étude de simulation, nous avons généré
une population homogéne quadratique afin de comparer le rendement des estimateurs dans
les cas ot seule I’hypotheése de linéarité n’est pas respectée. Enfin dans la derniére étude, nous
avons comparé les estimateurs dans le cas ou la structure de la population est inconnue;
autrement dit, nous avons utilisé une population ‘‘réelle’’. Dans toutes ces études de simulation,
nous avons effectué des analyses conditionnelles aussi bien que des analyses inconditionnelles.
Le premier type d’analyses nous permet de déterminer si un estimateur particulier est efficace
pour certains échantillons et moins efficace pour d’autres, tandis que le second type évalue
en moyenne ’efficacité d’un estimateur pour ’ensemble des échantillons qui peuvent étre
produits a ’aide d’un plan particulier.

Le nouvel estimateur utilise le noyau gaussien

Wizi,2)) = ciexp{— (z; — z))2/2k*), i€U, jes,

ouc; = 1/ Y expl—(z — z)) 2/2k?}. En opérant une simulation avec différentes valeurs
de k, la largeur de bande, nous avons pu constater que I’erreur quadratique moyenne était
relativement la méme pour un trés grand nombre de valeurs de & et que cette constance relative
avait été rendue possible grace a un jeu de réduction du biais et d’accroissement de la variance.
Nous avons choisi pour & des valeurs qui produisaient un biais relativement faible pour chaque
plan d’échantillonnage stratifié.

Comme la population ‘‘réelle’’ dont nous disposions consistait en 6,962 observations tirées
de I’enquéte de 1975 sur les dépenses des familles au Royaume-Uni, nous avons construit, pour
nos simulations, trois populations ayant cette taille, avec comme vecteur de moyennes et matrice
de covariance

2
1 01y 012 Oy

_ _ 2
p=|pmpml|, = 03, Oy
2
(24 0z

Les valeurs réelles de Y figurent dans le tableau 6.1.

Lavariable de plan, z, repose sur les dépenses d’alimentation, la variable indépendante sur
le revenu total et la variable dépendante sur les dépenses totales. Nous avons divisé la population
de 6,962 observations en cing strates en utilisant la variable de plan comme critére de stratification.
L’opération a été effectuée de telle maniére que la premiére strate contenait les 1,393 unités
ayant les valeurs z les plus basses, les deuxiéme, troisiéme et quatriéme strates contenaient 1,392
unités chacune et la cinquiéme strate contenait les 1,393 unités ayant les valeurs z les plus élevées.
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Tableau 6.1
Valeurs de paramétres tirées de la population réelle

Variable E.T. Matrice de corrélation
y1 Dépenses totales 0.668 1
¥> Revenu total 0.849 0.75 1
z Dépenses d’alimentation 0.658 0.41 0.28 1
Tableau 6.2

Plans d’échantillonnage strafifié
Plans ny n ns ny ns Symbole
D1 Répartition proportionnelle 20 20 20 20 20 A
D2 Répartition croissante 5 9 16 30 40 v
D3 Répartition de U 40 8 4 8 40 +

Les plans d’échantillonnage utilisés s’inspiraient de ceux employés par Holt, Smith et Winter
(1980). Désignons un plan d’échantillonnage aléatoire stratifié par (n, ... ns), n, unités étant
prélevées dans la strate 4, £ = 1, ..., 5. Les plans d’¢ chantillonnage ainsi que les symboles
utilisés dans les graphiques figurent dans le tableau 6.2.

Pour les divers plans d’échantillonnage stratifié, nous avons prélevé 1,000 échantillons indé-
pendants de taillen = 100 dans la population finie. Ces 1,000 échantillons ont servi a estimer
la distribution d’échantillonnage des diverses statistiques a 1’étude. On obtient les résultats
inconditionnels en faisant la moyenne des statistiques a I’étude pour les 1,000 échantillons.

Afin d’évaluer les propriétés conditionnelles des estimateurs, nous avons réparti les 1,000
échantillons en 20 groupes de 50 échantillons chacun, ces groupes étant classés dans un ordre
précis, c’est-a-dire su1vant un mouvement croissant de la valeur de AL = (S, — S.)/S,
pour les estimateurs ‘“‘nw’’ et “‘“m{”’,

S = NT'Tu(z — Z0)% Sus=n"" Loz — 2%
2y =N"Yuz, Z =n"'La,
et de la valeur de A*l' = (S, — S,;)/S,, pour les estimateurs ‘“‘pwm!’’, ol
St = Yowi(z — 25?2, zF = Towz, W= (Nw) ™' et m

désigne la probabilité de sélection de I'unité #, de telle sorte que le premler groupe renferme
les 50 échantillons auxquels correspondent les valeurs de A - (ou de Af, ) les plus basses, et
ainsi de suite jusqu’au 20eme groupe, qui contient les 50 echantlllons auxquels correspondent
les valeurs de AZFZ (ou de A% ) les plus élevées. Nous supposons que la variation de Azz (ou de
A*F ) a Dintérieur de chaque groupe est faible. On peut alors representer graphlquement la
dlstrlbutlon conditionnelle des divers estimateurs, étant donné A . (ou A% Fy.

Dans les deux premiéres études de simulation, le biais, I’écart- type et l’erreur quadratique
moyenne sont calculés par rapport a la valeur de By, dans la population finie générée par le
modele. On est donc en mesure de les comparer aux valeurs tirées de la population ‘‘réelle”’
de la troisieme étude de simulation.
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Tableau 6.3

Biais absolus inconditionnels des trois estimateurs de By,
N = 6,962, n = 100 Valeur vraie B = 0.595

Viais absolus de

Plan de sondage

Blz,ml Blz,pwml élz,nw

D1 0.0003 0.0003 0.0185

D2 0.0007 0.0019 0.0269

D3 0.0026 0.0018 0.0159
Tableau 6.4

Ecart type inconditionnel des trois estimateurs de By,

Ecarts types

Plan de sondage

élZ,ml élZ,pwml élz,nw

D1 0.0500 0.0500 0.0507

D2 0.0522 0.0693 0.0531

D3 0.0486 0.0710 0.0503
Tableau 6.5

Erreur quadratique moyenne inconditionnelle des trois estimateurs de B

Erreur quadratique moyenne

Plan de sondage

BlZ,ml B;IZ,pwml élz,nw
D1 0.0025 0.0025 0.0029
D2 0.0027 0.0048 0.0035
D3 0.0024 0.0050 0.0028

Etude de simulation 1

Dans la premiere étude de simulation, on a ‘‘tiré’’ les 6,962 valeurs pour population finie
d’une distribution normale multidimensionnelle; 1a matrice de corrélation correspondante est
celle qui figure dans le tableau 6.1. Ces observations devraient mettre en valeur I’estimateur
B2 mi-

Les tableaux 6.3, 6.4 et 6.5 donnent, respectivement, les biais inconditionnels, les écarts-
types inconditionnels et I’erreur quadratique moyenne inconditionnelle.

Comme prévu, Iestimateur B, 2,mi €st celui qui a la meilleure erreur quadratique moyenne.
Le nouvel estimateur BlZ,nw a des qualités surprenantes; son biais est élevé mais son écart-type
est comparable a celui de BlZ,ml- La valeur du biais est comparable 2 celles que ’on trouve dans
d’autres étude pour des populations trés lisses (linéaires); voir, par exemple, Gasser et Engel
(1990). 11 faut une treés forte largeur de bande pour reproduire une fonction tres lisse.
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Figure 6.1 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de B 12,ml

Moyennes de groupes de é

0.60 - Lo Py
'c'N ',::‘A [ ) . M
D1 A
D2 V
D3 +
0.50 T T I
-0.50 -0.13 0.23 0.60

Moyennes de groupes de 4 ;Fz

Figure 6.2 Diagramme de dispersion des moyennes de groupesde B 12 pwm!



Techniques d’enquéte, déecembre 1992 215

Moyennes de groupes de B

0.60
R T e
'v";' J‘l . T - ¢
e £ N
D1 A
D2 Vv
D3 +
0.50 T ; I T
-1.00 -0.25 0.50 1.25 2.00

Moyennes de groupes de A I;z

Figure 6.3 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de élZ‘,nw

Les diagrammes conditionnels sont reproduits dans les figures 6.1, 6.2 et 6.3. Ils ne révélent
pas d’autres formes de biais que celle que I’on trouve dans le tableau 6.3. Des études antérieures
montrent que les biais des estimateurs EAS et des estimateurs simples pondérés en p ont un
comportement trés régulier (voir Skinner et coll. 1989, chapitres 7 et 8).

Etude de simulation 2
Echantillonnage répété dans une population homogéne quadratique

Cette étude de simulation ressemble a une autre effectuée par Holmes (1987). Nous avons
généré 6,962 valeurs de (¥y;,¥2,2) i = 1 ... 6,962, pour population finie en extrayant tout
d’abord une valeur z; de la distribution uniforme U(0,10). Une fois cette valeur générée, il est
possible de calculer les valeurs yy; et y,; correspondantes au moyen des équations suivantes:

Yau = my + Hyzi + Rzt + ey
et
yu=m + Hz + Rz} + €y,

oll ey, et €;; sont des variables aléatoires tirées de distributions normales de moyenne nulle et
de variance constante, et R, # 0, R, # 0. Comme dans Holmes (1987), nous avons choisi les
paramétres de ces équations de telle maniére que les régressions de y; et de y, par rapport &
z soient des fonctions monotones croissantes de z et que la régression de y; par rapport a y,
soit approximativement linéaire de maniere & faire du coefficient de régression B), un
parameétre significatif pour I’estimation.
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Tableau 6.6

Biais absolus inconditionnels des trois estimateurs de B,
N = 6,962, n = 100 Valeur vraie de Bj; = 0.857

Biais absolus de

Plan de sondage

BlZ,mI BlZ,pwml Blz,nw

D1 0.0119 0.0119 0.0171

D2 0.0923 0.0132 0.5556

D3 0.0124 0.0098 0.0104
Tableau 6.7

Ecart type inconditionnel des trois estimateurs de By

Ecarts types

Plan de sondage

ElZ,ml élz,pwml Blz,nw

D1 0.0877 0.0877 0.0877

D2 0.0972 0.1230 0.1150

D3 0.0785 0.1110 0.0797
Tableau 6.8

Erreur quadratique moyenne inconditionnelle des trois estimateurs de B,

Erreur gquadratique moyenne

Plan de sondage

Blz,ml Blz,pwml ng,nw
D1 0.0078 0.0078 0.0080
D2 0.0180 0.0153 0.0164
D3 0.0063 0.0124 0.0065

Les tableaux 6.6, 6.7 et 6.8 donnent, respectivement, le biais inconditionnel, I’écart-type
inconditionnel et ’erreur quadratique moyenne inconditionnelle des trois estimateurs du coef-
ficient de régression.

Nous constatons que I’estimateur ‘‘nw’’ est fortement biaisé et trés inefficient en ce qui
concerne le plan D2 (répartition croissante), mais qu’il est approximativement non biaisé
inconditionnellement et efficace en ce qui a trait aux plans D1 et D3. Comme on pouvait s’y
attendre, ’estimateur ‘‘pwm!’’ est approximativement non biaisé inconditionnellement pour
tous les plans considérés. Bien qu’il soit plus biaisé que ‘‘pwm/”’ ’estimateur ‘‘nw’’ I’est moins
que “‘m!’’ pour les plans 4 probabilités inégales. De plus, “‘nw’’ est plus efficient que ‘“‘m/”’
pour le plan D2 et a peu prés aussi efficient pour le plan D3. Il est aussi plus efficient que
“pwm!’’ pour le plan D3 (répartition en U).
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Les graphiques de I’analyse conditionnelle sont reproduits dans les figures 6.4, 6.5 et 6.6.

Nous voyons d’apres la figure 6.4 que I’estimateur “‘m/”’ est approximativement non biaisé
conditionnellement en ce qui concerne les plans D1 et D3 et qu’il n’est pas plus biaisé condi-
tionnellement en ce qui a trait au plan D2. La figure 6.5 nous montre que I’estimateur “‘pwm/*’
n’est pas plus biaisé conditionnellement dans 1’un ou ’autre des plans. Nous voyons d’aprés
la figure 6.6 que I’estimateur noyau ““nw’’ n’est que légérement plus biaisé conditionnellement
dans chacun des trois plans.

Etude de simulation 3
Echantillonnage répété dans une population ‘‘réelle’’ a plusieurs variables.

Dans cette étude de simulation, nous nous servons des 6,962 données simples réelles tirées
de I’enquéte sur les dépenses des familles pour constituer la population finie. Nous considé-
rons les mémes variables que dans la section 3 et tirons successivement des échantillons de cette
population pour analyser les propriétés de robustesse des trois estimateurs par régression. Nous
nous attendons que la population ¢‘réelle’’ ne respecte aucune des hypotheses de normalité.

Les résultats de I’analyse inconditionnelle figurent dans les tableaux 6.9, 6.10 et 6.11. Nous
constatons que I’estimateur noyau ‘“nw’’ est le plus efficient et qu’il est approximativement
non biaisé inconditionnellement pour tous les plans d’échantillonnage.

L’estimateur “‘m!’’ est moins biaisé et plus efficient que I’estimateur ‘‘pwm!’’ en ce qui
concerne les plans a probabilités inégales.

Les graphiques de I’analyse conditionnelle sont reproduits dans les figures 6.7, 6.8 et 6.9.

Nous voyons d’apres la figure 6.7 que ’estimateur ““mn/’’ est approximativement non biaisé
conditionnellement pour les plans D1 et D2 mais qu’il est affecté d’un faible biais conditionnel
pour ce qui est du plan D3. La figure 6.8 nous montre que 'estimateur “‘pwm/{’’ n’est pas plus
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Tableau 6.9

Biais absolus inconditionnels des trois estimateurs de By,
N = 6,962, n = 100 Valeur vraie de Bj; = 0.595

Biais absolus de

Plan de sondage

Blz,ml élZ,pwml Blz,nw
D1 0.0245 0.0245 0.0056
D2 0.0260 0.0408 0.0060
D3 0.0128 0.0355 0.0072

Tableau 6.10
Ecart type inconditionnel des trois estimateurs de B,

Ecarts types

Plan de sondage

BlZ,ml élz,pwml BlZ,nw
D1 0.111 0.111 0.111
D2 0.106 0.132 0.108
D3 0.111 0.122 0.111

Tableau 6.11
Erreur quadratique moyenne incondionnelle des trois estimateurs de By,

Erreur quadratique moyenne

Plan de sondage

ng,ml élZ,pwml Blz,nw
D1 0.0130 0.0130 0.0121
D2 0.0120 0.0192 0.0117
D3 0.0125 0.0161 0.0123

biaisé conditionnellement dans I’un ou ’autre des plans. Enfin, nous voyons d’aprés la figure
6.9 que ’estimateur noyau ‘‘nw’’ est approximativement non biaisé conditionnellement pour
les trois plans.

Ces études de simulation nous permettent de conclure que le nouvel estimateur BlZ,nw est
satisfaisant. Lorsqu’on s’écarte des hypothéses de linéarité et d’homoscédasticité, cet estima-
teur parait robuste pour divers plans de sondage et semble &tre relativement efficace et avoir
des propriétés conditionnelles et inconditionnelles raisonnables. Nous savons d’apres des etudes
antérieures que 1 5y €5t aussi efficace que les estimateurs pondeérés en p plus classiques sur
le plan inconditionnel et qu’il a des propriétés conditionnelles de beaucoup supérieures. Compte
tenu de ce que le nouvel estimateur B, 2.nw semble avoir, selon cette étude, de meilleures
propriétés que ’estimateur “‘pwm!’’, qui avait été choisi pour représenter le groupe d’estima-
teurs pondérés en p 4 cause de son rendement dans d’autres études de simulation, il est permis
de croire que BlZ,nw pourrait &tre utilisé dans des études analytiques ol on s’intéresse a un petit
nombre de parameétres clés.
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