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Estimation pour population finie a ’aide de
fonctions d’estimation

HAROLD J. MANTEL!

RESUME

Godambe et Thompson (1986) définissent et élaborent des méthodes d’estimation optimale simultanée
de parameétres de superpopulation et de population finie & partir d’un modeéle de superpopulation et d’un
plan de sondage. Dans leurs travaux, ils définissent le parameétre de population finie, 6, comme la solu-
tion de I’équation d’estimation optimale pour le paramétre de superpopulation 8; cependant, un autre
parameétre de population finie, ¢, peut étre tout aussi intéressant. Nous proposons d’élargir le modéle
de superpopulation de telle maniere que le parametre ¢ soit une fonction connue de 8y, c.-a-d.
¢ = f(Oy). Alors, ¢ est estimé de maniére optimale par f(6,), ou, d’aprés Godambe et Thompson
(1986), 0, est ’estimateur optimal de 6, étant donné I’échantillon s et le plan de sondage.

MOTS CLES: Fonctions d’estimation; estimateur linéaire généralisé; parameétre de population finie.

1. ESTIMATION D’UNE MOYENNE

Dans cet article, nous traitons de ’estimation d’un parametre de population finie tel que
la moyenne établie & partir d’une enquéte par sondage. Il est aussi question d’un modele de
régression hypothétique pour superpopulation qui met en relation la variable étudiée et des
covariables connues. Le but de cet exercice est d’obtenir une méthode d’estimation qui offre
de bonnes propriétés aussi bien par rapport au plan de sondage que par rapport au modele
hypothétique. Cette étude s’inspire des travaux de Godambe et Thompson (1986).

Nous supposons que nous avons une population finie d’individus P = {i:i = 1, ..., N}.
A chaque individu i sont associés une variable inconnue y; et un vecteur de covariables, x;.
Celui-ci peut tre connu pour tous {€P ou seulement pour les i faisant partie de I’échantillon
tandis que la moyenne de la population, X, est connue. Si nous posons E,, comme ’espérance
par rapport au mode¢le de superpopulation, les hypothéses du modele sont les suivantes:

(i) y;ety; sont indépendantes pour i # j
(i) E, () = x7B pour un vecteur réel inconnu 8

(i) E,(v; — x18)? = ¢®v;, i = 1, ..., N, pour des valeurs v; connues et une valeur o>
inconnue.

_ D’apres Godambe et Thompson (1986), nous définissons un paramétre de population finie
Bx comme la solution de ’équation d’estimation linéairement optimale

N
g* 2 (yi — x!B)x;/v; = 0, M

i=1
c’est-a-dire,

~

By = (XAV'Xn) "' XAV 'ww, )
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ouyl = (¥, ..., ¥n), Vn, st une matrice dlagonale ayant pour éléments vy, ..., Vy, €t X
est une matrice & N lignes, la i-ieme ligne étant x/.

Or, BN est inconnu. Godambe et Thompson (1986) ont défini et élaboré des méthodes
d’estimation optimale simultanée de (8 et de B 4 partir du modele et du plan de sondage.
Désignons les données d’une enquéte par sondage par x; = {(i, ), ies}.

Pour ’estimation simultanée de 3 et de BN, nous considérons des fonctions d’estimation
h(xs, B) telles que E,(h) = g* en (1), ou E, désigne 1’espérance par rapport au plan de
sondage. Une fonction h* de cette classe est appelee optimale si, pour toutes les autres fonctions
h de la méme classe, E,E, (hhT} — E, E,{h*h* T} est définie non négative. Le théoréme 1
de Godambe et Thompson (1986) montre que la fonction optimale A* est définie par I’expression

h*(x,, B) = E (y; — x'B)x/m;, (3)

i€s

ou m; est la probabilité, selon le plan de sondage, que I’individu i fasse partie de ’échantillon
s. Nous désignerons la racine de cette fonction par B,, c’est-a-dire,

8, = (X, v x) T XTIy, @)

ol y; est le vecteur des y;s pour i€s, Il et ¥, sont des matrices dlagonales ayant pour €léments
m; et v; Tespectivement, i€s, et X; est une matrice ayant pour lignes x7, €s.

Jusqu’a maintenant, il n’a été question que de I’estimation de 3 ou Bx-. En réalité, nous
cherchons & estimer 7y, la moyenne de population des y;s. Pour cela, nous pouvons utiliser,
par exemple, un estimateur par régression généralisé¢,

Vores = XhBs + 1T (v — XB5)/N, )

ou 1, est un vecteur de uns dont la grandeur équivaut a la taille de I’échantillon s. Sirndal,
Swensson et Wretman (1992), notamment, analysent cet estimateur. Le premier terme de
estimateur offre de bonnes propriétés par rapport au modele tandis que le second terme offre
de bonnes propriétés par rapport au plan. Toutefois, I’adéquation de Jgreg au modele et au
plan ne dépend pas de la forme particuliere de B, et rien, a premiére vue, ne nous empéche
de croire que I’on pourrait remplacer 65 dans (5) par un estimateur de 8 basé uniquement sur
un modele. L’optimalité selon le plan de 35 est apparemment peu pertinente.

L’estimateur que nous proposons ici établit une relation plus étroite entre le modele hypo-
thétique et le parametre de population finie yy. Comme fy en (2) est estimé de maniére
optimale par BS en (4), les fonctions de BN sont estimées de maniére optimale par la fonction
équivalente de 5; Sijy = u T3, pour un vecteur # quelcongue, nous estimerons yy au moyen
de u”B,. Un tel vecteur existe si et seulement si ¥y 1 est inclus dans 'espace vectoriel engendre
par les colonnes de Xy, auquel cas, si Vyly = Xya, nous pouvons avoir u = XLyt
Xya/N = %y. Enrevanche, si Vylyn’est pas dans Pespace vectoriel engendré par les colonnes
de Xy, nous allons I’y inclure. Ce faisant, nous sacrifions quelque peu I’efficacité du modele,
bien que la version élargie demeure acceptable par rapport au modele initial. Nous insistons
moins sur Pefficacité du modele afin d’accroitre le rapport avec des populations finies. Il est
intéressant de noter que lorsque les variances du modele ne dépendent pas de i, notre méthode
aboutit 2 ’inclusion d’une constante arbitraire dans le modéle de régression.

La méthode proposée ici se rapproche beaucoup de celle de Little (1983), qui suggere de
recourir 4 Pestimation basée sur des modgles, et seulement les modeles qui produisent des
estimateurs asymptotiquement convergents selon le plan. Par ailleurs, Isaki et Fuller (1982)
proposent de se limiter aux plans pour lesquels I’estimateur fondé sur un modgele est asympto-
tiquement convergent selon le plan.
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2. COMPARAISON AVEC L’ESTIMATEUR PAR
REGRESSION GENERALISE

Soit W}, la matrice de plan pour le mode¢le élargi, c’est-a-dire
Wy = (Valns X). ()]

Pour les besoins de I’analyse, nous supposons que Va1, n’est pas inclus dans I’espace vectoriel
engendré par les colonnes de Xy. De méme, posons ¥, comme la version augmentée de X; et
v 4~ €t 45 comme les versions augmentées de 8, B, et B, respectivement.

Pour des raisons de commodité, nous désignerons notre estimateur de la moyenne de popu-
lation comme ’estimateur par régression augmenté,

JAREG = Wi @)

Nous allons montrer tout d’abord que Jsggg €st aussi une sorte d’estimateur de différence
généralisé. D’aprés (6), si u est un vecteur de grandeur appropriée dont le premier élément est
égal & un et les autres nuls, alors Wyu = Vyly et W,u = V1, Par conséquent,

ISTHS_IWS’?S = uTWsTVs_le_lu/s'% = uTWSTVSAIHs‘_ lys = ISTHS* lys
et il s’ensuit que le second terme de I’estimateur par régression généralisé de I’équation (5),

ol B, est remplacé par ¥, est égal 4 0.

En deuxiéme lieu, comparons Jareg (équ. 7) et oreg (équ. 5). De longs calculs nous
aménent a I’équation suivante:

FarEG = XaBs + (c1/e) 1Ty, — X,B) /N,

G = 15( Vinln — XN(XS‘TVS_IHS_ le) _IXSTHs_lls)

et

2 lsTHs_l ( Kls - Xs(XsTVs_IHs_le) _leTHs_lls) .

Exprimé de cette maniére, Jorpg ressemble étonamment a ygrgg, sauf en ce qui concerne le
facteur de pondération placé devant le second terme. Il ne semble pas possible d’expliquer de
facon heuristique le poids (¢;/¢;). Cependant, on constate que c; est précisément la somme
des résidus d’une régression pondérée des v; sur les x; fondée sur I’échantillon s et que ¢,
ressemble a un estimateur d’Horvitz-Thompson de ¢, sauf que les résidus dépendent aussi de
I’échantillon s. Dans le cas de grands échantillons tirés de grandes populations, (c;/c,) devrait
tendre vers 1.

En comparant $sreg avec Jgreg, Nous pouvons dire que le premier est plutdt fondé sur un
plan tandis que le second est plut6t fondé sur un modeéle. Il est vrai que Jargg €5t convergent
selon le plan, mais ¥greg @ en plus une caractéristique de plan pour échantillon de taille finie
€n ceci que 4, est la solution d’une équation d’estimation qui est non biaisée selon le plan pour
I’équation a définition de parameétre de Bx. Les équations a définition de paramétre sont
traitées dans Godambe et Thompson (1984, 1986).
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3. ESTIMATION DE LA VARIANCE ET INTERVALLES DE CONFIANCE

Une méthode de production d’intervalles de confiance qui serait conforme a I'idée générale
des fonctions d’estimation serait de construire un pivot normal multidimensionnel asymptotique
basé sur A* ainsi qu’un estimateur de la variance correspondante. Les régions de confiance
approximatives pour 4 correspondraient alors a des régions de probabilité de la distribution
normale multidimensionnelle estimée de ce pivot approximatif. Or, nous ne nous intéressons
pas a 4, mais & une fonction non injective de cet estimateur. Nous allons opter pour une
méthode plus simple, 4 savoir I’estimation directe de la variance de yarec-

Sarndal, Swensson et Wretman (1989) se sont penchés sur ’estimation de la variance pour
JoreG, défini en (5), lorsque le second terme de ’expression est nul. Nous avons vu dans la
section 2 que Pestimateur J,rgg @ précisément cette forme. L’estimateur de la variance de
Sarndal, Swensson et Wretman peut s’écrire

I7g = E E Aijgiséisgjséjw (8)

i€s  jes

ou l,-j = (my; — mm)/ 7, m, étant la probabilité de plan que les individus i et j fassent partie
de I’échantillon s, g, est le i-iéme élément du vecteur ligne wi (W VT W) ~' Wl v,
et &, = (¥, — x74,)/=;. Voir Sarndal, Swensson et Wretman (1989) pour une analyse détaillée
des propriétés de modele et de plan de I7g en (8). Notons que Fareg €n (7) peut s’écrire

JAREG = Yies &is Vi/ m; €t

JarRec — N = E 8is8in = Wal¥s — AN) s

i€s

ou én = (¥, — wlin)/m. Or, si Vyly = Wya, nous avons wi = 1IWyVy' Wy/N =
aTWLV5 ' Wy/N, de sorte que pour de grands échantillons, g;, tendra vers 1/N pour i€s. La
variance de plan de Fagrpg €st donc approximativement égale &

E E A;6in€in/N?,

ieP jeP

ou q;; = (my; — mm;), et cette expression peut étre estimée au moyen de 1’équation

v, = E E Aijéiséjs/Nz- ®

i€s i€s

On parle de I’estimateur ci-dessus dans des ouvrages pionniers sur ’estimateur par régression
généralisé; voir, par exemple, Sérndal (1981, 1982). Nous pouvons considérer 1’estimateur I7g
défini en (8) comme une version de ¥, corrigée en fonction des valeurs observées de g;;, i€s.
Sarndal, Swensson et Wretman (1989) montrent que I7g est souvent non biaisé ou quasi non
biaisé selon le modele pour I’incertitude quadratique moyenne de modele de yorgc tout en
étant convergent selon le plan pour la variance de plan du méme estimateur.

On peut maintenant construire des intervalles de confiance approximatifs pour yy en se
fondant sur une approximation normale de la distribution de (Fagec — Fn)/{ Ve} /2. Cette
méthode a un fondement asymptotique tant du point de vue du plan que du point de vue du
modele, et il est nécessaire de vérifier si elle est bien adaptée & certains échantillons de taille
finie. A cette fin, on peut, par exemple, comparer un ensemble d’intervalles de confiance
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produits & I’aide de cette méthode avec un ensemble d’intervalles basés uniquement sur un
modele en supposant la normalité des erreurs et en utilisant une variable 7. Si les deux ensembles
d’intervalles sont trés différents, on aura lieu de douter de la validité des intervalles basés a
la fois sur un modele et sur un plan; cependant, d’autres recherches seront nécessaires avant
que nous puissions résoudre cette question de facon satisfaisante.

Binder (1983) propose une autre méthode d’estimation de la variance par rapport au sujet
qui nous occupe. On peut en effet estimer la variance de plan de A* comme estimateur de g*
a ¥y au moyen des techniques courantes basées sur un plan, en substituant 4, & 4, et on peut
ensuite calculer la variance de 4, comme estimateur de 4, au moyen d’une linéarisation de
Taylor de A* par rapport a 4. On pourrait recourir aussi & la linéarisation de Taylor pour
calculer I’estimateur de la variance d’une fonction de 4 qui sert d’estimateur pour la fonction
équivalente de yn.

4. SUJETS DE RECHERCHE POUR L’AVENIR

Nous venons de voir comment la méthode décrite dans cet article peut servir a estimer des
moyennes de populations finies ou, plus généralement, des fonctions de parametres de régres-
sion linéaire. Il est normal de se demander si cette méthode peut aussi servir a I’estimation
d’autres types de parametres de population finie, comme les fonctions de distribution et les
quantiles, ou a I’estimation pour petits domaines et si cela nécessite des ajustements et lesquels.

Prenons le cas particulier de I’estimation d’une fonction de distribution 4 un point précis.
Il'y a deux facons d’intégrer de I’information de covariables dans un modéle. La premiére est
de poser explicitement la probabilité comme une fonction des covariables, comme dans le
modele logistique. La seconde, qui est courante dans I’estimation de fonctions de distribution,
comme dans Chambers et Dunstan (1986), Rao, Kovar et Mantel (1990) et d’autres, est de poser
que les résidus d’une régression de la variable observée sur les covariables sont indépendants
et identiquement distribués suivant une loi indéterminée. Selon cette méthode, le paramétre
étudié doit étre une fonction du paramétre de population finie. Peut-on se servir de cette
méthode pour I’estimation de fonctions de distribution ou de quantiles?

Une autre question majeure dans le domaine des sondages est 1’estimation pour petits
domaines, ¢’est-a-dire I’estimation de totaux, de moyennes ou de proportions pour des sous-
ensembles de la population finie. Platek, Rao, Sarndal et Singh (1987) présentent une analyse
détaillée de la question. Une fagon simple d’adapter la méthode décrite dans la section 1 &
I’estimation pour petits domaines serait de I’appliquer séparément dans chacun des domaines
étudiés; il s’agirait alors, en quelque sorte, d’une estimation par régression généralisée avec
stratification a posteriori. Notons que dans les circonstances, il faut connaitre les totaux des
covariables pour chaque domaine étudié. Une pratique courante dans I’estimation pour petits
domaines consiste & ‘‘emprunter’’ de I'information dans les domaines voisins par I'intermédiaire
d’un mode¢le qui met en relation les petits domaines et certaines covariables de méme que les
petits domaines entre eux. Singh, Mantel et Thomas (1991) font une bonne analyse de la
question. Une méthode qui s’est avérée trés utile est I’estimation empirique de Bayes fondée
sur des modeles & effets aléatoires, que I’on doit & Fay et Herriot (1979). Liang et Waclawiw
(1990) examinent des fonctions d’estimation destinées a des modeéles empiriques de Bayes. Est-il
possible de construire des modeles qui visent & “‘emprunter’’ de ’information dans les domaines
voisins de maniére que les parametres étudiés deviennent des fonctions d’un parameétre de
population?
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