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Méthodes pour estimer la précision des estimations
d’une enquéte ayant fait I’objet
d’une imputation
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RESUME

Dans presque toutes les grandes enquétes, 'imputation est utilisée sous une forme ou sous une autre.
Le présent article expose une méthode d’estimation de la variance lorsque I’imputation simple (plutdt
que multiple) est utilisée pour créer un ensemble complet de données. L’imputation ne reproduit jamais
les vraies valeurs (sauf dans des cas tout a fait exceptionnels). L’erreur totale de I’estimation de I’enquéte
est considérée, dans cet article, comme la somme de ’erreur d’échantillonnage et de I’erreur d’imputa-
tion. Par conséquent, on en arrive & une variance globale qui est la somme d’une variance d’échantillon-
nage et d’une variance d’imputation. L’article s’attarde principalement & ’estimation de ces deux
composantes, en utilisant les données aprés imputation, ¢’est-a-dire les valeurs réellement observées et
les valeurs imputées. La méthode est fondée sur un modele, en ce sens que le modéle sous-jacent a la
méthode d’imputation, ainsi que la distribution de randomisation ayant servi 4 la sélection de I’échan-
tillon, détermineront ensemble la forme que prendront les estimateurs de la variance. Les résultats
théoriques sont confirmés par une simulation de Monte Carlo.

MOTS CLES: Imputation simple; estimation de la variance; modéle d’imputation; inférence fondée sur
un modele.

1. DIFFERENTS TYPES D’IMPUTATION

Le présent article fait état de travaux réalisés dans le cadre de I’élaboration du Systéme géné-
ralisé d’estimation (SGE) de Statistique Canada. Des estimations de la variance seront
réguliérement effectuées a ’aide des différents modules d’estimation définissant le SGE. Il est
apparu nécessaire de mettre au point des méthodes qui puissent servir a I’estimation de la
variance dans les cas ou ’ensemble de données contient des valeurs imputées, comme c’est le
cas dans la plupart des enquétes.

La pondération et I’'imputation sont deux des principales méthodes permettant de traiter
les données manquantes a des fins d’estimation. Dans les publications récentes traitant de la
pondération, on considére habituellement que les poids servant a compenser la non-réponse
devraient étre I’inverse des probabilités de réponse propres a un mécanisme de réponse dont
on fait ’hypothése. Puisque les probabilités de réponse, en général, sont inconnues, elles doivent
étre estimées a partir des données disponibles. L’imputation, par contre, a I’avantage de fournir
un tableau de données complet. Un tel tableau simplifie le traitement des données, mais cela
ne signifie pas pour autant que les ‘‘méthodes d’estimation ordinaires’ peuvent étre utilisées
directement. Les valeurs imputées se fondent sur des échantillons, et ont par conséquent leurs
parametres statistiques propres, comme une moyenne et une variance.

De nos jours, 'imputation est une technique abondamment utilisée. Il est intéressant de
signaler ce que Pritzker, Ogus et Hansen (1965) disent de la ligne de conduite adoptée en matiére
d’imputation par le US Bureau of the Census: ‘‘Essentiellement, notre approche en ce qui
concerne le probleme de ... I'imputation est que nous devrions recueillir de I’'information par
mesure directe pour une proportion tres élevée des agrégats a totaliser, avec un contrdle suffisant
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de la qualité, de telle sorte que pratiquement toute régle raisonnable ... d’imputation donnera
grosso modo les mémes résultats ... Pour ce qui est de 'imputation dans les recensements
et les enquétes par sondage, nous avons adopté une norme selon laquelle un faible niveau
d’imputation, de ’ordre de 1 ou 2 %, est ce que nous visons.”’

Idéalement, un niveau d’imputation de 1 ou 2 % demeure un objectif que nous devrions
chercher 4 atteindre. On note toutefois un taux d’imputation beaucoup plus élevé dans la plupart
des enquétes réalisées de nos jours par les grands organismes d’enquéte. Il est clair que si 30 %
des valeurs sont imputées, les effets de ’imputation ne peuvent &tre passés sous silence. L’impu-
tation peut engendrer une erreur systématique (biais) de 1’estimation ponctuelle; c’est peut-
&tre 1a son plus grand danger. Toutefois, méme siI’on peut trouver une méthode d’imputation
ne produisant pas d’erreur systématique appréciable, on ne peut omettre ’effet souvent
considérable qu’exerce I'imputation sur la précision (la variance) de I’estimation ponctuelle.
Il importe de se doter de méthodes simples, mais valables, d’estimation de la variance pour
les données d’enquéte contenant des imputations, afin de pouvoir évaluer adéquatement les
coefficients de variation des estimations de ’enquéte.

Plusieurs méthodes d’imputation différentes ont été proposées. Celles-ci peuvent &tre classées
de diverses facons. L’un des classements possibles fait intervenir le nombre d’imputations
effectuées. Dans les méthodes d’imputation simple, une seule valeur est imputée en remplace-
ment d’une donnée manquante. On obtient ainsi un tableau de données complet, dans lequel
les valeurs imputées sont marquées. Les estimations sont calculées au moyen de I’ensemble
de données complet. Dans le cas de 'imputation multiple, deux valeurs ou plus sont imputées
a chaque valeur manquante. Plusieurs ensembles de données complets sont ainsi obtenus. Les
estimations sont calculées au moyen des ensembles de données complets.

Les méthodes d’imputation different également selon le modele qui sous-tend 'imputation.
Certaines méthodes se fondent sur un modele explicite, par exemple lorsque la valeur imputée
est obtenue par un ajustement de régression, un quotient ou une moyenne. Dans d’autres
méthodes, le modele est seulement implicite, par exemple dans ’imputation hot deck et I'impu-
tation du plus proche voisin. Les distinctions qui précédent sont importantes dans le cadre du
présent article.

Statistique Canada utilise actuellement diverses méthodes d’imputation: plus proche voisin,
quotient courant, moyenne courante, valeur précédente, moyenne précédente, tendance
auxiliaire. Ce sont toutes des méthodes d’imputation simple. Les valeurs imputées sont produites
dans le Systeme généralisé de vérification et d’imputation (SGVI); de 12 elles entrent dans le
Systéme généralisé d’estimation (SGE), ou les estimations ponctuelles et les estimations de la
variance sont calculées dans plusieurs modules d’estimation différents. Le présent article traite
en particulier de la méthode d’imputation par le quotient courant, I’une de celles fondées sur
un modele explicite.

2. QUELQUES REFLEXIONS SUR L’INPUTATION
MULTIPLE

La méthode de 'imputation multiple a été proposée par D.B. Rubin vers 1977. Ses idées
sont traitées dans plusieurs articles, en particulier dans Herzog et Rubin (1983) et Rubin
(1986) qui en exposent la teneur, ainsi que dans un livre, Rubin (1987). L’imputation multiple
présente a la fois des avantages et des inconvénients; il en va de méme de I'imputation
simple.

Rubin (1986) voit dans ’imputation simple I’inconvénient suivant: ‘... la valeur imputée
exclut toute incertitude sur la valeur & imputer. Si une valeur était vraiment appropriée, elle
ne serait pas manquante. Ainsi, lorsqu’on assimile les valeurs imputées 4 des valeurs observées,
on sous-estime systématiquement 1’élément d’incertitude méme en supposant que I’on connaisse
les motifs exacts de la non-réponse.”’
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L’imputation multiple est attrayante du fait qu’elle incorpore I’idée d’une variabilité dans
I'imputation. C’est précisément cette variabilité - la variabilité a ’intérieur des ensembles
complets de données et entre ces ensembles — qui est exploitée dans les méthodes d’estimation
de la variance liées a I’'imputation multiple. Ces méthodes font un usage trés fructueux des
notions statistiques de base. (On pourrait faire valoir, toutefois, que la sélection d’un échantillon
comporte elle aussi une variabilité, mais que la plupart des enquétes doivent se limiter au
prélevement d’un seul échantillon et que ’estimation doit se faire uniquement a partir de ce
dernier.)

On peut constater, a ’aide d’exemples simples, que le fait de traiter les valeurs imputées
comme des valeurs observées peut entrainer une grave sous-estimation de I’incertitude réelle;
les responsables de I’échantillonnage sont depuis longtemps sensibles & ce danger. Et il est vrai
que parfois, les utilisateurs traitent les valeurs imputées exactement comme les valeurs observées,
avec comme résultat des énoncés de précision erronés. Avec les moyens informatiques
d’aujourd’hui, il est facile de faire une imputation selon une régle ou une autre, mais il est plus
difficile d’obtenir des estimations valides de la variance.

La citation ci-dessus laisse entendre que ’imputation d’une valeur unique, parce qu’aucune
variation ne lui est associée, ne permet pas d’en arriver a des estimations raisonnables de la
variance, et conduit nécessairement & une sous-estimation. Je ne partage pas cet avis. Les
méthodes que j’examine montrent que des estimations valides de la variance sont bel et bien
possibles avec I’imputation simple.

Une méthode d’estimation de la variance en présence de valeurs imputées devrait avoir les
propriétés suivantes: a) reposer sur un fondement théorique solide; b) &tre robuste a I’égard
des hypothéses régissant I’imputation; c¢) étre pratique, simple & réaliser et facilement acceptée
par les utilisateurs.

Bien que I’imputation multiple ait les qualités énoncées en a) et b), il est clair qu’elle est
dépourvue de la propriété c), a tout le moins dans certaines applications. Dans I’élaboration
du SGE, nous devons miser sur des méthodes d’application facile, aptes a recueillir facilement
I’adhésion de I'utilisateur. L’utilisateur de I’ensemble de données (quelqu’un qui n’est pas avant
tout un statisticien) peut comprendre facilement que le statisticien fait une imputation unique,
avec Pobjectif d’attribuer la meilleure valeur possible a 1’élément manquant. Certes, il peut
étre intéressant a certaines fins, par exemple pour des analyses secondaires, de disposer de
plusieurs ensembles complets de données, mais les colits de stockage de tels ensembles obligeront
souvent a renoncer a une telle option.

Il est fort possible que ’imputation multiple se révele utile dans des contextes différents,
et pour des raisons autres que celles qui sont essentielles a I’élaboration du SGE. L’imputa-
tion multiple est I’un des moyens qui existent pour traiter le probléme de la sous-estimation
de la variance, du moins dans certaines situations. Cette méthode, par ailleurs récemment
critiquée par Fay (1991), ne constitue pas la seule solution possible. Voyons les possibilités
offertes par les méthodes d’imputation simple. Le méthode décrite ci-dessous se fonde sur
Sarndal (1990).

3. VARIANCE D’IMPUTATION ET VARIANCE
D’ECHANTILLONNAGE

Une regle d’imputation correspond a un modele (explicite ou implicite) de la relation entre
les variables d’intérét de ’enquéte. Autrement dit, dés que I’analyste a établi une régle d’impu-
tation, il ou elle a, en fait, choisi un modeéle. Le principe du développement qui suit est que
si une telle régle est considérée suffisamment bonne pour les estimations ponctuelles (absence
d’erreur systématique), elle est également suffisamment bonne pour les estimations connexes
de la variance. En d’autres termes, le modeéle devrait permettre a la fois le contrble du biais
et la validité de I’estimation de la variance.
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Soit U = {1, ..., k, ..., N} une population finie; supposons que y désigne une des varia-
bles étudiées dans ’enquéte. L’objectif est d’estimer le total de y pour I’ensemble de la
population, c.-a-d. ¢ = ¥y, (Pour n’importe quel ensemble C d’unités de la population, ou
C € U, Y, Liec est une désignation abrégée de t = ¥ )y par exemple, signifie ¥eqyi-) Un
échantillon probabiliste s est prélevé selon un plan d’échantillonnage déterminé. Les probabi-
lités d’inclusion sont connues, et I’on obtiendrait des estimations ordinaires, fondées sur le
plan, de la variance si toutes les unités k€s étaient observées. Toutefois, il y a des données man-
quantes. Soit 7 le sous-ensemble de s pour lequel les valeurs y, sont réellement observées. Pour
le complément, s — r, des valeurs imputées sont calculées. Les données aprés imputation sont
I’ensemble des valeurs dénotées y,,, k€s, telles que:

Vi si ker

Yok = .
Yimpk 81 k€s—r,

ol ¥, est une valeur réellement observée, et Yimp, est la valeur imputée pour Punité k. Sir = s,
il n’y a aucune imputation; toutes les données sont des observations réelles.

Ecrivons l’estimateur de  qui serait utilisé dans le cas d’une réponse de 100 % (c.-a-d.r = s)
de la facon suivante: / = ¥ eWidk = L sWidk» Ol Wy est le poids attribué a I’observation y;.
Par exemple, pour un echantlllonnage aléatoire simple sans remise (EASSR) de # unités parmi
N, w, = N/n pour tous les k€s lorsque la moyenne de I’échantillon étendue a la population
est utilisée pour estimer 7, et w, = (Zy/Zs) (N/n) = (L uzk)/(Ls2k) pour tous les kes
lorsqu’on utilise I’estimateur par quotient avec z comme variable auxiliaire.

Lorsque les données contiennent des valeurs imputées, ’estimateur de # est fo = LWl ek-
Autrement dit, nous supposons que les poids w, sont identiques a ceux qui sont utilisés lorsque
toutes les données sont des observations réelles. Ce principe est utilisé dans les modules
d’estimation du SGE. Il s’appuie sur I’hypothése que I’'imputation selon la régle choisie cause
peu ou pas d’erreur systématique dans les estimations.

La variance de ’estimation d’un total est accrue par I’imputation, parce que I’imputation
(sauf dans des circonstances tout & fait exceptionnelles) ne reproduit pas la vraie valeur y;. On
le constate concrétement quand on applique la régle d’imputation & des unités de I’échantillon
réellement observées; des erreurs se produisent toujours. Si la régle n’est pas exempte d’erreur
pour les unités répondantes, elle n’est pas non plus exempte d’erreur pour les uniteés non
répondantes. A la section 4, nous exprimons la variance de f, comme la somme de deux
composantes, une variance d’échantillonnage et une variance attribuable & I'imputation:

Vit = Viam + Vimp~

La variance d’imputation ¥, est nulle si toutes les données sont réellement des valeurs
observées, ou si la méthode d’imputation est apte 4 reproduire exactement la vraie valeur y,
pour chaque unité exigeant une imputation. (Aucun de ces deux cas n’est susceptible de survenir
en pratique.) Le processus décrit a la section 4 utilise les données aprés imputation, y,, k€s,
pour obtenir des estimations de chacune des deux composantes, ce qui donne:

La composante Vi, est déterminée en deux étapes:

1) Calculer I’estimation ordinaire, fondée sur le plan, de la variance au moyen des données
aprés imputation. (Par exemple, si PEASSR est utilité et que r = s, 1’est1mat1on non
biaisée ordinaire de la variance de N, est N>(1/n — 1/N) L (yx — 7)) (n — 1).
Cette formule, appliquée aux données aprés imputation, donne N?(l/n — 1/N)
Y (Vex — Jos)2/(n — 1), ol y,, est la moyenne des # valeurs y,.)
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2) Ajouter un terme de correction tenant compte du fait que de nombreuses régles d’imputation
produisent des données ayant une variabilité ‘‘moindre que naturelle’’, phénomeéne propre
4 entrainer une sous-estimation de la variance d’échantillonnage & moins que des mesures
correctives soient prises. Enfin, la composante I7imp est facilement calculée a partir des
données aprés imputation. L’utilisateur acceptera facilement ’argument selon lequel la
variance fournie par la formule ordinaire n’est pas suffisante a elle seule; quelque chose doit
gtre ajouté pour tenir compte de I'imperfection de la régle d’imputation.

Une propriété intéressante de la méthode est que si aucune imputation n’est nécessaire, c.-a-d.
sir = s, il en résulte que Vi, = 0 et que ¥, égale I'*‘estimateur ordinaire de la variance™
qui aurait été utilisé si 100 % des valeurs avaient été réellement observées.

4. EXPOSE THEORIQUE
L’erreur totale de 7, est ainsi décomposée:
fy, —t=({—1) + (f, — f) = erreur d’échantillonnage + erreur d’imputation.

L’erreur d’imputation est la différence entre ’estimation inconnue qui aurait été calculée
si les données avaient été formées entierement d’observations réelles, et I’estimation qui peut
étre calculée & partir des données apres imputation. L’erreur d’imputation est

f‘ - f= - E W€,
. S—r
ou
€ = Vi — yimpak

est un résidu d’imputation qui ne peut étre observé pour une unité £ € s—r. La grandeur de
e, dépend de la qualité d’ajustement offerte par le modele d’imputation. Les résidus sont
faibles si la méthode d’imputation donne des valeurs substituts presque parfaites. L’analyse,
a partir d’ici, peut prendre diverses directions. Nous utiliserons une méthode fondée sur un
modele dans laquelle trois différentes distributions de probabilité sont examinées. Les symboles
d’espérance correspondants sont E;, E et E,. L’indice £ signifie ‘‘par rapport au modele
d’imputation”’, I’indice s signifie ‘‘par rapport au plan d’échantillonnage’ et I’indice r signifie
““par rapport au mécanisme de réponse, s étant donné’’. Le modeéle découle de la regle d’impu-
tation, et est donc connu; le plan d’échantillonnage est la distribution d’échantillonnage
probabiliste donnée, et est donc aussi connu; le mécanisme de réponse est une distribution habi-
tuellement inconnue régissant la réponse, 1’échantillon s étant donné.

L’estimateur 7, est globalement non biaisé, au sens ou E; E,E.(f, — 1) = 0, si deux
conditions sont remplies:

a) Pordre des opérateurs d’espérance peut étre modifié, de sorte que EE E,(-) peut étre
évalué sous la forme EE {E: (- | s, 1)}, et

b) le résidu d’imputation e, = y; — Vimps @ Une esperance (selA0n le modéle) nulle pour
chaque k€r, c.-a-d. E;(e;) = 0, d’ou il résulte que E; (7, — £) = 0.

La condition (a) est remplie si la réponse est régie par un mécanisme qui peut dépendre de
s et de données auxiliaires, mais non des y;, k€s. Autrement dit, la probabilité g (r) de réaliser
I’ensemble de réponses r est de la forme g(r) = q(r] s, {x;:kes})), ol {x,:k€s} désigne les
données auxiliaires. Le mécanisme de réponse peut alors étre qualifié de neutre (c.-a-d. qu’on
peut ne pas en tenir compte).
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Examinons maintenant la variance globale donnée par
Vit = EEEsEr{ (fo - 1)2} ,

qui peut étre aussi appelée variance prévisible en vertu du modele d’imputation £. Nous
obtenons:

Viot = E£sr(f0) = EsEsEr{ (fo - 1)2}

EEE (7l —t) + ({, —D}?

E;V, + EEV, @.1)

ouV, = EJf(f - t) }2 est la variance fondée sur le plan de 7, en supposant que / est non biaisé
selon le plan pour le total . (Pour un estimateur légerement biaisé selon le plan, V, est I’erreur
quadratique moyenne selon le plan de 7.) Notons que (/ — ¢) dépend de s seulement et non
de r. De plus,

Vie = Eel(fy = D?] s, 1)

est la variance (selon le modeéle) de I’erreur d’imputation, étant donné des ensembles s et r.
L’indice ¢ signifie ‘‘conditionnelle’’. Pour en arriver & (4.1), on suppose que la condition (a)
est vérifiée, c.-a-d. que I’espérance E; peut étre déplacée a 'intérieur de EE,, et que le terme
mixte

2EE (1 — OLE(t, — D) s}] 4.2)

disparait, ou est suffisamment proche de zéro pour étre omis. Ce serait le cas si ’erreur d’impu-
tation probable était nulle ou négligeable en vertu du mécanisme de réponse, étant donné
I’échantillon probabiliste s réalisé. Méme si (4.2) n’égale pas exactement zéro pour le méca-
nisme déterminant la réponse, on peut souvent assimiler (4.2) a zéro et utiliser quand méme
la méthode ci-dessous, laquelle permet d’obtenir une bien meilleure estimation de la variance
que si ’on prétendait naivement que les données imputées sont aussi valables que les données
réellement observées. Pour une imputation par le quotient et un EASSR, cas que nous exami-
nons a la section 5, le terme (4.2) égale exactement zéro.

En utilisant les désignations Vi, = E:V, et W, = EJE,V;. dans (4.1), on obtient

Vtot = I/;am + Vimp
ou

variance totale = variance d’échantillonnage + variance d’imputation.

L’objectif est d’estimer la variance totale, de fagon & déterminer un intervalle de confiance
valide pour la valeur inconnue #. Notre méthode consiste & obtenir des estimations distinctes,
Veam €t Vlmp, des deux composantes V,,,, = E:V, et Vi, = E,E,V;.. Les donn€es disponibles
pour cette estimation sont les y,,, k€s. La facon d’obtenir ¥, et Vlmp est la suivante:

(i) Estimation de la composante variance d’échantillonnage. Soit Vp I’estimateur ordinaire (non
biaisé selon le plan ou quasi non biaisé selon le plan) de la variance selon le plan ¥;. Appelons
IR p la quantité résultant du calcul de V a partir des valeurs aprés imputation y .., K€s.
Pour de nombreuses regles d’ 1mputat10n v, p sous-estime V.. La sous-estimation est
compensée de la fagon suivante. Evaluons I'espérance conditionnelle
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E:(V, = Vyp| s, 1) = Vg

Alors, pour s et r donnés, trouvons un estimateur non biaisé selon le modele, désigné Vy;, de
V4. Cela exigera normalement I’estimation de certains parameétres du modele £. Par
conséquent,

EE(I;;:liflsxr) ZEE(I?D - I7017|Ssr)-

Alors

Viam = I?Qp + Vdif

est globalement non biaisé pour la composante V,, = E;V,, comme le montre le calcul qui
suit:

EEEsEr(I}sam) = EsEr{Eg(Vop) + Eg( I7(1if)}
= E,E{E:(V,)} = E:E{(V,)
= EVy = Viam:

(i1) Estimation de la composante variance d’imputation. Il suffit de trouver un estimateur, VSca
qui soit non biaisé selon le modele pour V.. Autrement dit, £ ( Vgc) = V.. Encore ici,
I’estimation de parameétres inconnus du modele £ peut étre nécessaire. Il en résulte que Vgc
est globalement non biaisé pour la composante variance d’imputation ¥V,,, puisque

EsErEE(I?Ec) = EsErVgc = I/Imp-

Enfin, un estimateur globalement non biaisé de V., est donné par

I7tot = Veam + I;;mp

ot Vm = V4, + Varet Vinp = V.. Notons que le rdle de Vg est d’apporter une correction
tenant compte du fait que les données aprés imputation peuvent afficher une variation ‘‘moindre
que naturelle”’. Cela se produit souvent lorsque yy, . €égale la valeur prévue provenant d’un
ajustement de régression, ¢.-a-d. ‘la valeur située sur la ligne’’. La variation autour de la ligne
n’est pas reflétée par la valeur prévue.

Pour que ’estimateur V,,, construit ci-dessus soit globalement non biaisé, la condition (a)
doit étre remplie, le terme énoncé en (4. 2) doit étre égal a zéro, et le modéle d’imputation doit
8tre approprié, de facon que Vi et Vgc soient non biaisés selon le modéle pour Vy; et Véc,
respectivement. Il se peut que de 1égers écarts par rapport au modele d’imputation supposé
n’aient pas de conséquences graves, mais si la définition du modele d’imputation est grossié-
rement déficiente, il est clair que V., pourra étre gravement biaisé, en raison du biais selon
le modele de Vi et Vgc Des simulations de Monte Carlo décrites dans Lee, Rancourt et
Sidrndal (1992) montrent que I’estimateur de la variance Vo est passablement robuste a I'égard
des déficiences du modele d’imputation. Quoi qu’il en soit, le fait d’ajouter les termes Vj;; et
1756 constitue une importante amélioration par rapport a [utilisation de I’estimateur de
variance non corrigé élémentaire V, .

Notons que si le modele d’imputation demeure valable, une estimation non biaisée de la
variance est fournie par la méthode méme si les probabilités de réponse diffeérent entre les unités,
pourvu qu’elles dépendent des valeurs x; seulement. Autrement dit, nous pouvons appliquer
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un profil de réponse systématique en vertu duquel les unités ayant des valeurs x; élevees sont
moins susceptibles de répondre que les unités ayant des valeurs x, faibles. Si les probabilités
de réponse dépendent explicitement des valeurs yy, la situation est différente; le mécanisme
de réponse n’est pas neutre et la condition (a) n’est pas remplie. Il y aura alors un biais dans
¥, attribuable a cette non-neutralité; les simulations décrites dans Lee, Rancourt et Sérndal
(1992) donnent une idée de Pampleur de ce biais.

Exemple. On utilise PEASSR pour prélever 1’échantillon s, formé de n unités parmi N.
Désignons par m la taille de ’ensemble de réponses r. Supposons qu’on impute la moyenne
des répondants aux unités exigeant une imputation. Le modele d’imputation correspondant
£ prévoit que Y = B + e ou les ¢ sont des termes d’erreur non corrélés avec E; (¢,) = 0,
Vi(er) = o2. Autrement dit, yo, = ypSik€retyo, = B = y,si kes — r, et nous obtenons
Pestimateur ¢, = (N/n) L yer = Ny, Ici, estimateur ordinaire, fondé sur le plan de Ia
variance pour une réponse de 100 % est 17;, N (1/n — /NS (7 — 75)%/(n - 1);
lorsque cette formule est appliquée aux données apres 1mputat10n on obtient V,, =
N*(1/n — 1/NY{(m = 1)/(n = 1)}S3,, ot S}, = ¥,(» = §,)*/(m — 1). D’autres
calculs donnent Vy;; = N? (1/n — 1/NY{(n — m)/(n — 1)}Sy,et Vlmp = N2(1/m — 1/n)
S2,. Ainsi, Vi = Vap + Vair = N2 (1/n — 1/N)S}, et Vi = N*(1/m — 1/N)S3,, lequel
est facile a accepter comme “bon”’ estimateur de la variance pour cette régle d’imputation
simple. Le tableau qui suit montre la contribution de chacun des trois termes a I’estimateur
de la variance totale V,,,, pour différents taux d’imputation, en supposant que N est grand
comparativement A meta n, et que (m — 1)/m =(n — 1)/n = 1.

taux d’imputation en % contribution en % a Vo,
100 (1 — m/n) Veop Vait Vimp
10 81 9 10
20 64 16 20
30 49 21 30

Le tableau illustre les dangers de considérer les valeurs imputées comme des données réelles.
Avec 30 % de valeurs imputées, ’estimateur de la variance ordinaire V,p couvre, dans cet
exemple, moins de la moitié¢ de la variance totale correctement estimée. L’imputation par la
moyenne des répondants est un exemple utile, du fait de la relative simplicité des résultats. Mais
habituellement, en situation réelle, une telle imputation n’est ni justifiée ni efficace. Le modele
sous-jacent n’est pas assez raffiné pour éviter une erreur systématique dans les estimations
ponctuelles, et les résidus e, = y, — ¥, peuvent varier considérablement.

5. APPLICATION A L’IMPUTATION PAR
LE QUOTIENT COURANT

La méthode se fonde sur I’hypothése qu’une valeur auxiliaire positive x; est connue pour
chaque unité kes. Si k€s — r, nous imputons Yin,, = Bx, ot B = (L, ¥¢)/ (LX) Les
données aprés imputation sont les suivantes:

Vi si ker

Yok =
Bx, si k€s—r.
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L’imputation par le quotient courant se fonde sur le modele
Ve = Bxg + €, (5.1
ou les ¢, sont des erreurs du modele non corrélées telles que
E(e) =0, Vi(e) = ox;. (5.2)
Supposons que I’échantillon s soit choisi par EASSR. Désignons les tailles respectives de s,

rets — rpar n, met n — m. Si aucune imputation n’était nécessaire, 1’estimateur de
t =Yy, serait t = Ny,. En utilisant les données aprés imputation, nous obtenons

fo = (N/n) )] Yo = NEF /% . (5:3)

s

(Le trait supérieur et ’indice s, r ou s — r désignent la ‘‘moyenne ordinaire’’, par exemple
Je =Y y/m, X%_, =Y _,.x/(n — m), etc.) D’aprés les résultats de la section précé-
dente, nous avons Vo = Vim + Vimp, avec Vi = EE{NZ(I/n - 1/N)S§U} et Vimp =
EE{N*(1/m — 1/n)Cy0?}, ot 82y =Tu(y — Ju)?/(N — 1) et Cy = X%_,/%,, une
constante connue. Le terme mixte (4.2) égale exactement zéro dans ce cas. Notre méthode
d’estimation de la variance donne Vi, = Vig + Vi, avec

Vam = N2(1/n — 1/N){S2,5 + Co6?}, (5.4)
Vinp = N*(1/m — 1/n)C,5%, (5.5)

ou Sﬁ, s =Y cPek — Fos)2/(n = 1) estzla variance calculée a partir des données apres impu-
tation, et nous avons choisi d’estimer ¢* par la formule non biaisée selon le modele

2 _ 1 L, (v — Bxp)?
xr{l - (l/m)(cvxr)z} m— 1

3

oucv, = S,/%, estle coefficient de variation de x dans I’ensemble de réponses r. La constante
C, est donnée par

1
Co = ?EE(Sis - 82,5,

ou
2 1 S \2
Sys = — E e — ¥s)
s

est la variance de I’échantillon (inconnue) selon des données formées de 100 % d’observations
réelles. Aprés évaluation, on a

CO — 1 { E X — z:s—rx% + 1 Es—rxkzsxk} .
n— 1= L, x, no Xx
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Si m n’est pas trop petit, les approximations 6% = (L,e2)/ (X, x;) ol e = yp — Bx; et
Cy, = (1 — m/n)x,_, sont suffisamment bonnes pour la plupart des applications.
La composante variance d’imputation peut &tre ainsi exprimée

Vip = N2(1/m — 1/n)Ax67,

ouA = X,_,/%,. La constante A refléte ’effet de sélection dii 4 la non-réponse. Si les unités
ayant une valeur élevée sont moins enclines a répondre que les unités ayant une valeur faible, A
peut &tre beaucoup plus grand que un et, pour un échantillon donné s et un nombre de répondants
donné m, la composante I7imp tend & étre élevée, par rapport au cas oli, disons, toutes les unités
sont également enclines a répondre. Cette tendance apparait raisonnable intuitivement.

Deux cas spéciaux sont & signaler: 1) Si tous les x; sont égaux a 1, I’estimation de la variance
totale devient simplement

I7t0t = I;;am + I7imp = Nz(l/m - I/N)S},,,

ou Si, est la variance des m observations réelles y,. Cela correspond a la variance obtenue
selon un plan d’échantillonnage 4 deux phases, chaque phase étant fondée sur un EASSR.
2) Si aucune imputation n’est nécessaire, c.-a-d. sis = r,ona Vi, = 0, et

I7tt;>t = I;'sam = Nz(l/n - I/N)Sf,s

Autrement dit, notre méthode donne I’estimateur bien connu de la variance pour un EASSR.

Une étude de Monte Carlo comportant 100,000 ensembles de réponses répétés r a été effec-
tuée afin de confirmer les résultats ci-dessus pour une imputation par le quotient courant. Une
population finie de taille N = 100 a été créée conformément au modele décrit par (5.1) et (5.2).
L’ensemble de réponses typique r a été obtenu de la fagon suivante: tirage par EASSR d’un
échantillon s de taille n = 30; s étant donné, création de 7 par un mécanisme de réponse prenant
la forme d’essais de Bernoulli indépendants, un pour chaque k¢€s, avec une probabilité 6, que
le résultat soit ““réponse’’. Trois mécanismes de réponse différents ont été utilisés; mécanisme 1:
8, s’accroit avec y; de telle sorte que 6, = 1 — exp(— a,),); mécanisme 2: 6, s’accroit a
mesure que ¥ décroit, de telle sorte que 6; = exp(— a,¥,); mécanisme 3: 6 est constant a
0.7, c.-a-d. que le mécanisme de réponse est uniforme. Les constantes a; et a, dans les deux
premiers mécanismes de réponse (qui peuvent &tre qualifiés de non neutres) ont été fixées de
maniére 3 produire une probabilité de réponse moyenne de 0.7. Les tailles des ensembles de
réponses r réalisés ont donc varié autour d’une moyenne de 21 pour les trois mécanismes. Pour
chaque r, estimation ponctuelle 7, donnée par (5.3) a été calculée, ainsi que trois estimateurs
de la variance différents, ¥ = V(7, ). Ces estimateurs étaient: 1) ’estimateur de la variance
fondé sur un modéle Vo, = Vi + Vinp, égal au total de (5.4) et de (5.5); 2) I'estimateur de
la variance pour un échantillonnage a deux phases N2(1/n — 1/N)S2, + N*(1/m — 1/n)
Y ,ei/(m — 1), qui découle de la théorie ordinaire de I’échantilionnage a deux phases avec
I’hypothese d’un sous-échantillonnage EASSR de m répondants parmi # unités de I’échantillon
initial (Rao 1990); et 3) ’estimateur de la variance non corrigé ordinaire N?(1/n — 1/N)
S2. . obtenu en faisant comme si les valeurs imputées étaient aussi bonnes que les valeurs

BA
réelles. Les résultats figurent dans le tableau qui suit:

Biais relatif de V en %

Estimateur de ¥

Mécanisme 1 Mécanisme 2 Mécanisme 3
Fondé sur un modéle -0.20 —4.64 -3.99
A deux phases 9.95 —12.49 —~1.11

Non corrigé ordinaire —25.73 —37.90 —33.21
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Le biais relatif d’un estimateur V a été calculé sous la forme {moy (V) — var(f,)}/var(z,),
ol moy (V) est la moyenne des 100,000 valeurs de V, et (Z,) est la variance des 100,000
valeurs de 7, . La simulation montre que I'estimateur de la variance fondé sur un modéle
Viot = Viam + Vimp €st quasi non biaisé pour les trois mécanismes de réponse. D’une certaine
facon, ce n’est pas surprenant parce que la population a été créée de maniére a concorder avec
le modele d’imputation par le quotient. Les mécanismes 1 et 2 sont du type non neutre et ne
répondent pas a la condition (a) de la section 4, requise pour que V.. soit dépourvu de biais.
Fait intéressant, toutefois, le biais de V,,, dans cet exemple demeure quand méme faible.
L’estimateur a deux phases fonctionne bien pour le mécanisme 3 (réponse uniforme), cas pour
lequel il a été concu; dans les autres cas, il est biaisé. Enfin, considérer les valeurs imputées
comme des données réelles entraine, comme prévu, une sous-estimation prononcée de la vraie
variance pour les trois mécanismes. Une étude de Monte Carlo plus approfondie de I’estimation
par le quotient est décrite dans Lee, Rancourt et Sdrndal (1992). Cet article donne une idée
de I’effet d’une définition déficiente du modele d’imputation, sujet également abordé dans
Rao (1992).

6. VALEURS IMPUTEES AYANT UN RESIDU AJOUTE

Nous pouvons distinguer deux types de valeurs imputées: 1) la valeur imputée yin, 4 €st
constituée d’une valeur prévue seulement, ¥,.eq 4, Par exemple quand il s’agit d’une valeur
provenant d’une ligne ou d’une surface résultant d’un ajustement de régression. Par exemple,
dans la methode d’imputation par le quotient courant utilisée ci-dessus, Vimps = Ypredk = Bx,
ouB = (Y i)/(X,xx);2)la valeur imputée yimp « €st constituée d’une valeur prévue et d’un
résidu, ¢.-a-d. QUE Yimpx = Vpreak + €k- Le terme résiduel, dont le rdle est de rendre les valeurs
imputées plus conformes aux observations réelles, peut &tre obtenu par échantillonnage des
résidus e, = ¥y — Yprea x calculés pour les unités répondantes k€r. Un moyen de le faire est
exposé ci-dessous. Ce type d’imputation est parfois recommandé, dans la littérature, comme
movyen de préserver les distributions des valeurs imputées; voir, par exemple, I’analyse faite
dans Little (1988). Le processus d’imputation devient alors plus ardu a réaliser et, pour les besoins
du SGE (dont le but principal est une estimation valide de la précision des estimations de I’enquéte),
il n’est pas clair que les avantages réalisés justifient I’effort additionnel.

Nous présentons cependant une marche  suivre pour I'imputation par ‘valeur prévue plus
résidu’’ dans le cas ou le modele d’imputation par le quotient courant est pris comme point
de départ: Pour ker, calculons ¢, = y, — Bxy, ou B = (X7x)/(L,X(), puis & = e;/Vxy.
On obtient ainsi un ensemble de m ‘‘résidus standardisés’’ é,. Ensuite, pour une unité k€s — 7,
calculons e = Vx,é,, ou & est tiré par EASAR de ’ensemble, et x; appartient a 'unité exigeant
une imputation. Les unités ayant une valeur x élevée ont alors tendance & obtenir des résidus
e? plus élevés, ce qui est conforme au modele. Posons ensuite ef = ef — ( X,_,e2)/(n — m).
Pour k € s—r, imputons yiy, r = Bx, + e}, k € s—r; pour k€r, nous avons les observations
réelles, y;. Puisque la somme des e} doit par définition égaler zéro pour ’ensemble des unités
de s — r, Pestimateur ponctuel est donné par f, = (N/n) ¥ Ver = NX.7,/%, comme a la
section 5, mais sa variance est différente. On peut montrer que £ E E, Ey (Si,s S2 7s) = 0,
ou E, désigne la moyenne par rapport a la sélection au hasard d’un résidu standardisé. Autrement
dit, la différence entre la variance calculée a partir des données aprés 1mputat10n 52 Jess €12
variance inconnue d’un échantillon formé entierement d’observations réelles, S2 Vs €SE approx1-
mativement égale  zéro en moyenne. Nous pouvons utiliser V., = N*(1/n — 1/N) Sy,s en
tant qu’estimateur & peu pres globalement non biaisé de la composante variance d’échantil-
lonnage. Il n’est pas nécessaire maintenant d’ajouter une correction Vy;;. Toutefois, il reste
toujours a calculer un estimateur de la variance d’imputation Vi, = N?*(1/m — 1/n)C;j 0
et a Pajouter a V.
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7. CONCLUSIONS

Les travaux continus sur les techniques d’estimation de la variance dont il est fait état dans
le présent article visent a étendre I’analyse: 1) aux méthodes d’imputation fondées sur un modele
qui sont seulement implicites, en particulier la méthode d’imputation du plus proche voisin;
2) au cas ou plusieurs méthodes d’imputation sont utilisées dans la méme étude.

Deville et Sarndal (1992) présentent les résultats d’une extension dans laquelle I’estimateur
de Horwitz-Thompson / = ¥ .y,/ 7 sert de prototype. L’estimateur utilisant les données apres
imputation est alors donné par

- Do (Ean) - Tovna- Dorn
r s—r s s=r

olle, = y, — x/{Bestlerésidu d’imputation pour 'unité &, obtenu par régression multiple.
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