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Estimation du maximum de vraisemblance avec contrainte
(MVC) dans le lissage des taux de sous-dénombrement
du recensement selon I’approche empirique de Bayes

NOEL CRESSIE!

RESUME

Une facon de calculer le sous-dénombrement au niveau infra-national (par ex.: pour un Etat) est de prendre
des données-échantillon d’une enquéte postcensitaire et de les lisser suivant un modele linéaire de variables
explicatives. Le rapport entre la variance de I’erreur d’échantillonnage et la variance de I’erreur de mod¢le
correspondante détermine le degré de lissage. L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance
peut mener 2 un lissage excessif et, par conséquent, rendre le calcul du sous-dénombrement trop tribu-
taire du modele linéaire. Les estimateurs du maximum de vraisemblance avec contrainte (MVC) ne
présentent pas de tels inconvénients. Dans cet article, on traite la prévision empirique de Bayes du sous-
dénombrement fondée sur ’estimation MVC et on la compare, par des exemples et des simulations, &
celle fondée sur la méthode du maximum de vraisemblance et & celle fondée sur une méthode des moments.
Les propriétés de distribution pour grand échantillon des estimateurs MVC permettent un calcul précis
de I’erreur quadratique moyenne de prévision des filtres de lissage fondés sur P’estimation MVC.

MOTS CLES: Modéle linéaire; maximum de vraisemblance; maximum de vraisemblance avec contrainte;
composantes de la variance.

1. INTRODUCTION

Malgré tous les efforts que I’on déploie dans un recensement pour dénombrer toute la popu-
lation, les chiffres finals sont inexacts pour une multitude de raisons. Le personnel affecté au
recensement — depuis le directeur de la division jusqu’aux milliers d’employés temporaires
engagés comme recenseurs - est chargé d’une tache gigantesque dont le succés dépend de la
capacité de chacun d’accomplir son travail a la perfection.

En outre, il faut espérer que les manifestations de phénomeénes naturels incontrolables
(par ex.: conditions atmosphériques, catastrophes naturelles) n’auront pas de conséquences
inattendues sur les résultats. De toute évidence, dans un pays de la taille des E.-U. (en population
comme en superficie), beaucoup de facteurs peuvent contribuer a fausser les chiffres du
recensement. Cependant, la taille n’est pas le seul probléme; I’hétérogénéité démographique
et géographique peut fausser les chiffres de différentes facons.

Les inexactitudes s’expriment normalement par un sous-dénombrement, de sorte qu’une
valeur négative signifie un surdénombrement. Supposons que les E.-U. sont divisés en i régions,
i=1,...,n, (par ex.: les 50 Etats plus le District de Columbia). Pour la région i, soit T;
I’effectif réel (inconnu) de la population et C; ’effectif recensé. Alors, le sous-dénombrement,
exprimé en pourcentage de I'effectif réel, est défini par I’expression:

Les différences de taux de sous-dénombrement posent un probléme sérieux lorsque les
chiffres du recensement doivent servir a la répartition du pouvoir et des ressources monétaires

entre les régions et les sous-régions. (Pour un examen détailié de la question, se référer a Ericksen
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et Kadane 1985, Freedman et Navidi 1986 et Cressie 1988.) Des Etats comme la Californie,
le Texas et New York profiteraient largement d’un redressement en fonction du sous-
dénombrement, c.-a-d. de la substitution de F;C; & C; ou F; est un facteur de redressement.
Le facteur de redressement approprié est

Fi=Ty/C, (1.2)
et ce facteur est 1ié au sous-dénombrement par la relation suivante,
F; = {1 — Uy/100} 7.

L’équation (1.2) se préte mal & un redressement car on ne connait pas I’effectif réel de la popu-
lation, 7;. Afin d’obtenir de 'information supplémentaire qui permettra d’estimer F;, le
Census Bureau des E.-U. effectue une enquéte post-censitaire (EP) qui permet de savoir
si certaines personnes, en ’occurrence celles incluses dans I’échantillon de I’EP, ont été
recensées ou non (voir, par exemple, Wolter 1986). L’enquéte implique la participation de
plusieurs centaines de milliers de ménages et produit des facteurs de redressement ‘‘bruts’’
{Y;:i=1, ..., n} quidoivent &tre lissés.

Supposons que, étant donné F;,
Y; ~ Gau(F,,8?), (1.3)

c’est-a-dire que Y;, moyennant F;, suit une distribution gaussienne de moyenne F; et de
variance 7. Si on pose en plus I’hypothése d’indépendance, on obtient

Y ~ Gau(F,4), (1.4)

onYy=(Y,....Y),F= (F,...,F,) et A est la matrice diagonale » X n diag
(6%, ..., 82}.

Supposons maintenant que
F ~ Gau(XB,T'(r%)), (1.5)

oll X est une matrice # X p de variables explicatives, 8 est un vecteur p X 1 de coefficients
(inconnus) du modele linéaire, I' (7%) est une matrice diagonale n X n:

(7% = 72D (1.6)

et D = diag{1/Cy, ..., 1/C,}. Le modele hétéroscédastique défini par les expressions (1.5)
et (1.6) est analysé en profondeur dans Cressie (1990). Intuitivement, il est raisonnable de penser
que dans le cas des régions a forte population, le facteur de redressement a une variance
moins élevée; Cressie (1989) en fait la démonstration tant d’un point de vue bayesien que
“fréquentiste’’.

Le mod¢le défini par les expressions (1.4) et (1.5) peut aussi s’écrire:
Y=X3+rv+e 1.7

ou les vecteurs n X 1 » et ¢ sont statistiquement indépendants, » ~ Gau(Q,I'(r2)) et
¢ ~ Gau(0,A). Si nous supposons maintenant que les valeurs &%, ..., 62 sont calculées a
I’aide de formules de la variance d’échantillonnage adaptées a la base de sondage de I’EP, il
ne reste plus que les parametres Get 7% 4 estimer. Par conséquent, les deux composantes de



Techniques d’enquéte, juin 1992 85

variance A et I' (72) ne renferment qu’un seul paramétre inconnu, soit 72. 1l est utile de souli-
gner ici que les méthodes élaborées dans cet article peuvent étre facilement généralisées au dela
de ce simple probléme de composantes de la variance. Le modele linéaire général est considéré
dans la section 3.

Dans la section 2, nous définissons le prédicteur de Bayes et le prédicteur empirique de Bayes
de F. L’estimation de § est simple mais il y a plusieurs manieres d’estimer 72. Dans la
section 3, nous présentons trois méthodes d’estimation particulieres: la méthode du maximum
de vraisemblance (m.v.), la méthode des moments et la méthode du maximum de vralsemblance
avec contrainte (MVC). Dans la section suivante, nous analysons I’effet de ’estimation de 72
sur I’erreur quadratique moyenne de prévision. Enfin, nous comparons les diverses méthodes
par une simulation et un exemple dans la section 5 et présentons nos conclusions et une analyse
dans la section 6.

2. PREDICTION EMPIRIQUE DE BAYES

Dans cet article, I’effectif réel de la population d’une petite région est réputé inconnu. Une
fois que Peffectif recensé est connu, on révise le degré d’incertitude qui avait été associé a
Porigine au “‘chiffre réel de population”. Les modeles statistiques du sous-dénombrement
dépendent donc des chiffres du recensement. Le modele que nous avons défini dans la section 1
au moyen des expressions (1.4), (1.5) et (1.6) servira dans les sections 2, 3 et 4.

En utilisant un équivalent matriciel de la fonction quadratique de perte, on a pour prédicteur
optimal E(F | Y) (Cressie 1990), qui est,

) =TEH)A+T ()Y + (I -T(#) (A + T'(+%)) "1)1X8 2.1
et la matrice des erreurs quadratiques moyennes de prévision est,
E((F—p*@MF —p*M)'} = I -TEH) (A +T(7)) (). 2.2)

Pour ce qui a trait 4 la matrice de perte, L (F,p) = (F — p) (F — p)’, onvoit facilement que
(2.1) est un prédicteur de Bayes de F. De fait, 3 et 72 sont inconnus et I’expression (2.1) n’est
donc pas une statistique (c’est-a-dire qu’elle n’est pas strictement une fonction des observations).
Selon I’approche bayesienne, il serait indiqué ici de définir d’autres distributions et hyper-
distributions a priori pour tous les paramétres inconnus. (Cette solution au probléme des para-
metres inconnus est parfois appelée méthode hiérarchique de Bayes et exige une connaissance
préalable de la variabilité de processus que de nombreux scientifiques estiment ne pas avoir.
Néanmoins, on peut souvent obtenir des estimateurs raisonnables avec les distributions et hyper-
distributions a priori non informatives.) Il arrive souvent que les distributions a posteriori
posent des difficultés insolubles sur le plan analytique. Si le modele et la distribution a priori
étaient définis en fonction de leurs distributions conditionnelles, on pourrait se servir du modele
de Gibbs pour obtenir numériquement toutes les distributions marginales et les distributions
conjointes voulues (voir, par exemple, Gelfand et Smith 1990).

La solution proposée dans cet article consiste a tenir tous les parametres, sauf F, pour fixes
mais inconnus et & utiliser les observations Y pour estimer ces parameétres. C’est ce qu’on appelle
la méthode empirique de Bayes. Bien que nous supposions dans cet article une distribution
a priori paramétrique (conjuguée), nous pourrions aussi bien utiliser une distribution a priori
non paramétrique (voir, par exemple, Laird et Louis 1987)

Supposons maintenant que § est inconnu mais que 7 2 dans (1.6) est (pour I’instant) connu.
En utilisant encore une fois I’équivalent matriciel de la fonction quadratique de perte, on obtient
le prédicteur linéaire non biaisé optimal en substituant I’estimateur par les moindres carrés
généralisés:
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B=(X"(A+T()) "' X)7 X (A +T()) 7Y
dans (2.1), ce qui donne
P ) =T A +TEN 'Y+ (I -T@EH) (A +T(7H) ")
X{X' (A +T(3)) X)X (A + T(+%)) 'Y = A(FD)Y 2.3)
(Cressie 1990). La matrice des erreurs quadratiques moyennes de prévision est,
M, (%) = E{(F = p(Y; 7)) (F = p(X; 7)) ")
= A(THAA(T) " + (A(7?) — DT (A3 = D). (2.4)

De maniere plus réaliste, 72 est aussi inconnu. On obtient un prédicteur empirique de Bayes
en substituant un estimateur 72 dans A (72), ce qui donne

Y; %) = A(#H Y. (2.5)

RN

On voit facilement que lorsque #2 est I’estimateur du maximum de vraisemblance de 72, I’équa-
tion (2.5) est I’estimateur du maximum de vraisemblance du prédicteur de Bayes.

Le prédicteur (2.5) a été proposé par Ericksen et Kadane (1985), puis critiqué par Freedman
et Navidi (1986). A propos, les prédicteurs de Freedman et Navidi peuvent sembler différents
des prédicteurs (2.1), (2.3) et (2.5) mais en réalité, ils leur sont identiques si I’on tient compte
de’équation A (A + B) "B = (A~! + B~1) 7!, ou 4 et B sont des matrices carrées telles
que A, Bet A + B ont des inverses.

En substituant 72 dans (2.4), on obtient un estimateur de la matrice des erreurs quadra-
tiques moyennes de prévision:

M(#%) = AGHAAGY) + (AGY) = DTE)AG) - D). 26

Comme (2.6) ne tient pas compte de I’estimation de 72 dans p(Y; #2), il risque d’&tre un
estimateur biaisé de E{ (F — p(Y; #2)) (F — p(Y; %))’ }. Nous traitons plus en détail cette
importante question dans la section 4. B

Une fois calculés 3 et 72, on peut faire un diagnostic de modele pour vérifier ’ajustement
du modele estimé. Par exemple un graphlque quantile-quantile mettant en relation les résidus
normalisés (A + P(TZ)) Ay — XB ) et les statistiques d’ordre théoriques d’une distribution
gaussienne d’unités n’a révélé aucun manque d’ajustement apparent pour le modele utilisé dans
la section 5. Le diagnostic de modele est traité plus en détail dans la section 6.

3. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA MATRICE
DE VARIANCES

Dans cette section, nous suppposerons le modele linéaire général,
Y ~ Gau(X8, ¥ (1)), 3.1)

ouv est le vecteur £ X 1 des parameétres de la matrice de variances. En particulier, le modéle
défini par (1.4), (1.5) et (1.6) donne,
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L) =4+, (3.2)

ol y consiste en un seul parameétre, 7°2.

Si«y est connu, on peut estimer facilement 3:

X' I 'X LY. (3.3)

I

T

(v)

Dans la réalité toutefois, v est inconnu et il faut ’estimer; en substituant son estimateur dans
(3.3), on obtient un estimateur par les moindres carrés généralisés estimés de 3. Dans le reste
de cette section, nous examinons trois méthodes d’estimation de .

3.1 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance
La fonction de vraisemblance logarithmique négative de 3 ety est:
L(B,y) = (n/2)log(27) + (Y)log(| L (M| ) +
()Y — XB)' T () 7' (Y — XB). (3.4)

En minimisant cette fonction, on obtient les estimations les plus vraisemblables 3. €t 4. La
partie délicate de cette minimisation est de déterminer 4,,,. L’algorithme de Gauss-Newton (ou
de caractérisation) est décrit notamment dans Harville (1977) et dans Mardia et Marshall (1984),
et nous le reproduisons ici dans tous ses détails.

Définissons,

Liy) =0T /ovsi=1,...,k
. (3.5)
i) =L W= — LWL I i=1, Lk,

le vecteur L

L., de dimension k£ X 1, dont I’élément / est défini:

(Ly)i= (W(X @) ') + (B - XB8)' Ty Y — XB), (3.6)
et la matrice J,, de dimension & X k, dont I’élément (/) est défini:
()= (AT @) 'S E @) 7 Lo, (3.7)

Alors,

,!(l+1) :,!(t’) _ (Jél’))—lldéf), (3.8)

ol J{V et L{" désignent respectivement J, et L., évaluésay =y eta g =8(y?).

Lorsque 1y consiste uniquement en 7% dans (1.6), 1’algorithme (3.8) est particulierement
simple. Dans la simulation et ’exemple présentés dans la section 5, nous avons utilisé la valeur
de départ

(@ = {1/(n - p)}¥ - X(X'D"'X)"'X'D”'Y)y' D!

Y - X(X'D~'X)"'x'D7Y). (3.9)
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Alors (3.8) est,

(D = (O - (s Y (G + ()T e =0,1,... (3.10)

i=1

ou

n
L® = () Y 1/(GCoF + (D)D)

i=1
— ()Y — XB((r) D)) diag{ G/ (Ci7 + (7)Y — XB((+H) D)}, (.11

En itérant (3.8) jusqu’a convergence, on obtient I’estimateur du maximum de vraisemblance
4me» qui, une fois substitué dans ’équation (3.3), donne I’estimateur du maximum de vraisem-
blance @(7,,1‘7). Suivant des conditions de régularité appropriées (voir, par ex. Mardia et
Marshall 1984), (@ (¥me) > Yme) * suit approximativement une distribution gaussienne multi-
dimensionnelle qui a pour moyenne (3’, v')’ et pour matrice de variances asymptotiques

X' Ly~ 0
; (3.12)
0 g
lorsque y consiste uniquement en 72 dans (1.6), la matrice (3.12) devient,
(X L)~ 0
n -1 . (3.13)
0 {(1/2) 2 1/(C;8? + 72)2}

i=1

En pratique, on obtient les variances et les covariances estimées en évaluant (3.12) en fonction
de I’estimation la plus vraisemblable ¥,,.

3.2 Estimation par la méthode des moments

Il n’existe pas d’estimateur par la méthode des moments particulier pour vy, I’essentiel est
d’apparier les moments d’ordre inférieur des observations avec les moments empiriques
correspondants. Si on n’utilise que les moments du premier ordre et du deuxiéme ordre, il est
clair que ’hypothése gaussienne en (3.1) est superflue.

Soit U une matrice symétrique définie positive. Considérons I’estimateur par régression
pondéré, 8, = (X' U™'X) X" U~'Y, et les résidus pondérés,

ep= U1 - X(X'U X)) x' U DY (3.14)
Alors, par des opérations simples de 1’algébre matricielle, nous avons

E(epey) = tr(E(y)1y), 3.15)
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oully= U™! — U”'X(X'U™'X) "' X'U~". Ensupposant que L(y) = A + yi['y + ... +
v« %, ot les T; sont connus, on obtient,

k
Y vir(Nlly) = Eleey) — tr(Ally).

i=1

En choisissant k U, différents, j =1, ..., k (par ex.: Uy, U%, R U{‘ , on obtient k équations
avec k inconnues:

k
Y vitr(Tly) = egyey; — r(Ally)sj = 1, . Ky (3.16)

i=1

lesquelles peuvent étre résolues en 41, ..., §«. Il est essentiel de vérifier si la solution ¥
appartient a I’espace des parametres {y: X K, ~,T; est définie positive}.

Lorsque vy consiste uniquement en 7% dans (1.6), une seule matrice U dans (3.16) est
nécessaire. Avec les prédicteurs antérieurs du sous-dénombrement, I’estimation de 7* reposait
sur U = I (Ericksen et Kadane 1985; Freedman et Navidi 1986; Ericksen, Kadane et Tukey
1989); cependant, une petite étude de sensibilité concernant le modele hétéroscédastique (1.6)
a permis de croire qu’il existait un meilleur estimateur.

Choisissons U, = A + I'(«) dans (3.15) comme une reproduction du modéle (1.7). Alors,
quand o = 72 (la valeur vraie), Fay et Herriot (1979) montrent que

E(ey eu,) =n — Ds (3.17)

ot 7 est le nombre de régions, p est le nombre de variables prédictives dans la matrice X (par ex.:
p = 3 pour le modele utilisé dans la section 5) et g est le résidu normalisé défini en (3.14).
Par conséquent, ’estimateur par la méthode des moments proposé pour 72 est la valeur de
pour laquelle «

ey v, =N — P (3.18)

cette équation peut étre résolue a 1’aide de la méthode itérative de Newton-Raphson ou d’une
méthode de fractionnement simple; désignons 1’estimateur en question par #2me

Fay et Herriot (1979) notent que les estimateurs #2,m €t #2, se distinguent I'un de I’autre
surtout par la fagon dont les régions avec de faibles valeurs 67 sont pondérées dans le processus
d’estimation; pour de telles régions, les carrés des résidus ont relativement plus de poids avec
#2, quavec 72,,. Compte tenu de cette observation et des résultats d’une petite étude de
simulation sur le biais, Cressie (1990) a donné la préférence a #2,,. Néanmoins, du point de
vue asymptotique, 72, est parfaitement efficient et répond a une loi de distribution connue.
En revanche, le fait qu’il n’existe aucune loi de distribution (asymptotique) particuliére pour
#2, pose des problémes propres & ce parametre, par ex.: comment faire de 'inférence sur 72,
et comment corriger ’erreur quadratique moyenne de prévision (section 4). Nous proposons
ci-dessous un estimateur plus acceptable, supérieur a I’estimateur du maximum de vraisem-

blance au point du vue du biais.

3.3 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance avec contrainte (MVC)

11 s’agit, ici, de trouver un estimateur convenable des paramétres de la matrice de variances
v, de (3.1). La méthode du maximum de vraisemblance avec contrainte (MVC), élaborée par
Patterson et Thompson (1971, 1974), applique le principe du maximum de vraisemblance aux
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contrastes d’erreur plutdt qu’aux données proprement dites. (Rao 1979, appelle cette méthode
MVM - maximum de vraisemblance marginal - en ce qui regarde I’estimation des composantes
de variance. Récemment, des auteurs I’ont appelée méthode du maximum de vraisemblance
résiduel, bien qu’ils aient conservé le sigle REML en anglais (restricted maximum likelihood —
residual maximum likelihood.) Une combinaison linéaire @'Y est appelée contraste d’erreur
siE(@’Y) = Opourtousf etvy; ainsi, ¢ Y est un contraste d’erreur si et seulement sig’ X =0’

Soit W = A'Y un vecteur de n — p contrastes d’erreur linéairement indépendants, c’est-
a-dire que les (n — p) colonnes de A4 sont linéairement indépendantes et A’.X = 0. Suivant
I’hypothese gaussienne (3.1), W ~ Gau(0, 4’ ¥, (y)A), qui ne dépend pas de 3. La fonction
de vraisemblance logarlthmlque négative est donc,

Lyly) = ((n = p)/2)log(2m) + (¥2)log(| A" L (Y)A]) +
(V) (AT (1)A) "W

Sil’on définissait ¥, au moyen d’une autre sériede (n — p) contrastes linéairement indé-
pendants, la nouvelle fonction de vraisemblance logarithmique négative ne différerait de
L w(y) que par une constante additive (Harville 1974). En effet, pour la matrice 4 qui satisfait
I’équation A4’ =T — X(X'X)"'X' (et A’A = I),

Lw(y) = ((n = p)/2)log(2m) — (V2)log(| X' X1 ) + (Y2)log(| T () |) +

(")log(| X' L () 7'X[) + (B Y'Y, (3.19)

oullly) = L) ' - T XX T (y) X)X’} (y) ~'; voir Harville (1974). On
obtient une estimation du maximum de vraisemblance avec contralnte de v, désignée par Yres
en minimisant (3.19) par rapport a+. La distinction entre I’estimation par la méthode MVC
et I’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance devient importante lorsque p
est grand par rapport a n.

La methode MVC a été congue dans le but d’estimer les parameétres des composantes de
la variance; c’est dans cette perspective qu’ont été élaborés des algorithmes numériques (Harville
1977), des ajustements robustes (Fellner 1986) et des lois de distribution (Cressie et Lahiri 1991).
Kitanidis (1983) et Zimmerman (1989) donnent les détails mathématiques de la minimisation
de (3.19) par itération.

Harville (1974) donne une justification bayesienne de la méthode MVC en supposant une
distribution a priori non informative pour 3, qui est statistiquement indépendant de v, €t en
montrant que la distribution a posteriori marginale de v est proportionnelle au produit de (3.19)
par la distribution a priori de+y. Lorsque cette derniére est non informative, les estimations
MVC correspondent aux estimations a posteriori maximum marginales. Par conséquent,
lorsque les distributions @ priori non informatives de 3 et de y sont indépendantes, I’estimation
par la méthode MVC peut &tre vue comme un compromis entre I’estimation par la méthode
du maximum de vraisemblance et ’estimation bayesienne avec fonction quadratique de perte.
En ce qui a trait au modéle défini par (1 4), (1 5) et (1.6), la seconde méthode donnerait une
estimation de Bayes, | r2exp{ — Ly (7) }d7?, que ’on peut aussi obtenir en moyennant sur

2, pondéré par la fonction de vraisemblance compléte, exp{ —L (G, 72)}. Par ailleurs, la
methode du maximum de vraisemblance produit comme estimation de 72 la valeur #2,, que
I’on obtient en maximisant la fonction de vraisemblance compléte. Quant & la méthode MVC,
elle fait la moyenne de la fonction de vraisemblance compléte par rapport & 3 mais maximise
la fonction de vraisemblance résultante (avec contrainte) par rapport a 72.

L’estimation du maximum de vraisemblance de 7 tend a étre biaisée vers zéro parce que
la fonction de vraisemblance, en tant que fonction de 72, est étalée vers la droite. Lorsque
cette fonction est normalisée de maniére a ce que son intégrale soit un, la moyenne de cette
fonction est généralement plus grande que le mode (voir, par ex., Groeneveld et Meeden 1977).
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L’ estlmatlon la plus vraisemblable dépend du profil de la surface de vraisemblance de 3 et
de 72, et & cause de cela, on a plus de chances d’obtenir des valeurs moins élevées pour 72
(Par contraste, on calcule I’estimation MVC en intégrant la fonctlon de vraisemblance par
rapport & 38, puis en maximisant le résultat obtenu par rapport & 72. Notons que les adeptes
de ’approche bayesienne préconiseraient en plus une intégration par rapport 4 72)

Bien que I’interprétation bayesienne de ’estimation MVC aide a en expliquer les propriét¢s,
Y est souvent considéré dans I’optique ‘‘fréquentiste’” comme un estimateur fondé sur de
I’information restreinte.

On peut minimiser (3.19) par rapport a v au moyen de n’importe lequel des algorithmes
de gradient. Rappelons-nous que, .

Ww=AY (3.20)

et supposons que A4 satisfait:
AA' =1 - X(X'X) " 'X' et A’A = I
Concentrons-nous pour l'instant sur les (n — p) ‘‘données’’ W; leur distribution conjointe

dépend uniquement de vy et la fonction de vraisemblance logarithmique négative correspon-
dante (avec contrainte) est Ly (y), définie en (3.19).

Définissons le vecteur (k X 1) M., qui a pour élément i:
(M) = Lw(y) /3y, = (AU ()] — (A YT LYY,  (3.21)
et la matrice (k X k) G,, qui a pour élement (i, j):

E@Ly(y) /3vidy) = (A Lo I,6)), (3.22)

(Gy)ij

ou II(y) est défini au-dessous de I’équation (3.19) et ¥ ;(y) est défini en (3.5). (Les expres-
sions (3.21) et (3.22) sont attribuables & Harville 1977.) Alors, ’algorithme de Gauss-Newton
(caractérisation) servant & déterminer ¥, est:

:Y(F+l) =1/(i (G &’))—IML” (323)

(
¥

ou G{V et MV désignent respectlvement G, et M, évalués ay =y

Lorsque y consiste uniquement en 72 dans (1.6), I’algorithme (3. 23) est particuliérement
simple. Dans la simulation et ’exemple présentés dans la section 5, nous avons utilisé la valeur
de départ (3.9). Alors, (3.23) est,

(P D = (1) = (G 7MY, (3.24)
ol
M, = (V)L D) — (%)Y TII(r)DIL(7) Y, (3.25)
G, = (¥)tr{II(+?)DII(7?)D}, (3.26)
(%) = L(r) 7! = T XX (D) 71X TIXOE () T (3.27)

sont évaluées a 72 = (72) (©), Rappelons-nous, en outre, que L(72) = A + 7°Det D =
diag{1/C, ..., 1/C,}.
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En itérant (3.23) jusqu’a convergence, on obtient I’estimateur MVC ¥re. Cressie et Lahiri
(1991) ont démontré que cet estimateur suit approximativement une distribution gaussienne
multidimensionnelle ayant comme moyenne ¥r¢ et comme matrice de variances asymptotiques

Gl (3.28)

Y
Lorsquey consiste uniquement en 72 dans (1.6), la matrice (3.28) devient un scalaire,
[(Va)tr{II(7%)DI(72)D}] ~ L. (3.29)
Dans la pratique, on calcule les variances et les covariances estimées en évaluant (3.28) a
Y = Yre- De plus, Pestimateur par les moindres carrés généralisés normalisés (estimés) B (%re)

suit approximativement une distribution gaussienne ayant comme matrice de variances asymp-
totiques (X'E(y)X) .

4. ESTIMATION PLUS PRECISE DES ERREURS QUADRATIQUES
MOYENNES DE PREVISION

Dans cette section, nous allons étudier ’effet que peut avoir sur la prévision I’estimation
de y dans E(y) , qui figure dans I'expression (3.1). En généralisant (1.5) par

F ~ Gau(XB, I'(y)), 4.1)

il est clair que
L(y) =4+ T'(y). 4.2)
En principe, A pourrait aussi dépendre de parameétres inconnus (par ex. dans un modéle pour

variances d’échantillonnage) et les résultats de cette section seraient tout aussi pertinents. Le
prédicteur linéaire non biaisé optimal est

YY) =T +T) 'Y+ I =Ty +T@H) )
X{X'(A+T) ' X}7'X' A+ Ty~ 'Y =A@p)Y. 43)

Alors, la matrice des erreurs quadratiques moyennes de prévision de (Y; ) désignée par
M (y), est définie

M (y) = ApAAG)’ + (Aly) = DT () (A — D). 4.4)

En réalité, v est inconnu et doit &tre estimé par ¥, par exemple. Le prédicteur empirique
de Bayes de F est alors p( Y:9), qui correspond a (4.3) lorsquey . Dans ce cas, M (y) est
une mesure inadéquate de la précision du prédicteur; il faudrait ufiliser a la place:

My(y) = E((F - p; ) (F — p¥s )" ). (4.5)

C’est cette matrice de risque, ou une estimation de celle-ci, ainsi que le prédicteur p p5y)
qu’il faudrait connaitre. Or, on ne connait habituellement que M, *¥); il convient donc dese
demander quelles erreurs peuvent découler de 'utilisation de M, (7) et §’il n’existerait pas un
estimateur de M, (7) plus approprié.
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Par ailleurs, suivant les hypotheses (4.1) et (4.2) (la caractéristique gaussienne est importante
ici), et pourvu que 4 soit une fonction paire et invariante par translation des observations, on
peut se servir des résultats de Harville (1985) pour établir que M, (y) — M (y) est définie
non négative. (Un estimateur est pair si (YY) = y(— Y) et est invariant par translation si
4 + X)) = 4(Y), pour n’importe quel vecteur p X 1\.) Lorsque vy consiste uniquement
en 72 dans (1.6), les estimateurs 20, Pim €t #2, sont tous pairs et invariants par translation.
Intuitivement, ’estimation des parametres inconnus vy engendre des erreurs quadratiques
moyennes de prévision plus élevées; les résultats ci-dessus confirment cette intuition.

Cependant, il existe une autre source potentielle de biais du fait que M, (¥), et non M (y),
sert a estimer la matrice de risque. Supposons que 1’on choisisse ¥ en vue d’obfenir un estimateur
sans biais de la matrice de variances de (Y, F’)’, ce qui, on en conviendra, est un objectif
louable. On peut alors se servir des résultats de Eaton (1985) et de Zimmerman et Cressie (1991)
pour établir que M, (y) — E(M,;(¥)) est définie non négative. (La preuve repose sur une
version multidimensionnelle de I’inégalité de Jensen et sur le fait que A (Y; v) , qui peut s’écrire
aussi A(y)Y, minimise la matrice de risque pour tous les prédicteurs linéaires sans biais.)

Etant donné I’expression,
My(y) — Mi(§) = (Ma(y) — Mi()} + (Mi(y) — E(M, GN3 +
(E(M, () — M)}, (4.6)
les résultats précédents permettent d’établir que la sous-estimation de M>(y) a deux causes.
Méme si on connaissait une expression pour M,(y), M, (%) serait probablement biaisée pour
M, (y); cela illustre davantage les difficultés inhérentes a estimation des erreurs quadratiques
moyennes de prévision.

Prasad et Rao (1990) ont proposé une solution fondée sur un développement asymptotique
de M, (y). Envisageons la prédiction du sous-dénombrement dans la région / et désignons par
[M(y) liet [IMi(¥) ] les éléments (i,/) des matrices de risque M, (y) et M, (%), respective-
ment. En appliquant rigoureusement la proposition de Prasad et Rao, on obtient I’estimateur
de [Ma(y) )i

M) 15 = M) + 21 AB@ i =1, ..n. (4.7)

Dans I’équation ci-dessus, A;(y) est une matrice k X k définie par 1’expression

A;i(y) = var{dp;(Y;v)/9v]} 4.8)

et B(y) est une matrice qui équivaut précisément ou approximativement a la matrice k X &,

E{¢ —-v@EF -7} 4.9)
Pour ce qui a trait & ’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance,
Bly) = J; ', (4.10)
ou J, est défini en (3.7), et en ce qui concerne I’estimation MVC,

B(y) = G/, (4.11)

ol G, est défini en (3.22).
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Kass et Steffey (1989) donnent des approximations (de la variance conditionnelle) qui se
rapprochent fondamentalement de (4.7), pour des distributions de probabilités qui ne sont pas
nécessairement gaussiennes. Cependant, leur approche exige des répétitions indépendantes,
ce qui n’est pas une caractéristique des distributions définies en (3.1).

SiI’on devait regrouper de petites régions, il est essentiel d’avoir un estimateur approxima-
tivement sans biais de tous les éléments de M, (y). On peut facilement généraliser (4.7) par
P’expression

M) 13 = M)y + 20{Ay@B@ i j = 1, ..ym,

ou A;;(y) = cov{api{Y; v)/dy, dp;(; v)idy). Prasad et Rao (1990) montrent que, dans le
méme ordre de grandeur, on peut remplacer A;; i(y) par cov{dp} (Y) /9y, op}f (Y)/a'y]
p* (Y) est défini en (2.1); ces dérivées sont probablement plus faciles & calculer.

Lorsquey consiste uniquement en 72 dans (1.6), le calcul de B(y) est simple; voir (3.13) et
(3.26). Considérons maintenant

var(8p (Y372 /87%) = (dA (%) /071 E(1%) (8A(7?)/87%) ", (4.12)

ou A (7?) est défini en (2.3). Lorsque ce dernier terme est exprimé en fonction de II(72), défini
en (3.27), et de A, défini en (1.4), nous avons

A(7?) = I — AII(7?). 4.13)

Par conséquent, on peut calculer (4.12) a ’aide de (4.13) en se servant des équations (3.4) et
(3.5). Alors, A,,(T ), défini en (4.8), est I’élément (i,i) de

A(QMI(72) /872 (72) (AL (72) 787%) ' A", 4.14)
ol
M (7%) /87> = — L(+)DL(H) (I - X(X'Z(r) ~'x) "' x'L(+) 71y -
L(r%) 7' X(X'E (7} X)) X E(+?) TIDE() TIX)
(X'E(7H) 71X TIXE(D) T + B TIX(XE(rH) X)) !
X'T(r*) 7'DE(?) 7Y (4.15)
il convient de rappeler que Z(7%) = A + r?DetD = diag{1/Cy, ..., 1/C,}.

On suppose que I’estimateur de I’erreur quadratique moyenne de prévision, [M,(7%)1%,
est approximativement non biaisé (Prasad et Rao 1990, avaient étudié un modéle plus particulier
que le nétre). On obtient cet estimateur en combinant les expressions (4.7), (4.14) et (4.10),
dans le cas de I’estimation du maximum de vraisemblance, ou (4.7), (4.14) et (4.11), dans le
cas de I’estimation MVC. Dans la section qui suit, nous comparerons cet estimateur a I’esti-
mateur courant [M, (#%)];a’aide de données du recensement et de I’enquéte postcensitaire
de 1980 aux Etats-Unis.
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5. COMPARAISON D’ESTIMATEURS AU MOYEN D’UN
EXEMPLE ET D’UNE SIMULATION

5.1 Exemple

Les données de la série PEP 3-8 de I’Enquéte postcensitaire de 1980 pourlesn = 51 “Etats” des

E.-U. (y compris Washington, DC) serviront & illustrer la méthode empirique de Bayes Ces
données figurent dans Cressie (1989, tableau 1, colonnes de totaux) et les variances 8%, ..., 6%
dans (1.3) sont tirées de la colonne de totaux qui a pour titre MSE % (et dont les elements mis
au carré sont désignés par MSE,, .. MSE51) En utilisant la relation F; = {1 — U;/100} -1
et la méthode 6, nous avons 62 = ( Y) (MSE,)/ 10%. Huit variables explicatives, définies par
Ericksen, Kadane et Tukey (1989), ont été adjointes aux 51 Etats (qui étaient divisés, globale-
ment, en 66 sous-régions comprenant des villes, des portions d’ Etat et des Etats entiers). Les
variables explicatives étaient les suivantes:

. Pourcentage de minorités.

. Taux de criminalité.

. Pourcentage de la population vivant sous le seuil de la pauvreté.

. Proportion de personnes qui maitrisent difficilement la langue anglaise.

. Niveau d’instruction.

. Logement.

. Proportion de la population vivant dans ’une ou 'autre de 16 villes centrales définies au
préalable.

8. Proportion de la population recensée selon la méthode classique.

~SI AN AW

Afin de trouver parmi ces variables celles qui définiraient un bon modele du sous-
dénombrement, nous nous sommes servis de la méthode de sélection d’Ericksen, Kadane et
Tukey (1989) mais nous avons pondéré les données proportionnellement a la racine carrée de
I’effectif recensé des petites régions. Les variables choisies étaient le pourcentage de minorités
et le niveau d’instruction, sans oublier la constante. Ces trois variables seront donc les seules,
ici, 2 entrer dans le modele linéaire, c’est-a-dire que seuls les coefficients de régression By, 8;
et 35 seront ajustés.

Suivant le modele défini par les expressions (1.4), (1.5) et (1.6), les paramétres inconnus
sont 8 et 72. D’ apres ’algorithme de caractérisation (3.8), I'estimation du maximum de
vralsemblance de 72 est:

fop = 47.32,
tandis que d’aprés 1’algorithme de caractérisation (3.23), ’estimation MVC de 72 est:
#2, = 58.53.

Ces resultats 111ustrent le phénomene que nous observons plus bas dans la simulation, a savoir
que 72, < #2,; dans la section 3.3, nous avions donné une explication intuitive de ce
phénomeéne. (Incidemment, Cressie (1990) a calculé la valeur 7 #2 .. = 94.96, mais on ne peut
dire vraiment s’il existe une relation d’inégalité générale entre les trois estimations.)

Les formules de la section 3 nous ont permis de calculer les estimations suivantes (les erreurs
types estimées étant entre parentheses):

m.v. MVC

By = 1.03227 (0.00708) Bo
0.0006878 (0.0001402) B, = 0.0006941 (0.0001436)
—0.001070 (0.000231) —0.001078 (0.000236)
#2 = 47.32 (32.87) #2 = 58.53 (38.1).

1.03246 (0.00724)

T T
w —
i
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Notons qu’il y a trés peu de différence entre les deux séries d’estimations, sauf pour ce qui a
trait a 2. Au moyen des estimations du m.v. et des estimations MVC dans P (Y; #%) défini
en (2.5), [M;(7%)];, défini en (2.6), et [M,(7%)]}, définien (4.7),i =1, ..., n, nous pouvons
calculer les prédicteurs pour petites régions ainsi que la racine carrée des erreurs quadratiques
moyennes de prévision estimées. Le tableau 1 donne les résultats pertinents pour les n = 51
Etats; on trouve aussi dans ce tableau le taux de sous-dénombrement brut, Y;, le résultat du
modéle linéaire ajusté, (X@ )i, et le poids,

w; = 72/ (Ci6} + %), (5.1)
de sorte que
By =wY+ (1 —w)(XB)i=1,...,51 (5.2)

Notons que w; est systématiquement plus élevé pour I’estimation MVC que pour I’estimation
du m.v., ce qui est logique intuitivement compte tenu du biais négatif notoirement élevé
de 7‘-3,,(. Ainsi, I’estimation MVC de 72 attribue moins de poids au terme de modéle (X] [3) ;» mais
d’une maniére telle que ’on peut tenir compte de ’effet de I’estimation de 72.

Nous notons avec intérét qu’il y a un inconvénient a utiliser 1’estimation MVC; la racine
carrée de 'erreur quadratique moyenne de prévision est toujours plus élevée dans ce cas que
dans le cas de ’estimation du m.v. Cela n’est pas étonnant si I’on tient compte du fait que 1’esti-
mateur MVC est (asymptotiquement) moins efficace que I’estimateur du m.v. Notons en outre
que la racine carrée de I’erreur quadratique moyenne de prévision corrigée, J [M, ()], est
de 1 & 9% plus élevée que [ M, (%) ],

En ce qui a trait a la prévision, on peut évaluer I’'importance globale des deux méthodes
d’estimation de 72 comparées I’une a ’autre en calculant la somme des carrés pondérée,

51
E (D:(Y;720) — Bi(Y;7%))2C; = 15.
i=1

Lorsqu’on compare cette somme &,

51
E (Y; — 1)2C; = 70,421

i=1

51
Y (Y — (Yt )2 = 26,033,

i=1

on vient bien que, d’un point de vue national, la prévision n’est pas trés sensible aux méthodes
d’estimation de 2. (Cressie 1990 arrive 4 la méme conclusion apres avoir comparé de la méme
manieére les estimateurs 72, et #2,,.) Cependant, on voit bien aussi d’aprés le tableau 1 quela
racine carrée de I’erreur quadratique moyenne de prévision estimée est beaucoup plus sensible.

Tableau 1: De gauche a droite: les 51 Etats, identifiés par un code a trois lettres; le taux de sous-
dénombrement brut { Y;}; le résultat du modele ajusté { (XB);}; le poids {w;},
défini en (5.1); le prédicteur (5.2) (désigné par F12); la racine carrée de Perreur
quadratique moyenne de prévision {J [M,(#%)1;] (désignée par RMPE]); et la racine
carrée de l'erreur quadratique moyenne de prévision corrigée {J [M,(72) 1%}
(désignée par RMPE2).
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Tableau 1
MVC

ETAT Y
AJUST POIDS F12 RMPE! RMPE2
ala 0.9965 1.0037 0.1431 1.0026 0.00439 0.00453
aka 1.0288 1.0175 0.4767 1.0229 0.00896 0.00976
arz 1.0204 1.0158 0.0742 1.0162 0.00487 0.00500
ark 0.9895 0.9962 0.1398 0.9953 0.00541 0.00562
cal 1.0307 1.0225 0.0682 1.0231 0.00322 0.00327
col 1.0033 1.0199 0.1926 1.0167 0.00473 0.00495
con 0.9886 1.0079 0.1029 1.0059 0.00435 0.00451
del 0.9938 1.0107 0.4571 1.0030 0.00739 0.00811
fla 1.0144 1.0120 0.0785 1.0122 0.00289 0.00295
gga 0.9955 1.0046 0.1639 1.0031 0.00391 0.00403
hai 1.0111 1.0105 0.2785 1.0107 0.00678 0.00730
idh 1.0125 1.0070 0.5627 1.0101 0.00531 0.00579
ill 1.0211 1.0103 0.1170 1.0116 0.00257 0.00265
ind 0.9936 1.0026 0.1413 1.0013 0.00334 0.00349
iow 0.9932 1.0033 0.1478 1.0018 0.00452 0.00475
kan 1.0056 1.0092 0.2215 1.0084 0.00466 0.00496
kty 0.9845 0.9872 0.1519 0.9868 0.00507 0.00524
lou 1.0234 1.0086 0.0263 1.0090 0.00476 0.00480
mne 1.0201 0.9992 0.3703 1.0069 0.00593 0.00645
mid 1.0242 1.0140 0.0712 1.0147 0.00406 0.00415
mas 0.9882 1.0068 0.1945 1.0032 0.00323 0.00341
mch 1.0079 1.0081 0.1601 1.0081 0.00259 0.00271
min 1.0111 1.0049 0.2793 1.0066 0.00359 0.00383
mis 1.0097 1.0086 0.1279 1.0087 0.00557 0.00575
mou 1.0080 1.0010 0.1681 1.0022 0.00350 0.00367
mon 1.0144 1.0059 0.3785 1.0091 0.00699 0.00761
neb 1.0008 1.0071 0.5117 1.0039 0.00441 0.00480
nev 1.0265 1.0151 0.2852 1.0183 0.00744 0.00802
nwh 0.9842 1.0033 0.3080 0.9974 0.00684 0.00740
nwj 1.0130 1.0105 0.0895 1.0107 0.00305 0.00314
nwm 1.0236 1.0256 0.3276 1.0249 0.00611 0.00648
nwy 1.0166 1.0119 0.0807 1.0123 0.00243 0.00247
noc 1.0118 0.9998 0.0748 1.0007 0.00421 0.00430
nod 1.0005 0.9969 0.8931 1.0001 0.00313 0.00324
oho 1.0108 1.0044 0.1273 1.0052 0.00253 0.00263
okl 0.9977 1.0018 0.1625 1.0011 0.00429 0.00451
ore 1.0027 1.0089 0.2833 1.0071 0.00434 0.00464
pen 0.9972 1.0013 0.1475 1.0007 0.00253 0.00263
rhi 1.0089 0.9939 0.4167 1.0001 0.00625 0.00678
sOC 1.0632 1.0040 0.0216 1.0053 0.00555 0.00559
sod 1.0008 0.9985 0.7538 1.0002 0.00464 0.00496
ten 0.9717 0.9966 0.0755 0.9947 0.00439 0.00449
tex 1.0037 1.0149 0.0482 1.0144 0.00341 0.00345
uth 1.0040 1.0142 0.4010 1.0101 0.00524 0.00563
vmt 0.9889 1.0018 0.8232 0.9912 0.00454 0.00479
vir 1.0009 1.0058 0.1753 1.0049 0.00338 0.00354
was 1.0142 1.0121 0.1305 1.0123 0.00418 0.00434
wev 0.9942 0.9877 0.1452 0.9887 0.00603 0.00628
wis 1.0173 1.0032 0.2877 1.0073 0.00325 0.00348
WYy0 1.0361 1.0127 0.3992 1.0221 0.00882 0.00963
del 1.0375 1.0474 0.2191 1.0452 0.01081 0.01125
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Tableau 1 (fin)
m.v.

ETAT Y

AJUST POIDS F12 RMPEI1 RMPE2
ala 0.9965 1.0037 0.1190 1.0028 0.00415 0.00427
aka 1.0288 1.0175 0.4241 1.0223 0.00850 0.00933
arz 1.0204 1.0157 0.0608 1.0160 0.00448 0.00459
ark 0.9895 0.9963 0.1161 0.9955 0.00506 0.00525
cal 1.0307 1.0224 0.0559 1.0228 0.00314 0.00319
col 1.0033 1.0198 0.1617 1.0171 0.00446 0.00466
con 0.9886 1.0079 0.0849 1.0063 0.00398 0.00412
del 0.9938 1.0107 0.4050 1.0039 0.00697 0.00771
fla 1.0144 1.0120 0.0644 1.0121 0.00271 0.00276
gga 0.9955 1.0046 0.1368 1.0034 0.00375 0.00385
hai 1.0111 1.0105 0.2378 1.0106 0.00629 0.00679
idh 1.0125 1.0070 0.5099 1.0098 0.00507 0.00559
ill 1.0211 1.0103 0.0967 1.0113 0.00242 0.00248
ind 0.9936 1.0026 0.1174 1.0015 0.00309 0.00323
iow 0.9932 1.0034 0.1230 1.0021 0.00418 0.00438
kan 1.0056 1.0091 0.1870 1.0085 0.00432 0.00460
kty 0.9845 0.9874 0.1264 0.9870 0.00486 0.00502
lou 1.0234 1.0086 0.0214 1.0089 0.00446 0.00449
mne 1.0201 0.9993 0.3222 1.0060 0.00557 0.00608
mld 1.0242 1.0139 0.0583 1.0145 0.00376 0.00384
mas 0.9882 1.0068 0.1634 1.0037 0.00302 0.00319
mch 1.0079 1.0081 0.1335 1.0081 0.00242 0.00252
min 1.0111 1.0049 0.2386 1.0064 0.00339 0.00362
mis 1.0097 1.0085 0.1060 1.0087 0.00526 0.00541
mou 1.0080 1.0011 0.1404 1.0021 0.00326 0.00341
mon 1.0144 1.0059 0.3299 1.0087 0.00656 0.00717
neb 1.0008 1.0071 0.4587 1.0042 0.00420 0.00461
nev 1.0265 1.0150 0.2439 1.0178 0.00692 0.00746
nwh 0.9842 1.0033 0.2646 0.9983 0.00637 0.00691
nwj 1.0130 1.0105 0.0736 1.0106 0.00283 0.00290
nwm 1.0236 1.0254 0.2826 1.0249 0.00582 0.00617
nwy 1.0166 1.0119 0.0663 1.0122 0.00231 0.00235
noc 1.0118 0.9998 0.0614 1.0005 0.00401 0.00408
nod 1.0005 0.9970 0.8710 1.0000 0.00310 0.00324
oho 1.0108 1.0045 0.1055 1.0051 0.00236 0.00245
okl 0.9977 1.0018 0.1356 1.0013 0.00396 0.00416
ore 1.0027 1.0088 0.2421 1.0074 0.00408 0.00436
pen 0.9972 1.0014 0.1227 1.0008 0.00239 0.00248
rhi 1.0089 0.9940 0.3660 0.9995 0.00591 0.00645
sOC 1.0632 1.0041 0.0176 1.0051 0.00519 0.00523
sod 1.0008 0.9985 0.7122 1.0002 0.00452 0.00490
ten 0.9717 0.9967 0.0619 0.9951 0.00413 0.00422
tex 1.0037 1.0148 0.0393 1.0144 0.00329 0.00332
uth 1.0040 1.0141 0.3512 1.0105 0.00498 0.00536
vmt 0.9889 1.0019 0.7901 0.9916 0.00445 0.00477
vir 1.0009 1.0058 0.1467 1.0051 0.00317 0.00330
was 1.0142 1.0120 0.1082 1.0123 0.00391 0.00406
wev 0.9942 0.9879 0.1207 0.9886 0.00567 0.00590
wis 1.0173 1.0033 0.2461 1.0067 0.00306 0.00328
wyo 1.0361 1.0127 0.3494 1.0209 0.00829 0.00909
dcl 1.0375 1.0470 0.1849 1.0452 0.01036 0.01078
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Cressie (1990) définit des expressions pour déterminer le risque li€ 4 un redressement par
p; 72) et le risque lié 4 ’absence de redressement. Lorsqu’on substitue 77, et B(#2,) dans ces
expressions, le risque li¢ a un redressement est de 3,253 tandis que le risque li¢ a ’absence de
redressement est de 34,134. Autrement dit, le fait de ne pas redresser I’effectif recensé accroit
le risque de 949% (2 la condition que le modele défini en (1.4), (1.5) et (1.6) soit valable).

5.2 Simulation

Afin de vérifier les propriétés de distribution asymptotique de I’estimateur MVC (et de Iesti-
mateur du m.v.) de 72, nous avons soumis le modele linéaire décrit dans la section 5.1 & une
simulation comprenant les valeurs de parameétres:

B, = 1.0330, B; = 0.000712, Bs = —0.000110, 7> = 95.00. (5.3)

La simulation

Y ~ Gau(Xg8, A + D), (5.4)

ol A est défini en (1.4) (nous avons utilisé les mémes valeurs 6%, ..., 6%, que dans la section

5.1 et Cressie (1990)) et D est défini en (1.6), a été exécutée 500 fois et les estimations 2205 Foim
et #% calculées a chaque fois. (Lorqu’une valeur négative était calculée, elle était ramence a
zéro.) Les diagrammes arborescents des trois séries d’estimations sont présentés dans les figures
1a, 1b et 1c respectivement. Il convient de remarquer que le nombre de zéros est relativement
plus élevé dans le cas des estimations du m.v. (figure 1a).

Figure 1: Diagrammes arborescents de la composante de variance estimée 72, selon 500 simu-
lations du modele (5.4): a) méthode du maximum de vraisemblance (section 3.1);
b) méthode des moments (section 3.2) et c) méthode du maximum de vraisemblance
avec contrainte (section 3.3).
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Les moyennes (X) et les écarts-types des distributions présentées dans la figure 1 sont:

Tt Foum e
X = 83.56 X = 96.85 X = 94.27.
S = 45.65 S = 57.46 S = 49.17.

Comparons ces moyennes & la valeur vraie de 72, soit 95.00. Le biais de 2, est évident; 72,
a un trés faible biais et présente un léger avantage par rapport a #2,,,. Pour ce qui a trait aux
écarts-types, 7%, est beaucoup plus avantageux que #2,,, mais désavantageux par rapport a 72,,.
Pour des raisons que nous avons exposées dans la section 3.3, et qui ne sont pas toutes de nature
statistique, le biais est plus important que la variance; par conséquent, la méthode du maximum
de vraisemblance avec contrainte pourrait remplacer avantageusement la méthode du maximum
de vraisemblance pour estimation de 72,

On peut vérifier les propriétés de distribution asymptotique de ’estimateur du m.v. et de
I'estimateur MVC a I’aide des simulations. (La méthode des moments ne présente aucun intérét
ici car aucune loi de distribution asymptotique n’a encore été définie pour cette méthode.)
En substituant 72 = 95.00 dans (3.13), on obtient
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{var (#%,)}" = 48.73,
qui doit &tre comparé 4 § = 45.65. Enfin, en substituant 72 = 95.00 dans (3.29), on obtient
{var(#2,)}" = 50.14,
qui doit &tre comparé a S = 49.17.

La simulation nous permet aussi d’étudier les erreurs de prévision ‘‘réelles’” et d’évaluer
le rendement de M, (#2) et de M, (7%)*. Si les valeurs des paramétres (5.3) étaient estimées a
I’aide des observations initiales, on parlerait alors d’une ‘‘bootstrap’’ paramétrique.

6. CONCLUSIONS ET ANALYSE

La prédiction du sous-dénombrement fondée sur un modele repose sur une vérification rigou-
reuse de ’ajustement. Des graphiques diagnostiques basés sur les résidus normalisés ont été
proposés 4 la fin de la section 2 de cet article. Les résidus normalisés BLUP, {Y; — p; (Y} #2)y)/
{[M(#®)1;}%;i = 1, ..., n, peuvent eux aussi étre utiles. Ils peuvent étre utilisés dans un
graphique quantile-quantile (voir, par ex. Cressie 1991, p. 255) ou, comme le proposent Calvin
et Sedransk (1991), &tre représentés graphiquement en fonction de p;(Y; #2;i=1,...,n.

On pourrait également élargir le modele (1.4) en y incluant un paramétre de composante

de variance inconnu, ¢°:

Y ~ Gau(F, o%A), (6.1)
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ot A = diag{é?, ..., 62}. En ajustant le modéle plus général défini par (6.1), (1.5) et (1.6),
on pourrait alors vérifier si estimation MVC o2, est significativement différente de o2 = 1,
ce qui serait un moyen de détecter les erreurs de spécification. (Dans ce cas, il est préférable
de recourir a I’estimation MVC plutdt qu’a I’estimation du m.v. puisque tout biais aura une
influence considérable sur I’induction pour ¢2.)

En estimant les parametres de la matrice de variances par la méthode du maximum de vrai-
semblance avec contrainte (MVC), on a moins de chances d’obtenir des prédicteurs empiri-
ques de Bayes qui mettent trop de poids sur le modéle de régression (1.5). En contrepartie,
on aura une erreur quadratique moyenne de prévision légérement plus grande. En se servant
des propriétés de distribution asymptotique des estimateurs MVC (que I’on vérifie par simu-
lation), on peut aussi obtenir des estimateurs plus précis de ’erreur quadratique moyenne de
prévision. En vertu du modele défini par les expressions (1.4), (1.5) et (1.6), on peut conclure
qu’il existe des moyens fiables de faire de I’induction sur les facteurs de redressement
{Fi:i=1,...,n}; les prédicteurs {p;(¥;?%):i = 1,..., n} donnent les prédicteurs de
Peffectif réel et du sous-dénombrement

TP = p;(V;#3)C et UPY =100(1 — (5,(Y;#%))~"); i=1,...,n,

respectivement. On peut calculer le biais et ’erreur quadratique moyenne de prévision de ces
predicteurs a ’aide de la méthode (voir Cressie 1991, section 3.2.2).
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