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RESUME

Le présent article analyse une approche basée sur un modgle pour le redressement des données de la
répétition générale du recensement de 1990, effectuée en 1988. Ces données ont été recueillies dans des
régions d’essai au Missouri. L’objectif premier est d’élaborer des méthodes qui peuvent étre utilisées pour
modéliser les données de I’enquéte post-censitaire d’avril 1991, qui a fait suite au recensement de 1990,
et pour lisser les estimations des facteurs de redressement tirés de I’enquéte. Nous proposons dans le présent
article une méthode hiérarchique de Bayes (HB) et une méthode empirique de Bayes (EB) qui satisfont
a cet objectif. Les estimateurs qui résultent de ces deux méthodes semblent permettre d’améliorer de fagon
constante les estimations basées sur un systéme de double collecte et les estimateurs de régression lissés.

MOTS CLES: Enquéte post-censitaire; facteurs de redressement; estimation de systéme dual; méthode
hiérarchique de Bayes; méthode empirique de Bayes; composantes de la variance;
MPLSE; estimations de régression; erreurs types.

1. INTRODUCTION

Le présent article analyse une approche basée sur un modele pour le redressement des données
recueillies en 1988 dans des régions d’essai au Missouri pendant la ‘‘répétition générale’’ du
recensement de 1990. L’objectif principal qui sous-tend cet exercice est d’élaborer des méthodes
qui peuvent &tre utilisées pour modéliser les données de I’enquéte post-censitaire (EP) d’avril
1991, enquéte qui a fait suite au recensement de 1990, et de lisser les estimations d’enquéte
de ce qu’on appelle les ‘“facteurs de redressement bruts *’. Ces facteurs de redressement bruts
sont des rapports entre des estimations de la population totale (inconnue) et les chiffres
correspondants du recensement de 1990. Ils sont calculés & différents niveaux d’agrégation
(régions géographiques telles que villes, banlieues, etc.) et mis en regard de différentes catégories
démographiques (telles que ’age, le sexe, la race, efc.). Les catégories & double entrée sont
appelées strates de second niveau.

Avant de poursuivre, il convient de donner un bref historique. Le redressement des chiffres
du recensement décennal de 1980 aux Etats-Unis a donné lieu & un vif débat, qui dure depuis
pres de dix ans. Malgré les efforts intenses et soutenus et les dépenses énormes encourues par
le Bureau of the Census des E.-U. pour réaliser une couverture quasi-compléte au cours du
recensement de 1980, de nombreux procés ont été intentés contre le Bureau par des Etats ou
des villes pour exiger une révision des chiffres publiés. Dans un de ces litiges, dont le monde
statistique a beaucoup parlé a la suite des articles d’Ericksen et Kadane (1985) et Freedman
et Navidi (1986), la ville de New York, entre autres, a poursuivi le Bureau of the Census. De
nombreux statisticiens réputés ont comparu comme témoins experts d’un c6té comme de I'autre.
En particulier, Ericksen et Kadane ont comparu pour le plaignant et ont proposé d’aborder
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le redressement des chiffres du recensement en partant d’un modele. Ils ont préconisé I’ajus-
tement des facteurs de redressement calculés & partir des données de ’EP a un modele de
régression convenable. Cette approche, dont la justification apparait dans Ericksen et Kadane
(1985), est semblable a celle envisagée dans Fay et Herriot (1979) ou Morris (1983). Malgré
les critiques adressées a I’approche Ericksen-Kadane par certains statisticiens (les plus sévéres
étant celles de Freedman et Navidi (1986)), la plupart des gens reconnaissent I’importance de
I’approche basée sur un modéle en ce qui concerne le redressement. D’ailleurs, dans le présent
article, a part quelques différences dans les hypothéses, que nous indiquerons plus loin dans
la section 2, nous utilisons le mode¢le de Fay-Herriot ou d’Ericksen-Kadane pour analyser les
données de la répétition générale de 1988 au Missouri. Cressie (1989) présente une approche
basée sur un modele différent, qui ne comporte pas de variables corrélées supplémentaires.

Childers et Hogan (1990) contient une bonne description de ’EP menée dans le cadre de
la répétition générale de 1988 au Missouri. Hogan et Wolter (1988) examinent les catégories
d’erreur qui se produisent dans une EP et analysent un moyen pour les évaluer. En deux mots,
le plan de sondage d’une EP est constitué d’un échantillon d’ilots, stratifié 4 un seul degré,
et d’une estimation de systéme dual du nombre de personnes dans chaque strate de second
niveau.

Le présent article commence au moment ot I’enquéte post-censitaire nous a permis de déter-
miner un ensemble de facteurs de redressement bruts estimés, ainsi que leurs covariances, ces
€léments pouvant maintenant &tre utilisés pour construire un modéle fondé sur les données
de la répétition générale du recensement effectuée en 1988 dans des régions d’essai au Missouri.
Nous supposons aussi que nous disposons d’un ensemble de variables explicatives possibles
définies au second niveau, qui peuvent étre utilisées pour des régressions. Deux régions
geographiques sont étudiées ici: un grand noyau urbain, la ville de Saint Louis, et un ensemble
de régions de population moyenne, le centre-est du Missouri. Pour définir les strates de second
niveau a Saint Louis, nous avons classé les personnes selon les catégories démographiques
suivantes: (i) la race (blanche non hispanique, autres), (ii) propriétaires, non-propriétaires
(locataires) de logements, (iii) le sexe (masculin, féminin); les groupes d’age (0-9, 10-19, 20-29,
30-44, 45-64, 65 +). Ce classement conduit A untotalde 2 X 2 X 2 X 6 = 48 facteurs de
redressement pour Saint Louis. Pour le centre-est du Missouri, les catégories de sexe et les
groupes d’age sont demeurés les mémes qu’a Saint Louis, mais une nouvelle catégorie (i)’ a
remplace les catégories (i) et (ii). Les individus y sont classés comme (a) Blancs non hispaniques
vivant dans une région avec registre d’adresses informatisé (RAI), (b) Blancs non hispaniques
vivant dans une région sans RAI et (c) autres dans toutes les régions. Pour le centre-est du
Missouri, un total de 3 x 2 X 6 = 36 facteurs de redressement ont été calculés, ce qui fait
un total de 84 facteurs de redressement pour I’ensemble du modele. Dans chaque région, les
facteurs de redressement estimés étaient corrélés, a cause de ’utilisation d’un plan de sondage
par grappes de blocs. Par conséquent, les matrices des covariances empiriques correspondant
a Saint Louis et au centre-est du Missouri, de dimensions respectives 48 x 48 et 36 X 36,
étaient diagonales par blocs.

Dans la section 2 du présent article, nous décrivons une méthode générale fondée sur un
modele pour les facteurs de redressement lissés et les erreurs types associées. On utilise aussi
bien la méthode hiérarchique de Bayes que la méthode empirique de Bayes. On peut aussi
considérer la méthode EB comme une méthode d’analyse des composantes de la variance
(voir par exemple Harville 1985). Nous donnons aussi la formule pour calculer les erreurs types
a posteriori associées aux estimateurs HB. Soulignons ici que I’utilisation naive d’une méthode
EB peut conduire a de graves sous-estimations des erreurs types associées, étant donné qu’une
méthode EB naive ne tient pas compte de I'incertitude reliée a ’estimation des composantes
inconnues de la variance. Cependant, Kackar et Harville (1984) et Prasad et Rao (1990) ont
proposé des approximations intéressantes des erreurs quadratiques moyennes (EQM) des
estimateurs EB. En suivant leur principe, nous avons déduit des formules pour obtenir les EQM
estimees dans notre contexte. Nous indiquons aussi dans cette section de quelle facon il est
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possible, dans le présent contexte, d’éviter certaines (mais non la totalité) des critiques lancées
contre la méthode d’Ericksen-Kadane (1985) par Freedman et Navidi (1986).

Dans la section 3, nous analysons les données réelles. Nous donnons les estimations empi-
riques, les estimations HB, les estimations EB et les estimations de régression des facteurs de
redressement, ainsi que les erreurs types associées. La méthode HB et les méthodes EB qui
tiennent compte de I’incertitude reliée aux parameétres a priori inconnus ont une efficacité
équivalente. Par leur meilleure capacité de réduire les erreurs types estimeées, elles sont toutes
deux nettement supérieures aux estimations brutes comme aux estimations de régression.

Enfin, une annexe contient certains des détails techniques du présent article.

2. ESTIMATION HB ET ESTIMATION EB

La présente section décrit les méthodes générales de I’estimation HB et EB pour certains
modeles hiérarchiques. L’application de ces méthodes & I’estimation de facteurs de redressement
est examinée dans la section 3.

Considérons le modele hiérarchique suivant:
I. Yie,8, o2 ~ N(O, V), ol V est une matrice m x m connue définie positive;
II. ©]|8, ¢ ~ N(XB, ¢*);

III. B et ¢ sont marginalement indépendants, avec 8 suivant une loi uniforme sur (RP) et

o2 une loi uniforme sur (0,00).

L’ analyse HB est fondée sur les points I a IT1. En I’absence d’information a priori précise sur
8 et ¢2, nous préférons utiliser des distributions a priori diffuses dans III. Nous avons auss1
analyse les données en supposant la fonction de densité de probabilité (fdp) a przorz de ¢*
proportionnelle a ¢ ~2gur (0, o). Les résultats étaient assez semblables et nous n’en faisons
pas état ici. Le théoréme suivant a été démontré.

Théoréme 1. Soit le modele défini par (I), (II) et (IIT). ECerOI’lS r=V+ L Supposons que
m = p + 3. Alors (i) la fdp conditionnelle de © pour o 2donnéet Y = yest N(GV~1y,G),
ol
G=V -V v+ Vz—IX[XTE—lx]-IXTz-lV; Q.D
(ii) la fdp conditionnelle de oZpour Y = yest
f(*y) e |27 XTETIX |~ exp(—1/2 y'Fy), (2.2)
oll
F=X1- z—IX[XTz—IX]-IXTE—l. 2.3)

La démonstration du théoréme est reportée a ’annexe. En utilisant les formules de I’espérance
et de la variance conditionnelles, on obtient:

E©|y) = E[E®]dy)|y] = (EGV|»)y; @49

V(8|y) = V[E(®| % y)|¥] + E[V(O] 0% »)|y] = V(GV ' y|y) + E(G|y). @5
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En utilisant (2.2) et (2.3), on déduit (6 | y) et V(0| y) de (2.4) et (2.5) par intégration
numérique.

On peut simplifier quelque peu les calculs requis pour (2.1) a (2.3) en appliquant a V' le
théoréme de décomposition spectrale. Ainsi on aura ¥ = PDPT,ouD = Diag(d,, ..., d,),
les d; étant les valeurs propres de V, et P = (& ..., &,), les §; étant les vecteurs propres
orthonormaux correspondants. En utilisant ’orthogonalité de P, on obtient alors:

m
|£l = | a7+ D| = [[ (¢ + d));
i=1

L' = P(e’1 + D) "'PT;
X'e7X = (P'X)7(e’1 + D) "}(PTX);
F = P(¢’I + D)~'PT — P(¢’I + D) '(P"X) x
[(PTX)T(e’ + D) "' (PTX)]"/(P"X) (ol + D)~

En pratique, I’intégration numérique sur ¢°, qui demande qu’on évalue I’intégrande pour
différentes valeurs de o2, devient maintenant un peu plus simple puisque P et X sont connus
et que o2 I 4+ D est une matrice diagonale.

Examinons maintenant 1’estimation EB. Dans ce cas, on n’utilise pas I’hypotheése I1I. En
supposant g et ¢ connus, on déduit d’abord de I et de IT un estimateur de Bayes, a savoir la
moyenne a posteriori de 0. Cet estimateur est donné par:

A

eB

E(0] Y,8,¢%)

(V' + o7 )T I(VY + 077XB)
= E‘l(azY + VXB). (2.6)
La variance a posteriori correspondante est donnée par:
V| YBe)y=V "1+ )=V -VIly.

Cependant, en pratique, 8 et o2 sont inconnus et sont évalués par la méthode du maximum
de vraisemblance a partir de la distribution marginale de Y, qu1 est N (X8, X). Ces estimateurs de
vralsemblance maximale (EVM) sont dénotés par 8 et §2, ou B = (XTE " x)"IxTg -1y,
£ = ¥V + 6*1. En substituant dans (2.6) ces estimateurs de I, o2 et B, on obtient I’estimateur
EB de O suivant:

~

OFB = ﬁ-l(aZY + VXE’) = X8 + aZE—I(Y - XB). 2.7

On peut aussi voir que ’estimateur donné par (2.7) est un meilleur prédicteur linéaire sans
biais estimé (MPLSE). Supposons d’abord que ¢2 est connu et trouvons le MPLS §BLUP =
XB + o2 1(Y — XB) de 0, ou B = (XTZ ~1x) ~1xTr -Y¥. Estimons ensuite ¢2 par ¢2
son estimateur linéaire moyen (ELM), et de facon correspondante estimons £ par £. En
remplacant ¢ et £ par ¢2 et £ dans expression de OBLUP on obtient le MPLSE OB,
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Un estimateur naif de la matrice des variances OB est ¥ — VE ~1V. Cette matrice sous-
estime de facon flagrante la matrice des variances puisqu’elle ne tient pas compte de I’incertitude
liée a I’estimation de g et o2. Si on suppose o2 connu, et si on attribue & 8 une distribution
a priori uniforme sur R (m = p + 3), alors I’estimateur HB de © est le méme que celui de
OBLUP ot 1a matrice des variances a posteriori est alors donnée par M = V — VE~ 1V +
VE-1x(XTL-1x) “1XTZ-1¥. On en déduit de facon immédiate que E[(OPVF — ©)
(OBLYUP _ 9)7T] = M, ol Pespérance est calculée sur la distribution & deux variables de
Y et de O, donnée en I et II. Dans le langage bayesien, on peut donc interpréter VX “1x
(XT£-1X) ~'XTL£ -1V comme le supplément de variabilité a posteriori causé par I'incerti-
tude sur B, alors qu’en terminologie classique le méme phénomeéne peut s’interpréter comme
le supplément d’EQM causé par la méme incertitude.

Le traitement d’un ¢2 inconnu est un autre probléme & résoudre. La méthode de Bayes nous
permet de trouver la distribution a posteriori de o?pour Y = y, alors que, méme sans intro-
duire une estimation a priori de 0, il demeure possible de trouver une approximation de 'EQM
de OFB en modifiant un argument de Kackar et Harville (1984) ou de Prasad et Rao (1990).

Le théoréme pertinent, dont la preuve est reportée en annexe, est énoncé ci-dessous.

Théoréme 2. On peut estimer de fagon approximative 'EQM de OFB par:

MSE(%8) = ¥V — VRV + (VE*V) 2L~ 1], (2.8)

A

K=%¢"1- f:‘lX(XTﬁ‘lX)‘lXTﬁ‘l. (2.9)

Le troisieme terme du membre de droite de (2.8) peut étre interprété comme le supplément
d’erreur quadratique moyenne di a I’incertitude de ’estimation de o2. Harville (1985) donne
une décomposition générale de I’erreur de prévision.

Bien que les variances a posteriori V(0O | y) associées a I’estimateur HB OB de © et TEQM
estimée de I’estimateur OFB de © proviennent de théories inspirées de deux philosophies
différentes de I’inférence, elles ont en commun d’essayer de représenter ’incertitude causée
par Pestimation de la variance du modele. Pour mieux comprendre cette similitude, il faut
remarquer que, si on écrit K = £~ — 27! X(XTZ ~1x) ~'X"E£ ", alors on a:

E[V(O| o2, »]=G=V~- VKV (2.10)

et E(G| y) est approximée par V — VKV, qui est un des deux termes de (2.8). On a aussi
(0] ¢%,y) = GV~ ly, et on peut démontrer aprés quelques simplifications que GVl =
I — VK.Onadonc V(GV~ly|y) = VV(K|y)Vet V(K| y) est apparemment approximeé
par K3[2(tr£~2) ~!]. Cependant, I’approximation par EQM de ©F® ne correspond pas
toujours parfaitement & V(0O | y), comme le prouvent les calculs numériques de la section 3.

Une des hypothéses d’Ericksen et Kadane (1985) est celle du o2 connu. Freedman et Navidi
(1986) ont insisté sur la nécessité d’une estimation de o2 et, dans les théorémes 1 et 2, nous
avons rendu compte de cette source d’incertitude, tant de fagcon bayesienne que de facon
fréquentiste. Notons que, au contraire de travaux antérieurs qui ne traitaient que de I’estimation
du sous-dénombrement net de la population totale au niveau d’une ville et & celui du reste de
1’Etat, nous nous intéressions a I’estimation de facteurs de redressement a des niveaux d’analyse
plus fins. En termes de coiits d’exploitation, le redressement a des niveaux plus fins permet
des économies considérables de temps et de cofit de calcul par ordinateur, puisque les dossiers
de recensement n’ont besoin d’&tre utilisés qu’une seule fois. Les modéles de redressement qui
utilisent des niveaux géographiques plus élevés que les ndtres exigent plusieurs passages en
machine des données du recensement parce qu’ils exigent une méthode pour distribuer le
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sous-dénombrement aux niveaux géographiques inférieurs. Enfin la corrélation qui existe dans
la structure d’erreur rend possible une matrice ¥ non diagonale, ce qui constitue une autre
généralisation importante du mode¢le de Fay-Herriot (1979) et d’Ericksen-Kadane (1985). La
critique de Freedman-Navidi quant au manque de corrélation des facteurs de redressement
estimés ne tient donc pas dans le présent contexte. L’autre critique principale, qui porte sur
le fait de supposer que les composantes de ¥ sont connues alors qu’en fait il s’agit d’estimations
empiriques, reste encore a résoudre. On travaille maintenant & construire un modéle des compo-
santes de V' en fonction de certaines variables telles que le nombre de personnes échantillonnées,
le prédicteur de régression initial, efc. On espére que des modeles de ce genre permettront de
stabiliser les variances estimées en réduisant leur variance.

En plus des estimateurs HB et EB de @, il existe aussi des estimateurs de régression, donnés
par ORFC = x(XTL-1x) ~'XTL-1Y. La matrice associée des variances-covariances est
donnée par M, — 6 (M, £~ ! + £-MI — I), ou M, = X(XT£ 1x) - 1x7,

3. ANALYSE DES DONNEES

Soit Y; = DSE,/Census; = le i®m¢ facteur de redressement, pour i, i = 1, ..., 84, et
Y = (Y, ..., Yz4)7. L’ensemble des variables explicatives X est assez grand lorsqu’on tient
compte de toutes les interactions possibles. Pour simplifier, nous avons consulté des experts
du Census Bureau et, aux fins de la construction du modele, nous avons retenu un ensemble
réduit de 22 variables explicatives possibles. (Voir Huang et coll. 1991). Le nombre de variables
explicatives possibles a aussi été limité par la capacité de ’ordinateur. Le présent modele a été
sélectionné par la méthode de sélection par régression relative au meilleur sous-ensemble, le
C, minimum de Mallow servant de critére pour choisir un ensemble de 22 variables explica-
tives possibles. Comme le logiciel utilisé exige que les données d’entrée soient en situation de
moindres carrés ordinaires, nous avons transformé les variables dépendantes et indépendantes
de la facon habituelle. De plus, puisque ¢ est inconnu, nous avons employé une méthode
itérative.

Ouvrons une parenthése pour dire qu’une méthode légérement différente a été utilisée pour
sélectionner les variables explicatives du modéle qui a servi & la détermination des facteurs de
redressement du recensement de 1990. En 1990, plusieurs variables explicatives ont été déclarées
d’entrée de jeu comme des variables du modele et on a utilisé une technique du meilleur sous-
ensemble pour sélectionner les variables supplémentaires. Le changement de méthode visait
a neutraliser une compréhension possible de ¢2 (voir Isaki et coll., 1991).

La matrice X obtenue par la méthode de détermination par régression relative au meilleur
sous-ensemble est de la forme X = (lgg, X3, X3, Xy, X5, X5, X7, X3, Xo, X;0). Toutes les
variables explicatives de X ont été obtenues & partir de la répétition générale de 1988 et définies
au second niveau, la strate de second niveau constituant I’unité d’analyse. 1g, est un vecteur
unité, X; est la variable indicatrice de Saint Louis, X; est la variable indicatrice des locataires
ou la proportion de locataires dans les strates de second niveau du centre-est du Missouri, les
variables X, a X sont les variables indicatrices des groupes d’age 0-9, 10-19, 20-29 et 30-44
respectivement, Xg est un indicateur ou une variable de proportion des locataires masculins
agés de 20 a 64 ans, X, est une variable indicatrice des autres personnes de sexe masculin gées
de 20 4 64 ans et X est une variable indicatrice des autres personnes de Saint Louis.

En utilisant la matrice définie d’apres le modele ci-dessus, nous avons obtenu 8 = (.9812,
—.0271, .0485, .0699, .0695, .0533, .0386, .0628, .0475, .0778)T et 6% = .000574. On peut
maintenant calculer les estimateurs EB ou les MPLSE, ainsi que les erreurs types approximatives
associées, en utilisant les formules déduites dans la section 2. Pour des raisons de cohérence,
on a aussi effectué ’analyse HB avec la méme matrice X (nous n’avons pas besoin de § ou
de 6% pour cette analyse).
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Les figures 1 et 2 représentent graphiquement les facteurs de redressement estimés et les
erreurs types, par strate de second niveau. Les 12 premiéres strates de second niveau se
rapportent aux non-propriétaires blancs non hispaniques de Saint Louis, les strates 13 4 24
se rapportent a tous les autres non-propriétaires de Saint Louis, les strates 25 4 36 se rapportent
aux propriétaires blancs non hispaniques de Saint Louis et les strates 37 4 48 se rapportent &
tous les autres propriétaires de Saint Louis. Les strates 49 a 60 se rapportent aux Blancs non
hispaniques vivant dans des régions avec registre d’adresses informatisé (RAI) du centre-est
du Missouri, les strates 61 & 72 se rapportent aux personnes blanches non hispaniques vivant
dans des régions sans RAI du centre-est du Missouri et les strates 73 & 84 se rapportent a toutes
les autres personnes du centre-est du Missouri.

Dans chaque groupe de 12 strates de second niveau, les six premieres se rapportent aux
personnes de sexe masculin dans les groupes d’age 0-9, 10-19, 20-29, 30-44, 45-64 et 65 + . Un
examen de la figure 1 permet de constater que les facteurs de redressement bruts du groupe
des Blancs non hispaniques ont tendance a étre inférieurs a ceux de I’autre groupe, sauf pour
la région avec RAI du centre-est du Missouri. On voit 2 la figure 2 que la méme observation
est presque vérifiée dans le cas des erreurs types brutes. La figure 3 présente un graphique des
erreurs types estimées en fonction des facteurs de redressement.

Les figures 1 & 3 nous aménent & tirer plusieurs conclusions intéressantes.

(1) Dans chaque strate, les erreurs types estimées des estimateurs HB et EB des facteurs de
redressement sont beaucoup plus petites que les erreurs types des facteurs de redressement
bruts lorsqu’on les compare aux ETD non redressées.

(2) Les estimateurs EB sont supérieurs aux estimateurs de régression dans chacune des 84 strates
en ce qu’ils permettent une réduction de I’erreur type estimée. Bien que les estimateurs HB
ne soient pas supérieurs aux estimateurs de régression dans toutes les strates, I’améliora-
tion est considérable dans la plupart des strates.

(3) La représentation graphique des données montre que I’écart entre les estimations ponctuelles
OFBs et O18s est assez petit. En fait, la différence est toujours inférieure & 1% (et sou-
vent de beaucoup).

(4) Les erreurs types a posteriori associées aux estimations HB (s/1B) sont toujours supérieures
aux EQM approximatives des estimations EB (s£2). Comme nous ’avons déja mentionné,
les deux erreurs types ne sont pas forcément égales. Il nous semble que les erreurs types
approximatives des estimations EB sont souvent de légeres sous-estimations. Cependant,
une comparaison entre sF° et sEB révele qu’une méthode EB de type naif (avec erreurs
types associées sE2) peut grandement sous-estimer les erreurs types estimées en ne tenant
pas compte de Pincertitude liée 4 estimation de o%. Ce défaut est en grande partie rectifié
par sFB, qui est fondé sur des approximations du deuxiéme ordre.

Au moment ol nous avons révisé cet article, le redressement du recensement décennal de
1990 était terminé. Ce redressement a été effectué par la méthode de I’estimation EB. En gros,
pour modéliser les facteurs de redressement, on a utilisé la plupart des étapes suivies au moment
de la répétition générale de 1988. Il y avait toutefois plusieurs différences. Dans le redressement
de 1990, les facteurs de redressement estimés ont été modélisés pour chacune des quatre régions
de recensement, avec un ensemble spécial de facteurs de redressement pour les réserves
indiennes. Le nombre de facteurs de redressement variait de 12 pour les données se rapportant
aux Indiens 4 456 dans une des régions. De plus, les variances estimées des facteurs de redres-
sement bruts ont été lissées a I’aide de modeles de régression. Le lissage des variances estimées
avait tendance a réduire les grandes variances estimées et & augmenter les petites. L’effet net
a été une augmentation de la contribution aux estimations EB des facteurs de redressement
associés qui ont une grande variance estimée, et vice versa. D’autres différences concernent
I’emploi de procédés de détection des observations aberrantes pour le lissage des variances
comme pour celui des facteurs de redressement. Enfin, les estimations EB pour les strates
de second niveau ont été ajustées de facon proportionnelle aux estimations de la population
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régionale totale obtenues aprés application des facteurs de redressement bruts. Les facteurs
de redressement lissés et ajustés de fagon proportionnelle ont ensuite été appliqués aux chiffres
de population correspondants du recensement au niveau des ilots de recensement. Puis les
résultats ont été arrondis par groupes d’ilots a lentier le plus proche, de facon que chaque cellule
d’un ilot soit arrondie vers le haut ou vers le bas pour donner un entier et que les sommes de
contrdle ne changent pas par plus d’une personne.

Les méthodes utilisées pour redresser les chiffres du recensement de 1990 étaient précisées
a I’avance et toute I’opération devait tre menée selon un échéancier trés serré. Le Bureau of
the Census a recommandé d’utiliser les chiffres redressés du recensement de 1990. Des avis
partagés a parts égales ont été exprimés sur la question par une commission spéciale, dont les
membres avaient été choisis par le secrétaire au Commerce. Apres avoir évalué les éléments
mis en preuve de part et d’autre, le secrétaire a décidé de ne pas utiliser les chiffres redressés.
La question est maintenant devant les tribunaux. Un sujet d’actualité est I'utilisation possible
des chiffres redressés pour I’estimation post-censitaire. Des recherches sont actuellement menées
pour en arriver a de meilleurs chiffres redressés pour 1’estimation post-censitaire.

ANNEXE - PREUVES DES THEOREMES

Preuve du théoréme 1. Nous ne ferons qu’esquisser la preuve. On peut trouver les détails dans
Datta et coll. (1991). La fdp (impropre) a quatre variables de Y, 0, 8 et o? est donnée par:

f(3.0,8,6)xexp[~1/2(y — ©)TV ' (y — 0)]o " exp[~1/(261)[|6 - XB ], (A.])

ol ||| dénote la norme euclidienne. Si on écrit Py = X(X7X) X7, |6 — XB|*>, on a
[8 — (X™x)~'XxT0]T(XTX)[8 — (X"X)"'X"®] + 67(I - R)6.

Si on intégre maintenant par rapport a 8 dans (A.1), il s’ensuit que la fdp impropre 4 trois
variables de Y, O et o est:

[(3,0,6%) < 6~ " Pexp[—1/2(y —0) ¥~ (y - 0) — 1/(262)07(I1 - P,)8]. (A.2)
Si on écrit ensuite E = V! + ¢~ %(I — PB.), il s’ensuit aprés quelques simplifications que:
y-0)TVly-6)+s207U-P)0 =
(0 — ETWLHYTIE® — E-'W YY) + yT(vt — v IE-IYy Ny, (A.3)
Par conséquent, la distribution a posteriori de © pour > donnéet Y = y est N(E™ 'V "1y, E-1).
En utilisant la formule bien connue pour I’inversion d’une matrice (A4 + BDBT) -1 =
A1 - A B(D"! + B"TA"1B) ~' BTA ~! (voir par exemple I’exercice 2.9, p. 33 de Rao
(1973)), on obtient E~1 = G, ce qui compleéte la preuve de la premiére partie du théoréme.
En se servant ensuite de (A.3) et en intégrant par rapport a © dans (A.2), on obtient la fdp
(impropre) a deux variables de Y et o2

f(.0%) o< o= P | E|7 2 exp[— (172)yT (VT = VTIEWW Ty (A.9)

Par P’exercice 2.4, p. 32 de Rao (1973), il s’ensuit que

|E| = |V '+ T - P)| =] 4| +]*’X"X|
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ce qui se réduit apres simplification a:
[V YT+ e V|| XTT+67V) "X | + | XTX| | T+ 6"V || XTE71X]. (A.5)
De plus, aprés quelques calculs, il s’ensuit que:
y-l - y-lg-ly-1 = F (A.6)
La preuve de la partie (ii) du théoréme découle maintenant de (A.4) a (A.6) et de la remarque

que f(a* | y) o« f(a%,y). Notons cependant que la distribution a posteriori de o> pour Y = y
fixé est propre.

Preuve du théoréme 2. Encore une fois, nous ne ferons qu’esquisser la preuve. On peut trouver
les détails dans Datta et coll. (1991).

Rappelons que
B = (XTr 1x)xTg -ty
Posons
6 =XB+s (Y - XB).
Observons malntenant que (i) © est le meilleur prédicteur sans biais de 9 (a cause de la normalité)
pour chaque o? fixé et (i) E(OFE — 0) = 0, étant donné que 62 est I’estimateur linéaire

moyen de ¢ (voir Kackar et Harville (1984)). En utilisant maintenant le lemme 3.3.1 de Datta
(1990), on voit que O — O et O sont indépendants. Donc on a:

E[(éEB _ é)(éEB _ O)T] —

E[(6%® — 8)(6™ - 6)"] + E[(6 - 0)(6 — 0)7]. (A.7)
Posons ensuite 08 = X8 + ¢2X ! (¥ — XB). Un raisonnement standard nous donne:
E[(6-0)(6 —0)T] =E[(6 - 6%)(6 - 6%)7] + E[(8°-0)(6° - 0)7]. (A8)

Nous pouvons déduire de nos calculs précédents que:
E[(éB - 0)(6B — e)T] =V -vely. (A.9)

De plus,

E[(é - 686 — éB)T] =V ix(xTr-x) xTz -y, (A.10)

Enfin, posons & = g(¢?) et 68 = g(4?). En utilisant ’approximation de Taylor du premier
degré, on obtient:

N ~ N u d 2 d AVA
E[(6%® - 8)(6% - 8)7] = .E[(a2 — o%)? g;a‘; ) g;zz) ] (A.11)
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Puisque g(¢?) = ¥ — VE~'[¥ — X(XTE~'X) "IXTE~1Y], on obtient par des techniques
de différentiation matricielle:

.5;"5 = V7' - 27X (XTI TIXTETETIY — XB). (A.12)
g
T
E[% fld%] = VKE'E[(Y — XB) (Y — XB)"|Z~'KV. (A.13)
g g

Cependant, des calculs algébriques simples nous donnent:

E[(Y - XB)(Y — XB)T] =X - X(XTzx)"'xT = LK. (A.14)

D’ou on déduit de (A.13):

dg dg” s
E[a—(-’—2 | = VKV (A.15)

Si on utilise encore une autre approximation, il s’ensuit de (A.11) et de (A.15) que:
E[(éEB - 6)(6" — é)T] = E(6% — 0)?VK3V. (A.16)

Pour estimer E(6%> — ¢2)? = MSE(6?), nous procédons de la fagon suivante.

Puisque ¥ ~ N(X8, L), exprimons la fonction de vraisemblance par:

L(0%) o | B exp[—-1/2(Y — XB)TE~(Y ~ XB)]. (A.17)
D’ou

dlogL d d
= —12-=log|Z| —1/2— [(Y - XB)TE"1(¥Y - XB)]; A.18
— 7 log| E| [ 8)TLI( B (A.18)

d*logL d? d?
=T = — 12— log|Z| - 12— [(Y = XB)TZ (Y — XB)]. (A.19
d(0'2)2 d(0'2)2 gl I d(o_z)z [( B) ( B)] ( )

Comme auparavant, notons dy, ..., d,, les valeurs propres de V.

Alors log | £| = ™, log(e® + d;). D’ou

2
d(i—z)zlog| | = -, (02 + d) 2= - tr(E_z). (A.20)

Si on utilise (A.20) et la différentiation matricielle, il découle de (A.19) que:

2 =12 tr(E_Z) - (¥ - Xﬁ)TE‘3(Y ~ XB). (A.21)
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On a donc:

d*logL _ _ -
E[— m] = —12u(E7?) + (27 = 1/2uw(x7?).

En approximant E[(6% — ¢°)?] par
el _ d*logL “1,
d(0'2)2

ce qui se justifie par la théorie asymptotique du maximum de vraisemblance, on déduit de
(A.16):

E[(éEB — 6)(6"8 — é)T] = 2(tr(272)) TVK3Y. (A.22)
En combinant les formules (A.7) a (A.10) avec (A.22), on obtient:
MSE(6FB) = ¥ — VE- W+ vE X (XTZ " 1X) " IXTZ -1y + VK3V[2(tr):—2) —1](A.23)

Le remplacement de £ par £ fournit I’approximation donnée en (2.8), ce qui termine la preuve
du théoréme 2.
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