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Estimation d’un rapport sans connaitre
le plan d’échantillonnage

SHIBDAS BANDYOPADHYAY!

RESUME

L’auteur montre que, pour une catégorie d’estimateurs linéaires sans biais appliqués a une catégorie de
plans d’échantillonnage, il est possible d’estimer un rapport de population au moyen d’un rapport d’esti-
mateurs non biaisés sans connaitre les poids d’échantillonnage. Cette catégorie de plans d’échantillon-
nage comprend des plans aussi courants que 1’échantillonnage avec probabilités inégales avec ou sans
remise, I’échantillonnage stratifié avec répartition proportionnelle et probabilités inégales de sélection
sans remise dans chaque strate, efc.

MOTS CLES: Rapport de totaux non pondérés; échantillonnage symétrique.

1. INTRODUCTION

Soit m le nombre d’adultes qui savent lire et écrire parmi ¢ adultes dans un échantillon de
n familles tiré d’une population donnée. Nous supposons que le taux d’alphabétisation des
adultes dans la population R est estimé au moyen de la formule r = m/{. De méme, pour un
tableau a double entrée qui donne la répartition (en pourcentage) d’individus selon I’4ge et
le sexe, nous supposons qu’une fréquence de case est estimée au moyen du rapport entre le
nombre d’individus dans la case et le nombre total d’individus pour I’échantillon de # familles
(ce rapport étant multiplié par 100 pour obtenir un pourcentage).

Peu importe la méthode de sélection des familles, un rapport formé de deux totaux non pon-
dérés et qui vise a estimer un ratio ou une répartition en pourcentage répond aux besoins de
nombreux utilisateurs non spécialistes. De fait, certains rapports d’enquétes renferment des
tableaux dont les éléments sont estimés de cette fagon, comme si le plan d’échantillonnage était
un plan autopondéré.

En revanche, si les n familles devaient &tre choisies suivant un plan d’échantillonnage
(a un degré) avec PPTSR, il faudrait normalement déterminer des totaux pondérés pour obtenir
des estimateurs non biaisés des numérateurs et des dénominateurs correspondants avant de
calculer un rapport ou une répartition en pourcentage. ,

Dans cette étude, nous montrons que, pour des plans d’échantillonnage comme le plan &
un degré avec PPTSR et sans aucune autre hypothése,

i) un rapport formé de deux totaux non pondérés peut servir a estimer le rapport de popula-
tion correspondant; le premier doit étre vu comme le rapport d’un estimateur sans biais
du numérateur a un estimateur sans biais du dénominateur;

ii) il existe une catégorie de plans d’échantillonnage, qui ne sont pas autopondérés, pour lesquels
la proposition (i) se vérifie. Cette catégorie comprend les plans d’échantillonnage & un degré
avec probabilités inégales avec ou sans remise et les plans d’échantillonnage stratifié avec
répartition proportionnelle et probabilités inégales de sélection sans remise dans chaque
strate.
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2. PLANS D’ECHANTILLONNAGE SYMETRIQUES

Considérons une population finie composée de N unités U;, U,, ..., Uy. Désignons par
Y; et X;, les valeurs de deux variables d’intérét, Y et X qui se rapportent a I’unité
U,i=12,...,N.

Le probléme consiste & estimer un taux ouratioR = T(Y)/T(X)ouT(Y) = Y, + 1>
+ ... + Yy, et T(X) est défini de la méme fagon avec la variable X.

La procédure normale est de calculer des estimations sans biais de T(Y) et 7(X) puis d’uti-
liser le rapport de ces estimations comme estimateur de R. Dans cet article, nous nous propo-
sons d’appliquer la méme méthode de telle maniére que le rapport des estimations fasse
abstraction des probabilités de sélection des unités d’échantillonnage.

Définissons un plan d’échantillonnage.

Soit S I’ensemble de tous les échantillons possibles tel que p(s) > 0, ot p(s) est la proba-
bilité de tirer I’échantillon s, et Y, sp(s) = 1.

Pour sdans Seti = 1,2, ..., N,

n (i,s) = le nombre de fois que U; est incluse dans s, et o; = Y57 (i,s), le nombre de fois
que U; est incluse dans tous les échantillons possibles.

S, p(s), et o; dépendent du plan d’échantillonnage.

Définition 2.1. Un plan d’échantillonnage est dit symétrique si o; = «, pour tous i = 1,
2, ..., N.

L’estimateur ci-dessous, qui est fondé sur I’échantillon s, et qui appartient a la catégorie
d’estimateurs linéaires sans biais de Godambe (1955) pour T(Y), a été analysé par Bandyo-
padhyay et coll. (1977).

N
T(Y,s) = E Y;n(i,s) o ' p~l(s). .1

i=1

De toute évidence, T(Y,s) est un estimateur non biaisé de 7(Y). Un estimateur du ratio
R = T(Y)/T(X), fondé sur un échantillon s et défini comme le rapport d’un estimateur sans
biais de 7(Y) a un estimateur sans biais de 7(X), est

N N
R(s) = T(Y,s)[T(X,s) = E Y;n(i,s) a,-‘/ E X;n(i,s) o', 2.2)
i=1

i=1

Dans le cas de plans d’échantillonnage symétriques, o; = a pour tous i et (2.2) devient

N n
R(s) = E Y,-n(i,s)/ E X;n(i,s) =

i=1 i=1

total non pondéré des valeurs Y dans I’échantillon

. 2.3
total non pondéré des valeurs X dans ’échantillon 2-3)

Les observations précédentes sont résumées dans le théoréme suivant.
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Théoréme principal. Etant donné un plan d’échantillonnage symétrique, le rapport de deux
totaux non pondérés est un estimateur du rapport de population correspondant dans la mesure
ou il est défini comme le rapport d’un estimateur sans biais 4 un autre estimateur sans biais,
sauf que le rapport estimé fait abstraction des probabilités de sélection des unités de la
population.

Il convient de préciser que dans le cas de plans symétriques, il n’est pas nécessaire que les
probabilités de sélection des unités soient égales. Les plans d’échantillonnage symétriques ne
sont donc pas nécessairement autopondérés. Les plans autopondérés exigent que o; p(s) ait
Ia méme valeur pour tous i et s, alors que cette condition n’est pas caractéristique des plans
symétriques.

Dans le cas de plans non symétriques, 1’équation (2.2) est facile & résoudre puisque les o;
sont faciles & calculer dans la majorité des cas et qu’il n’est pas nécessaire de calculer les
probabilités de sélection.

En ce qui concerne Péchantillonnage de »n unités sans remise, on compte N- 1‘) échantillons
(non ordonnés) qui renferment une unité U;, donnée, de sorte que o; = ( n— 11) pour tous i et
par conséquent, le plan d’échantillonnage avec PPTSR est symétrique. Il convient de souligner
qu’il n’y a pas toujours (ﬂ‘,’) échantillons possibles avec les plans PPTSR. Comme I’indique
Connor (1966), il arrivera que dans des plans d’échantillonnage systématique avec PPT (ran-
domisé ou non), un ensemble de # unités ait une probabilité de sélection nulle. Les résultats
de notre analyse s’appliquent lorsque le plan PPTSR est tel que, pour aucun ensemble de n
unités, il n’existe de probabilité de sélection composée nulle.

Pour ce qui a trait & ’échantillonnage de » unités avec remise, on compte N” échantillons
(ordonnés), de sorte que o; = nN"~! pour tous i et par conséquent, le plan PPTAR est
symétrique.

Dans le cas d’un échantillonnage par strate dans k strates, avec PPTSR, la valeur « pour

o; = —

qui devient une constante lorsque la répartition est proportionnelle et qu’il n’existe de proba-
bilité de sélection composée nulle pour aucun ensemble d’unités dans aucune strate, N; et n;
étant respectivement ’effectif de la population et de I’échantillon pour la strate
j=1,2, ..., k.On peut aussi avoir des plans a plusieurs degrés symétriques en appliquant
le méme mode de répartition.

Dans le cas de ’échantillonnage avec PPTAR, soulignons que I’estimateur non biaisé de
T(Y) défini en (2.1) n’est pas acceptable. On peut améliorer cet estimateur en remplacant
n(i,s) et o; par n* (i,s) et of , respectivement, ou n*(i,s) est égal a 1 si n(i,s) est au moins
égal 4 1, et égal 4 0 si n*(i,s) est nul, et ol a est défini par rapport a n* (i,s). En I’occurrence,
aj = N* — (N — 1)", soit le nombre d’échantillons (ordonnés) contenant une unité U;
donnée. En ce qui a trait & la comparaison d’estimateurs, il n’est pas possible d’obtenir une
expression en forme analytique fermée pour lefficacité relative, méme lorsqu’il s’agit de
plans PPTAR.

Pour pouvoir comparer les biais relatifs et I’efficacité d’estimateurs, nous proposons une
étude empirique réalisée au moyen d’un plan PPTSR. Une autre formule tout aussi intéres-
sante serait d’analyser la variance et le biais de gros échantillons au moyen du développement
de Taylor.

Il est clair que nous ne pouvons estimer la variance de R(s) sans connaitre les poids
d’échantillonnage ou sans poser d’autres hypothéses. Cependant, si s, et s, sont deux
demi-échantillons prélevés au moyen du méme plan symétrique (comme deux échantillons
PPTSR indépendants de méme taille), R est estimé au moyen de la formule [R(s;) +
R(s,)]1/2, et ’estimateur non biaisé de la variance de ’estimateur est[R(s;) — R(s;)] 2/4.
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Si T(X) est connu, un estimateur par quotient pour 7(Y) est T(X)T(Y,s)/T(X,s), cet
estimateur peut étre amélioré, comme dans Bandyopadhyay (1980), selon que la fraction de
sondage est supérieure ou non a 0.5.

Lorsque les unités de la population sont réparties en k grappes non chevauchantes et que
la probabilité de sélection de la grappe j est p;, nous sommes alors en présence d’un plan
symétrique (o; = 1 pour toutes les unités de chaque grappe). Précisons que la taille de I’échan-
tillon correspond 2 la taille de la grappe choisie et que, par conséquent, les plan symétriques
ne produisent pas nécessairement des échantilions de taille fixe.

3. ETUDE EMPIRIQUE DU BIAIS ET DE L’ERREUR
QUADRATIQUE MOYENNE

Yates et Grundy (1953) ont considéré les trois populations hypothétiques suivantes, formées
chacune de quatre unités.

Population A Population B Population C
X 01 02 03 04 0.1 02 03 04 0.1 0.2 03 04

; 0.5 1.2 2.1 32 0.8 1.4 18 2.0 0.2 06 09 0.8

Le plan d’échantillonnage consiste & prélever avec PPTSR un échantillon de taille n = 2
en utilisant la valeur X comme mesure de taille des unités. On veut comparer le biais et I’erreur
quadratique moyenne de R(s) avec ceux de R{). ot RS) est le rapport de Pestimateur
d’Horvitz-Thompson (1952) de T(Y) al’estimateur d’Horvitz-Thompson de T(X). Les résul-
tats de la comparaison sont présentés dans le tableau ci-dessous.

Populations: A B C
Biais relatif de R (s) 0.02456 —0.02785 —0.00496
Biais relatif de Rgyr(s) —0.00379  0.00552  0.00232
EQM de R(s) 0.2946 0.2946 0.0824
EQM de Ryr(s) 0.3159 0.3642 0.0690

Efficacité de R (s)par rapport a Ryr(s) 1.0723 1.2362 0.8374

Bien que le biais de R (s) par rapport a R soit supérieur a celui de R};)T pour les trois popu-
lations, les différences sont minimes. R (s) est plus efficace que Ryr(s) pour les populations
A et B mais moins efficace pour la population C.

Comme les trois populations ci-dessus sont des cas extrémes par rapport aux situations que
I’on retrouve dans la pratique, on peut penser que I’estimateur R (s) sera utile lorsqu’on ne
connaitra pas les données du plan d’échantillonnage au moment de 1’estimation.
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