Techniques d’enquéte, juin 1990 113
Vol. 16, n° 1, pp. 113-125
Statistique Canada

Estimation au moyen d’un échantillonnage
double et d’une stratification duale

DONALD B. WHITE!

RESUME

Nous cherchons ici a estimer le total d’une population finie qui est stratifiée 4 deux niveaux: un niveau
secondaire, caractérisé par une faible variabilité intrastrate mais inconnu avant la premiére phase du son-
dage, et un niveau préliminaire (stratification a priori), qui permet de prévoir avec assez d’efficacité, pour
chaque unité, les résultats de la stratification a posteriori. Dans un sondage a deux phases visant a tenir
compte de la non-réponse, par exemple, la stratification a posteriori peut servir a diviser une sous-
population en deux groupes: répondants et non-répondants. Nous appliquons les estimateurs de Vardeman
et Meeden (1984) suivant diverses hypotheses concernant le genre d’information préalable utilisée. Au
moyen d’une simulation, nous analysons I’erreur type de ces estimateurs en regard de celle des méthodes
courantes. Lorsqu’il n’existe pas d’information préalable et que ’on a recours a I’échantillonnage pro-
portionnel, I’estimateur est non biaisé et sa variance est calculée par approximation. Dans ce cas, la variance
est toujours inférieure a celle de 1’échantillonnage double ordinaire pour stratification. Par ailleurs,
lorsqu’il n’y a pas d’information préalable mais que I’on a recours a I’échantillonnage non proportionnel,
il est possible, moyennant une légére modification du plan d’échantillonnage de la seconde phase, de
déterminer un estimateur non biaisé de méme que la variance correspondante, un estimateur non biaisé
de cette variance et un mode de répartition optimale pour les deux phases du sondage. Enfin, nous
examinons des applications de ces méthodes.

MOTS CLES: Sondage & deux phases; information préalable; estimation de la variance; répartition
optimale; non-réponse.

1. INTRODUCTION

Les plans d’échantillonnage stratifié n’utilisent pas tous le méme genre d’information préa-
lable. Par exemple, le modéle de stratification habituel suppose que nous disposons de toute
I’information voulue sur les membres de chaque strate. La stratification a posteriori est utile
lorsque nous disposons d’information globale sur les tailles de strates mais que nous n’avons
aucune information sur les unités proprement dites. Par ailleurs, I’échantillonnage double pour
stratification suppose qu’il n’existe aucune information préalable sur les strates. En outre, il
est nécessaire d’avoir une certaine connaissance des valeurs de la population si I’on veut, par
exemple, répartir entre les strates les ressources consacrées a I’échantillonnage (voir, par
exemple, Cochran, 1977, p. 96-99 et 331-332).

Les hypothéses rigoureuses qui sont propres a ces plans de sondage et a ces modeles de popu-
lation ne sont pas toujours vérifiées a cause de la divergence qui peut exister entre la popula-
tion & I’étude et I’information préalable (parfois périmée). Cherchant a résoudre cet écart,
Vardeman et Meeden (1984) ont défini deux estimateurs qui combinent les données relatives
aux membres des strates et aux tailles et moyennes de strates avec les données correspondantes
pour I’échantillon courant. Les deux estimateurs sont utilisés dans des circonstances fonda-
mentalement différentes. Le premier est utilisé lorsque I’information préalable est uniquement
globale, c’est-a-dire lorsqu’elle ne porte que sur les tailles et les moyennes de strates, tandis
que le second estimateur est utilisé lorsqu’on dispose en plus de données partielles sur les
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membres de chaque strate. Dans ce dernier cas, la population est stratifiée selon divers fac-
teurs, dont certains sont connus et d’autres non; ces derniers peuvent toutefois étre détermi-
nés sans trop de frais dans une premiére phase de sondage.

Par exemple, nous pouvons évaluer la propagation d’une maladie infectieuse en ayant
recours 4 ’échantillonnage. Si le dépistage de la maladie est une opération cofiteuse, il est sage
de recourir 2 la stratification (par catégorie de risque) pour réduire la taille de I’échantillon
de la seconde phase. Le sexe, I’age, le lieu de résidence, I’origine ethnique, les habitudes
d’hygiene et le contact avec des porteurs de la maladie sont tous des facteurs qui peuvent déter-
miner les catégories de risque. Comme certains de ces facteurs ne sont pas connus avant I’échan-
tillonnage, on peut utiliser le modéle de Vardeman et Meeden puisqu’on peut déduire les
véritables catégories de risque a P’aide des facteurs connus.

Prenons comme autre exemple le sondage a deux phases pour non-réponse. Si nous appli-
quons une version élargie de la méthode de Hansen et Hurwtiz (1946), nous avons une poula-
tion qui est subdivisée en deux strates: les répondants et les non-répondants. Les méthodes que
nous analysons ici s’appliquent lorsqu’on dispose d’information dans des strates de premier
niveau, lesquelles servent ensuite 4 déterminer si une unité est susceptible ou non de faire par-
tie du groupe des répondants.

L’utilisation d’information préalable dans les plans de sondage 4 deux phases est un sujet
qui a déja été traité dans des ouvrages de ’échantillonnage. Han (1973), par exemple, s’est
servi de 'information préalable sur une variable de régression auxiliaire (qui devait &tre mesurée
dans un échantillon de premiére phase) pour construire une hypothése simple (disons Hj) con-
cernant la moyenne de cette variable. Il a ensuite testé Hy. a ’aide des observations de I’échan-
tillon de premiére phase. Si I’hypothése H, était vérifiée, il se servait de la valeur définie par
celle-ci H, dans I’estimateur; dans le cas contraire, il se servait de la moyenne de I’échantillon.

L’utilisation du premier estimateur de Vardeman et Meeden (information globale seulement)
fait ’objet d’une analyse dans White (1987). Celui-ci s’attache a optimaliser le choix des cons-
tantes de pondération pour I’information préalable par rapport a I'information contenue dans
1’échantillon courant. En ce qui concerne le présent article, nous envisageons le cas ou il existe
aussi de ’information préalable sur les membres des strates. Aprés avoir présenté la notation
pertinente dans la section 2, nous analysons un exemple simulé dans la section 3. Par la suite,
nous analysons des estimateurs non biaisés au point de vue de la variance, de ’estimation non
biaisée de cette variance et de la répartition optimale des ressources affectées a 1’échantillon-
nage dans deux contextes différents. Enfin dans la section 5, nous voyons des applications de
ces méthodes.

2. MODELE DE POPULATION ET PLAN DE SONDAGE

Nous allons maintenant exposer le modéle de population et le plan de sondage proposé. Soit
une population finie P d’unités identifiées 1, 2, ..., Net les valeurs inconnues correspondantes
Y1, Y2 ..., ¥n. Désignons le total de population par 7 = YN ,y.Pourl < i =< N, unité
i appartient 2 la strate de second niveau j;, 1 < j; < J, que nous ne connaissons pas, et
appartient en méme temps 2 la strate de premier niveau (strate préliminaire) k;, 1 < k; < K,
que nous connaissons.

Il y a des paramétres de population qui exigent une notation spéciale. Ces parameétres sont
la taille, la moyenne et la variance des groupes. Ceux-ci sont identifiés par les indices inférieurs
pertinents: 1’absence d’indice sert & désigner la population totale, “‘k-.”” renvoie & la strate pré-
liminaire kK, 1 < k < K, ““-j*’ renvoie a la strate de second niveau j, 1 < j < J, et 'indice
““kj>’ sert 4 désigner I’intersection de la strate préliminaire k et de la strate de second niveau
Jj.Les symboles N, Y, et S? représentent le nombre d’éléments, la moyenne et la variance de
population finie respectivement. Enfin, désignons par P, Py., P.; et Py; les sous-ensembles
de P qui correspondent aux quatre groupes définis ci-dessus. Par exemple, nous avons
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Nous pouvons aussi écrire I’équation suivante:

T = EN.jY.j. (1)
J

Enfin, soit Wy; = Ny;/Ny., c.-a-d. que W}, est la proportion d’unités de la strate préliminaire
k qui appartiennent a la strate j.

Voyons maintenant la méthode d’échantillonnage. Dans la premiére phase, on tire sans
remise un échantillon aléatoire simple stratifié s’; cet échantillon est constitué de nj}. unités
(fraction de sondage de la premiére phase: f. = nj./N,.) prélevées dans la strate préliminaire
k. Les échantillons prélevés dans des strates préliminaires différentes sont indépendants. Pour
cesn’ = Y ,n. unités, on observe des strates de second niveau j;. Suivant la notation défi-
nie plus haut, n¢; désigne le nombre d’unités de s’ tirées de la strate préliminaire & , qui appar-
tiennent aussi A la strate de second niveau j. Par ailleurs, n/; = Y ,ny; est le nombre total
d’unités de s’ qui font partie de la strate de second niveau j. Cet ensemble est désigné par
s’;. Ces quantités sont connues tandis que celles qui reposent sur les valeurs y, comme 7’ et s
(avec les quatre genres d’indices), ne le sont toujours pas. Pour les besoins de cet article, la
moyenne d’un ensemble vide est définie comme nulle et la variance s*> d’un groupe dont
Peffectif est un ou zéro est aussi définie comme nulle. Notons que pour 1 < k =< K, les vec-
teurs aléatoires (ny;, ..., niy) sont indépendants et suivent chacun une distribution hyper-
géométrique multidimensionnelle.

Pour la seconde phase d’échantillonnage, nous décomposons s’ en U f=1s.’ s C.-a-d. que
nous procédons a une stratification a posteriori. Pour chaque j, posons v;(-) comme une
application connue dans et sur les nombres entiers positifs, o v;(0) = Oet1 < v;(x) < x
si x = 1. L’échantillon de la seconde phase s est ausi stratifié mais il est un sous-ensemble
de s’ et est stratifié en fonction de la stratification a posteriori. L’échantillon prélevé dans
s’; est désigné par s.; et sa taille est n.; = v;(n/;). A ce stade-ci, nous pouvons observer des
valeurs y ainsi que les paramétres établis a I’aide de ces valeurs, 7.; et s?j, qui sont la moyenne
et la variance de population finie des unités de la strate j dans I’échantillon de la seconde
phase.

Lorsqu’on calcule les valeurs estimées de 7 selon la formule de Vardeman et Meeden, on
peut faire intervenir des estimations préliminaires des tailles relatives de strates pour chaque
strate préliminaire et des moyennes de strates. Ici, nous disposons d’estimations préliminaires
pour les valeurs W et ¥.; et ces estimations sont désignées par II;; et p.;, respectivement.
Dans ’estimateur défini plus bas, ces estimations sont affectées de constantes de pondération
qui refletent le rapport entre le degré de fiabilité de I’estimation et celui de I’information
correspondante tirée de I’échantillon courant. On désigne par Mj. € [0,00] le degré de certi-
tude attribué a ’ensemble (I, ..., IIx;) pour chaque & et par M.; € [0,00] le degré de cer-
titude attribué a p.; , pour chaque j. Dans ’échantillon courant, ’ensemble ( Wy, ..., Wis)
est estimé par (ng/ni., ..., niy/ni.) et repose sur un échantillon aléatoire simple de taille
ni.. Par conséquent, le rapport entre la valeur de M,. et celle de ny. par exemple reflétera le
rapport entre le degré de fiabilité de II;; et celui de ng;/ng. . De méme, dans I’échantillon
courant, Y.; est estimé par j_; et repose sur un échantillon de taille .;; le rapport entre les
valeurs de M ; et de n.; refléte donc, 1a aussi, le rapport entre le degré de fiabilité de I’estima-
tion préliminaire et celui de I’estimation tirée de 1’échantillon courant. Un poids de fiabilité
(ou degré de fiabilité) nul signifie que I’on n’utilise pas I’information préalable et un poids égal
a linfini signifie, comme pour Iutilisation des tailles de strates dans le modéle de stratification
a posteriori habituel, que I’on ne se sert pas de I’information correspondante de I’échantillon
courant.
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En nous servant des estimations préliminaires, des estimations de I’échantillon courant et des
poids de fiabilité, nous estimons W, et ¥, par Il = (MpILy + ni;)/ (M. + ni.) et
pj=Mjp;+n;y;)/(M;+ n;) respectivement. Enfin, nous construisons un estima-
teur 7 du total de population 7 en remplagant n’importe quelle quantité non observée de I’équa-
tion (1) par la valeur estimée correspondante, calculée ci-dessus. Ainsi, nous avons

J K
=) {n.,-y., + (n—n)p+ Y, (N — n,g.)ﬂk,,z.,-}. Q)
k=1

Vardeman et Meeden ne traitent pas le calcul du biais et de la variance de 7 pour le cas général.
White (1987) examinelecasou K = letM,; = 0,1 < j < J. Avant d’analyser des cas plus
complexes, nous allons examiner les résultats d’une simulation appliquée & une population
hypothétique.

3. ETUDE DE MONTE CARLO

Pour les besoins de cette simulation, nous nous servons d’une population et d’un plan
d’échantillonnage particuliers pour estimer, comme dans ’exemple du début, le taux de pro-
pagation d’une maladie infectieuse. Pour une population de 10,000 personnes qui sont pré-
disposées a cette maladie, on suppose que la prévalence est plus élevée parmi les 5,000 personnes
qui demeurent dans la partie ouest de la région étudiée. Par conséquent, nous divisons la popu-
lation en K = 2 strates (régions est et ouest). Ensuite, nous supposons que le sondeur est en
mesure, grace a de I’information supplémentaire obtenue facilement, de classer les personnes
en fonction du degré de risque de contracter la maladie. Voir le tableau 1 pour les données
détaillées de la population.

Pour I’estimation du nombre total de personnes infectées (r = 2302), nous supposons qu’il
n’existe aucune information préalable sur les proportions de strates ¥.;, ¥., et Y 5 et nous
posons par conséquent M., = M., = M_.; = 0. Nous devons considérer quatre autres €lé-
ments essentiels pour ’estimation: 1) les estimations préliminaires {IL;: &k = 1,2;/ = 1, 2, 3}
concernant la répartition des personnes entre les strates de premier niveau et de second niveau,
2) les constantes de pondération M, et M, attribuées 4 ces estimations préliminaires, 3) le plan
d’échantillonnage et I’échantillon effectif de la premiére phase et 4) le plan d’échantillonnage
et I’échantillon effectif de la seconde phase. Ces quatre éléments sont exposés en détail ci-
dessous.

En premier lieu, White (1987) a observé qu’une solution efficace pour K = 1 était de choisir
une constante de pondération M égale 4 la taille de I’échantillon sur lequel était fondée I’infor-
mation antérieure. Compte tenu de cette observation, nous avons prévu, pour chaque simula-
tion, la formation d’un ensemble d’estimations préliminaires {II;;} a partir d’un échantillon

Tableau 1
Nombre de cas de maladies/taille du groupe pour les strates de premier et de second niveau
Groupe de | i
risque Faible Moyen Elevé Total

Lieu de J 1 2 3

résidence

Région est (k = 1) 40/4000 80/800 100/200 220/5000
Région ouest (k = 2) 2/200 80/800 2000/4000 2082/5000
Total 42/4200 160/1600 2100/4200 2302/10000
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préliminaire de taille m (= 500 ou 2500) prélevé dans chaque strate de premier niveau. En
d’autres termes IT;; est défini comme la proportion des m unités de la strate de premier niveau
k qui appartiennent aussi & la strate de second niveau j.

En deuxiéme lieu, nous avons défini les constantes de pondération comme suit pour chaque
simulation: M,. = M,. = M pour tous M € {0, 100, 200, 300, ..., 10,000, o} Il convient
de rappeler que M = oo correspond au modele de stratification a posteriori habituel, ou on
n’utilise pas du tout les données de 1’échantillon courant pour estimer la taille des groupes.

En troisiéme lieu, ’échantillon de la premiére phase est stratifié suivant les strates prélimi-
naires, les fractions de sondage f%. étant définies f{. = f3. = f, f€ {.10, .20, .30, .40, .50}.
Rappelons que dans cette phase d’échantillonnage, seules les données relatives aux strates de
second niveau sont observées. La collecte de ces données est une opération vraisemblablement
peu cofiteuse.

En revanche, I’échantillonnage d’une unité 4 la phase 2, ot I’on détermine la présence du
virus, est une opération qui est supposée assez coiiteuse. Les unités échantillonnées forment
un sous-échantillon de ’échantillon de la premiére phase, stratifié suivant les strates de second
niveau. La encore, les fractions de sondage sont définies comme étant égales (v;(n/;) =
[c;n!;] pour une valeur n/; suffisamment grande, et ¢; = ¢; = ¢3 = c) et pour permettre la
comparaison de s1mulat10ns on choisit la valeur de ¢ de maniére que la proportion de la popu-
lation totale incluse dans I’échantillon de la phase 2 soit toujours la méme (.10).

Le processus suivant est répété R = 50,000 fois: formation d’un échantillon préliminaire
de taille m a partir duquel sont établies des estimations préliminaires IT;; de W;. Ensuite, for-
mation d’un échantillon stratifié suivant les strates de premier niveau avec fractions de son-
dage f. Seules les données relatives aux strates de second niveau sont observees. Ensuite,
formation d’un sous-échantillon stratifié suivant les strates de second niveau avec fractions
de sondage c et classement des unités de ce sous-échantillon en deux groupes: infectées et non
infectées. Finalement, calcul de 7 pour chaque valeur de M considérée. L’erreur type de 7 est
estimée au moyen des R valeurs simulées de 7. Rappelons toutefois que dans la réalité, erreur
type d’une valeur estimée dépendra des valeurs de ITy; utilisées. Dans la présente simulation,
ces valeurs different a chaque itération et il vaut mieux ici considérer I’erreur type estimée comme
une moyenne 4 long terme pour diverses distributions de # combinées suivant la distribution
des valeurs II;; fondées sur I’échantillon préliminaire.

Les simulations ont été exécutées sur un ordinateur IBM3031. Pour cet exemple, ou y; €
{0,1} pour tout i, toutes les quantités aléatoires sont des fonctions de variables hypergéométri-
ques ou de variables hypergéométriques multidimensionnelles indépendantes. Compte tenu
de ce que la distribution conditionnelle d’un élément d’une distribution hypergéométrique multi-
dimensionnelle, étant donné n’importe quel sous-ensemble des autres coordonnées, est elle-méme
hypergéométrique, toutes les quantités aléatoires ont été simulées au moyen du sous-programme
de simulation hypergéométrique GGHPR du IMSL 92DP. Pour la premiére combinaison de
valeurs de m et f (500 et .10), on a répété la simulation cinq fois afin de vérifier la cohérence.

On retrouve dans les tableaux 2 et 3 des caractéristiques pertinentes de la variation de ’ET(7)
simulée; dans le premier cas, il s’agit de la variation en fonction de M pour les cing simula-
tions répétées et dans le second cas, de la variation en fonction de M pour des simulations fai-
tes pour diverses valeurs de fet de m . Le tableau 2 ne donne que les résultats saillants dela
simulation, qui confirment la cohérence et indiquent que le nombre d’itérations choisi est
suffisammenté levé. Le tableau 3 permet d’établir une comparaison entre d’une part, les meil-
leures méthodes en usage actuellement (sondage & deux phases ordinaire ou échantillonnage
stratifié suivant les strates de premier niveau) et d’autre part, la méthode idéale, c’est-a-dire
celle ot Ies strates réelles sont connues. L’erreur type d’un estimateur fondé sur un échantil-
lon stratifié suivant les strates de premier niveau (strates préliminaires) seulement est de 113.27
tandis que celle d’un estimateur fondé sur un échantillon stratifié suivant les strates réelles est
de 105.47. Par conséquent, si nous désignons par #, ’estimateur fondé sur le sondage a deux
phases ordinaire et que nous reconnaissons que ET(#,) varie en fonction de fet de ¢, les valeurs
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Tableau 2
Principaux résultats des simultations répétées m = 500, f = .10etc = 1.0
ET(®
Simulation # M,

1 600 113.55 109.67 109.62 112.00
2 700 113.42 109.50 109.45 111.80
3 700 113.92 109.86 109.78 112.00
4 600 113.61 109.71 109.66 112.07
5 600 113.56 109.74 109.70 112.17

Tableau 3

Principales caractéristiques et de ET(¥) comme fonction de M

Réduction relative

ET(7) de ET(#) en pourcentage

m f ¢ |ET(G) My|M=My M=0 M=m M=x|M=0 M=m M=

500 .10 1.00}126.29 600 109.62 113.55 109.67 112.00 | —3.6 46.2 16.3
500 .20 .50 115.19 600 107.95 109.02 107.97 110.72 54.5 67.9 32.7
500 .30 .33 111.80 600 107.87 108.25 107.87 110.38 56.1 62.1 22.4
500 .40 .25]109.22 750 106.51 106.76 106.52 108.29 65.6 72.0 24.8
500 .50 .20]107.98 700 106.17 106.28 106.18 107.55 67.7 71.7 17.1

2500 .10 1.00 | 126.29 106.20 113.33 106.42 106.20 | —0.8 87.8 90.6
2500 .20 .50 115.19 105.76 108.67 106.02 105.76 59.0 92.9 96.3
2500 .30 .33 111.80 108.18 106.87 106.63 57.2 77.9 81.7
2500 .40 .25 109.22 105.77 106.59 105.94 105.77 70.1 87.5 92.0
2500 .50 .20 107.98 105.81 106.34 105.96 105.81 65.3 80.5 86.5

*® X ¥ X ¥
A A A A IA
>
A
N
W

* -- > 10,000

qui figurent dans la colonne ‘‘Réduction relative de ET(7)’” sont calculées au moyen de la for-
mule 100 [min(ET(7,), 113.27) — ET($)]/[min(ET(5,), 113.27) — 105.47].

Le tableau 3 nous permet de faire plusieurs constatations importantes. Premiérement, lors-
que m = 500, M, se rapproche sensiblement de cette valeur tout en demeurant légerement
supérieur. C’est ce que prévoit White (1987) lorsqu’il analyselecasou K = 1. Pourm = 2500,
malgré que M, > 10,000 dans chaque cas, on remarque que ET(7) 4 M = m se rapproche
sensiblement de ’erreur type minimum a M = M,,.

Deuxiémement, lorsque M = m, la réduction relative de ET(7) varie de 46% a plus de 90%.
En outre, lorsque M = 0, ce qui correspond a la stratification duale sans information préala-
ble sur aucune caractéristique de la population, la réduction relative de ET(7) est toujours supé-
rieure a 50% sauf pour ce qui a trait a la plus petite fraction de sondage de premi¢re phase,
f = .10. Lorsque, pour f = .10, il n’y a pas d’information préalable et que I’échantillon de
la premiére phase est petit, il est préférable d’utiliser les strates préliminaires et de ne pas tenir
compte des strates réelles. En revanche, si I’on dispose d’un ensemble d’estimations prélimi-
naires pour Wj; mais qu’on ne sait trop quels poids attribuer a ces valeurs, on peut recourir
a la stratification a posteriori habituelle, ot M = oo. Si ’information préalable est juste
(en ’occurrence, m = 2500), la réduction relative de ET(f) est toujours supérieure a 80%.
Mgéme lorsque I’information préalable n’est qu’a demi exacte {en I’occurrence, m = 500), la
réduction relative de ’erreur type se situe entre 16 et 33%.
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En résumé, s’il est possible d’appliquer une constante de pondération a des éléments d’infor-
mation préalable sur la répartition des unités entre les strates, on peut réduire sensiblement
Ierreur type de ’estimateur griace aux méthodes décrites ci-dessus. Mé&me si on ne peut trouver
de constante de pondération ou qu’on ne dispose pas de I’information préalable voulue, il est
encore possible de réduire ’erreur type de I’estimateur par la stratification duale en choisis-
sant M = O si I’information préalable sur W}, est maigre ou inexistante, ou M = oo si I'infor-
mation préalable est exacte. Cela démontre ’importance du casou M = 0. Celui-ci est analysé
en détail dans la section suivante.

4. BIAIS, ERREUR TYPE ET REPARTITION OPTIMALE
SANS INFORMATION PREALABLE

Lorsqu’il n’y a pas d’information préalable, nous posons M; = O et M, = 0 pour chaque
1 = j =< J,etchaque 1 = k < K. Dans cette section, nous supposons aussi au départ que
I’échantillon, dans les deux phases, est proportionnel 4 la taille du groupe d’ou il est tiré, c’est-
a-dire pour chaque k, n{. = fN. (c.-a-d. f{. = f, pour tous k) et pour chaque j, n.; =
cn!;(c.-a-d., vj(x) = cx, pour tous j). Cela implique automatiquement une approximation
(désignée ci-dessous par A1) puisque la taille des échantillons ainsi obtenus n’est pas nécessai-
rement un nombre entier. Toutefois, pour des populations assez grandes et des fractions de
sondage f et c suffisamment élevées, cette approximation a peu d’effet sur les calculs qui vont
suivre.

Dans le cas qui nous occupe, ji.; se rameéne 4 y.; et fIk ;@ ng;/ng.; par conséquent, nous
avons 7 = 1/f ¥ len.’j 7.j- Le calcul de ’espérance mathématique et de la variance de 7 est
décrit en annexe. Dans cette annexe, nous posons deux arguments de condition; nous posons
tout d’abord une condition en fonction de s’ puisque I’échantillon de la seconde phase est une
fonction de s’ puis, étant donné la nature hypergéométrique multidimensionnelle de I’échan-
tillon de la premiére phase, une autre condition en fonction de ng;, qui est le nombre
d’unités de s’ tirées de la strate préliminaire k, qui appartiennent aussi a la strate de second
niveau j.

Nous montrons tout d’abord que I’estimateur 7 est non biaisé (abstraction faite de
P’approximation A1) et que sa variance peut étre calculée approximativement par la formule
suivante:

1

var(?) =~ —;l zk: N..S2. + P

~ YN, S 3)
¢ J

Comme nous le voyons plus en détail dans I’annexe, 1’équation (3) produit des valeurs pro-
ches des valeurs simulées, repose sur des approximations dont I’erreur est faible pour de
grandes populations et des échantillons suffisamment grands, et correspond a1’équation exacte
dans les trois cas courants. En outre, on peut montrer facilement que la variance calculée a
’aide de cette équation est toujours inférieure a celle calculée pour le sondage a deux phases
ordinaire.

Comme dans n’importe quel modele de stratification, il faut penser a un plan optimal. 1l
s’agit ici de déterminer une variance minimum pour un cofit donné¢. A cette fin, posons
T, =Y NS} et T, = ¥ N S?j. Pour les besoins de la cause, nous supposons que ces
valeurs sont connues. En réalité, nous ne disposons bien siir que d’estimations. Dans un
deuxieme temps, définissons D comme le budget total, dy comme les frais de mise en marche,
d, comme le cofit unitaire pour 1’échantillon de la premiére phase et d, comme le cofit unitaire
pour I’échantillon de la seconde phase. Si nous définissons D, comme le montant (en dollars)
consacré a ’échantillonnage par unité de population, nous avons
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D — d,
= — = f(dy + cdy). @

a

Les parametres f et ¢ devant satisfaire I’équation (4), nous cherchons a minimiser I’équation
(3), var(7), maintenant définie

| — 1 —
Ir o+ fcc

T,. (5)

var(?) =

Nous en arrivons assez facilement a la solution suivante:

d,T.
c= [__‘ 2 ]/ ©)
(T — T,

fétant calculé a ’aide de I’équation (4). Si T; < T,, nous choisissons automatiquement ¢ = 1
puisque dans les circonstances, la stratification a priori est plus efficace que la stratification
a posteriori.

Dans le cas de I’échantillonnage non proportionnel, I’estimateur donné est biaisé et le cal-
cul du biais et de I’erreur type de cet estimateur est trés long. Toutefois, en modifiant légere-
ment le plan d’échantillonnage de la seconde phase et, du méme coup, I’estimateur 7, on obtient
un estimateur sans biais. Aprés avoir décrit les modifications requises, nous calculons la variance
de P’estimateur ainsi qu’un estimateur non biaisé de cette variance et nous déterminons une
méthode optimale pour répartir les ressources affectées a I’échantillonnage entre les strates de
premier niveau et de second niveau.

La modification du plan d’échantillonnage consiste a effectuer I’échantillonnage de la
seconde phase & I’intérieur des strates de premier niveau, plutdt que grouper les éléments des
strates de premier niveau par strate de second niveau. Ainsi, étant donné ny; unités qui appar-
tiennent a s’ N Py;, nous avons une fonction vy; (-) (comme v.; ( -) définie dans la section 2)
qui appelle un échantillon aléatoire simple de taille ny; = vy; (ng;) = cgng; qui doit étre pré-
levédans s’ N Py;. A partir de cet échantillon, nous caiculons les valeurs Frjet s%j, qui ont été
définies dans la section 2. La formule de I’estimateur est maintenant 7 = ¥, 1/f¢. ¥ ; ng Py -

Or, comme les échantillons (et par voie de conséquence les estimateurs) sont indépendants
d’une strate préliminaire a ’autre, 7 est la somme des estimateurs indépendants des K totaux
de strates de premier niveau, ou chaque estimateur repose sur un sondage a deux phases ordi-
naire. Ainsi, les résultats de Rao (1973) s’appliquent a chaque strate de premier niveau et nous
constatons en premier lieu que 7 est non biaisé parce que ses termes sont des estimateurs non
biaisés des totaux de strates de premier niveau correspondants. En deuxiéme lieu, si nous nous
servons des résultats de Rao, nous avons

1
var(‘f) = Z f—_—‘ [(Nk - rl/é)Slzq + E Nkj S%j(l/ckj - 1)] . (7)
Kk j

En outre, un estimateur non biaisé de var(7) est défini par I’expression:

1 n — 1 niis;
kj kjokj

- ng —
var(f) = N | (N, — 1 —
(9 zk: k[(k );<n,@_—l Ne -1

Ry Ny
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N, — ng. nléj <_ iy )2]
) DI C VR SRS P LS ®
Nk- (nk.— 1) ; ny. / JE, ny. /

Lorsque nous avons examiné le cas de I’échantillonnage proportionnel au début de cette
section, nous avons proposé deux estimateurs pour 7, un fondé sur un échantillon de seconde
phase combiné et I’autre, sur un échantillon non combiné. Dans les deux cas, il s’agissait d’un
estimateur sans biais; de plus, lorsque f;. = f pour tous k et ¢;; = ¢ pour tous k et tous j ,
I’équation (7) se raméne a 1’équation (3), c’est-a-dire a la formule de la variance approxima-
tive de P’estimateur fondé sur un échantillon de seconde phase combiné.

Enfin, nous servant une fois de plus des résultats de Rao, nous déterminons un plan opti-
mal pour répartir les ressources consacrées a I’échantillonnage. Supposons que nous dispo-
sons de D dollars pour les deux phases du sondage; il en cofite d;. dollars pour échantillonner
une’unité dans P,. ala phase 1 et d.; dollars pour échantillonner une unité dans P.; ala phase
2. Etant donné ces coiits, nous voulons déterminer les valeurs f. et ¢; qui minimisent la
variance de #. En utilisant ’inégalité de Cauchy pour I’échantillon de la phase 2 dans chaque
strate de premier niveau, nous constatons que, quelle que soit la valeur de f;., la fraction de
sondage pour la strate de second niveau j est définie par I’expression

dj. y
Cxj = Sk'( ) 2. )
T \a, 8% - ) Wy SE)
J

Par ailleurs, le coiit prévu effectif (pour les deux phases d’échantillonnage) pour chaque
unité tirée de la strate de premier niveau & a la phase 1 est

di =di. + Y Wy d;. (10)
J

De ce point de vue, on peut considérer la premiére phase du sondage comme un échantillon-
nage stratifié ordinaire, ol le coiit (effectif) du prélévement de 'unité dans Py. est déterminé
a1’aide de ’équation (10). Cochran (1977, p.97) définit la formule de répartition voulue pour
la premiére phase:

n_,;. 3 Ny. Si.1Jd%® an
n’ E Nkr. Sk’-/«/dk:€~
I
ou
N;. S ./,/d“?)
k- Ok k (12)

n =%¥Y'n.=D )
Zk: , zk: ENkr.Sk/./W
p

Grace aux modifications proposées par Rao, il existe désormais une solution pour les cas
ol I’'un ou plusieurs des ¢, seraient supérieurs a un. On peut aussi modifier les résultats de
la facon habituelle afin de réduire au maximum le cofit d’échantillonnage lorsque la variance
est connue.



122 White: Echantillonnage double et stratification duale

S. APPLICATIONS

La méthode de stratification duale que nous venons de décrire peut &tre utilisée a deux
niveaux. A un premier niveau, on peut recourir a I’échantillonnage double avec strates préli-
minaires sans utiliser d’information préalable sur les tailles ou les moyennes de strates. A un
second niveau, plus complexe, pourvu que I’on dispose d’information préalable sur le nom-
bre d’unités dans chaque strate de second niveau qui proviennent de chacune des strates de
premier niveau et que I’on connaisse le degré de fiabilité de cette information, il sera possible
de réduire davantage I’erreur type de I’estimateur grice a cette information.

Cette méthode de sondage a deux phases et la méthode d’estimation correspondante pour-
raient &tre utilisées dans I’enquéte nationale que I’on propose pour évaluer la propagation du
VIH (syndrome d’immunodéficience acquise). La période d’incubation de la maladie, que I’on
estime & 4.5 ans en moyenne (Lui et coll., 1986), rend cette enquéte d’autant plus nécessaire;
en revanche, elle peut étre tres difficile a réaliser & cause de facteurs psychosociaux et finan-
ciers. C’est pourquoi il est nécessaire de rechercher des méthodes qui permettent de réduire
la taille de ’échantillon tout en conservant le méme niveau de précision.

Allen (1984) présente des données qui permettent de croire qu’il est possible de répartir la
population des Etats-Unis selon une série de facteurs qui peuvent servir a définir des catégo-
ries de risque. Parmi les facteurs connus, qui peuvent servir a définir les strates de premier
niveau, notons I’4ge, le sexe, la présence de certaines maladies, la nationalité, le statut d’immi-
grant et le lieu géographique. Parmi les facteurs inconnus, qui peuvent étre déterminés au moyen
d’une interview, notons I’orientation sexuelle et la toxicomanie. Les données sur la prévalence
du VIH dans divers sous-groupes peuvent aussi bien é&tre incluses dans I’estimation globale de
la prévalence que servir a déterminer la répartition de I’échantillon. On dispose de données
de ce genre pour les donneurs de sang par exemple (Kuritsky et coll., 1986), les militaires
(Redfield et Burke, 1987), les toxicomanes consommateurs de drogues injectables de Queens,
New York (Robert- Guroff et coll., 1986) et les homosexuels de Greenwich Village (Casareale
et coll., 1984/1985). Bien que cette information préalable puisse servir a réduire le coiit d’échan-
tillonnage et & accroitre le niveau de précision, le probléme de la confidentialité des tests ne
se pose pas avec moins d’acuité; du reste, il faudra étudier ce probléme sous tous ses angles
avant de pouvoir tirer des résultats probants de cette étude.
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ANNEXE

Calcul de I’espérance et de la variance sans information préalable (échantillonnage proportionnel)

A P’aide de la notation définie dans la section 2, nous calculons tout d’abord E(%).
L’espérance conditionnelle, étant donnés’ ,est E(7 | s') = 1/f ¥;n!;7/;. En exprimant n’;
y'jpar Yy ny; Vij, nous obtenons E(7) = E(E(7 | s")) = 1/f%; ZkE(n,ng()‘z,gj | n,gj)) =
1/f ¥; Yx E(ng;) Yy; = 7puisque n; est hypergéométrique, étant donné la fraction de son-
dage f et Ny; unités contenues dans la strate de premier niveau k et la strate de second niveau
J . Par conséquent, 7 est non biaisé en I’occurrence (abstraction faite de ’approximation Al).

Le calcul de la variance s’effectue selon le méme raisonnement sauf qu’il est beaucoup plus
détaillé. Nous ne retiendrons ici que certaines étapes du calcul, plus particuliérement celles ou
il est question d’approximation. Tout d’abord, en appliquant les deux arguments de condi-
tion définis plus haut, nous obtenons
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1 —
var(E(% | s')) = 1-7 Y NeSk.. (13)
f k
Nous obtenons ensuite
N ’ 1-c n'lj ’ ’2 ' (5 57 \2
var(7 | s') = 5 E - E (ngg — Vs + E ng (P — )| - (14)
f c ; n; - 1 k %

Les seconde et troisiéme approximations consistent a substituer un (1) a n’;/(n!; — 1) (A2)
et ni; & (ng; — 1) (A3) dans I’équation (14). En calculant I’espérance du premier terme de
I’équation (14), nous obtenons

1 —-c¢ . 2 1 —-c¢ 5
E[ 2 E E nkj skj] = fc E E NkjSkj' (15)
fe T ik
Une approximation additionnelle (A4) est nécessaire dans I’équation ci-dessus; nous ne tenons
pas compte de la possibilité que n{; < 1 pour tout &, j. Nous devons aussi calculer I’espérance
du second terme de ’équation (14). La formule exacte pour calculer cette espérance est

1 - - -
fc ¢ E { E Nkj(ij - Y.j)2 + a; E Sij - 02} (16)
k

j k

ova, =1 —f— E[n}(1l — nj;/Ny)/n}] et ay = E[(Lenij (Y — ¥.;))?/nl;]. Nous
remarquons en premier lieu que | a; | < 1 et qu’on peut ne pas en tenir compte lorsqu’il
est combiné a N;; dans I’équation (15) (approximation A5). En outre, si dans a,, on remplace
n!/; par son espérance mathématique, fN.; (approximation A6), étant donné que
E[ Yini; (Y — Y.;)] = 0, nous avons

- . Ny - _
02 1 Var( E nléj(ij - Yj)> = (1 - f) E _NE (1 - ij)(ij - Y.j)2
k k J

-J

ol nous avons finalement substitué N,. 3 (N;. — 1) (approximation A7) en calculant la
variance de la variable hypergéométrique n;; . Lorsque nous comparons @, au terme analo-
gue de I’équation (16) affecté du coefficient N; , nous constatons que @, est en soi & peu pres
négligeable. Enfin, si nous ne tenons pas compte des différences entre Ny; et (Ny; — 1) ou
entre N; et (N,; — 1) (approximation A8), nous pouvons combiner les équations (15) et (16)
pour obtenir

1 — N - -
E(var(f | s')) = fcc E ~ ! E [(Ng — 1)S% + Ny (Y — Y-j)z]

1

f_c YN, 8. (17
J

En combinant les équations (13) et (17), nous obtenons finalement
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1

1 — —
var(#) = Tf Y Ne.Si+ » < Y N;S%. (18)
k J

S

La validité de cette approximation repose sur trois constatations. Premiérement, lorsqu’on
applique ’équation (18) dans les cinq exemples pour lesquels il existe des données simulées,
on obtient des résultats trés comparables. L’erreur type approximative calculée a 1’aide de
I’équation (12) est 113.25, 108.97, 108.09, 106.77 et 106.32 pour f* = .10, .20, .30, .40 et .50
respectivement. Ces valeurs se rapprochent sensiblement de celles indiquées dans le tableau
3 sous larubrique M = Odelacolonne ET(7) avecm = 500 oum = 2500. Deuxi¢émement,
aprés avoir analysé ’erreur engendrée par chaque approximation, on a constaté que cette erreur
était négligeable (sauf peut-étre en ce qui a trait a I’approximation A6) pour des populations
et des échantillons relativement grands. En ce qui concerne I’approximation A6, la loi des grands
nombres indique néanmoins que #’; pourra étre remplacée adéquatement par son espérance
mathématique si I’échantillon est suffisamment grand. Enfin, comme nous le décrivons ci-
dessous, 1’équation (18) se raméne a I’équation exacte pour les trois plans d’échantillonnage
courants. Premiérement, nous sommes en présence d’un échantillonnage stratifié ordinaire
(selon les strates de premier niveau) lorsque J = K, P; = Py.pourj = k,etc = 1.L’équa-
tion (18) se réduit alors a var((#) = (1 — f)/f Y& Nk. S%.), qui est bien I’équation
exacte.Par ailleurs, nous sommes en présence d’un sondage & deux phases ordinaire pour stra-
tification lorsque K = 1 et 1a encore, I’équation (18) se raméne a I’équation exacte (voir
Cochran, 1977, p.329). De méme, nous sommes en présence d’un échantillonnage stratifié ordi-
naire selon les strates de second niveau lorsque f = 1 (K et la stratification a priori ne sont
plus vraiment pertinents dans ce cas) et une fois de plus, I’équation (18) se réduit a I’équation
exacte.
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