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Formules de variance pour estimateurs composites
dans les plans de renouvellement
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RESUME

Dans de nombreuses enquétes réalisées par I’Etat, les répondants sont interviewés & un certain nombre
de reprises avant que I’enquéte ne prenne fin; on parle alors d’enquéte avec plan de renouvellement ou
d’échantillonnage répété. On a souvent recoursa des estimateurs composites - qui intégrent des données
de la période courante et de périodes antérieures - pour déterminer la valeur d’une caractéristique d’intérét.
Comme |’ont mentionné d’autres auteurs, on peut se servir des estimateurs composites dans un plan de
renouvellement afin de réduire la variance des estimateurs de variation de niveau. Dans cet article, nous
établissons des formules simples pour les variances d’une catégorie d’estimateurs composites de niveau,
de variation de niveau et de niveau moyen. Nous considérons tout d’abord des plans de renouvellement
a un niveau, ot seul le mois courant fait Pobjet de I’interview. Nous établissons des résultats pour des
plans de sondage qui prévoient m interviews dans une période de M mois. Nous passons ensuite aux plans
a plusieurs niveaux. a chaque mois, un groupe parmi p est interviewé. Les membres de ce groupe répon-
dent alors A des questions qui portent sur les p mois antérieurs. Les résultats obtenus dans les diverses
sections de cet article s’appliquent a un trés grand nombre d’enquétes des organismes d’Etat.

MOTS CLES: Echantillonnage répété dans les enquétes; plans équilibrés; variation d’un mois & ’autre;
moyenne annuelle.

1. INTRODUCTION

Des plans de renouvellement de toutes sortes sont utilisés dans de nombreuses enquétes-
ménages d’envergure. La Current Population Survey (CPS) est réalisée par le U.S. Bureau of
the Census pour le compte du U.S. Bureau of Labor Statistics. De son c6té, Statistique Canada
dirige I’enquéte sur la population active (EPA). Les deux enquétes produisent des estimations
des caractéristiques de la population active, y compris le chdmage. Dans chaque cas, les ménages
sont interviewés un nombre déterminé de fois avant d’étre sortis de I’échantillon. Dans la CPS,
chaque ménage est tout d’abord introduit dans I’échantillon pour une période de quatre mois,
puis en est retiré pour une période de huit mois et est ensuite réintroduit pour une autre période
de quatre mois. Dans ’EPA, un ménage fait partie de I’échantillon pendant six mois consécutifs,
puis n’y revient pas.

L’enquéte avec plan de renouvellement est un intermédiaire entre I’enquéte 4 échantillon
constant, ou ce sont toujours les mémes répondants, et I’enquéte qui utilise des échantillons
indépendants, ou les répondants sont interviewés une seule fois avant d’étre supprimés de
P’échantillon. Dans le premier cas, le fait qu’il s’agisse toujours du méme échantillon d’une
période a I’autre peut contribuer a réduire au maximum la variance des estimateurs de variation
lorsqu’il existe une corrélation positive entre les observations d’une période a I’autre. Un autre
avantage de ’enquéte a échantillon constant est la réduction de certains frais liés au processus
d’échantillonnage; en effet, certaines dépenses ne se répétent plus une fois I’échantillon consti-
tué. En revanche, le fardeau de réponse des membres d’un échantillon constant peut étre exces-
sif. L’enquéte avec plan de renouvellement est donc un moyen de réduire la variance des
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estimateurs ou les frais liés au processus d’échantillonnage sans imposer un fardeau de réponse
excessif aux participants. Dans la CPS et 'EPA, les taux de chevauchement des échantillons
d’un mois a ’autre sont de 75 et de 83% respectivement. Pour approfondir ces questions, voir
Woodruff (1963), Rao et Graham (1964) ou Wolter (1979).

Certains estimateurs utilisés avec les plans de renouvellement sont ‘‘composites’” par défi-
nition. Ils intégrent des estimations du mois courant et des mois antérieurs pour un groupe
de renouvellement donné, ce qui permet de tirer profit de I’échantillonnage répété. Ces esti-
mations sont fondues en un estimateur final.

Bien que I’on puisse réduire la variance des estimateurs composites par une intégration judi-
cieuse des données, il peut &tre difficile de la calculer & cause de la corrélation qui peut exister
entre les groupes répétés. Dans cet article, nous définissons des formules simples pour la variance
d’estimateurs de niveau et de variation pour un plan de renouvellement général assujetti a des
contraintes particulieres. Les expressions s’appliquent a une importante catégorie d’estima-
teurs appelés estimateurs composites généralisés (Breau et Ernst 1983).

Ces formules seront utiles dans la mesure ol nous pourrons estimer la corrélation entre les
estimations du méme groupe de renouvellement pour des périodes différentes et dans la mesure
ol cette corrélation sera suffisamment élevée pour justifier ’application de I’estimation compo-
site. Dans les enquétes permanentes, les données d’échantillon antérieures permettent habituel-
lement d’estimer cette corrélation. Pour les caractéristiques qui ont trait au revenu du ménage
ou a la population active, la corrélation est, en régle générale, moyennement élevée. Toutefois
pour d’autres caractéristiques, comme le taux de criminalité, la corrélation entre les périodes
peut ne pas étre suffisamment élevée pour justifier I'utilisation de I’estimation composite. De
toutes les enquétes mentionnées dans cet article, seule la CPS utilise ordinairement un estimateur
composite.

Dans ’exposé qui suit, nous examinons deux types d’enquétes différents. Dans des enquétes
comme la CPS et 'EPA, les participants ne fournissent des données que pour le mois courant.
C’est ce qu’on appelle des enquétes A un niveau. Par ailleurs, le U.S. Census Bureau réalise
la Survey of Income and Program Participation (SIPP) afin de recueillir des données sur le
niveau et les sources de revenu, la participation aux programmes et d’autres points pertinents.
a chaque interview de cette enquéte, les répondants doivent fournir des données qui ont rapport
aux quatre mois précédents. Un nouveau groupe est interviewé a chaque mois. C’est pourquoi
le plan de la SIPP est appelé plan & plusieurs niveaux. Wolter (1979) parle de plans & un ou
a plusieurs niveaux pour indiquer le nombre de périodes pour lesquelles des données sont recueil-
lies au cours d’une interview.

11 convient de faire une autre distinction entre ces deux types d’enquétes. Appelons ‘inter-
valle de plan’’ une période entre deux interviews qui n’est jamais visée par aucune interview.
Tandis que I’EPA ne compte aucun intervalle de ce genre, la CPS en compte un de huit mois.
En ce qui concerne les plans a un niveau, le mode de répartition des interviews et des intervalles
de plan ne change rien aux calculs et aux résultats pertinents. Les formules proposées s’appli-
quent donc non seulement aux plans de la CPS et de ’EPA mais a d’autres plans qui sont pris
en considération.

Pour des raisons que nous verrons plus loin, les intervalles de plan se retrouvent rarement
en pratique dans les plans de renouvellement & plusieurs niveaux. La SIPP ne fait pas exception-
a cette régle. Par conséquent, les plans a plusieurs niveaux que nous étudierons dans cet article
ne comptent pas d’intervalle de plan.

Les plans & un niveau font ’objet des sections 2 et 3. Dans la section 2, nous définissons
Pestimateur composite généralisé et exposons la notation utilisée. Cette section comprend aussi
des définitions et des hypothéses relatives a la covariance. La section 3 contient les éléments
principaux - théorémes 1 a 3. Nous y définissons des variances d’estimateurs de niveau et de
variation de niveau. Des formules sont déterminées pour une période précise (par ex.: mois)
ou une combinaison de périodes (par ex.: trimestre ou année). Elles s’appliquent aux plans
a un niveau, quels que soient le mode de distribution des interviews et les intervalles de plan.
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Lorsqu’il cherche 4 déterminer le plan de renouvellement optimal et ’estimateur composite
optimal, I'utilisateur doit décider du niveau de variance le plus acceptable pour les estimateurs
de niveau, de variation mensuelle et de moyenne.

Dans la section 4, nous étendons les résultats de notre analyse a certains plans de renouvel-
lement a plusieurs niveaux, notamment a la SIPP. Sauf quelques restrictions mineures - en
particulier, I’inexistence d’intervalles de plan — nous énoncons des théorémes semblables a ceux
de la section 3. Comme les calculs sont les mémes que pour les plans & un niveau, nous ne faisons
pas la démonstration des résutats.

2. PLANS A UN NIVEAU: NOTATION ET DEFINITIONS

Bien que les formes de plans de renouvellement soient infiniment nombreuses, nous nous
limitons dans les sections 2 et 3 a étude d’une seule forme. A chaque passage de I’enquéte,
un nouveau groupe de renouvellement est introduit dans I’échantillon et il y demeure et en est
exclu selon les mémes régles de durée que les groupes qui I’ont précédé. En outre, ’interview
porte uniquement sur la période courante, peu importe que les répondants aient fait partie ou
non de ’échantillon & la période précédente. C’est ce qu’on appelle un plan de renouvellement
“‘équilibré a un niveau’’. On parle d’un plan ‘‘équilibré’’ parce que le nombre de groupes pré-
sents dans I’échantillon 4 n’importe quelle période est égal au nombre total de périodes qu’un
groupe passe dans I’échantillon.

Le plan de renouvellement prévu dans ’EPA répond a ces conditions. Un nouveau groupe
est introduit dans 1’échantillon 4 chaque mois et y demeure cing autres mois. Dans sa version
actuelle, la CPS prévoit un plan de renouvellement de type 4-8-4 (4 mois dans I’échantillon,
8 mois hors de ’échantillon, 4 mois dans I’échantillon). Avant juillet 1953, la CPS utilisait
un plan non équilibré, en vertu duquel les groupes de renouvellement, au nombre de cing, étaient
introduits successivement dans I’échantillon a raison d’un par mois. Le sixieme mois, aucun
nouveau groupe n’était introduit dans I’échantillon. Les groupes se succédaient selon ce mode
de renouvellement etétaient supprimés de 1’échantillon au bout de six mois.

Une des difficultés que posait le plan de renouvellement de la CPS avant 1953 était I’introduc-
tion d’un biais dii au nombre de mois passés dans I’échantillon, souvent appelé biais de renou-
vellement. Mais ce qui nous préoccupe davantage ici est I’irrégularité avec laquelle se succédaient
les groupes de renouvellement. La variance d’un estimateur composite dépend du nombre de
mois écoulés depuis I’introduction de chaque groupe dans 1’échantillon et de la structure de
covariances pour des groupes identiques 4 des mois différents. Si ’ordre de succession des
groupes dans I’échantillon varie d’un mois 4 I’autre, la formule de la variance de I’estimateur
variera également. Avec un plan équilibré et une structure de covariances stationnaire, nous
pouvons définir des formules générales.

Pour des raisons de concision et parce que le mois est I’unité de temps fondamentale dans
la plupart des enquétes des organismes d’Etat, nous allons nous servir du mot ‘‘mois’’ dans
cet article pour désigner la période ot ont lieu les interviews. Néanmoins, les résultats consignés
dans cette section et la suivante s’appliquent & n’importe quelle période de temps, pourvu qu’il
s’agisse d’un plan de renouvellement équilibré a un niveau.

Nous allons maintenant présenter la notation et définir certains vecteurs. Supposons que
chaque groupe de renouvellement doit subir en tout 7 interviews sur une période de M mois.
Autrement dit, chaque groupe se trouve hors de ’échantillon pendant M — m mois entre le
moment ou il y est introduit pour la premiére fois et le moment ou il en est supprimé définiti-
vement. Le plan équilibré fait qu’il y a toujours m groupes dans I’échantillon, peu importe
le mois.

Nous définissons 1’ensemble T, comme suit. Considérons un groupe de renouvellement
quelconque: T, désignera I’ensemble des ““mois’’ ol ce groupe ne fait pas partie de I’échan-
tillon. On identifiera par le chiffre 1 le mois ot ce groupe est interviewé pour la premiére fois,
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par le chiffre 2 le mois ou il est interviewé pour la seconde fois et ainsi de suite jusqu’a M.
Comme il s’agit d’un plan équilibré, la composition de 7; ne dépend pas du groupe de renou-
vellement choisi. Notons que si les répondants sont interviewés m mois consécutifs (c’est-a-
dire qu’il n’y a pas d’intervalle de plan), alors m est égal & M et T est vide.

En second lieu, étant donné un ensemble de m valeurs wy, ..., w,,, nous pouvons définir
le vecteur w, de dimension M X 1, comme suit. Définissons le i-iéme élément de w comme
étant égal 3 0sii € T,. Nous comblons ainsi M — m positions du vecteur w. Dans un second
temps, nous comblons les m positions qui restent avec les valeurs wy, ..., w,, suivant ’ordre
logique. Nous obtenons ainsi un vecteur dit ‘‘a I’image du plan’’. Par exemple, dans le cas
d’un plan de renouvellement de type 4-8-4, Ty = {5, 6, ..., 12} et wl = (wy, Wy, w3, Wy,
O’ 0’ 0, Oa O’ 0’ 0’ 09 Ws, We, Wy, Wg).

Il est utile de définir la matrice R de dimension M X M comme suit: R;; = 1sii ¢ Tp; et
Osii€ Typ; et R; = 0sii # j. Manifestement, R est une matrice diagonale, ou diag(R) est
un ensemble de uns ‘‘a I’image du plan’’, R;; et Ry, égalent 1 et Y X ,\R;, = m.

Notons que pour n’importe quelle matrice ¥ de dimension M X p, RV équivaut a V, sauf
que des zéros (0) composent chaque ligne i telle que i appartient & T,. En d’autres termes, la
prémultiplication par R a pour effet d’¢‘éliminer’’ (de ramener a 0) les lignes de V identifiées
par des éléments de 7, . Si les colonnes de ¥ sont déja a I’image du plan, alors RV = V. De
méme, pour n’importe quelle matrice U de dimension p X M, la postmultiplication par R
a pour effet d’¢“éliminer’’ les colonnes de U qui sont identifiées par des éléments de Tj,. Si les
lignes de U sont déja a 'image du plan, alors UR = U.

Soit L la matrice M X M dont la sous-diagonale est formée de uns et le reste de zéros. Mathé-
matiquement, L; = 1,sii — j = 1et 0dans le cas contraire. Pour n’importe quel vecteur
M X 1représenté par ’équation w? = (wy, ..., wy) le produit Lw devient (0, wy, w,, ...,
wM_I)T, et wIL est ((wq, W3, ..., Wiy, 0).

Si nous considérons maintenant les données proprement dites, soit x; ; I’estimation de la
valeur ‘“mensuelle’’ d’une caractéristique a mesurer, tirée du groupe de renouvellement qui
fait partie de I’échantillon pour la i-iéme fois au mois 2, oui = 1, ..., m. Breau et Ernst (1983)
ont défini I’estimateur composite généralisé (ECG) de niveau par un processus récursif. Pour
ce qui a trait au niveau mensuel, soit:

m m
Yp = E aixp; — k E bixp_1,i + kVp—1, 0Y)
i=1

i=1

oul < k < 1, eta;’set b;’s peuvent n’importe quelle valeur (y compris des valeurs négatives)
a la condition que ¥ 7L;a4; = 1 et ¥ 7 1b; = 1. L’estimateur composite courant et P’esti-
mateur composite AK utilisés dans la CPS sont des cas particuliers de ’ECG. Pour plus
de détails sur ces estimateurs, voir Hanson (1978), Huang et Ernst (1981) et Kumar et Lee
(1983).

L’ECG est plus restrictif qu’un estimateur linéaire général qui combine des valeurs xj ;
de la période courante et de nombreuses périodes antérieures (voir Gurney et Daly 1965).
Néanmoins, il a été démontré que ’ECG est presque aussi efficace (Breau et Ernst 1983). Avec
cet estimateur, nous n’avons besoin que des données du mois courant et du mois précédent.
Bien que y;, renferme les données de périodes antérieures, ces données se retrouvent dans
Yh—1-

Pour faciliter le calcul de la variance, nous allons exprimer I’équation (1) sous forme vec-
torielle. Soient a et b des vecteurs M X 1 a I’image du plan formés des séries de constantes
ag, ..., ayet by, ..., b, respectivement. De méme, pour n’importe quelle valeur de 4, les
observations xy, ;, ..., X, ,, constituent le vecteur x;, qui est aussi un vecteur M X 1 al’image
du plan. Alors,

yh=a'xy — kbTx,_1 + kyy_;. (1a)
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Nous supposons que les données affichent une structure de covariances stationnaire:
i) Var(x;) = o2 pour tous & et i;

ii) Cov(xp,;,Xs,;) = Opouri # j, c.-a-d. qu’il n’existe aucune corréla-
tion entre deux groupes de renouvellement dans le méme mois;

iii) Cov(xp,isXs, ;) = Pa— s|02, si les deux observations x’s concernent le
méme groupe de renouvellement a | # — s | mois d’intervalle, ou 0,
dans les autres cas. Soit pg= 1. )

D’aprés les équations i) et ii), il est clair que Var(x,) = o2R, pour tous k. L’équation
iii) implique que Cov (x;,Xx;-1) = o2p,RLR parce que la matrice L, dont la sous-diagonale
est formée de uns, ““représente’’ le décalage d’un mois entre les valeurs x,, et x;,_; et que la pré-
multiplication (postmultiplication) par R a pour effet d’introduire des valeurs nulles qui corres-
pondent aux valeurs nulles dans x;, (x;_;) (mois ol le groupe de renouvellement ne fait pas
partie de I’échantillon).

Nous constatons facilement que (L"); = 1sii — j =r = Oetl < j,i = M; définissons
L° comme la matrice unité. En appliquant le méme raisonnement que ci-dessus, nous
obtenons Cov(x;,X,_,) = 0°0,RL?. D’une maniére générale,

Cov(xy,Xp_,) = 0%,RL'R, pour r =0, 1,2, ..., ettous h. 3)

Pourr = M, L™ = 0, et Cov(x,,x;_,) = 0.

Pour les théorémes qui suivent, définissons la matrice Q de dimension M X M comme suit:
Q; =k 7p_jsil =j<i=< MetOsicen’est pas le cas. Enfin, soit I la matrice unité
Mx M.

3. PLANS A UN NIVEAU: THEOREMES ET DEMONSTRATIONS

Nous allons maintenant énoncer trois théorémes et en faire la démonstration.

Théoréme 1. Si PECG de niveau est défini comme en (1) et que la structure de covariances
définie en (2) est juste, alors

Var(y,) = o*{a’a + k*b7(b — 2a) + 2(a — k?b)TQ(a - b)}/(1 — k7). 4)

11 convient de souligner que lorsqu’on utilise une moyenne non pondérée des estimations des
m groupes de renouvellement du mois courant, k = 0, @ = 0, et a; = 1/m, pouri = 1,
..., m. Par conséquent, Var(y,) = o%/m, comme prévu.

Démonstration du théoréme 1. En appliquant un processus de substitution récursif 4 I’équa-
tion (1a), nous obtenons

yh=ax, + (a — b)T E k'xp_;. (5)

i=1

D’aprés (3), la variance de cette somme est

Var(y,) = a’o’Ra + (a — b)7 E k¥c’R(a — b)

i=1
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+ 2a” E k‘o’p,RL'R(a — b)

i=1

+2(a —b)T E E ki*ig’p; ,RL‘"'R(a — b)
i=1 j=i+1

= az{aTRa + (a — B)TR(a — b)k*/(1 — k%)

+ 2aTR( E k"p,-L">R(a - b)
i=1

+

2(a — b)TR< y ka[ y kf-"p,-_,-Lf'*"] )R(a - b)}. ©

i=1 j=i+1

Commeaeta — b sont des vecteurs a I’image du plan, a’R = a7, (a — b)’"R = (a — b)7,
et R(a — b) = (a — b). La somme ¥ 2, k'p;,L’ est considérée comme la matrice Q:
I’élément ij de cette matrice est k' ~/ p;,_;, si1 < j < i = M, et 0 si ce n’est pas le cas. Par
un changement de variables, nous pouvons voir que la somme entre crochets est aussi la matrice
Q. Nous pouvons alors reformuler I’expression (6) comme suit:

o*(a’a + (a — b)T(a — BY)K*/(1 — k*) + 2a"Q(a — b)
+ 2(a - B)TQ(a — B)K*(1 — k%)).

Par une simple transformation mathématique, nous obtenons I’équation (4).

Théoréme 2. Soit y, — y,_; I'ECG de la variation d’un ‘“‘mois & I'autre’’. Alors, Var(y, — ys_;)
est

i) 20%a”™I — p;L)a, si k=0, et
ii) o?(a’a + k*07b — 2kp,a”Lb)/k — (1 — k)*Var(y,)/k, si 0 < k < 1.

Démonstration du théoréme 2:
i) Sik =0, y, = a’x,. D’aprés (3), la variance de a’x;, — a’x,_, est

2a’0’Ra — 2a”0% RLRa = 2¢%a”(I — p,L)a.

ii) Si0 < k < 1, définissons W), comme a’x, — kbTx,_,. D’aprés les résultats antérieurs,
nous constatons facilement que

Var(W,) = o*{a’a + k*b™0 — 2kp,a”Lb}. @)
D’aprés (1a), y, = W, + ky,_;. Alors

Var(y;) = Var(W,) + k*Var(yy_;) + 2kCov(Wy.Y4_1y; @
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on pourra isoler le terme de covariance pour une application ultérieure. Enfin, y, — y,_; =
W, — (1 — k)y,_,. En nous servant des équations (7) et (8) dans le calcul de la variance de
cet écart, nous obtenons ’expression voulue.

Souvent, on sera plus intéressé par le niveau moyen pour une période donnée (par ex.: un
trimestre ou une année), la différence entre ces moyennes d’une ‘‘année’’ 4 I’autre ou encore
la différence de niveau ‘‘mensuel’’ pour deux mois situés & un an d’intervalle. Désignons par
Sp,r la somme des ECG relatifs aux ¢ derniers mois:

Sy =Y+ Yn-1+ oo F Vpopy, £ 1L )

Les valeurs les plus courantes de 7 sont trois, quatre et douze. Sil’on veut une moyenne plutdt
qu’une somme, il suffira de diviser Sy , par .

Théoréme 3:
a) Les expressions Sy, Sy — Sp_sss € Yy — Yy, Deuvent étre écrites sous la forme
S h, ] ,
YiZoVi X4—1, OU

i) pour Sy, v; = ¢
a+ [(k—k"*)/(1 —k)1(a—-b), pour i =0,1,...,7—1,
[K='k — k'*YYy/(1 —k)](@a—Db), pour i =1,¢t+ 1,2+ 2, ...;

ii) pour Sy — Sp_y s Vi = ¢
a+ [(k—k*Y/(1 —k)l(a—»b), pour i =0,1, ...,¢—1,
[k~ — k — K*Yy/(1 —k)](@a—b) —a, pour i =¢,t+1,...,2¢t—1,
— &2 - k%1 — k)1(a — b), pour i =2t,2t+ 1, ...;
iii) pour ¥y, — yp_, o =a, v, = k'(a — b) —a,etv; = :
ki(a—b), pour i =1,2,...,¢t— 1,

— k1 — kY@ —b), pour i=t+ 1,t+2, ... (10)
b) Pour les séries de vecteurs vy, vy, v,, ... définis en a),
o o 3 M-1
Var( E v,-Txh_,) = 0'2{ E V,'TV,' + 2 V,'T E p,,L"vH_,,}; (11)
i=0 i=0 i=0  n=1

les sommes de 1’équation (11) convergent.

Démonstration du théoréme 3. Partie a): en incluant successivement les termes y, & ¥,_ 1
et en appliquant ’équation (5) a y,_,, nous obtenons

Sh,t = aT(xh +xp 1+ FX5441) + k(a - b)Tx,,_l
+ (k+ k) @a-0)Tx,, + ...

+(k+ K+ ...+ K Ya—-b)Tx,_,p

+(k+ K+ .+ K @-D)T Y K x, (12)
Jj=t
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Nous nous servons ensuite des équations (12) et (5) pour déterminer les trois séries de vecteurs v;.

La démonstration de la partie b) est semblable a celle du théoréme 1, une fois que 'on a
constaté que les v; définis en (a) sont des vecteurs a I'image du plan étant donné qu’ils sont des
combinaisons linéaires de a et de @ — b. Afin de démontrer la convergence, soulignons que,
pour les trois séries de vecteurs définis en (a), v; est proportionnel 4 £’ (@ — b) pour une valeur
i suffisamment élevée. Il existe une constate A > 0 telle que, pour i = 2t et chaque élément
Jilvil = k‘\. Or, nous avons vu que | p; | = 1 et que chaque ligne de L” contient tout au
plus un élément non nul (égal & 1); par conséquent, la somme finie de 1’équation (11) est consi-
dérée comme un vecteur M X 1 dont chacun des €léments est borné supérieurement en valeur
absolue par k'(M — 1)\. Donc, la sommation double converge puisque k% converge.

4. PLANS A PLUSIEURS NIVEAUX

Bien que les résultats obtenus dans les sections 2 et 3 s’appliquent a tous les plans de renou-
vellement équilibrés & un niveau, on constate que de nombreuses enquétes reposent sur des
plans a plusieurs niveaux. C’est le cas notamment de la Survey of Income and Program Partici-
pation (SIPP); dans cette enquéte, un groupe de renouvellement sur quatre est interviewé a
chaque mois et les répondants doivent alors fournir des renseignements a propos des quatre
mois précédents. Quoique le plan puisse &tre modifié a tout moment, le premier groupe de
renouvellement est interviewé aux mois de février, juin, octobre, février, efc. jusqu’a concur-
rence de huit interviews. Le second groupe est interviewé en mars, juillet, efc. Les deux autres
groupes sont soumis aux mémes régles de sondage sauf que dans un cas, la série d’interviews
débute en avril et dans I’autre, elle débute en mai. Considérés en bloc, les quatre groupes de
renouvellement forment ce qu’on appelle un panel; celui-ci couvre une période d’environ deux
ans et demi. 4 chaque année, on introduit un nouveau panel. Par exemple, le panel de 1986
a duré de 1986 2 1988 tandis que celui de 1987 a couvert la période 1987-1989. On prend soin
de ne pas combiner des données de panels différents méme s’il s’agit de données de la méme
période. Pour plus de détails sur le plan de la SIPP, voir Nelson, McMillen et Kasprzyk (1984).

Dans le cas des plans a un niveau, le schéma des interviews et des intervalles de plan — période
ot il n’y a aucune interview - pour un groupe de renouvellement peut &tre trés varié, pourvu
qu’il s’agisse d’un plan équilibré. Dans le cas des plans a plusieurs niveaux toutefois, ’exis-
tence d’intervalles de plan peut causer des problémes au point de vue de I’effort de mémoire.
S’il doit se reporter plusieurs mois en arriére, un répondant pourrait avoir de la difficulté a
situer un événement a la bonne période. Les intervalles de plan ne peuvent qu’ajouter a la con-
fusion. Pour cette raison et parce que les plans a plusieurs niveaux qui renferment des inter-
valles de plan sont rares dans la pratique, nous n’allons considérer ici que des plans selon lesquels
i) échantillon est formé de p groupes de renouvellement, ii) les groupes sont interviewés suc-
cessivement a tous les p “‘mois’’ et iii) la période de référence correspond aux p mois précédents.

De nombreuses enquétes comme la National Crime Survey, qui est réalisée sous I’égide du
U.S. Bureau of Justice Statistics, ont un plan de renouvellement plus compliqué que ceux
analysés ici. Il est normal que les formules de variance pour estimateurs composites soient
plus complexes dans ces circonstances.

Interviewer un groupe de renouvellement signifie que I’on recueille simultanément des
données aupres de toutes les unités de ce groupe 4 un mois précis. Pour une caractéristique
particuliére qui doit &tre estimée, définissons x;, ; comme I’estimation de la valeur mensuelle
de cette caractéristique pour le mois 4, établie a ’aide des données du groupe de renouvelle-
ment interviewé au mois # + i,oui = 1, ..., p. L’indice { désigne la “‘période de remémo-
ration”’, c’est-a-dire la période écoulée entre le mois de référence et le moment de I'interview.
Le tableau 1 donne les estimations x, ; pour un plan a quatre niveaux et a quatre groupes de
renouvellement. Les traits horizontaux qui figurent dans le diagramme servent a séparer les
estimations tirées d’interviews différentes. Ces traits sont appelés ‘‘coutures’’ dans la SIPP.



Techniques d’enquéte, juin 1990 171

Tableau 1
Présentation des estimations selon un plan longitudinal & quatre niveaux
MOIS GROUPES DE - 1 2 3 4

! RENOUVELLEMENT

1 X14

2 X2,3 X4

3 X3 X33 X34

4 X4, Xa2 X43 Xa,4

5 X5.4 X5,1 X5,2 X5,3

6 X6,3 X6,4 X6,1 X6,2

7 X72 X7,3 X7,4 X7,1

8 Xg,1 Xg2 Xg,3 Xg,4

9 Xg9,4 X9,1 X9, X9,3
10 X10,3 X104 X10,1 X10,2
11 X11,2 X11,3 X11,4 X111
12 X12,1 X122 X12,3 X124
13 X13,4 X13,1 X132 X13,3
14 X143 X14,4 X14,1 X14,2

Nota: x, ; représente I’estimation de la valeur mensuelle de la caractéristique pour le mois A, établie & 'aide des
données du groupe de renouvellement interviewé au mois # + i. Les interviews debutent au mois 5. Les traits
horizontaux (coutures) servent a séparer les estimations tirées d’interviews différentes

Posons x;= (X 1, Xp 25 -+ -» Xn,p) T comme le vecteur formé des p estimations établies pour
le mois 4 a I’aide des données obtenues des p groupes dans des interviews différentes. Notons
QUE Xy 5y Xn+1,p—1» - - -» Xntp—1,1 SONt les estimations relatives & p mois différents, établies a
I’aide des données recueillies auprés d’un groupe dans une seule interview (au mois A + p).

Comme dans les sections 2 et 3, I’estimateur composite généralisé de niveau mensuel est défini

Yn = Eaixh,i - kE bixp-1,i + kyp-1, (13)

ou I’indice des sommations prend les valeurs de 1 & p. En définissant a et b comme (ay, ...,
ap) Tet (by, ..., b,) T respectivement, nous pouvons de nouveau formuler ’ECG comme suit:

Yn = aTxh - kaxh_l + kyh_l.

On suppose que la structure de covariances des estimations mensuelles des groupes de renou-
vellement est stationnaire dans le temps. En revanche, le délai qui sépare le mois de référence
h de Pinterview correspondante (au mois 2 + i peut influer sur la variabilité des réponses,
Xp;- Pouri = 1,..., p, soit d? la variabilité de réponse exprimée comme une fonction du
délai qui sépare le mois de référence de I’interview. Nous posons par hypothese la structure
de covariances suivante:
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i) Var(xy ;) = d?e® pour tous A et tous i, ou d; > 0;
ii) Cov(xp,;,Xp;) = Opouri # j;

iii) Pourr = 0: Cov(xp;,Xp_, ;) = o, id,-djaz, si les deux valeurs x concer-
nent le méme groupe a r mois d’intervalle, ou 0 dans les autres cas. Posons
po,; égal 4 1 pour tous i. (14)

Il se pourrait bien que d;, < d, < ... =< d,, si la variabilité de réponse s’accroit avec la
période de remémoration. L’indice r du coefficient de corrélation p,; représente la période qui
sépare les mois auxquels se rapportent les estimations x;, ; et x,_, ;. L’indice i signifie que I’esti-
mation pour le mois 4 a été établie par suite d’une interview réalisée i/ mois plus tard. Pour
des valeurs particuliéres de A, r et i, il existe une seule valeur de j, 1 < j < p pour laquelle
les estimations x; ; et x;, _,, ; ont trait au méme panel et la Cov (X, ;, X4, ;) est non nulle. (Cette
valeur est j = mod, (i + r — 1) + 1, ou mod,(n) est la valeur de I’entier n, modulo p.)
Autrement, la covariance est nulle. Dans certains cas, il peut étre approprié de remplacer
Pr1s - --» Pr,p Par une seule valeur p,.

Aucune hypotheése n’est posée au sujet des biais. Outre ’effet de la période de remémora-
tion sur la variance des estimations des groupes de renouvellement, comme nous le supposons
en (14), il pourrait exister un biais di a cette période. Nous pourrions aussi observer un biais
di au nombre de mois passés dans I’échantillon, biais qui dépend du nombre de fois qu’un
répondant a été interviewé (Bailar 1975). Bien qu’il ne soit pas nécessaire de connaitre ces biais
pour résoudre les formules de variance définies dans cette section, ils peuvent représenter un
élément non négligeable de I’erreur quadratique moyenne.

Définissons les matrices D, P, et J de dimensions p X p de la fagon suivante. Soient D et
P,, pour r = 0, des matrices diagonales ayant pour éléments diagonaux dj, ..., d, et
Pr1s - - -» Pr,p Tespectivement. Définissons J comme suit: J;;,; = 1 pour i = 1,2, ...,
p — 1; Jp = 1 et J; = 0 dans les autres cas. Les puissances de J forment un cycle avec
JP = I, ou I est la matrice unité p X p. Un argument semblable a celui présenté dans la
section 2 nous permet d’affirmer que Var(x;) = oY D? pour h et, de fagon générale, que
Cov(xy,x,_,) = o’DP.J'D,pourr =0, 1,2, ..., et tous A.

Enfin, définissons la matrice Z comme Y ;_; k"P,J". Pour les valeurs p, i et j en général,
on peut montrer que la fréquence Z;; de la case ij est une somme infinie de termes:

Z = E k“py i, oo u=pm+ 1+ mod,(p—i+j—1).
m=0

Comme les valeurs p représentent des coefficients de corrélation, il est facile de déduire que
Z est finie.

Les théorémes 4, 5 et 6 énoncés ci-dessous sont analogues aux théorémes 1, 2 et 3 qui ont
été démontrés précédemment. Ces derniers permettent n’importe quel genre d’intervalles de
plan mais concernent uniquement les plans a un niveau. Les théorémes 4, 5 et 6 ne permettent
pas d’intervalle de plan.

Les démonstrations des théorémes sont semblables a celles de la section 3 et ne sont pas
reprises ici. Tous les résultats s’appliquent au cas limite ou les groupes de renouvellement font
partie de I’échantillon depuis assez longtemps pour qu’il n’y ait plus d’effet d’échelonnement
dans I’échantillon. Si les p, ; diminuent rapidement avec r, ou si & est relativement petit, I’état
stationnaire est atteint en deux interviews.
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Théoréme 4. Si PECG de niveau est défini comme en (13) et que la structure de covariances
définie en (14) est vérifiée, alors,

Var(yy) = o*{a"D% + k*b"D*(b — 2a)

+ 2(a — k*0)TDZD(a — b)}/(1 — k).

Théoréme 5. Soit y, — ¥, dela variation PECG ““d’un mois & I’autre”’. Alors, Var (¥, — Ya-1)
est

@) 26%a™D(I — PyJ)Da, si k=0, et

(i) o*(a’D%a + k*b"D*» — 2ka"DPJDb)/k — (1 — k)*Var(yp)/k, si 0 <k <1

Théoréme 6. Définissons S, , comme dans 1’équation (9), soit 1a somme des ECG relatifs aux ¢
derniéres périodes. Alors, Sy, Sp; — Sp—1,1> € V4 — Yn—r PEUVENL étre exprimées de nouveau
par ¥ 2ovix,_i, ou les vecteurs vy, vy, V2, ... sont définis en (10). Pour ces séries de
vecteurs,

DP,J"D v,-+,,} ; (16)

Var( E v;Tx,,_,-) = 02{ E vID; + 2 E vl E
i=0 i i
les sommes de I’équation (16) convergent.
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