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Estimation de proportions pour petites régions
par des méthodes empiriques de Bayes

BRENDA MacGIBBON! et THOMAS J. TOMBERLIN?

RESUME

Les auteurs se servent de méthodes empiriques de Bayes pour estimer des proportions pour de “‘petites
régions’’. Ces méthodes se sont avérées profitables antérieurement dans diverses situations, comme en
fait foi ’article de Morris (1983). Suivant I’idée originale de Dempster et Tomberlin (1980), il s’agit essen-
tiellement d’intégrer des effets aléatoires et des effets aléatoires emboités dans des modéles qui refletent
la structure complexe d’un plan de sondage & plusieurs degrés. Cela permet d’obtenir des estimations
de proportions ainsi que les estimations de variabilité correspondantes. Les auteurs appliquent ces métho-
des 4 des données simulées provenant d’une étude de Monte Carlo qui vise 4 comparer plusieurs métho-
des d’estimation pour petites régions.

MOTS CLES: Régression logistique; modeles  effets aléatoires; estimation de Bayes; algorithme EM.

1. INTRODUCTION

1.1 Position du probléme

Les enquétes complexes & plusieurs degrés servent a I’estimation de proportions dans beau-
coup de disciplines (par ex.: épidémiologie, économie, criminologie, efc.). Non seulement il
est nécessaire d’établir des estimations pour des secteurs restreints et autres sous-groupes par-
ticuliers, mais aussi faut-il pouvoir évaluer avec une certaine fiabilité la précision de ces esti-
mations. De 13 la nécessité de mettre au point de meilleures méthodes d’estimation et d’inférence
statistique.

Par surcroit, les méthodes fondées sur la théorie normale et dont se servent Fay et Herriot
(1979) pour estimer le revenu (une variable aléatoire continue) dans les petites régions ne se
prétent plus vraiment a I’estimation de proportions pour des variables de résultat discontinues.
Dans le présent article, c’est le logit de la proportion, et non la proportion proprement dite,
qui fait ’objet d’un modele linéaire. Cela n’élimine pas les problémes d’estimation que I’on
retrouve dans la théorie classique de la régression logistique (voir Haberman 1978). Malheu-
reusement, en ce qui concerne I’estimation pour petites régions, on s’est encore moins attaché
a résoudre ces problémes, évidemment plus complexes dans les circonstances.

Pour analyser les problémes liés a I’application des résultats d’une enquéte complexe (2
plusieurs degrés) relativement restreinte a de petites régions ou de petits domaines qui ne sont
pas nécessairement couverts par I’enquéte, nous avons choisi une méthode fondée explicite-
ment sur un modele. Dempster et Tomberlin (1980) I’avaient mise de I’avant pour estimer le
taux de sous-dénombrement dans le recensement a 1’aide des données d’une enquéte postcen-
sitaire. Cette méthode intégre un modéle de régression logistique multiple avec effets aléatoi-
res et des techniques empiriques de Bayes. Elle permet d’estimer directement la variance des
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estimations de proportions pour petites régions & I’aide d’un modéle bayesien. Cette méthode
s’écarte sensiblement des méthodes d’estimation synthétique de Gonzalez et Hoza (1976, 1978),
de Gonzalez et Waksberg (1975) et d’autres, qui, elles, sont fondées implicitement sur un
modele.

Comme une enquéte complexe sera souvent caractérisée par une structure hiérarchique
(c.-3-d. unités primaires d’échantillonnage (UPE), unités secondaires d’échantillonnage (USE)
dans les UPE, unités tertiaires d’échantillonnage (UTE) dans les USE et, finalement, ména-
ges dans les UTE), la méthode fondée explicitement sur un modeéle nous permettra de tenir
compte de la complexité du plan de sondage. L’introduction d’un modele avec effets aléatoi-
res a pour but de trouver, par des méthodes empiriques de Bayes, une solution de compromis
entre les estimateurs non biaisés classiques, qui reposent uniquement sur des données propres
a des sous-régions, et les estimateurs de modele a effets fixes, qui reposent sur des données
de toutes les régions.

Dans la Section 1.2, nous donnons un compte rendu critique des articles et ouvrages qui
ont été rédigés sur la question et proposons une solution au probleme de I’estimation de pro-
portions pour petites régions. Le modele et les estimateurs correspondants sont exposés dans
les sections 2 et 3 respectivement. Enfin, dans la derniére section, nous appliquons les résul-
tats de ’analyse a des données simulées tirées d’une étude de Monte Carlo.

1.2 Compte rendu critique et proposition d’une solution

Devant le besoin sans cesse croissant de données régionales et I’impossibilité d’obtenir direc-
tement des estimations fiables pour les petites régions ou les sous-domaines par les méthodes
de sondage classiques, plusieurs statisticiens se sont intéressés de plus prés a I’estimation pour
petites régions. Pour cela, ils ont di recourir a des méthodes fondées implicitement ou expli-
citement sur un modele, par lesquelles on va ““puiser’’ dans les petites régions pour accroitre
la taille effective de I’échantillon a des fins d’estimation et, par conséquent, obtenir des esti-
mations plus précises. Bien que la recherche faite jusqu’a maintenant ait surtout porté sur des
modeles linéaires et ’estimation de moyennes ou de totaux, au lieu de proportions, une bréve
analyse des ouvrages et des articles portant sur ces estimateurs et les critéres utilisés pour leur
évaluation peut s’avérer trés éclairante.

La théorie classique dit qu’un estimateur devrait &tre convergent selon le plan et, dans la
mesure du possible, essentiellement non biaisé selon le plan. Toutefois, ce genre d’estimateur
n’est pas toujours trés utile lorsque la taille des échantillons est faible.

Gonzalez (1973) décrit la méthode d’estimation synthétique en ces termes: ‘“Une enquéte
par sondage produit une estimation sans biais pour une grande région; lorsqu’on se sert de
cette estimation pour établir des estimations pour les sous-régions en supposant que celles-ci
ont les mémes caractéristiques que la grande région, on dit qu’il s’agit 1a d’estimation synthé-
tique.”” (TRADUCTION) Le U.S. National Center for Health Statistics (1968) aurait été le
premier a recourir a ’estimation synthétique pour calculer les taux d’invalidité a court et a long
terme dans les Etats. Divers auteurs ont tenté par la suite de formaliser la notion d’estimation
synthétique, plus particuliérement en ce qui concerne les moyennes de variables de résultat con-
tinues, en utilisant des méthodes appropriées et des méthodes fondées sur un modele. Gonza-
lez (1973), Gonzalez et Waksberg (1975), Gonzalez et Hoza (1976) de méme que Levy et French
(1978) ont exécuté une stratification a posteriori 4 ’aide de données de recensements antérieurs;
les strates ainsi formées ont servi a grouper de I’information provenant de toutes les petites
régions dans I’hypothése que la réponse moyenne est la méme pour une série de petites régions.
Levy (1971), Ericksen (1973, 1974) et O’Hare (1976) ont utilisé des méthodes de régression pour
introduire de Pinformation supplémentaire dans I’estimation pour petites régions. La moyenne
des erreurs quadratiques moyennes d’échantillonnage pour toutes les sous-régions d’une région
donnée est le critére sur lequel on s’est fondé pour évaluer la précision de cette méthode.

Ericksen (1974) précise qu’il n’existe pas de méthode systématique pour évaluer le biais ou
la précision des estimateurs synthétiques. Malgré cette lacune, I’estimation synthétique demeure
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un outil intéressant et virtuellement puissant. Cette méthode d’estimation a fait 1’objet, ces
derniéres années, de nombreuses études empiriques portant sur des données réelles aussi bien
que des données simulées; notons au passage celles de Levy (1971), Gonzalez (1973), Gonza-
lez et Hoza (1978) et Schaible (1979). Plusieurs de ces études sont décrites dans un ouvrage
colligé par Platek et Singh (1986).

Royall (1970, 1973) s’est aussi intéressé & I’estimation de totaux pour des populations finies
lorsqu’il existe de I'information supplémentaire; il se sert pour cela d’une méthode fondée sur
un modele. Apres avoir défini un modele probabiliste de la relation entre la variable d’intérét
et la variable auxiliaire, il détermine des prédicteurs optimaux pour sous-domaines.

Holt, Smith et Tomberlin (1979) et Laake (1979) ont appliqué la méthode de prédiction de
Royall 4 I’estimation pour petites régions. Laake (1979) a observé que, contrairement a la
méthode d’estimation synthétique, par laquelle on obtient des estimateurs biaisés sans pour
autant disposer d’une méthode explicite pour en estimer le biais, la méthode de prédiction pro-
duisait des estimations de ’erreur quadratique moyenne (EQM) dont on pouvait se servir pour
comparer les estimateurs. En ce qui concerne I’estimation de totaux pour de petites régions,
Holt, Smith et Tomberlin (1979) ont défini diverses formes de structure de population afin
de modéliser la relation supposée entre les sous-régions. Une fois que I’on a défini un modéle,
il est alors possible de vérifier si les données sont en accord avec ce modele et aussi d’analyser
Peffet d’un vice de modéle sur le biais des estimateurs observés. La variance de I’estimateur,
la valeur estimée de cette variance et 'EQM varient selon les modeles. Holt, Smith et Tom-
berlin (1979) ont construit des intervalles de confiance fondés sur un modéle, que I’on inter-
préte en fonction de réalisations répétées selon le modele de superpopulation.

Purecell et Kish (1979, 1980) ont examiné les diverses méthodes d’estimation en usage pour
les petites régions; ils les ont divisées en cing grandes catégories: méthodes axées sur la régres-
sion, méthodes bayesiennes et méthodes empiriques de Bayes, théorie de la prévision pour super-
population, méthodes de classification automatique et méthodes d’analyse de données
qualitatives. Ils ont fait valoir que ’estimation pour petit domaine ne devait pas étre envisa-
gée dans une perspective globale et qu’il y avait beaucoup d’autres facteurs, comme la taille
du domaine, dont il fallait tenir compte dans le choix de ’estimateur. Cette affirmation devait
étre entérinée ultérieurement par Sarndal (1984).

La grande faiblesse des estimateurs fondés sur un modele est que les modeles a effets fixes
ne permettent pas d’obtenir des estimations de I’erreur quadratique moyenne utiles puisque
les valeurs estimées de la variance correspondante ne reflétent pas le biais dont sont entachées
inévitablement les estimations fondées sur des modeles auxquels il manque des parameétres.
On a donc envisagé I’estimation pour petites régions de deux facons différentes.

Fay et Herriot (1979) ont appliqué la théorie de I’estimation de James-Stein (James et Stein
1961) 4 des données d’échantillon afin d’établir des estimations du revenu pour de petites régions
tirées du recensement de la population et du logement de 1970 aux Etats-Unis. De fait, ils ont
utilisé une méthode empirique de Bayes qui avait été mise de ’avant par Robbins (1955) et reprise
par Efron et Morris (1975), donnant ainsi une forme précise a I’intéressante proposition de
Madow et Hansen (1975), qui avaient suggéré de faire la moyenne pondérée des estimations
de ’échantillon et des estimations obtenues par régression. Par un raisonnement semblable,
Schaible et coll. (1977) en arrivent 4 une méthode permettant de calculer un estimateur com-
posé qui est la moyenne pondérée de I’estimateur sans biais et de ’estimateur synthétique.
Stroud (1987) et Cressie (1988) donnent d’autres exemples de méthodes empiriques de Bayes
fondées sur la théorie normale, qui servent a I’estimation pour petites régions.

Battese, Harter et Fuller (1988) proposent un modele de régression a erreurs emboitées pour
estimer les moyennes et a cette fin, ils utilisent une méthode de prédiction. Dempster, Rubin
et Tsutakawa (1981) avaient proposé antérieurement un modeéle plus général pour estimer les
moyennes; il s’agissait d’un modéle de régression a coefficients aléatoires. Ces auteurs utili-
sent des méthodes bayesiennes pour estimer les effets fixes et les effets aléatoires dans des mode-
les de composantes de la covariance, ol ’on suppose, non sans hésitation, que les variances
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et les covariances sont connues et que I’algorithme EM sert dans un deuxi¢me temps a estimer
ces parametres. Non seulement les modéles a effets aléatoires ouvrent la voie a I’estimation
par la méthode du maximum de vraisemblance, mais aussi ils permettent de mesurer le degré
de fiabilité des estimations finales des paramétres au moyen de variances a posteriori.

Ericksen (1980) propose I'utilisation de I’erreur quadratique moyenne (EQM) pour évaluer
Pefficacité de la régression dans I’estimation pour petites régions. Il tente de répondre a des
questions comme celles-ci: quand doit-on ajouter des variables explicatives dans 1’équation
de régression? doit-on utiliser les méthodes de pondération de James-Stein lorsque I’estima-
tion synthétique et I’estimation obtenue par régression sont trés différentes ’'une de ’autre?
Il précise aussi qu’il ne faut pas négliger I’effet des valeurs aberrantes sur I’estimation calculée
et erreur estimée correspondante. Peut-&tre faudrait-il s’intéresser de plus pres a ’effet de
la non-vérification des hypothéses du modéle linéaire sur les estimateurs pour petites régions.

Bien qu’elles aient servi a estimer des totaux pour des statistiques comme celles touchant
le chémage et la mortalité, la plupart des méthodes exposées ci-dessus sont congues surtout
pour estimer des variables de résultat continues. Purcell et Kish (1980) ont mis au point une
méthode d’analyse de données qualitatives permettant d’estimer des totaux pour petits domai-
nes. Cette méthode consiste essentiellement 4 ajuster des modéles linéaires logarithmiques aux
données, a retrancher quelques-uns des termes d’interaction de degré supérieur et a calculer
des estimations au moyen de I’algorithme d’ajustement proportionnel itératif défini par Deming
et Stephan (1940). Nous nous proposons d’étendre ces modeles a I’estimation de proportions
pour petits domaines (au sens de Dempster et Tomberlin (1980)) en appliquant des méthodes
empiriques de Bayes a des modeles de régression logistique avec effets aléatoires. Cela aurait
notamment pour avantage de produire une mesure de la variabilité des estimations régiona-
les, a savoir les variances a posteriori approximatives. L’estimateur que nous proposons ici
est de méme nature que I’estimateur composé dont se servent Schaible et coll. (1977) pour éta-
blir les taux de chdmage, les deux estimateurs ne différant essentiellement que par la fagon
de choisir les poids. Nous croyons toutefois que le modéle empirique de Bayes offre une méthode
plus naturelle et plus intuitive pour calculer les poids. L’estimation empirique de Bayes fon-
dée sur des effets aléatoires logistiques simples s’est déja avérée utile dans 1’étude de la varia-
tion des taux de mortalité selon les régions (voir Miao 1977). Des modeles a effets aléatoires
un peu plus complexes ont été utilisés pour estimer des proportions a I’aide de données de
I’Enquéte mondiale sur la fécondité (Wong et Mason 1985) et des parameétres de Poisson a I’aide
de données sur I’assurance-automobile (Weisberg, Tomberlin et Chatterjee 1984 et Tomberlin
1988).

Roberts, Rao et Kumar (1987) ont ajusté des modeles de régression logistique a des don-
nées binaires obtenues au moyen de plans de sondage complexes, construit des pseudo-
estimateurs du maximum de vraisemblance et comparé leurs estimations a des estimations non
biaisées. Ils ont aussi proposé un test de validité de I’ajustement pour leur modele, qui tient
compte du plan de sondage. La différence fondamentale entre notre méthode et celle de Roberts
et coll. est qu’en incluant les caractéristiques du plan de sondage dans le modele, nous pou-
vons estimer les parametres et avoir une bonne idée de la fiabilité de ces estimations grace aux
méthodes du maximum de vraisemblance.

2. LE MODELE

Conformément au modele d’analyse de Dempster et Tomberlin (1980) dans sa forme la plus
générale, nous définissons un modele qui exprime les probabilités liées aux unités de la popu-
lation en fonction de variables qualitatives, de covariables continues et de caractéristiques
d’échantillonnage. Les modeles analysés dans cet article sont des cas particuliers du modele
suivant:

logit (7,,) =0, + X, 8 +9¢, 2.1
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ou ,, représente la probabilité d’une ‘‘réponse’” pour I'unité » dans la case p, ’indice p dési-
gne un ensemble de covariables qualitatives et ’indice », un ensemble de caractéristiques
d’échantillonnage hiérarchiques (c.-a-d., UPE, USE dans UPE, et ainsi de suite). Le paramé-
tre 6, représente la somme des effets de classification fixes et le paramétre ¢,, la somme des
effets aléatoires liés aux caractéristiques d’échantillonnage; le vecteur X, est un vecteur de
covariables quantitatives et le paramétre 38, un vecteur de parameétres de régression linéaire logis-
tique fixes. On suppose que les effets aléatoires ont une distribution paramétrique; il s’agit
le plus souvent d’une distribution normale multidimensionnelle. Pour obtenir I’équation de

7, ON transforme 1’équation (2.1) de la facon suivante,

T = [1+exp(—(, +X,+¢)1 " (2.2)

Prenons un exemple simple pour illustrer nos propos. Le taux d’activité est la proportion
qui nous intéresse en 1’occurrence. Supposons que nous avons une variable de classification
qui indique le sexe et une covariable continue qui indique I’4ge de la personne. Supposons en
outre que le plan de sondage prévoit un échantillonnage 4 deux degrés simple. Le premier degré
consiste en un échantillonnage de comtés et le second, en un échantillonnage aléatoire simple
de personnes dans chacun des comtés choisis.

logit (7,,) = 6, + X,, 8 + & 2.3)
¢; ~ i.i.d. selon une loi normale (0, ¢?). (2.4)

Dans le modeéle ci-dessus, ’indice de classification, u désigne le sexe de la personne; I’indice
des caractéristiques d’échantillonnage, » = Jj, désigne la personne j dans ’'UPE i; X,, désigne
I’age de la personne et ¢; est un effet aléatoire rattaché a I'UPE i.

Le fait de supposer que les effets rattachés aux UPE sont indépendants et identiquement
distribués implique que les écarts observés pour les UPE par rapport & la partie fixe du modéle
sont interchangeables, c¢’est-a-dire que, hormis les effets de I’age et du sexe, il n’existe pas
d’information systématique sur les différences de taux d’emploi entre les comtés. Evidemment,
ce genre d’information existerait dans une situation réelle, par exemple industrie dominante,
distance par rapport aux principaux marchés, ventes au détail, etc. Il faudrait alors incorpo-
rer cette information supplémentaire dans le modele. Cependant, pour les besoins de la cause
nous allons conserver notre modéle simple. Pour simplifier la formulation mathématique, nous
avons choisi une distribution normale pour les termes d’erreur et il faudra aussi évaluer les
conséquences de ce choix aprés une analyse des données réelles. Il est facile d’ajouter des cova-
riables, qualitatives ou quantitatives, dans le modéle défini en (2.3-4).

En théorie, il est également facile d’étendre le modéle 4 des plans de sondage plus complexes.
Par exemple, on peut modéliser les données recueillies a I’aide d’un plan d’échantillonnage
a trois degrés en se servant des effets aléatoires emboités, ce qui donne:

logit (7,,) =0, + X, 8 + ¢ + ¢ 2.3)
¢; ~ normale (0, o?)
¢j;) ~ normale (0,022).

Dans le modéle ci-dessus, I’indice des caractéristiques d’échantillonnage, » = ijk désigne la
personne k dans "'USE J, elle-méme comprise dans 'UPE i. Le paramétre ¢; est ’effet aléa-
toire rattaché 2 PUPE i et ¢, est I’effet aléatoire emboité rattaché & I'USE j dans I'UPE i.
On pourrait aussi inclure les variables de stratification dans Ia partie du mode¢le qui représente
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les effets fixes. Bien qu’il soit facile de formuler des modeles qui correspondent a des plans
de sondage & plusieurs degrés sans pousser plus loin la recherche, nous ne pouvons dire encore
s’il sera difficile de produire des estimations a I’aide de ces modeles plus complexes.

Dans la réalité, les variables explicatives devraient étre définies 4 1’aide des données. 1l fau-
drait pour cela élaborer une sorte de méthode de sélection de modele. Bien que I’élaboration
de telles méthodes ne soit pas I’objet premier de cet article, il est possible d’imaginer une méthode
qui reposerait sur une analyse préliminaire qui ferait usage, par exemple, des méthodes de sélec-
tion de variables utilisées normalement pour les modeéles de régression logistique, et qui ont
été décrites par Haberman (1978). On pourrait réaliser ce genre d’analyse sans tenir compte
des paramétres d’effets aléatoires. Aprés avoir choisi une série de variables explicatives, on
introduirait alors les effets aléatoires de la fagon prescrite par le plan de sondage.

3. ESTIMATEURS

Dans cette section, nous allons construire des estimateurs empiriques de Bayes pour le modele
simple défini par les équations (2.3-4). Nous supposons premiérement que la variance, o?, est
connue et que les estimateurs bayesiens des probabilités 7,; sont calculés. Nous nous servons
ensuite de I’algorithme EM, décrit par Dempster, Laird et Rubin (1977), pour calculer I’esti-
mateur du maximum de vraisemblance de o? étant donné des estimateurs empiriques de Bayes.
Enfin, nous calculons les variances a posteriori de ces estimateurs. La méthodologie est la méme
que celle exposée dans Laird (1978) et Tomberlin (1988).

3.1 Estimateurs de Bayes

Comme le soulignent Laird (1978), dans son analyse de tableaux de contingence, Dempster,
Rubin et Tsutakawa (1981), dans leur analyse des composantes de variance pour les modeles
linéaires, et Tomberlin (1988), dans son analyse de données de Poisson, on peut faire une analyse
bayesienne d’un modele mixte comme celui défini en (2.3-4) en appliquant une distribution
a priori uniforme aux parametres fixes, 8, et 8 et la distribution a priori définie en (2.4) aux
parametres aléatoires, ¢;.

Soit y le vecteur des variables de résultat (0-1) qui indiquent si une personne appartient ou
non 2 la population active et y le vecteur des w, probabilités individuelles «,;;. Les données
sont alors distribuées selon une binomiale produit définie comme ci-dessous:

pv| m e T w0 — mp)” =70, G.1)

uij

La distribution a priori des paramétres est définie
2 7
P, ¢, B 0%) o exp —2272 . (3.2)
i

Par conséquent, la distribution conjointe des données, y, et des parameétres est définie

PO, 8, ¢, 8| 0% X) = p(r| 8, ¢, 8, 0%, X) p@, ¢, B| ¢°, X) (3.3)

2
[ H 7,-“);]/”] ;Lij) (l_y"'ij):l €Xp [_ Z ;—‘Iz] .

wij
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De cela nous déduisons la distribution a posteriori des parameétres

p(», 8, ¢ 8] 0% X)

3.4
p(y| o*, X) G4

p(8, ¢, By, 0% X)

11 n’est pas possible d’obtenir une expression en forme analytique pour la distribution a pos-
teriori définie ci-dessus a4 cause de ’intégration trés complexe qu’il faudrait exécuter pour obte-
nir la distribution marginale de y. Dans les circonstances, nous allons recourir a la méthode
d’approximation utilisée par Laird (1978) et Tomberlin (1988). Nous exprimons la distribu-
tion a posteriori comme une distribution normale multidimensionnelle dont la moyenne coincide
avec le mode de (3.4) et la matrice des covariances égale I’inverse de la matrice d’information
calculée au mode.

Pour connaitre le mode, nous devons résoudre le systéme d’équations suivant. Cela peut
se faire a I’aide d’un algorithme de Newton-Raphson multidimensionnel.

Y i X = )0 oy Xy (3.5)

wij mij

E Yuij = E T pii (3.6)
i i

-~

E Duj — i) — qﬁ; = 0. (3.7
ui g

On détermine la matrice des covariances a posteriori des parameétres en inversant le négatif
de la matrice des dérivées secondes du logarithme de (3.4) par rapport aux parameétres, calcu-
lée au mode. On notera que le dénominateur de (3.4) ne figure ni dans les équations pour le
mode, ni dans la matrice des covariances.

Les éléments de ’inverse de la matrice des covariances a posteriori sont définis comme suit:

—92 .
B> - E iy (1 = W) Xy 3-8
wij

— 92
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—92
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3.2 Estimateurs empiriques de Bayes

Pour déterminer des estimateurs empiriques de Bayes, il faut estimer la variance a priori,
a2, al’aide des données. Nous aurons une estimation fiable de la variance 4 la condition que
I’échantillon renferme un nombre suffisant d’UPE; si le nombre d’UPE est insuffisant, il sera
alors préférable d’utiliser une méthode purement bayesienne. Nous nous proposons d’estimer
la variance a priori au moyen de I’algorithme EM défini par Dempster, Laird et Rubin (1977).
Le modele général d’estimation est le méme que celui utilisé par Laird (1978) pour I’analyse
de tableaux de contingence et Tomberlin (1988) pour ’analyse de données de Poisson dans
une classification & deux critéres. Pour ce qui est des estimations relatives a ’échantillon & deux
degrés simple, nous les calculons exactement de la méme facon que Leonard (1988).

On déclenche I’algorithme en choisissant une valeur de départ, 0(20), pour la variance. On
déterminer ensuite la distribution a posteriori des effets aléatoires, ¢;, a4 I’aide d’une analyse
bayesienne comme celle décrite & la Section 2, puis on utilise la distribution ainsi obtenue pour
Pétape E de I’algorithme, ol on calcule ’espérance de la statistique exhaustive en fonction des
données. Enfin, on proceéde a I’étape M de ’algorithme en calculant simplement la fonction
du maximum de vraisemblance des statistiques exhaustives. Pour une description plus détail-
1ée de ’algorithme EM pour les fonctions de densité exponentielles courantes, voir Dempster,
Laird et Rubin (1977). On répéte ensuite le processus par une analyse bayesienne fondée cette
fois sur la nouvelle valeur estimée de la variance, 0%1). L’algorithme est ainsi exécuté jusqu’a
ce qu’il y ait convergence.

3.3 Estimateurs de proportions pour petites régions

Dans les sections 3.1 et 3.2, nous avons présenté les valeurs estimées des parametres du
modele défini en (2.3-4), ainsi que les variances et les covariances a posteriori correspondan-
tes. Nous allons maintenant nous servir de ces paramétres estimés pour établir, & I’aide d’une
méthode de prédiction, des estimations de proportions pour petites régions. A cette fin, nous
faisons la moyenne des probabilités individuelles estimées en supposant que la taille de I’échan-
tillon dans chaque petite région est faible par rapport a la taille de la population correspondante:

)

)

Y

Tpij

(3.14)

ou N, est le nombre de personnes dans la petite région i et ol la probabilité estimée se ratta-
chant a la personne pij, %,;, est déterminée par la transformation de la fonction logistique,
c.-a-d.

= [1 + exp{— (0, + X,;8 + &)1 (3.15)

Pour déterminer les variances a posteriori des estimateurs de proportions pour petites régions,
il est indiqué de se servir d’une notation plus classique pour la partie linéaire du modele, notam-
ment en utilisant des variables indicatrices pour désigner les classifications. Soit Z,;; un vecteur
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de variables explicatives, tant quantitatives que qualitatives, se rattachant a la personne pij
et I un vecteur des parameétres du modéle. Alors,

ZLiT=0,+ X,; 8+ ¢, (3.16)

pij =

= [1 + exp (=Z5; )17 (3.17)

B

Par la méthode d’approximation de Taylor, nous pouvons définir la formule de la variance
a posteriori de la proportion estimée pour une petite région.

Var(p;) = [ Z Z] ;i w (1 — frpzj)] é[ E Z,;j T, (1 — ';r;u‘j):l- (3.18)
) N L

Dans I’équation ci-dessous, f‘r est la matrice des covariances a posteriori des parametres esti-

més de la régression logistique T.

Si la taille de I’échantillon dans une petite région représente une partie appréciable de la popu-
lation de cette région, on pourra accroitre le degré de précision en appliquant la méthode de
prédiction uniquement aux unités non échantillonnées, comme 1’a fait pour la premicre fois
Royall (1970) dans le cas de I’échantillonnage pour population finie.

4. SIMULATION

Nous avons réalisé une simulation pour illustrer les caractéristiques de trois méthodes d’esti-
mation de proportions pour petites régions,a savoir I’estimation non biaisée classique, I’esti-
mation fondée sur un modele, qui s’apparente A ’estimation ‘‘synthétique’’ de Gonzalez et
Hoza (1978), ainsi qu’une version modifiée de I’estimation empirique de Bayes décrite dans
la section précédente. La simulation a porté sur un plan de sondage a deux degrés. Les 15 uni-
tés primaires d’échantillonnage (UPE) représentaient les sous-régions pour lesquelles il fallait
estimer un taux d’activité. Un échantillon aléatoire simple de 25 personnes a été prélevé dans
chacune des UPE, ce qui faisait un échantillon global de 375 personnes. Pour contourner le
probleéme de 1’échantillonnage pour population finie, nous avons supposé que les populations
des sous-régions étaient infinies.

Comme il s’agissait ici d’évaluer des méthodes d’estimation pour petites régions, nous avons
décidé de simuler le ré-échantillonnage au second degré seulement. Autrement dit, nous avons
tiré les 15 mémes UPE pour chacune des simulations mais chaque échantillon formé a partir
de ces UPE était différent. La simulation a consisté en 205 répétitions.

Les données ont été générées a ’aide du modele défini par I’équation (2.3). Les paramétres
étaient définis de la fagon suivante:

6, = — 0.5 @.1
9, = — 1.0
B =0.1.

Les paramétres aléatoires ¢; ont été tirés d’une distribution normale de moyenne nulle et
d’écart type 0.25. On a pu obtenir les probabilités 7, en transformant la fonction logistique
comme en (3.15).
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Tableau 1
Taux d’activité de la population par sous-région
Sous-région 1 2 3 4 5 6 7 8
Taux d’activité 0.79 0.79 0.96 0.88 0.90 0.95 0.86 0.96
Sous-région 9 10 11 12 13 14 15
Taux d’activité 0.61 0.87 0.81 0.91 0.94 0.92 0.83

Dans ’expression (4.1), 6, et 6, représentent les effets fixes relatifs aux hommes et aux fem-
mes respectivement. En d’autres termes, le risque relatif pour Pactivité chez les hommes est
exp [0.5] = 1.65. Le paramétre 3 désigne la pente et est lié & 1’age tandis que ¢; représente
les effets aléatoires logistiques qui se rattachent aux 15 UPE ou sous-régions.

Les variables explicatives ont été générées avec des distributions identiques dans les 15 sous-
régions. L’4ge était distribué uniformément sur I’intervalle [20, 40], le sexe de chaque per-
sonne était déterminé a I’aide d’une distribution de Bernoulli avec une proportion de 0.5, et
les deux variables explicatives étaient supposées &tre distribuées de facon indépendante. Le
tableau 1 donne le taux d’activité de la population pour les 15 sous-régions. Comme nous avons
supposé que la distribution des variables explicatives était la méme dans les 15 sous-régions,
les effets aléatoires ¢; constituaient donc la seule source de variation entre les sous-régions.
Le caractére aléatoire de ces effets peut entrainer une variation notable du taux d’activité entre
les sous-régions, comme I’illustre particuliérement bien la sous-région 9.

Les proportions observées pour les échantillons de sous-régions ont servi d’estimations non
biaisées. L’estimateur synthétique était fondé sur le modele logit a effets fixes ci-dessous,

logit (7,,) = 0, 4.2)

ou 7, et 6, sont définis comme dans le modele a effets aléatoires (2.3). Notons que I’estima-
teur sans b1a1s est formé a I’aide des données d’une seule sous-région tandis que I’estimateur
synthétique est formé a ’aide de données provenant de toutes les sous-régions. En revanche,
Ie biais des estimateurs synthétiques variera en fonction de I’incapacité du modéle (4.2) de tenir
compte des différences entre les sous-régions.

Le troisieme estimateur analysé ici est une version modifiée de I’estimateur empirique de
Bayes proposé dans la section 3. Compte tenu du temps que prend I’ordinateur pour estimer
la composante de la variance liée aux effets de sous-région, on s’est servi en fait de I’estima-
teur de Bayes décrit 4 la section 3.1. La variance a pr10r1 utilisée dans les circonstances était
la valeur connue de la variance définie en (4.1), qui a servi a la simulation des données. A cause
de ce compromis, les résultats indiqués ci-dessous pour I’estimateur ‘‘empirique de Bayes”’
devraient étre légérement meilleurs que ceux que I’on obtiendrait au moyen d’un véritable esti-
mateur empirique de Bayes. Toutefois, d’aprés des analyses de sensibilité visant & déterminer
I’effet de variations dans la variance a priori, les résultats que ’on obtiendrait a I’aide d’un
estimateur empirique de Bayes ne devraient pas &tre trés différents de ceux indiqués ici pour
la version modifiée de cet estimateur.

Afin d’analyser le biais (au sens classique de I’induction fondée sur un plan), nous avons
fait la moyenne des estimations pour les 205 répétitions. La figure 1 donne les moyennes per-
tinentes pour chacune des 15 sous-régions et chaque méthode d’estimation. Les taux d’activité
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Figure 1. Moyennes des taux d’activité estimés établies selon les trois méthodes d’estimation pour
chaque sous-région

de la population sont représentés dans le graphique comme des ‘‘proportions réelles’’. Ces taux
coincident presque parfaitement avec les estimations non biaisées moyennes, ce qui explique
qu’ils ne paraissent pas sur le graphique pour la plupart des sous-régions. Cela confirme la
propriété d’étre sans biais des estimateurs classiques.

Les estimations synthétiques varient peu d’une sous-région a I’autre. Comme les taux d’acti-
vité pour les 15 sous-régions reposent sur les mémes parametres estimés fixes, la seule source
de variation entre les sous-régions est la faible variabilité des distributions réalisées des varia-
bles explicatives. Le biais peut &tre élevé, comme c’est le cas pour la sous-région 9, ou la méthode
synthétique engendre un biais positif élevé. En revanche, précisons qu’il ne fallait pas s’atten-
dre 2 ce que cette méthode soit trés efficace a cause de la faible variabilité des distributions
des variables explicatives d’une sous-région a ’autre.

Les estimations moyennes calculées 4 I’aide de I’estimateur empirique de Bayes se situent
entre les estimations non biaisées et les estimations synthétiques. Elles sont biaisées (au sens
classique du terme) mais leur biais est moindre que celui de I’estimateur synthétique du modele
a effets fixes.

Nous avons aussi calculé la précision P (racine carrée de "EQM) (ET) empirique des trois
estimateurs; celles-ci sont représentées dans la figure 2. Par ce graphique, nous pouvons voir
pour quelles sous-régions I’estimateur synthétique est le plus efficace ou le moins efficace. Pour
ce qui est des sous-régions 7 et 10, ou I’effet de sous-région est presque nul, I’espérance mathé-
matique de I’estimateur synthétique est voisine de la proportion de la population. Dans ces
sous-régions, ’estimateur synthétique est celui des trois qui a, de loin, la valeur de P ’ET la
moins élevée. Etant construit 4 I’aide de données prises dans tout ’échantillon, P’estimateur
synthétique est caractérisé par une faible variance d’échantillonnage. En revanche, pour ce qui
a trait a la sous-région 9, ou P’effet de sous-région est trés prononcé, le P de P’estimateur
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Figure 2. Précision ‘P’ empirique des trois estimateurs par sous-région

synthétique est aussi trés élevé a cause du biais élevé de I’estimateur. Quant & I’estimateur empi-
rique de Bayes modifié, le fait qu’il regroupe des données de toutes les sous-régions lui permet
d’afficher un P relativement moindre sans &tre entaché d’un biais comme celui qui caractérise
Iestimateur synthétique dans les sous-régions ou I’effet de sous-région est prononcé. Dans tous
les cas sauf deux, I’estimateur empirique de Bayes modifié a une valeur de P moindre que ’esti-
mateur sans biais. Pour la sous-région 3, les deux estimateurs ont a peu prés le méme P tandis
que pour la sous-région 9, ou ’effet de sous-région est prononcé, I’estimateur empirique de
Bayes modifié a une valeur de P légérement plus élevée que celle de I’estimateur sans biais.
En résumé, I’estimateur empirique de Bayes modifié est parfois le plus efficace des trois mais
jamais le moins efficace.

Une des principales carences des estimateurs synthétiques du modele a effets fixes est la dif-
ficulté que I’on a a obtenir des mesures de précision valables. Les seules mesures qu’il est pos-
sible d’obtenir sont les variances d’échantillonnage. Il n’existe pas de mesure, comme le biais,
qui mette en évidence les faiblesses du modeéle. En revanche, pour ce qui a trait aux estima-
teurs sans biais, les estimations usuelles de la variabilité d’échantillonnage sont aussi les esti-
mations de I’erreur quadratique moyenne (EQM) puisqu’il n’y a pas de biais. Enfin pour ce
qui concerne les estimateurs empiriques de Bayes, on se référe a la matrice des covariances a
posteriori des paramétres pour obtenir des mesures de variabilité. Ces variances a posteriori
indiquent la variabilité d’échantillonnage ainsi que le ‘‘biais’> qui découle des faiblesses du
modele 3 effets fixes simple. Cette source de variation est mesurée par la variabilité des para-
métres d’effets de sous-région.

Dans la figure 3, nous comparons I’utilité de ces mesures de variation. Sur ’axe vertical,
nous trouvons le P empirique, que I’on obtient en comparant, pour chaque sous-région, les
estimations des échantillons répétés avec les proportions de population connues. L’axe
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Figure 3. Précision ‘P> empirique en fonction de la précision P enregistrée, pour chacune des
trois méthodes d’estimation

horizontal correspond au ‘‘P’’ enregistré. Pour ce qui est de I’estimateur non biaisé classique,
le ““P’’ enregistré correspond simplement  I’écart type d’échantillonnage pour I’échantillon-
nage aléatoire simple. Pour I’estimateur synthétique, il s’agit aussi de I’écart type d’échantil-
lonnage, corrigé en fonction de 1’échantillonnage en grappes. En ce qui a trait 4 Pestimateur
empirique de Bayes, le *“P’’ enregistré est Ia racine carrée de la variance a posteriori de la pro-
portion estimée, établie a I’aide des méthodes décrites dans la section 3.2.

On remarquera tout d’abord que les points que se rapportent 4 1’estimateur sans biais sont
disposés comme s’ils se trouvaient sur une droite, indiquant pas le fait méme une tres grande
similitude entre les P enregistrés et les P empiriques. Ce résultat est peu surprenant étant donné
I’absence de biais dans ce cas; les P enregistrés et les P empiriques sont donc simplement des
écarts types d’échantillonnage. Par contre, les points qui se rapportent & I’estimateur synthé-
tique sont concentrés dans I’intervalle [0.015, 0.020] sur I’axe horizontal. Dans ce cas, les P
enregistrés sont des estimations d’écart type d’échantillonnage, qui sont toutes tres faibles étant
donné qu’il s’agit d’estimateur synthétique. Toutefois, si I’on examine les P empiriques, on
constate une toute autre répartition. Les P empiriques vont de 0.015 4 0.100 et il y a une valeur
aberrante au-dela de 0.250 (sous-région 9). Dans ce cas, les variances d’échantillonnage ne suf-
fisent pas pour mesurer la variabilité des estimations.

L’estimateur empirique de Bayes modifié constitue une fois de plus une solution interme-
diaire. Toutefois, pour ce qui a trait au rapport entre le P enregistré et le P empirique, esti-
mateur sans biasis. A I’exception du point qui a trait & la sous-région 9, les P enregistrés moyen
sont voisins des P empiriques correspondantes.



260 MacGibbon et Tomberlin: Estimation de proportions pour petites régions

5. CONCLUSIONS

Par la simulation d’un échantillon 2 deux degrés, ol les UPE sont des sous-régions, nous
avons pu constater que I’estimateur empirique de Bayes modifié était généralement supérieur
a deux autres estimateurs courants. L’évaluation des estimateurs a porté sur trois aspects:
biais, erreur type et utilité de mesures de variation estimables. La simulation montre que
I’estimateur classique est supérieur aux deux autres au point de vue du biais, ce qui est tout
a fait normal étant donné qu’il est non biaisé selon le plan. En outre, on peut calculer des
estimations valables de la précision P pour cet estimateur en se servant de méthodes stan-
dard. Cependant, ces estimateurs sont caractérisés par un P élevé du fait qu’ils sont cons-
truits a partir d’une quantité limitée de données. En effet, contrairement aux deux autres
estimateurs, I’estimateur classique ne permet pas d’établir des estimations pour les sous-régions
qui ne sont pas incluses dans I’échantillon.

A Dautre bout du spectre, ’estimateur synthétique est beaucoup plus stable que les deux
autres. Comme toutes les estimations reposent sur des données provenant de tout ’échantil-
lon, la variance d’échantillonnage est beaucoup plus faible que celle des deux autres estima-
teurs. Par contre, ’estimateur synthétique n’est pas congu pour des sous-régions qui sont
tres différentes des autres méme lorsqu’il existe des données d’échantillon qui tendent a con-
firmer cet état de fait. En outre, les estimations de variabilité pour cet estimateur, sous forme
d’écart type d’échantillonnage, sont particuliérement trompeuses puisqu’elles ne tiennent
compte d’aucune entorse au modele a effets fixes.

Constituant une solution intermédiaire, I’estimateur empirique de Bayes modifié¢ s’avere
acceptable sur les trois plans étudiés. Du fait qu’il utilise les données de sous-régions (dans
la mesure ou il s’agit de données fiables), cet estimateur est a I’abri des biais élevés qui carac-
térisent I’estimateur synthétique. Par ailleurs, en intégrant des données recueillies dans tout
I’échantillon, cet estimateur a une variance d’échantillonnage et, régle générale, un P moins
élevés que ceux de Pestimateur sans biais. Enfin, les variances a posteriori sont des mesures
de variabilité utiles dans ce cas.

Il y a encore beaucoup a faire dans I’analyse des estimateurs proposés. Premi¢rement,
il faudrait voir quelles seraient les conséquences de I’utilisation de véritables estimateurs empi-
riques de Bayes au lieu d’estimateurs modifiés. Il faudrait aussi définir des lignes directrices
a propos du nombre minimum d’unités d’échantillonnage requises pour garantir la validité
de l'inférence bayesienne. Comme les vrais estimateurs empiriques de Bayes utilisent des varian-
ces a priori estimées, il faut des méthodes qui puissent tenir compte de cette source de varia-
tion additionnelle. On pourrait utiliser, par exemple, les techniques ‘‘bootstrap’’ analysées
par Laird et Louis (1987). En deuxiéme lieu, il faudrait généraliser les méthodes d’estimation
de maniere qu’elles puissent s’appliquer & des plans d’échantillonnage & trois degrés ou plus.
M&éme si cela est facilement concevable au point de vue théorique, il en est tout autrement
au point de vue statistique. Enfin, il faudrait appliquer ces méthodes & des données réelles
avant d’en recommander officiellement I’utilisation pour I’établissement d’estimations
régionales.
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