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Mise a jour de la taille de population dans un plan PPTSR

ALAN SUNTER!

RESUME

On doit parfois mettre 4 jour I’échantillon PPTSR des unités de premier degré (u.p.€.) d’un plan de son-
dage a plusieurs degrés afin de tenir compte des nouveaux effectifs observés dans ces unités. Toutefois,
compte tenu des ressources considérables que nécessitent 1’établissement des cartes dans les u.p.é., la
segmentation, le listage, le recrutement des recenseurs, etc., on voudrait conserver dans la mesure du
possible les mémes u.p.é., pourvu que les probabilités d’échantillonnage puissent étre considérées comme
proportionnelles aux nouveaux effectifs. La méthode exposée dans cet article différe de toutes celles qui
ont été décrites antérieurement en ce qu’elle vaut pour n’importe quelle taille d’échantillon et qu’elle ne
nécessite pas une énumération de tous les échantillons possibles. De plus, il n’est pas nécessaire de con-
server la méme méthode d’échantillonnage. Par conséquent, la méthode proposée ici rend possible non
seulement la mise  jour de la taille de population mais aussi I'utilisation d’une nouvelle méthode d’échan-
tillonnage.

MOTS CLES: PPTSR; mise a jour de ’échantillon; échantillonnage progressif avec PPT.

1. INTRODUCTION

On doit parfois mettre 4 jour I’échantillon PPTSR des unités de premier degré (u.p.€é.) d’un
plan de sondage a plusieurs degrés afin de tenir compte des nouveaux effectifs observés dans
ces unités. Par exemple, ce genre d’opération devient nécessaire lorsque les u.p.é. sont des
secteurs de dénombrement (ou des grappes de secteurs de dénombrement) et que de nouveaux
chiffres de population et du logement pour ces secteurs sont rendus publics par suite d’un recen-
sement ou lorsqu’on décide de faire une mise & jour provisoire de I’effectif d’une strate d’échan-
tillonnage apres avoir observé une croissance inégale des effectifs des SD durant une période
intercensitaire. Toutefois, compte tenu des ressources considérables que nécessitent 1’établis-
sement des cartes dans les u.p.€., la segmentation, le listage, le recrutement des recenseurs,
etc., nous aimerions conserver dans la mesure du possible les mémes u.p.¢., pourvu que les
probabilités d’échantillonnage, qui étaient initialement proportionnelles & 1’ancien effectif,
soient désormais proportionnelles au nouvel effectif. Kish et Scott (1971) font une analyse détail-
lée de la question pour n = 1, cette analyse étant la généralisation d’une méthode qui avait
été élaborée antérieurement par Keyfitz (1951). Ils précisent que leur méthode peut s’appli-
quer sans probléme a I’échantillonnage avec remise (PPTAR) pour n > 1. Elle peut aussi étre
utilisée (Drew, Choudhry et Gray 1978; Platek et Singh 1978) pour les plans PPTSR otz > 1
lorsque la méthode utilisée est celle de Rao, Hartley et Cochran (1962), laquelle prévoit la
formation de n groupes aléatoires et le prélévement d’une u.p.é. dans chaque groupe. Par
contre, elle devient inapplicable si, comme il faut s’y attendre, nous désirons former de nou-
veaux groupes aléatoires en fonction des effectifs révisés. Fellegi (1966) décrit deux méthodes
pouvant s’appliquer 4 un échantillon PPTSR de taillen = 2 prélevé au moyen de la méthode
élaborée quelques années plus tot (Fellegi 1963).

La méthode décrite ci-dessous s’apparente a la seconde méthode de Fellegi et donne des résul-
tats qui se rapprochent sensiblement de ceux de Fellegi lorsqu’elle est appliquée aux mémes
exemples. En revanche, elle ne nécessite pas une énumeération de tous les échantillons possibles
et peut donc s’appliquer 4 n’importe quelle valeur de # et N. Bien qu’elle puisse s’appliquer
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formellement 4 n’importe quelle méthode de type PPTSR pour laquelle il est possible d’éta-
blir la probabilité de sélection de n’importe quel échantillon, cette méthode de mise a jour est
surtout utile pour les méthodes PPTSR ou la totalité, ou presque, des sous-ensembles n-uple
sont des échantillons possibles avec probabilité approximativement proportionnelle au produit
des probabilités d’échantillonnage de leurs unités respectives. A des fins d’illustration, nous
allons utiliser une méthode de ce genre, a savoir I’échantillonnage progressif avec ppt (Sunter
1986, 1989).

2. FONDEMENTS THEORIQUES DE LA METHODE DE MISE A JOUR

Soit un échantillon PPTSR tiré initialement avec probabilités {7, 712, ..., T1,} Propor-
tionnelles aux effectifs originaux {z;;, Z125 - - -» Z1x}. NOus voulons tirer un nouvel échantil-
lon PPTSR suivant une nouvelle série de probabilités {7,;, 7, ..., 2,} proportionnelles
aux effectifs révisés {21, 22, - - -» 222} - Cependant, nous voulons procéder de telle maniére
qu’il y ait de fortes chances de conserver 1’échantillon original.

Nous supposons que, pour n’importe quel n-tuple S, y compris bien siir ', I’échantillon
initial, il est possible de calculer P, (S), la probabilité d’échantillonnage selon le plan origi-
nal, et P,(S), la probabilité d’échantillonnage selon un nouveau plan. Pour de nombreux
échantillons, ’une ou I’autre de ces probabilités ou les deux pourront étre nulles selon de nom-
breux plans (p. ex.: échantillonnage systématique avec ppt); il est clair, toutefois, que Py (S")
ne peut &tre nulle en I’occurrence.

Le processus est le suivant:
Ftape 1: a)  Calculer P;(S’), P»(S’).
b) Si P,(S’) = P;(S’), conserver I’échantillon.

<) Si P,(S’) < P{(S’), conserver I’échantillon avec une probabilité
P,(S’)/P,(S’). Sirejeté, passer a I’étape 2.

Etape 2: a) SiI’échantillon original n’a pas été conservé, tirer un nouvel échantil-
lon, appelé S; avec un probabilité P,(S;). Si P,(S;) < P,(S;) rejeter
I’échantillon; autrement, conserver I’échantilion avec une probabilité
1 — P(S,))/P5(S;) . Sirejeté, passer a I’étape 2(b).

b) Si I’échantillon de I’étape 2(a) a été rejeté, tirer un nouvel échantillon
et procéder comme a I’étape, 2(a).

¢),d), ... Reprendre les étapes 2(a), 2(b), ... jusqu’a ce qu’un échantillon
soit accepté.

L’échantillon que I’on obtient éventuellement par ce processus a la structure de probabilité
voulue tant pour les probabilités d’échantillonnage des unités que pour les probabilités com-
posées d’échantillonnage des paires d’unités. Autrement dit, on peut considérer cet échantil-
lon comme prélevé suivant le nouveau plan. En particulier, puisqu’il a la méme structure de
probabilité composée, il a la méme variance d’échantillonnage.

Définissons P* comme la probabilité que le processus ne se termine pas a I’étape 1 et P**
comme la probabilité conditionnelle qu’il ne se termine pas a I’étape 2(a), étant donné qu’il
n’a pas pris fin 4 I’étape 1. Evidemment, P** représente aussi la probabilité conditionnelle que
le processus ne se termine pas a une étape subséquente quelconque, étant donné qu’il n’a pas
pris fin & n’importe quelle autre étape qui la précéde. Nous avons alors
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P*

E (1 = Pp(S8)/P1(S))P1(S))
Py (Sp) < Py(Sp

E (P1(S) — Py(S)) 09)

Py (Sp) < P1(S))
ol i sert désormais d’indice pour les sous-ensembles n-tuple des N unités de la population, et

P =1 — E (1 = Py(S)/P2(8))P2(S))

iP1(S;) < Pa(S)

1 - ) (P2(S;) — Pi(S)) @

EP1(S)) < Py(S))

Comme ¥ ;P;(S;) = Y:P»(S;) = 1, il est facile de constater que les termes de sommation
des équations (1) et (2) doivent étre égaux entre eux et que, par conséquent, P* = 1 — P**,

Si nous désignons la probabilité d’échantillonnage ultime par P’, nous avons (selon un
plan):

Pour le(S,) < Pl(St)
P’ (S) = Pi(S) (Py(S)/P(S))

= P,(S;), ce qui est le résultat recherché.

Pour i:P,(S;) = Py(S))
P’ (S) = Pi(S;) + P*(1 — Py(S))/Py(5))P(S)
4+ P*P**(1 — Py(S))/P2(S))Py(S))
+ P*(P**)*(1 — Py(S5)/P,(S))P2(S))
+ P*(P**)3(1 — Pi(S)/P2(S))P(S))
+ ...
= P(S;) + P*(Py(S) — Pi(S))/(1 — P**)

= P,(S))

ce qui est le résultat recherché.

Enfin, nous remarquons que le nombre espéré d’“‘essais’ a I’étape 2, étant donné que
1’échantillon original n’a pas été conservé a 1’étape 1, est défini par la formule de la distribu-
tion binomiale pour le temps d’attente 1/(1 — P**) = 1/P*.
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3. APPLICATION ET EXEMPLES

Le nouveau plan d’échantillonnage peut différer de I’ancien a d’autres points de vue que
celui de la probabilité d’échantillonnage des unités. Nous pourrions passer, par exemple, d’un
échantillonnage systématique avec PPT 4 un échantillonnage progressif avec PPT (Sunter 1986,
1989) ou méme d’un échantillonnage avec PPTAR (probabilité proportionnelle a la taille avec
remise) & un échantillonnage avec PPTSR. Dans ce dernier cas toutefois, un échantillon ini-
tial qui contiendrait plus d’une fois la méme u.p.é. aurait une probabilité de sélection nulle
selon le plan PPTSR. Notons que la méthode peut encore étre appliquée lorsque de nouvelles
u.p.é. sont incluses dans la strate mais que la taille de I’échantillon demeure la méme.

La méthode a probablement sa plus grande utilité (du point de vue de la probabilité de con-
server le méme échantillon) lorsque 1’ancien et le nouveau plan d’échantillonnage sont tels que
la totalité ou la presque totalité des échantillons sont réalisables et que leurs probabilités de
sélection sont approximativement proportionnelles au produit des probabilités d’échantillon-
nage de leurs unités respectives. Dans ces conditions, et dans la mesure ou la variation des effec-
tifs n’est pas trop grande, P, (S;) et P,(S;) auront tendance a &tre comparables de sorte que
la probabilité de conserver le méme échantillon sera relativementé levée. La méthode mention-
née plus haut a toutes les propriétés voulues pour ce genre d’application. Comme c’est cette
méthode que nous utiliserons dans les exemples présentés plus loin, nous allons maintenant
nous attacher a la décrire. Cette méthode existe en deux versions; dans les deux cas, il s’agit
de déterminer un classement approprié pour les éléments de la population et de disposer les
tailles de population (dont la somme est supposée égale a 1) dans I’ordre inverse (pour ainsi
dire) de maniére a obtenir:

Version 1: Classer les éléments de la population de telle maniére que
@ny<Z7Z;i=12,.N—n

® n-iHz;<Z;i=nn+1,...,N—-1L

Ensuite, prélever exactement n unités suivant la formule:

lsin,=N—-i+1
PU; | n) =

n;z;/Z; dans le cas contraire

ol 7; est le nombre d’unités qu’il faut encore prélever lorsque nous arrivons a la i-ieme
unité de population.

11 est toujours possible de satisfaire aux conditions (a) et (b). Par exemple, les deux condi-
tions sont respectées lorsque, évidemment, on classe les éléments par ordre croissant de taille
ou lorsqu’on les classe par ordre décroissant jusqu’a ce que (b) ne soit plus respectee (le cas
échéant), puis par ordre croissant. Un avantage de ce mode de classement est qu’il tend & com-
penser les effets mineurs (sinon négligeables) d’une dérogation a la régle de la PPT pour les
n derniéres unités (voir Sunter 1986). La seconde version de la méthode de mise & jour élimine
toute possibilité de dérogation a la régle de la PPT en mettant en application le principe sui-
vant: §’il reste n; + 1 unités dans la population (pour tout /), il est normalement possible
d’exclure ’une de ces unités avec une probabilité appropriée et de conserver les autres.
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Version 2: Classer les éléments de la population de telle maaniére que
(a) nz; <= Z;;i=1,2, ..N—n —1
(b) (n —i)z; < Z;5j=i=N—n.

Ensuite

(i) prélever des unités selon la formule P(U; | n;) = nz;/Z;jusqu’a ce que
n,=0o0un; =N — i,

(ii) si n; > 0, éliminer une des unités qui restent, par exemple celle qui a
pour indice j, avec une probabilité 1 — n;z;/Z; et prélever les autres.

Sunter (1986) décrit un algorithme permettant de déterminer un mode de classement qui
satisfasse aux conditions de la seconde version; cet algorithme a été incorporé au programme
qui a servi 4 la simulation dans les exemples ci-dessous. Selon les deux versions de la méthode,
on peut calculer 7; & ’aide de la formule

m; = n(n — 1)z;z7y,
ou i < j(en ce qui concerne le classement utilisé) et
T = l/Zz

= (1/Z; + )(1 — z/Zy) ... (1 — z1/Z).

Ces expressions sont exactes pouri < j = N — n + 1 et constituent, dans d’autres cas,
une trés bonne approximation. Elles sont faciles & résoudre et permettent de calculer une esti-
mation de la variance avec un biais négligeable, ce qu’aucune autre méthode PPTSR avecn > 2
ne peut offrir.

Nous avons reproduit en annexe un pseudo-code de type Pascal pour un programme qui
préleve un échantillon selon la version 1 et qui calcule du méme coup la probabilité de sélec-
tion de cet échantillon et la valeur de 7; pour chaque unité prélevée. Le programme peut faci-
lement étre appliqué a la version 2 ou modifié de maniére a permettre le calcul de P(S) pour
un échantillon déja prélevé.

3.1 Exemple 1

Pour illustrer les méthodes exposées ci-dessus, nous allons tout d’abord utiliser un exem-
pleotin = 2et N = 4 ce qui permettra un calcul manuel et une énumération de tous les échan-
tillons possibles. On remarquera que pour obtenir les “‘nouvelles”’ tailles de population, nous
avons simplement inversé ’ordre des probabilités d’échantillonnage initiales. L’algorithme de
classement de la version 2 donne (4,1,2,3) pour la premiere série d’effectifs et (1,4,3,2) pour
la seconde série. 11y a six échantillons possibles, lesquels figurent dans la colonne (1) du tableau
2, et leurs probabilités de sélection respectives selon ’algorithme de la version 2 sont facile-
ment calculables. Ces probabilités figurent dans les colonnes (2) et (3) du tableau 2. La colonne
(4) indique la probabilité de conserver un échantillon a I’étape 1, étant donné qu’il s’agit de
I’échantillon original tandis que la colonne (5) indique la probabilité conditionnelle qu’un échan-
tillon soit accepté & n’importe quel stade de I’étape 2, étant donné qu’il n’a été accepté a aucun
stade antérieur.
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Tableau 1
Probabilités d’échantillonnage

UPE 21 22i
1 0.15 0.35
2 0.20 0.30
3 0.30 0.20
4 0.35 0.15

Tableau 2

Y] 2) 3) ) )

Echantillon P (S) Py (S) Py1(S) Py5(8)

1,2 0.0231 0.3231 1.0 0.9286

1,3 0.1154 0.2154 1.0 0.4643

1,4 0.1615 0.1615 1.0 0

2,3 0.1615 0.1615 1.0 0

2,4 0.2154 0.1154 0.5357 0

3,4 0.3231 0.0231 0.0715 0

On peut vérifier que la probabilité totale de conserver le méme échantillon, laquelle équi-
vaut 2 la somme des produits des valeurs indiquées dans les colonnes (2) et (4), est 0.5465. En
comparant cette valeur a la probabilité totale de conserver I’échantillon original si le nouvel
échantillon est prélevé de fagon indépendante, c’est-a-dire Y;P;(S;)P,(S;) = 0.1168, nous
constatons que nous avons pu accroitre considérablement la probabilité de conserver le méme
échantillon.

3.2 Exemple 2

Nous allons maintenant prendre un exemple plus réaliste. Prélevons # = 4 u.p.€. parmi
100; les effectifs ‘‘originaux’’ sont tirés (de fagon indépendante) d’une distribution uniforme
ou rectangulaire R(1,3). Les “‘nouveaux’” effectifs sont déterminés par diverses méthodes que
nous décrivons plus bas. Avec cet exemple, nous ne sommes plus en mesurer d’énumeérer tous
les échantillons possibles ni d’exécuter manuellement I’échantillonnage et le calcul des probabi-
lités de sélection. En revanche, nous n’avons eu aucune difficulté a écrire un programme d’or-
dinateur qui exécuterait ces taches et appliquerait la méthode de ré-échantillonnage. Grice a
ce programme, nous avons pu exécuter, pour chaque exemple, 200 itérations d’un échantil-
lonnage selon la version 2 de Sunter avec probabilités proportionnelles a la premiére série
d’effectifs, puis 200 itérations d’un ré-échantillonnage avec probabilités proportionnelies ala
deuxieme série d’effectifs. Le programme, exécuté sur un micro-ordinateur compatible avec
un modele XT fonctionnant & 7.16 MHz, a produit et trié les populations d’effectifs et exé-
cuté les 200 échantillonnages et les 200 ré-échantillonnages en trois minutes environ.
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Tableau 3

200 Itérations d’une méthode de mise a jour des effectifs n = 4, M = 100;
effectifs originaux tirés de R(1,3)

Nombre Nombre
d’échantillons moyen Valeur P*
Cas Source de m; o s .
conservés a d’essais estimée
I’étape 1 a I’étape 2
1 2 = R(1,3) 134 2.98 0.33
2 Zp; = 2*zy; pour 10% des u.p.€. 153 5.53 0.19
3 231 = R(z1;/2,321;/2) 154 4.17 0.25

Le cas 1, oil les nouveaux effectifs sont générés a partir de la méme distribution indépen-
damment des valeurs originales, peut &tre apparenté au scénario de ‘‘la pire éventualité”’. Le
cas 2, o1 10% des u.p.é. ont un effectif deux fois plus grand qu’avant alors que 90% ont un
effectif inchangé, s’approche du scénario du ‘‘développement chaotique’’. Enfin, le cas 3 illustre
la perturbation aléatoire des effectifs par une quantité distribuée de facon rectangulaire sur
un intervalle équivalent a I’effectif original. Nous pouvons voir d’apres le tableau 3 que la pro-
babilité de conserver I’échantillon original varie de 0.67, pour le scénario de ¢‘la pire éventua-
lité”’, 4 0.81, pour le scénario du ‘‘développement chaotique’’. Pour ce qui est des cas ou
I’échantillon original est rejeté, le nombre moyen d’essais requis a 1’étape 2 avant d’accepter
un nouvel échantillon est trés prés de la valeur prévue de 1/P*.
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ANNEXE

Pseudo-code pour la version 1 de la méthode d’échantillonnage progressif avec PPT

On suppose ici que la population des effectifs est déja classée dans un ordre approprié€ (ce
classement ayant été déterminé, par exemple, au moyen de ’algorithme décrit dans Sunter
(1986)) et que ’indice i, en I’occurrence, désigne I’unité. Les effectifs, transformés de maniére
que leur somme soit égale a 1, sont enregistrés dans un tableau identifié z[1 . . PopSize] et leurs
valeurs cumulatives (depuis PopSize jusqu’a 1), enregistrées dans un tableau identifié
Z[1..PopSize]. Les noms donnés aux variables illustrent la signification de ces variables. Les
résultats sont enregistrés dans un tableau identifié Sample [1 . . SamSize,1 . . 3] et dont les élé-
ments sont, dans ’ordre, I’indice de population /, la probabilité d’échantillonnage des unités
; et ;. La fonction “Random’’ produit un nombre aléatoire distribué selon une loi uniforme
sur I’intervalle (0,1). Les décalages qui paraissent dans le code ci-dessous ont pour but de mettre
en relief les instructions composées.
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{Initialisation des variables]}
i = 1; SamProb = 1; NumRem = SamSize; Gamma = 1/Z{2];
{ Programme pour 1’échantillonnage}
while NumRem > 0 do
begin
if i > 1 and i < PopSize then
Gamma = Gamma* (1 — z[i — 11/Z[i1)*Z[il/Z[i + 1];
ifi = PopSize — NumRem + 1 or Random < = Numrem*z[i]/Z[i]
then
begin
if i <> PopSize — NumRem + 1 then
SamProb = SamProb*NumRem*z[i]/Z[i];

NumRem = NumRem — 1;

Sample[SamSize — NumRem,1] i

Sample[SamSize — NumRem,2] = SamSize*z[{];
Sample[SamSize — NumRem,3] = Gamma;
end else SamProb = SamProb*(1 — NumRem*z[i]/Z[i]);
i=i+1;

end.
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