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Estimations fondées sur des
données arrondies aléatoirement

C.S. WITHERS!

RESUME

Dans cet article, nous présentons des méthodes servant a estimer les fonctions des probabilités de cellule
associées & un tableau de données multinomiales qui ont été arrondies aléatoirement selon des multiples
d’un nombre donné /. Nous montrons que: {i) Parrondissement aléatoire n’a que des effets de
second ordre sur le biais et la variance; (ii) I’utilisation des estimateurs naturels des probabilités de
cellule entraine une trés faible perte d’efficacité si la fréquence de la cellule est €levée par rapport a
(l2 — 1)/ (6R) ol R désigne le nombre de cellules dans le tableau; et (iii) il existe des estimateurs
dont le biais est apparemment de taille exponentiellement faible pour les moments de ces estimateurs
naturels et les polynomes des probabilités de cellule.

MOTS-CLES: Arrondissement aléatoire; réduction du biais; efficacité.

1. INTRODUCTION ET SOMMAIRE

Dans cet article, nous décrivons des méthodes qui permettent d’estimer une fonction des
probabilités de cellule associées a un tableau de données multinomiales arrondies aléatoire-
ment. L’arrondissement aléatoire est une méthode trés répandue qui sert a préserver le
caractére confidentiel des données lorsqu’une valeur contenue dans un tableau (par ex. : 1)
risque d’étre associée a une personne en particulier, ce qui peut entrainer la violation de con-
fidentialité. Cette méthode consiste & arrondir la fréquence N, d’un tableau au multiple d’un
nombre donné / supérieur avec une probabilité (a.p.) & ou au multiple inférieur a.p. 1 — «,
ol « est choisie de telle maniére que la valeur arrondie M satisfait I’équation suivante

E(M|N) = N.

En d’autres termes, si pour un nombre entier j, ji = N < (j + 1)/, alors

_(jlap. 1 -«
M = {(j + 1)lap. a (1.1

ona =r/letr =N —jl

Le département de Statistique de la Nouvelle-Zélande utilise / = 3 Penny comme base
d’arrondissement / alors que Statistique Canada utiliserait / = 5. Voir Penny et Ryan (1986).

Il ne faut pas confondre I’arrondissement aléatoire avec le groupement ou arrondissement
non aléatoire de données d’échantillon au multiple entier de / le plus pres (associ€ avec les
corrections de Sheppard pour les moments), ni avec la contamination aléatoire, qui est une
autre méthode de confidentialité qui consiste simplement a ajouter a la fréquence /N une
variable aléatoire indépendante de moyenne 0. (Le principal inconvénient de cette méthode
est qu’elle peut produire une fréquence négative). Pour obtenir les titres d’ouvrages traitant
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de ces méthodes, voir Gastwirth et coll. (1978) et Kendall et Stuart (1977). On trouvera égale-
ment une bibliographie sur ’arrondissement aléatoire pour les données multidimensionnelles
et les données groupées dans Gastwirth et coll. (1978).

Dans cet article, nous allons nous concentrer sur les problémes liés a I’estimation d’une
fonction de probabilités de celule associées & un tableau de R valeurs arrondies aléatoire-
ment. Pour des raisons de commodité, nous désignons les probabilités de cellule par
Py, ..., ppaulieude p;, 1 =i =<1 1=<j=J], comme cela se fait normalement pour
un tableau 7 x J.

Ainsi, 1 = Zfp, et n = LEN; est la somme des fréquences contenues dans le tableau.
Soient {M,] les valeurs arrondies de {N}. Etant donné n, nous supposons que {/N,] suit
une loi multinomiale avec les parametres # et {p]}. L’ hypothése ci-dessus est vraie pour p; =
m;/Z; m; si [N} sont non conditionnellement des variables de Poisson indépendantes avec
des moyennes [m].

Deux estimateurs sans biais de p, sont définis par:

pi = Ny/n etp, = M,/n. (1.2)

Le premier n’est pas un vrai estimateur puisqu’on ne connait pas N,;. Le second est
I’estimateur naturel. (Nous supposons que # est connu. S’il ne I’est pas nous pouvons sans
difficulté le remplacer par Zf M,.) 1l existe toutefois d’autres estimateurs sans biais, notam-
ment ‘‘Iestimateur complémentaire’’

=~ M/n, (1.3)
J#1
d’ou
p1 (N) = (1 — N)p, + NP, pour n’importe valeur A donnée. (1.4)

Il faut alors se demander quelle est la meilleure valeur de A que I’on peut utiliser et quelle
perte d’efficacité doit-on subir si I’on utilise I’estimateur naturel ¢’est-a-dire A = 0. Pour
répondre a ces questions, il faut connaitre les variances de ces estimateurs. Elles sont définies
ci-dessous.

Théoréme 1.1

Soit
var(p)) = (py — pH) n™l + (P = 1)/6 + A (p)n ™2 = v, (p)), (1.5)
ou -1
A, (py) = E i(l — i)y {P(N;mod ! =i) — 71} (1.6)
i=0
Aussi,
var(py) = (py = pn~' + (R = D2 = 1)/6 + Y A (ppin 2 a.n
Jj#1
et
var(pi(N)) = (o1 — pHn~ 4+ [aN) (2 = 1) /6 + V,(p)in 2, (1.8)
ou
a(N) = (1 = N2+ (R — 1)r? (1.9)
et
Vap) = (1 = N2A(p) + N Zisy A,(p)- (1.10)

(Les démonstrations se trouvent a la section 2.)
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Dans P’annexe A, nous démontrons que pour 0 < p; < 1, P(N; mod [ = i) —

[~! — 0 de facon exponentielle lorsque n — o, de sorte que A,(p;) — 0 de fagon ex-

ponentielle lorsque n — oo, et V,(p) fait de méme a la condition que p; # 0 pour tous les i.

Comme «(\) est minimisée par Ag = R~ Veta(hg) = 1 — R71, var(p,(N) lest aussi

asymptotiquement. Ainsi, la perte d’efficacité causée par I’utilisation de I’estimateur naturel

Py au lieu de I’estimateur asymptotiquement optimal sans biais p; (Az) lorsque R est grand)
est donnée par

U

fvar(p;) — var(p;(Ag))}/var(pi(Ag)) = (I* — 1)/{6Rn(p, — pD)},  (1.11)

U

laquelle valeur est négligeable si M (1 — M,/n) n(p; — p?) est élevée par rapport a
(I* — 1)/{6R].

En régle générale, M, est une bonne approximation du membre gauche de (1.11). Nous
avons ainsi une facon pratique de vérifier ’efficacité des estimateurs naturels. Si une ou
plusieurs valeurs {p;] sont nulles, p; = 0, alors N; = M; = 0, nous disons que X, ne com-
prend pas les cellules pour lesquelles p; = 0, et que R désigne le nombre de cellules du
tableau pour lesquelles p; # 0.)

En nous servant de I’équation (1.5) nous pouvons maintenant faire une bréve comparaison
de I’arrondissement aléatoire et de la contamination aléatoire. Selon nos informations, les
organismes statistiques de 1’ Australie et du Royaume-Uni arrondissent les fréquences de cellule
en leur ajoutant 1 avec une probabilité 1/4, 0 avec une probabilité 1/2 et — 1 avec une pro-

babilité 1/4, de sorte que
oy — 2y, 2
var(p;) = (py — pY)n~" + 1/2n"".

Le coefficient 1/2 passe a 4/3 dans le cas de la Nouvelle-Zélande (/ = 3) et a 4 pour le Canada
(I = 5). La méthode de la contamination aléatoire implique une moins grande protection
(une variation maximale de 1 par opposition & 2 pour le systéme de Nouvelle-Zélande et &
4 pour le systéme canadien) et la possibilité d’une fréquence négative si elle est appliquée
a des cellules vides.

Le théoréeme 1.1 montre que ’arrondissement aléatoire n’a qu’un effet de second ordre
sur I’efficacité de I’estimateur de p,; la variance n’est accrue que par un facteur de I’ordre
72 La démonstration suivante montre que ce résultat trés important est aussi vrai pour 1’es-
timation de n’importe quelle fonction lisse de {p;}. Posonsr = R — 1, p = (py, ---, Pr)s
N=(N,...,N), M= (M, ..., M,), p* = N/n et p = M/n. Alors nous avons
cov(p*) = V/nou V = diag(p — pp’). Supposons maintenant que nous voulons estimer
f(p), une fonction dont les secondes dérivées sont continues.

Ainsi, f(p) = 3f(p)/ap est une fonction continue r x 1 et f(p) = 8% f(p)/dpdp’ est
une fonction continue r X r.

Théoréme 1.2. Lorsque n — oo , E(f(p*)) et E(f(P)) sont toutes deux égales a
f(p) + B(p)n~' + O(n~2) ot B(p) = trace (f(p)V/2). (1.12)
De plus, var (f(p*)) et var(f(p)) sont toutes deux égales a
v(p)n~' + O(n7%) ou v(p) = f(p) VI(p). (1.13)

Ce théoréme montre que
(a) I’arrondissement aléatoire n’accroit que de O(n ~2y la variance de P’estimateur naturel

de f(p);
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(b) ’arrondissement aléatoire n’a qu’un effet du second ordre sur le biais de I’estimateur
naturel de f(p).
Selon (1.12), ’estimateur naturel de f(p), f(P), a un biais d’ordre n ~!. Nous allons voir
maintenant comme réduire ce biais 4 un ordre n~

Corollaire 1.1. Si pour une fonction f,(p), E(f,(p*)) = f(p) + O(n~?), alors
E(fu(B)) = f(p) + O(n™?).

Deux estimateurs possible pour f,(p) dont ‘‘I’estimateur delta’ pour lequel

Ef,-,-(p)p,- - p’f(p)p} /(2n), (1.14)

i=1

fn(p) =f(p) - {
ou f;(p) = d*f(p)/dp? et “I’estimateur jack-knife’” pour lequel

fu(@) = nf(p) — (n — Df, (1.15)

ou
S =i pif([(np — &)/ (n — 1)]) + (1 = Zyp)f(lnp/(n — 1)]),

= le /-iéme vecteur unitaire dans R’,

0, ;<0
et [x] - R” — R" est définie par [x];, = {X, 0 = x; = L.
1, x; > 1

k4 i

Ces estimateurs ont été calculés dans Withers (1987a et 1987b). En particulier, si f(p) est
uniquement une fonction de p;, par exemple f(p) = g(p,), alors f,(p) = g(p1) —&(p1)
(pr — PD/(2n) et f = pig([(npy — 1)/ (n = 1)]) + (1 = pg([np,/ (n — D).
Si par exemple, f(p) = p? nous avons, pour ’estimateur delta, I’équation suivante:
fup) = pt (1 = (1 = p)/n).

Nous allons maintenant montrer que si f(p) est une fonction polynomiale, il est effec-
tivement possible de trouver un estimateur de f(p) fondé sur I’estimateur naturel avec un
biais apparemment de taille exponenticllement faible. Pour cela, nous prenons le cas

f(p) = pt.

Théoréme 1.3. M o= (pf—n” 1’1 — n72(* = 1)/6}(1 — n~") ! est un estimateur
de \; = p?} avec un biais A, (p) (n* — n) "L

De méme si £, (p) est un moment de p il est possible de trouver un estimateur de f, (p)
avec un biais apparemment de taille exponentiellement faible. A des fins d’illustration, nous

prenons le cas f,,(p) = var(p;).

Théoreme 1.4. Ay, = n~'(p; — 5\ ) — n~2(/* — 1)/6 est un estimateur de \,, =
var (p;) avec un biais — A (p)) (n?> = n) "L

On peut étendre ces résultats & des moments et a des polyndmes d’ordre supérieur au moyen
de I’expression définie dans ’annexe B pour les moments et les cumulants de p. Nous allons
maintenant montrer qu’il existe un estimateur sans biais pour le cas particulier ou f(p) est
collinéaire.

Théoréme 1.5. Soit f;(p) = II/_,;p;oul =T < Ret

ay=n""nt/(n-D!'=U—-n"H =2n"H...(1 = {(I-1}n"YH. (1.16)
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Alors E(f1(D)) = E(fi(p*)) = f1(P)anr (1.17)
f1(P) /a,; est donc un estimateur sans biais de f(p).

Corollaire 1.2. cov(p,p,) = —p1p2/n. L’estimateur sans biais correspondant est
—p1p>/ (n — 1). D’une maniere plus générale, pour 1 = I < R, E@l_, (p; — p) =
A1 Iy p; avec Pestimateur sans biais (TU P ans/ o OV €y = Eh_o(= 1) (D ay;. (On
obtient le méme résultat si on remplace p par p*.)

I.’équation (1.16) nous permet de calculer des estimateurs sans biais pour d’autres
polyndmes spéciaux en p tels que pi, p1p2(py + pa)et TR | p?- mais non pour des poly-

némes de la forme pip, ou pi.

Corollaire 1.3. Pour 1 < I < R un estimateur sans biais de

! R
J1(p) E p; est fl(ﬁl){l —In"' - E 13:} /@y 141, (1.18)

1 I+1
En particulier, p;(p; — n ") (1 — n™') 7' est un estimateur sans biais de p3. (1.19)

Nous tenons a souligner que les résultats de cette étude reposent sur [’hypothése que les
fréquences de tableaux sont des variables de Poisson indépendantes ou a tout le moins, des
variables multinomiales, étant donné le total. Le modéle de Poisson et le modeéle multinomial
sont tous deux intéressants parce qu’ils sont d’interprétation simple et parce que la somme
de variables de Poisson est elle-méme une variable de Poisson. Cependant, la somme de
variables multinomiales n’est multinomiale que si les probabilités de cellule p sont les mémes
pour toutes les variables. Cela donne a penser que les modeéles multinomiaux peuvent pro-
duire des conclusions moins exactes si les populations étudiées sont constituées de deux groupes
non-homogénes ou plus.

2. PREUVES

Preuve du théoréme 2.1. Posons r = N; mod /. Alors I’équation (1.1) est vraie pour
N =N, M= M avec jl = N — ret

EM|r) = (N, = N1 —r/D) + (N, —r + Dr/l = Nt + Ir = r.
Par conséquent,

E(P}) = E(pi?) + n"*A.(p), 2.1

ol
-1

E(M} = N) = E(r—r?) = Y, (li = P)P(N =)
i=0

An(pl)

Il

(? = 1)/6 + A, (py)
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puisque I
/7! E il =iy = (> -1)/6. (2.2)
i=0
Or,
E(pi®) = pi + (o, — phn™!, (2.3)

ce qui nous ameéne a I’équation (1.5). Par ailleurs, p; = p; — E (M; — N;)/n,

alors
E(p}) = E(pD) — 2n72 Y E(M{(M; — N)) + n=2 Y E((M; — N)(M; — N)))
= E(pY) — 2n72A,(p1) + n72 Y] Au(p)
puisque E(ILf(M)|(N]) = ILE(f{(M))|N)). 2.4)

-1

Par conséquent var(p,) = (p; — pi)n~' + n72L; . A,(p;) ce qui vérifie 1’équation

a.mn.
Par ailleurs
Epp) =p —n"2 Y, E(MM) =py — Y, E(pip;)

i#1 i1
=p - Eplpi(l —n Y =p =p(1 —p) (1 —-nl,

i1
alors,

cov(pLpy) = (p, — pHn~ L (2.5)

Par conséquent, var(p; (X)) = (p; — pH)n~' + (1 — N)2A4,(p)) + N2 L. A, (p))in~2
ce qui vérifie (1.8).

Preuve du théorﬁme 1.2. Cette démonstration a été faite pour p* dans Withers (1987a).
En outre, comme f est finie dans un voisinage de p,

fB) = f(p*) + (B — p*)'f(p*) + O(p — p*?).
E((B — p*H)IN) =0, E((Dy — p)?N) = 2n~*[(Ny mod [ # 0),

ou I(A) =1 ou 0 selon que A est vrai ou faux, autrement dit, 7(-) est la fonction
indicatrice. Par conséquent E(f(p)) = E(f(p*)) + O(n~2) et var(f(p)) =
var(f(p*)) + O(n™?).

Preuve du théoréme 1.3. Découle directement de (2.1) et de (2.3).

Preuve du théoréme 1.4. Découle de (2.1) et de (1.5).
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Preuve du théoréme 1.5. La premiére équation de ’expression (1.16) découle de (2.4) tandis
que la seconde découle du théoréme multinomial. Le corollaire 1.2 s’ensuit automatiquement.

Preuve du corollaire 1.3. Selon (1.16), pour 1 = I < i <R nous avons
E(f (D)D) = fi(P)pian 14
alors

R
E(fi(B) Y] Pi/ayren) = fi(p)(1 — Z1 p)
I+1

= E(fi(B) /a.) — fi(p) Tips
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ANNEXE A

Pour une fonction lisse f on devrait avoir:
E(f(D)I(N, = jymod /..., Ny = jomod [)) — f(p)I™* (A.1)

lorsque n —oo pourvu que 0 < p; < lpourl < i =<5 =< R.

Si E(f(p)) = f(p), on devrait observer une vitesse de convergence exponentielle, c’est-
a-dire O(e ™) pour certaine valeur de A > 0. Si f(p) est biaisé, le biais est alors O(n —h,
et cette valeur devrait représenter une vitesse de convergence pour (A.1). En régle générale,
la convergence cesse lorsque p approche les limites de [0,1]”, puisque

E(f(p)I(N, = jymod /..., Ny = jymod /))

_ f/mIG

_ Jr=...=Jj;=0) sip=20
S,

n mod /) sip; = 1.

Pour vérifier ces hypothéses, nous avons considéré le casous = 1, / = 3, j = O et les
fonctions (a) f(p) = 1, (b)f(p) = p;, et () f(p) = exp(p;). Les calculs ont été effectués
a quadruple précision sur un VAX11/780, ce qui a permis de calculer

A= E(f(P)IN, =j,modl...,N, =j modl)) — f(p)l~*

4 une précision de 112 bits, soit prés de 34 décimales. Les figures la, 1b et 1c décrivent la
relation entre A et p; pour.n = 6, 18, 54. Puisque » mod 3 = 0, A est symétrique autour
de p; = 1/2 pour (a).
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Insert Figure 1 (a), 1(b)

A
0.7

-0.1 T I T ] T T T ] T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
P

Figure 1a. Confirmation de ’hypothése (A.1) lorsque f(p) = 1.

A
0.7 T T T T

0.2+

0.1

—-0.1 1 | 1 1

D

Figure 1b. Confirmation de I’hypothese (A.1) lorsque f(p) = p;.
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Insert Figure 1(c), 2(a)

AN
2.0 T T T T

1.8 +
1.6
1.4
1.2 |
1.0
0.8
0.6

0.4

0.2

ol

—-0.2

by

Figure 1c. Confirmation de I’hypotheése (A.1) lorsque f(p) = exp(p)).

log( —log|A])
5 T T T T T

<
I

log n

I
—

Figure 2a. Confirmation de la convergence exponentielle en (A.1) lorsque f(p)
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Insert Figure 2 (b), 3

y = log(—log|A])

5 T
4L N
3+ .,
2k 4
1L i
0 1 ! 1 L L 1

0 1 2 3 4 5 6 7

log n

Figure 2b. Confirmation de la convergence exponentielle en (A.1) lorsque f(p) = p,.

y = —logja|
14 T T T T T T

10

log n

Figure 3. Confirmation de la convergence en (A.1) 4 un rythme de ~n—! lorsque
f(p) = exp(p)).
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Puisque A = 2/3f(0) ap, = 0, et est égale a2/3, 0 et 2/3 pour (a), (b) et (¢) respec-
tivement. La convergence cesse 2 p; = 0 pour (a) et (c), mais non pour (b). Pour n = 18,
A est déja a peu prés nul pour les valeur de p; situées dans I'intervalle (.2, .8) pour la fonc-
tion (a) et pour les valeurs de p; situées dans 'intervalle (.1, .8) pour les (b) et (c). Pour
n = 54, ces intervalles deviennent (.1, .9) pour (a), (.02, .95) pour (b), et (.07, .95) pour ©).

Les figures 2a et 2b décrivent la relation entre Y = log ( —log | A [) et X = log(n) pour
(@) f(p) = let(b)f(p) = p;. Comme prévu abstraction faite des petites valeurs de n, les
courbes sont & peu pres paralléles a la courbe ¥ = X (sauf en ce qui concerne la fonction
(b) pour p = .01), ce qui est conforme 2 la relation A = O(e~M) pour certaine valeur de
A> 0. Les courbes ne sont pas lisses parce que A n’a été calculé qu’en fonction de n puissance
de 2(n =2 pour 0 < i 7).

La figure 3 décrit la relation entre Y = —log|A| et X = log(n) pour (c)
f(p) = exp(p,). Pour les valeurs supérieures de 7, les courbes sont paralléles a la courbe
Y = X pour p; = .5 et .1, ce qui est conforme & A = O(n~1; pour p; = 0.1 toutefois,

la courbe ne refléte pas du tout une relation linéaire; le rythme d’accroissement est beaucoup
plus prononcé. Les graphiques confirment de fagon générale nos hypothéses sur la vitesse
de convergence de (A.1). Si nous voulions vérifier ces hypothéses par des méthodes analyti-
ques, il nous faudrait recourir a la théorie des nombres.

ANNEXE B

Dans cette annexe, nous comparons les moments et les cumulants de p* = N/n et
p = M/n. Posons g, = 1 — p;, n; = N;mod /, et m;(j) = E(p{I(n, = j)) -pi/l
lorsque n — oo, en supposant que p; # 0 or 1.
Par des calculs élémentaires, nous obtenons

p(p) = u(p*) = p,
pa(P1) = ma(p}) + Mpn=2 = pigin™" + O(n™?),

ou
-1
My = Ay(py) = E i(l — ymo(i) — (I* — 1) /6
i=0

lorsque n — oo,
/-1
ws(p) = ma(pn) + 3072 Y (= A myG) = 20mi () + pimo()]
Jj=0 '
1—1
+n? E a;my(j)
/=0

w(p) + o(n™?) = pig (1 — 2p)n~% + o(n™?),

et
ay = = (1 —j/D + (= )%/l

De méme p4(P;) peut s’écrire ps(py) + L3 Myn~—'" = O(n~?) et k4(p;) peut s’écrire
L4 kyn = on kyy = My, ne tend pas vers O lorsque n — oo. D’ou &4(Py) ~ n~2, et non



156 Withers: Estimations fondées sur des données arrondies

n~3. Par conséquent, p ne satisfait pas a ’hypothése de Cornish-Fisher selon laquelle
k() = O(n'~") pour r = I: voir par exemple Kendall et Stuart (1977).

On peut aussi déterminer les moments et les cumulants a Paide de la f.g.m. (fonction
génératrice des moments), que nous définissons ci-sessous.

E(exp(t;M,/n) | Ny) = exp(;N,/n)S(t,ny),
ou
S(t,m) = (1 — ny /) exp(—mity/n) + (n /1) exp(! — n))ty/n.
Par (2.4), la f.g.m. est
E(exp(1'p)) = E(exp(t’'N/n))S(t) ou S(¢) = Ij S(¢;, n;).

Deplus,at = 0, S, = OetS; = 0silindice inféricur ne se repéte pas. Par exemple,
si nous posons

S =8(), 0, =9/0t, S; = 9,8, S; = 3,9,S, ...
nous obtenons

E(pi exp(2'B)) = E(exp(1'N/n)[pi> S + 2p1 S; + Si1)),
E(p} p3 exp(t'p)) = E(exp(t'N/n){pi2(ps2 S + 2p5 Sy + Spn) +
201(p Si + 2p3 Sy + Sim) + (032 Sy + 2p5 Sy + S1122)))-
Ainsi E(p?) = E{p;> + $,(0)] et
E(piD3) = Elpi’py® + pi” Sn(0) + p3* Sii(0) + S;in(0)}.

ot S;(0) = S;,(0,n) =n"3U — n)n; = n"2 LY (I — kK)kI(n; = k) et S;15,(0)
= 511(0) $2,(0). Nous pouvons simplifier davantage en utilisant N, | N; ~ Bi(0, n — N;)
oufd = p,/ (1 — p;). La f.g.m. multinomiale donne

E(pi’pY) = n™pipa{(n)apipy + ()3(py + p2) + (n)3)

ou (n)y,=nl/(n—-—NDi=nn-=19 ... (n —i+ 1).
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