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Estimation par le quotient dans le cas d’un
sous-échantillonnage des non-répondants

PODURI S.R.S. RAO!

RESUME

L’auteur examine le sous-échantillonnage des non-répondants, tel que ’ont proposé Hansen et Hur-
witz (1946), et la stratification a posteriori effectuée avant le sous-échantillonnage. Pour I’estimation
des moyennes relatives a des caractéristiques étudiées, il propose des estimateurs par quotient adaptés
a diverses situations et analyse les avantages de chacun. Des estimateurs par quotient particuliers sont
également proposés pour les cas problémes.

MOTS CLES: Information supplémentaire; stratification a posteriori; biais; erreur quadratique
moyenne; modéle linéaire; cas probléme.

1. INTRODUCTION

Considérons une population finie de taille N et un échantillon aléatoire de taille n prélevé
sans remise. Dans les enquétes démographiques, il arrive souvent que #; unités répondent au
questionnaire d’enquéte mais que le reste des unités choisies, soit (n — n;), n’y répondent
pas. L’enquéte initiale peut &tre faite par la poste ou par téléphone et étre parfois automatisée.

Dans les sections 2, 3 et 4, nous analysons le sous-échantillonnage de la population formée
des (n — n,) non-répondants, tel que I’ont proposé Hansen et Hurwitz (1946). Selon cette
méthode, la population est censée étre constituée d’une strate de réponse de taille V, et d’une
strate de non-réponse de taille N, = (N — Np).

Dans la section 2, nous analysons deux méthodes permettant de stratifier a posteriori les
unités échantillonnées avant de procéder au sous-échantillonnage des non-répondants.

Dans la section 3, nous considérons deux estimateurs par quotient de la moyenne d’une
caractéristique. Les biais et les erreurs quadratiques moyennes de ces estimateurs sont com-
parés dans les sections 3 et 4. Dans cette derniere section, nous proposons deux autres
estimateurs par quotient qui peuvent convenir dans certaines situations, et analysons leurs
avantages relatifs.

La question des cas problémes est traitée dans la section 5. Nous proposons a cet égard
six estimateurs. Nous décrivons aussi brievement les conditions optimales d’utilisation de
chacun de ces estimateurs.

2. ESTIMATEUR DE HANSEN ET HURWITZ ET
STRATIFICATION A POSTERIORI

Prenons la caractéristique d’intérét y;, i = (1, 2, ..., N). Définissons par ¥ = Ny /N
etparS? =LY (3, - V) 2/(N — 1) lamoyenne et la variance de la population. Définissons
par ¥, = (EMy;) /Ny et par §? = LM (y; — ¥;)?/(N; — 1) la moyenne et la variance du groupe
de réponse. De méme, nous dirons que ¥, = (E02;) /Ny et S2 = LM (3, — ¥,)2/(N, — 1)

1 p.S.R.S. Rao, Département de statistique, Université de Rochester, Rochester, New York 14627, E.-U.
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désignent respectivement la moyenne et la variance du groupe de non-réponse. La moyenne
de la population peut étre exprimée par Y = W, Y, + W,Y,, ou W; =(N;/N) et
W, = (N,/N). La moyenne de ’échantillon y; = (L[t y,)/n; est non biaisée dans le cas

de ¥, mais comporte un biais égal & W, (Y, — Y,) pour I’estimation de Y.

2.1 Sous-échantillonnage des non-répondants

Hansen et Hurwitz (1946) proposent de prélever un sous-échantillon de taille m = n,/k,
k = 1, parmi les n, non-répondants et supposent que toutes les unités ainsi échantillonnées
acceptent de répondre au questionnaire. La moyenne de I’échantillon y,, = (Z7y;) /m est
non biaisée pour la moyenne ¥, des n, unités. L’estimateur de ¥ que les auteurs proposent est

Yuu = wi 31 + Wy Yoms 2.1

ou w, = (n/n) et w, = (ny/n).
Pour un ensemble donné de n, répondants et de #, non-répondants, cet estimateur est non
biaisée pour § = w7 + w,5, = (L7 y;)/n. 1l est, par conséquent, non biaisée pour Y.
La variance de cet estimateur est

V(Pun) = (—1—;—”52 + W, (k—;ﬂs%, 2.2)

ou f = (n/N); voir Cochran (1977, p. 371).

Définissons s? = Lf1(y; — 71)2/(ny — 1) et s}, = L7 (¥ — Pam) >/ (m — 1) les
variances se rattachant respectivement aux n, répondants et aux m unités sous-
échantillonnées. Un estimateur sans biais de la variance est

v(Yun) =

(1 -1 [(nl - st + (ny — k) s%m]

n n—1

N (r-x0 [”1 1 — Yum)? + nyam — ?HH)Z]

n n—1

(N — Dw, (k — 1) 53,
Nn — 1) ’ (2.3)

On peut aussi obtenir cette expession a ’aide des estimateurs de la variance pour I’échan-
tillonnage double et la stratification calculés par Cochran (1977, p. 333) et J.N.K. Rao (1973);
voir aussi Rao (1983).

Stratification a posteriori et sous-échantillonnage

Les (n — n;) non-répondants peuvent &tre répartis en (L — 1) strates de tailles respective
(ny, 13, ..., n; ) selon une variable auxiliaire ou, pour des raisons de commodité, a I’aide
d’un échantillonnage effectué & la phase suivante. Les sous-échantillons de taille
my, = (ny/ky), k, = 1, ont pour moyennes J, = (L{"h y,;/my) et pour variances
Shm = TP i = Pwm)?/ (my = 1),

L’estimateur sans biais de Y est désormais défini

L
Y = E WiV hms 2.9
1

ou wy, = (n,/n) et ¥y, = 7.
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La variance de ’estimateur (2.4) est

1 — L W, (k, — 1
( f)SZ+E n (K )S% 2.6)
n

2

V(YY) =

ousS} = i (yi; ?h)z/(Nh — 1). L’estimateur de la variance est

L A =D L = k)G (L =N L 1y — D)2
v = n E (n —1) * n E (n—1)

1 1

(N-1) ¢ 2
N1y & et = D S @.7)

2

ouky, =1, P, =P, €t s?,, = s3, comme nous I’avons vu plus tot.

D’autres modes de stratification a posteriori peuvent étre considérés. Par exemple, il est
possible de stratifier a posteriori les 7 unités, (répondants aussi bien que non-répondants)
en L strates selon une variable auxiliaire. La A-iéme strate contiendra alors 7y, répondants
(=% n,; = n, ) avec une moyenne correspondante de J, et ny, non-répondants (L n, = n,).
Un sous-échantillon de taille my, = (ny,/k,) prélevé parmi les nj, unités aura pour
moyenne J,,,. Un estimateur sans biais de la moyenne Y, se rattachant a la A-iéme strate
est alors défini:

A Ny ¥V + By
7, = n1Yn1 n2Yrhom 2.8)

ny

ou n, = (ny + nyy), et Pestimateur sans biais de Y est

L L - -

PN ny - (M Pm + MaFom)

$ = E h = E n1Yn1 nYnem) 2.9)
1

n

La variance de ’estimateur (2.9) et ’estimation de sa valeur peuvent &tre trouvées en répé-
tant les procédures suivies lors du cas précédent.

11 est préférable d’utiliser I’estimateur défini en (2.4) si les moyennes respectives des strates
de réponse et de non-réponse divergent sensiblement. En revanche, il conviendrait d’utiliser
I’estimateur défini en (2.9) lorsque les moyennes relatives aux répondants et aux non-
répondants different I'une de 1’autre dans chaque strate et qu’il y a un écart prononce entre
les moyennes des strates.

Sarndal et Swensson (1985) considérent des probabilités inégales de sélection a la premiére
phase et le sous-échantillonnage des non-répondants aprés une stratification a posteriori.

3. ESTIMATEURS PAR QUOTIENT

Définissons x;, i = (1, 2, ..., N), une variable auxiliaire avec une moyenne de
population X = (Z¥x;)/N. Définissons X; et X, les moyennes se rattachant respec-
tivement aux groupes de réponse et de non-réponse. Soit ¥ = (I{ x;) /n la moyenne des n
unités et ¥, = (I 'x;)/n, et &, = (I{?x;) /n, les moyennes relatives aux n; unités répon-
dantes et aux n, non-répondantes. En outre, posons X, = (I{’ x;)/m la moyenne des
m = (ny/k) unités du sous-échantillon.
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Les variances de la population de x et de y sont désignées S7 et S}, et la covariance de
la population, S,,. Le coefficient de corrélation est p,, = (S,,/5,S,). Les variances de
I’échantillon sont désignées s? et sﬁ. Les indices 1 et 2 désignent toujours respectivement le
groupe de réponse et le groupe de non-réponse.

3.1 Estimateur classique de la moyenne

L’estimateur par quotient de Y est

|‘<1

%
=L X=r2% @3.1)

>

ou y* équivaut a Yy défini en (2.1), %* = (w;X; + WaXy, ), et r* = (*/x*); voir
Cochran (1977, p. 374). Or,

tl—Y=wi(y*—Rx*)(l—x*jX) 3.2
X* X

ou R = (Y/X). La formule d’approximation ci-dessus est obtenue en développant (1 /x*)
en série de Taylor et elle vaut pour des tailles d’échantillon n et m élevées. A I’aide de ’équa-
tion (3.2), nous pouvons définir le biais de ¢,

(1 -0 Wk - 1)
nX

(RS: — Sy) + % (RS% — Sy2). (3.3)

B, =E(t —Y) =
Ce biais disparait seulement si a) la droite de régression de y par rapport a x passe par
I’origine, aussi bien pour la strate de réponse que pour la strate de non-réponse, et que b)
les pentes des deux droites de régression sont égales & R. La premiére condition doit étre
satisfaite pour que I’estimateur par quotient de Y soit optimal. Pour que la deuxiéme condi-
tion soit satisfaite, la valeur de R, = (Y,/X5) ne doit pas &tre trop différente de celle de
R, = (Y;1/X)).
A I’aide de ’équation (3.2), il est possible d’établir une approximation de I’erreur quadrati-
que moyenne (EQM) de ¢, pour de grands échantillons, notamment:

(r-.0

n

(1= & (NW, = 1)

=nZI;N—1

ot 82 =V (3 — Rx;))2/(N — 1) et 8%, = L (v — Rxpi)2/ (N, — 1) pour h = 1,2.
Cochran (1977) mentionne briévement I’expression définie en (3.4).

On obtient un estimateur de "’EQM ci-dessus en remplagant S dans I’équation (3.4a) par
s% = LM (y; — r*x;))%/(ny — 1), 8% par s2, = L7 (y; — r*x;)2/(m — 1) et W), by w,,
D’autres estimateurs de ’'EQM peuvent &tre définis.

(k — 1)

M, =E( — V) = 83+ W, — 52, (3.4)

(k- 1)

5%, + W, 5%, (3.4a)

3.2 Autre estimateur possible de 1a moyenne

Il arrive parfois qu’on n’enregistre aucun cas de non-réponse pour une variable auxiliaire.
La taille de la famille, le niveau d’instruction, le nombre d’années d’emploi et les autres
caractéristiques du méme genre sont des exemples de variables auxiliaires pour lesquelles le
taux de non-réponse est souvent nul.
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Les moyennes du sous-échantillon seront X, €t ¥,,,. Toutefois, comme nous connaissons
¥ = (X7 x;)/n, nous pouvons considérer I’estimateur suivant pour Y,

|\:‘|

* P1 + Walom o
=% =0T Mg 3.5)
X

i

Comme I’espérance mathématique de y* liée au premier échantillon est égale & 7, le biais
contenu dans #, est identique a celui contenu dans Yz = (7/%)X. Nous savons que Y est
Pestimateur par quotient qui s’applique lorsque le taux de non-réponse est nul. Nous ar-
rivons au méme résultat lorsque nous utilisons ’expression suivante:

. JV—Rx pr — 7
- V=" x+2 " 2x (3.6)

X X

Comme la moyenne conditionnelle de y* est égale a y, le biais contenu dans f, est
- a-.5n

B, = E(t — Y) = ——— (RS2 — S,). 3.7

2 2 nX ( x xy ( )

Si la droite de régression de y par rapport 4 x pour ’ensemble de la population passe par
Porigine, le biais de ¢, dans ’équation (3.7) disparait. Si la droite de régression relative a
la seconde strate passe aussi par ’origine, le biais de #; (équation 3.3) sera faible seulement
si Ry = (Y,/X;) est proche de R.

Par ’équation (3.6), ’EQM de ¢, est

_ 1 - Wy(k — 1
M, = E(t, — ¥)? = a-=-n 5% + Wk =D 53 (3.8)
n
1 — f) L (NW, — 1)S3 k— 1
— ( ‘ .f) ( h )Sdh + W2 _(_—) S}le' (3.88)
n N -1 n

Il faut noter que S4 = S + R*SZ — 2RS,,. On obtient un estimateur de "EQM ci-
dessus en remplagant S%,, SZ,, sz, et W), par s%,, 5%, sﬁz, et wy, respectivement, ou

n1

sa =Y, i — )2/ (m = 1),
1
m

s =Y, i — rx)?/(m = 1),
1

s =), Ui = Fam)?/(m = 1)
1

Dans les formules, r** = (§*/X%).

Si nous comparons les formules d’approximation en (3.4) et (3.8), nous constatons que
lorsque R, = (Y,/X,) se rapproche sensiblement de R, = (¥,/X;), ’EQM de ¢, est in-
férieure a celle de t; & condition que le coefficient de corrélation p, dans la strate de non-
réponse ne soit pas trop élevé. En deuxiéme lieu, si les valeurs de R et de R, divergent sen-
siblement, I’EQM de ¢, pourrait étre encore inférieure a celle de ¢, méme lorsque p, est élevé.
Dans la sous-section suivante, nous poussons plus loin la comparaison des deux estimateurs.
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3.3 Autres comparaisons

Dans cette sous-section, nous comparons #; et ¢, a ’aide du modéle linéaire. Pour les deux
groupes, nous examinons les modeles

Yi=o + Bx; + ey i = (1,2, .., Ny) (3.9a)
et
Y=o+ Bxp + ey, i = (1,2, ..., Ny), (3.9b)
et posons les hypothéses suivantes:
E(eylx;) =0, E(eje;;r) = 0,V(eylx;) = vixi;

E(eylx;) = 0, E(ey ex) = 0,V(ey|x;) = voxl.

Il est 4 noter que i # i’ et qu’en pratique la valeur de ¢ peut varier de 0 & 2. Nous sup-
posons, de plus, qu’il n’existe aucune corrélation entre e,; et e,;. Nous calculons en annexe
les biais et les EQM de ¢, et de #, en supposant que le groupe de réponse de taille N, et le
groupe de non-réponse de taille N, sont des échantillons tirés des superpopulations
représentées par les modeéles ci-dessus.

Comparaison des biais

Soit I les observations de I’échantillon initial. Comme E[(1/x*) |I] =(1/%) et
E(1/%) = (1/X), nous déduisons de (A.2) et de (A.3) que #; et £, donnent tous deux une
surestimation de Y. En outre, le biais B, de ¢, est supérieur au biais B, de ¢,. Par (A.6) et
(A.7),

awW,(k — 1)S%,

B, — B, = e (3.10)

Cet écart entre les biais augmente avec la taille de la strate de non-réponse et diminue
a mesure que la taille du sous-échantillon augmente.
Comparaison des EQM
A I’aide des équations (A.9) et (A.20), nous pouvons établir la différence entre les EQM
de t; et de #,:
M, — M, = (A — Ay) — G+ (D — Dy). (3.11)

Par (A.10), (A.21), et (A.22),

Wik - 1) ,

(A] — Ay) — G = [3V(«,) + afy — B2X7) 2 Sk (3.12)

Nous constatons que

Via,) = aiV(w) + a3V(w,) + 20q0,Cov(w;, wy)
N —n 5

= — - W, W,. 3.13
(N~ Dn () — ) "W W, (3.13)
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La différence exprimée en (3.12) augmente & mesure que I’écart entre «; et o, s’élargit.
Pour que le membre de droite de ’équation (3.12) soit non-négatif, il suffit que oy > 8X.
Une analyse approfondie de ce résultat montre que la différence exprimée en (3.12) s’accroit
lorsque C, = (S¢/X) devient supérieur a C, = (S,/ Y) tandis que le coefficient de corréla-
tion p,, = (S,,/5S,) augmente.

Par (A.12) et (A.24),

D, — D, = E{[2(6 — 8*) + 3(6*? — 82)]e*?}
+ 2E[6* — & — §*2 + &%) Ee*]. (3.14)
Il est a noter que (8* — 8) = (¥* — %)/X = wy (%, — %) /X. De plus,
E@* —8) = 0.

Lorsque ¢ = 0, ’écart peut étre établi a O(n~?%) a I’aide des équations (3.14), (A.14)
et (A.17),

D, — D, = 3E[(8*% — §%)e*?| — 2E[(8** — §*)E &*]

3IW,(k — 1)5%, 2W,(k — 1)S%,
= 252 (Wivy + kW3vy) — T nkr (Wivi + Wyvy)
W,k — 1)
= {201 =N + 1 (Wv, + Waw) + 3(k — D) Wyn} ——— Sh.
n-X
(3.15)

De toute évidence, I’expression ci-dessus est non négative.
Lorsque ¢ = 1, ’écart 4 O(n ') peut étre établi comme suit a I’aide des équations (3.14),
(A.15) et (A.16),

(w v Xy + wakvyXom)
DI—D2=2E[(6—6*) 11X 2 22m]
n
(wivix + Wzvzxzm)]
~ .
Etant donné que E[(8* — 8)%|/] = 0 nous obtenons par I’équation (3.16),

D, — D,

2FE [(6* )] (3.16)

— (2/n) E[kwiom (%o — %2)|v2 + (2/N) E[WiZpm (%o — %2)]v2
= — (2/MKE|W3V(Xan] D] v, + (2/N) E[WEV (%D |12

_2(Nk —n) Wh(k — 1S )
Nn*Xx?

2. 3.17)

Ainsi, lorsque ¢ = 1, D, > D;. Toutefois, ’écart devient négligeable lorsque # est grand.
Ces résultats nous permettent de supposer que lorsque £ = 0, 'EQM de f, est supérieure
a celle de ¢, si « est plus grand que 8X. Lorsque { = 1, PEQM de #; sera supérieure a celle
de t, si « est beaucoup plus grand que BX.

4. ESTIMATEURS PAR QUOTIENT SPECIAUX

4.1 Premier estimateur
Si (X;, X5) est connu, nous pouvons envisager I’estimateur par quotient spécial de Y suivant:

Y:'S = erl)_(l + Wzrz)_(z, (4.1)
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our = (y1/%) etr, = (y,/%). Or, (X, X,) peut étre estimé par (%, %,) et
(Pam /X2, ) €st un estimateur de r,. Par ces estimations, nous pouvons définir ’estimateur
de Y suivant:

t3 = W]_)_’l + L) )_Jﬁn Xz. (4.2)
2m
Cet estimateur peut étre utilisé lorsque X, est connu mais que X ne I’est pas; nous n’avons
toutefois pas besoins de ¥; dans le calcul de cet estimateur.
A T’aide de (4.2)

s =Y =(F =) + wy (/%) Fom — Fom)- 4.3)

Si m est grand, le biais contenu dans #; est, d’aprés P’équation 4.3:

k-1
( n¥ ) (RZS,%Z - SxyZ)- (44)
2

B3:E(t3— Y) =

L’EQM de 15 est

Wy(k - 1)
n

Sha (4.5)

M; = E(t; - Y)Ziu
n

S+

ou Shy = L2 (3 — Ryx;)2/ (N, — 1).

On obtient un estimateur sans biais de cette EQM en remplagant le premier terme
du membre de droite de I’équation (4.5) par v(§) = (1 — f)s2/n, S%,, par
Shar = LT (¥ — PamX;) 2/ (m = 1), 0U = (Pap /%), €t W, par w,.

4.2 Second estimateur

Nous avons ci-dessous un estimateur qui fait intervenir X et x:

X y X
ty = 4 <;?) = (Wl}_)l + Wz.?an) (}) . (46)
2m

11 peut étre utile de considérer cet estimateur puisque la moyenne conditionnelle de ¢; est
égale a 7, lorsque m est grand et que, par conséquent, ’espérance mathématique condition-
nelle de ¢, devient égale a (y/%)X.
Par (4.6),
). 4.7)

_ Vo - X _ -
W — Y= (-:X“‘ Y) + ws (_—2>(y2m - r2x2m)(
X X2m

Si n et m sont grands, le biais de ¢4 est

><|I><j|

', (l_ﬂ 2 (k"l) 2
By =E(ty —Y) = ——" (RS2~ 8,,) + ——— (RS — S,n). 4.8
4 (4 ) nx ( y) an ( 29x2 xy2) ( )
L’EQM de 1, est
_ 1 — k-1
M, =E(t, — V) = (—st, + W, k=D S5
n

1 — ) Z(NW, — 1)S3 Wy(k — 1)

_ ( 5 n ) San + 2 ( Sh. (4.9)

n (N -1 n
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On obtient un estimateur de M, en remplacant S%,, Sk, Shap, et Waparsyy, sk, S2aq2, €t
w, respectivement, ou

lat

sho= Y 0n = &) (m = 1),
1
m
E
sk =Y, i = rxp)?/(m — 1),
m
Shar = E i = ramx)*/(m = 1).
1

Il est a noter que r* = (y*/x*) comme nous I’avons vu dans la section (3.1).
Si nous comparons les équations (4.5) et (4.9), nous constatons que 'EQM de ¢, sera infé-
rieure & celle de #; si le degré de corrélation entre x et y au niveau de la population est élevé.
Seules des recherches supplémentaires nous permettront d’analyser les avantages qu’offrent
ces deux estimateurs spéciaux par rapport aux estimateurs étudiés dans la section précédente.

5. ESTIMATEURS PAR QUOTIENT POUR LES CAS PROBLEMES

Malgré le sous-échantillonnage des non-répondants et les visites de rappel, il est de plus
en plus évident qu’une proportion appréciable des unités échantillonées ne répondent pas
aux questions de I’enquéte (les cas problemes).

Pour les besoins de la cause, nous définissons une population composée de trois groupes
de tailles respectives (N;, Ny, N3), N = (£} N;), auxquels correspondent les moyennes
(Y, Y5, ¥3) et les variances (S3;, S%,, S3;). Les moyennes et les variances relatives
ala variable auxiliaire sont (X, X5, X3) et (531, S%, S2;). Les moyennes correspondantes
de la population sont ¥ = (W, Y, + W, 1, + W3T3) et X = (W X, + W, X, + W3 X;),
ou L} W, = 1. Posons R; = (Y;/X,), R, = (V,/X,) et Ry = (Y3/X;).

Dans I’échantillon initial de taille n, seulement »; unités répondent au questionnaire;
leurs réponses permettent d’établir les moyennes (X;, ;). On ne connalt pas le nombre
d’unités (n,, n;) appartenant aux deux autres groupes mains on connait leur somme
(ny + n3) = (n — ny). 1l se peut que ’on connaisse les moyennes (X,, X;) relatives a la
variable auxiliaire mais il n’est pas possible d’établir les moyennes (¥,, y;) relatives a la
caractéristique étudiée.

Prenons le cas ou seulement m, unités d’un sous-échantillon de taille m = (n — ny) /k,
répondent au questionnaire et leurs réponses permettent d’établir les moyennes (X%,,,, ¥am)-
Le reste du sous-échantillon m; = (m — m,) unités, c’est-a-dire les cas problémes, ne
répondent pas au questionnaire. Remarquez que m; n’est pas défini.

Rao et Jackson (1984) analysent un certain nombre d’estimateurs de ¥ pour le méme cas mais
n’utilisent pas d’information supplémentaire. Dans la présente section, nous proposons six
estimateurs qui font intervenir des informations supplémentaires. Nous exposons bri¢vement
les conditions dans lesquelles ces estimateurs peuvent &tre optimaux. Pour éviter les dévelop-
pements excessifs, nous ne présentons pas les calculs qui ont permis d’obtenir ces estimateurs.

(I). La différence entre R;, R, et R; est négligeable. Les mj; unités du troisieme
groupe, c¢’est-a-dire les cas problémes, forment un sous-échantillon aléatoire des
m, répondants sélectionnés a la deuxieme phase. Dans ce cas,

my + (n— ny)yy _
Py = —— il g .1)
mx; + (n — ny)x,

b
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(II). Meémes conditions qu’en (I) mais faible degré de corrélation dans les deuxieme
et troisieme groupes. Dans ce cas,

~ my, + (n — n)iy _
Py = — g (5.2)

nx

(III). X3 = (N]Xl + NZXZ)/(NI + Nz) et 73 = (Nl Yl + NzYz)/(Nl + Nz), et
(Ry, R,, Ry) different peu. Dans ces conditions,

- ny1+kmybo, _
YH3 = X. (5~3)
rtl)?1+km2)?2,,,

Comme E (m,/m) = ny/(n — ny), il convient de souligner que [(n —ny) /m] my = kmy
est un estimateur sans biais de n,.

(IV). Mémes conditions qu’en (I1I) mais faible degré de corrélation dans les deuxieme
et troisiéme groupes. Dans ce cas,

- niyi+kmyboy,
Vg = 2" % (5.4)
(n1+km2))?

(V). Les trois ratios différent. Les n3 unités du troisiéme groupe forment un sous-
échantillon aléatoire des n, unités du deuxieéme groupe. Dans ce cas,

- n (n — ny) 7 X
YH5 = [ - yl + — _'—me ] <—_ ) . (5.5)
n n Xom X

(VD). Les trois ratios different. Les ny unités du troisitme groupe forment un sous-
échantillon aléatoire des (n; + #,) unités des deux premiers groupes. Dans ces
conditions,

- m kmy  Fom X
YH6 = (———— }_)1 + —— - )?2) <t > . (56)
ny + ka n + ka Xom X

Bien que nous croyions que les conditions ci-dessus sont satisfaisantes, il faudra pousser
davantage notre recherche pour évaluer le rendement de ces estimateurs.

REMERCIEMENTS

L’auteur tient & exprimer sa gratitude a Dr. J.N.K. Rao et Dr. M.P. Singh de I’intérét
qw’ils ont manifesté pour cette question. Il tient également a remercier 1’arbitre qui a fait
des suggestions en vue d’une amélioration de la présentation de la maticre.



Techniques d’enquéte, décembre 1986 235

ANNEXE: BIAIS ET ERREURS QUADRATIQUES MOYENNES
DANS LE MODELE DE SUPERPOPULATION

Soit Ow = Wloq + WzO{z, o = Wi + whan,

N ny m
- _ _ % _ -
FE = E e,'/N, e, = E e,’/nl, €yn = E e,'/m et é = wié + wyé,,.
1 1 1

Or,
Y=ap +BX + E, (A.1)
. X e _
tl—Y=j;aw—aW+7X—E, (AZ)
X X
et
_ X % _ _*_ _
fh— V=20, —ay+B(—-1X+-X-E. (A.3)
X X X
1. Biais

Soit 6* = (¥* — X)/Xetd = (¥ — X)/X. Le développement en série de Taylor par
rapport & X donne

=1 — & + 6%2.... (A.4)

i

et =1-6+68%.... (A.5)

><|I><|

A l’aide de ces séries et les équations (A.2) et (A.3), nous pouvons définir les biais de
tietdet,a0(m™!)

Vi(x*) (r-5n W, (k—1)
B =~ ay = [ — S2 + —27);(2—5,%2]% (A.6)
et
V(x) (r-.0
Bz = _)_Z'T Ay = [ n)_(z S)z(] (02778 (A7)

2. Erreur quadratique moyenne de ?;

A T’aide de Véquation (A.4), nous pouvons écrire

N2 L) a5t 4 35%2, (A.8)
x-*

Avec I’équation (A.2), nous pouvons exprimer 'EQM de ¢, comme suit

M, = E(t;, — V)! = A, + Dy, (A.9)
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ou
Ay = E(_an - OZW)2
x*

= E[(1 - 28" + 36°) ay] + ap— 2E[(1 — &* + 5*)ay |

= V(a,) + [3E(a}) — 2a2W] [V(X*)/)_(z]

= V(o) + [3V(ay) + aiy] [V(x*)/X?]
et

Par les équations (A.4) et (A.8), nous avons

. X _ X _
(—X — E)2 = (=)?e*? + E> — 2(=)Ee&*
x* X*

= (1 — 26* + 386*%)e*? + E? — 2(1 — &* +

= (&% — E)? — (26* — 36*2)e*? + 2(&* —

g*2

Ainsi, lorsque { = 0, étant donné les valeurs de n; et de n,,

E(&?|ny, ny) = —v; + —v, =

n; hy n

De méme, lorsque £ = 1,

2 2
wi il (kwy) “
E(&*?|ny, ny) = —v Z x,-> + % E X;
| 1 2 n2 1 n% 2 - i

! 1

1
= ;;(W]V])?] + WszZ)?zm).

De plus,

= wiel + w3e3, + 2w, w,8,85,.

§*2)Ee*

6*2)Ee*.

wi kw3 wiv, + kwyv,
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
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De I’équation précédente, nous déduisons (lorsque ¢ = 0),

_ 1
E(Ee*) = —(wyv; + wyvy).
( ) N( 11 2V2)
De méme, lorsque { = 1,
_ 1
E(Eé*) = N(lel)?l + W2V2.X'2m).

3. Erreur quadratique moyenne de ¢,

De I’équation (A.5), nous déduisons

X \2
<—) =1 — 286 + 38°.

X

Par ’équation (A.10), nous pouvons exprimer ’EQM de ¢, comme suit:

MZ:E(tZ— Y)2=A2+ C2+D2.

Etant donné les équations (A.5) et (A.19), nous pouvons écrire

X 2
Az = E<jaw - Olw)
X

Via,) + [3E(a§,) - 2a2W] [V(x)/)?z]

Via,) + [3V(aw) n azw] [V(x)/)‘(z],

N
C2=BZE<x - x) x?
X

et
e* _ _\2
D, = E ( - X - E) .
Etant donné les équations (A.5) et (A.19), nous pouvons écrire

X _ _2 _
<:é* - E)Z = (& — E) — (26 — 38%)e*? + 2(86 — §*)Ee*.
X

Il est & noter que

E[(l — 25 + 352)0&,] +oad - ZE[(I — 5+ 52)aw]aw

E[)—_((aw — aw) (x* — x) )‘(] = B[ (% - %) (o — aw)] = 0.
X X
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(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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