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Résultats optimaux en situation de non-réponse
V.P. GODAMBE et M.E. THOMPSON'

RESUME

L’application de fonctions d’estimation optimales aux enquétes par sondage (Godambe et Thompson
1986) produit des résultats optimaux en situation de non-réponse.

MOTS CLES: Fonction d’estimation optimale; non-réponse.

1. INTRODUCTION ET GENERALITES

Une enquéte par sondage est habituellement caractérisée par une population P de N in-
dividus i; P = {i:i = 1, ..., N}. A chaque individu / correspond une valeur réelle y;. Le
vecteur y = (Jy, ..., Vi ..., ¥n) €st appelé vecteur de population. Tout sous-ensemble s de
P est appelé échantillon. Posons S = {s}. On appelle plan de sondage une distribution de
probabilité p sur S. On préléve un échantillon s au moyen d’un plan de sondage p et on déter-
mine les valeurs y;: i es par une enquéte. En ’occurrence, les données sont représentées par
Xs Ou

Xs = {8, (Ly): €5). a.n

A P’aide des données définies par (1.1), on cherche a estimer un paramétre de population

d’enquéte 0, qui est une fonction réelle particuliere du veteur de population y; 6 = On(y).
A cet égard, nous supposons un modele de superpopulation suivant lequel yy, ..., yy sont

indépendantes et, pour certaines valeurs connues x; de covariables i = 1, ..., N,

6(.yi - Oxt) = O: i = 1) ---,N; (1.2)

e étant Pespérance mathématique relative au modele. Dans le modele (1.2), 6 est le paramétre
de régression inconnu habituel, ’espérance mathématique €tant supposée maintenir les valeurs
de x, fixes. L’ordonnée a I’origine du modéle de régression n’est pas précisée dans (1.2) car
il est souvent possible de I’éliminer par une méthode de stratification appropriée (Godambe,
1982). 11 est & noter que le modele (1.2) ne définit pas de fonction de variance.

Selon Godambe et Thompson (1986), pour des nombres particuliers a;, i=1, ..., N,
nous définissons le parameétre de population d’enquéte 6y comme la solution de I’équation

N
g = E (i — 0x)o; = 0. (1.3)
i=1
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C’est-a-dire,
N N
Ov =Y yiul Y, Xy (1.4)
i=1 i=1

Le parameétre 6y se rattache au modele (1.2) par I’équation

eg = 0. (1.5)

Toute fonction réelle # des données x, dans (1.1) et du paramétre 0 est désignée une fonc-
tion d’estimation sans biais des paramétres 6, et 0 si

E(h — &) = 0 pour toutes les valeurs de y et 6, (1.6)

E étant I’espérance mathématique s’appliquant au plan de sondage p utilisé pour former ’échan-
tillon s. Etant donné les équations (1.5) et (1.6), nous disons que la solution de I’équation

hix, 0) =0,

pour I’ensemble de données x; est une estimation des parameétres 6 et 6, définis respective-
ment par (1.2) et (1.4). Pour la fonction g dans (1.4), suivant le plan de sondage p, posons
H(p) comme la classe de toutes les fonctions d’estimation sans biais 4. C’est-a-dire

H(p) = {(h: E(h — &) = 0 pour toutes les valeurs de y et 6}. (1.7)

Alors, nous disons qu’une fonction d’estimation h* € H(p) est optimale si

eE(h*)? < eE(h)? pour tout h € H(p) (1.8)

(Godambe et Thompson 1986). De plus, lorsque I’inéquation (1.8) est satisfaite,

h* =0 (1.9)

est considérée comme /’équation d’estimation optimale pour I’estimation du parameétre 6,
défini par (1.3) et (1.4).

Pour le plan de sondage p utilisé pour le prélévement de ’échantillon s, posons m;, | = 1,
..., N comme les probabilités d’inclusion. En d’autres termes,

;= E p(s),i=1,..,N, (1.10)

53
ou s 3 i désigne tous les échantillons s qui renferment ’individu /. Nous posons par hypothése

m>0,i=1, .. N (1.11)
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Théoréme 1.1. (Godambe et Thompson 1986). Pour tout plan de sondage p qui satisfait
aI’inéquation (1.11), aux termes du modele (1.2), dans la classe H(p) de toutes les fonctions
d’estimation sans biais (équation (1.7)), la fonction optimale A*, c’est-a-dire A* satisfaisant
a I’inéquation (1.8), est définie par

he =Y = Ox)ou/m (1.12)
i€s

7; étant la probabilité d’inclusion définie en (1.10). L’équation d’estimation optimale s’ex-
prime donc:

Y i — Ox)ey/m = 0. (1.13)
i€s

L’estimateur , du parameétre de population d’enquéte fy défini en (1.4) et du paramétre de
superpopulation 8 défini en (1.2) est défini comme

‘E yiai/7r,~
g ='€° . (1.14)

s
z x,~a,~/7ri
i€s

Brewer (1963) et Hajek (1971) ont déja proposé cet estimateur selon des critéres de
‘vraisemblance’.

Pour faire le lien entre le théoréme 1.1 et les résultats optimaux obtenus antérieurement
(voir, par exemple, Godambe, 1982) nous posons «; = 1 dans I’équation (1.3) et, partant,
dans I’équation (1.2). De plus, nous considérons un modéle de superpopulation que I’on tire
de (1.2) en posant 6 = 6, celle-ci étant une valeur définie. Alors, pour tout plan de son-
dage avec des probabilités d’inclusion m; satisfaisant a I’inéquation (1.11), dans la classe de
tous les estimateurs sans biais de 6y du plan de sondage (dans (1.4)), a; = ,i=1,..N),
’espérance mathématique de la variance du plan de sondage dans ce modele de superpopula-
tion est minimisée pour !’estimation

i i .
€s i=1

1 yi — foxi al
e=;({2'———+002x,» (1.15)
I
ou X = I} x;. Le caractere optimal de I’estimation e a0 = §, vaut pour toutes les valeurs
de 6 si et seulement si le plan de sondage est tel que

N
Probability s:( pL- Ex,) = = 1. (1.16)
iEs

Or, lorsque le plan de sondage satisfait a la condition (1.16), 6, dans (1.14) est égal a e dans
(1.15). Ainsi, le théoréme 1.1 explique tous les résultats optimaux obtenus antérieurement,
mais il ne s’arréte pas la. Dans beaucoup de cas, notamment lorsqu’il s’agit de plans de son-
dage ou 7, x;, la condition (1.16) suppose un plan de sondage ou /a faille de | *échantillon
est fixe. Par ailleurs, selon le théroéme 1.1, on peut obtenir des résultats
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optimaux, peu importe que la taille de I’échantillon soit fixe ou variable. Autrement dit, on
peut obtenir des résultats optimaux dans des plans de sondage ou /la taille de I’échantillon
est aléatoire; ce genre de plans de sondage se présente souvent dans les cas de non-réponse
analysés plus loin.

2. NON-REPONSE ET RESULTATS OPTIMAUX

Supposons qu’un échantillon s est prélevé dans la population d’enquéte P au moyen d’un
plan de sondage p. Supposons aussi qu’a cause de la non-réponse, nous connaissons unique-
ment les valeurs de la variable y; relatives aux sous-ensembles s’ Cs; s — s’ étant les non-
répondants. Ainsi, au lieu d’€tre représentés par x, (équation 1.1), les données correspon-
dantes sont désormais représentées par 1’expression

Xs,s = (88" [ (Ly)ii € s')). 2.1

Nous pouvons alors considérer deux problémes d’estimation:

(I) En I’absence de non-réponse, c’est-a-dire si nous conaissions toutes les données x;
définies en (1.1), nous estimerions le parametre de population d’enquéte 6, défini
en (1.4) en résolvant I’équation d’estimation optimale définie en (1.12), c’est-a-dire
h* = 0. Lorsque les données hypothétiques sont remplacées par x,, défini en (2.1),
on peut chercher a estimer #* au moyen d’une fonction A’ (x, ). Cela est en accord
avec une proposition de Rubin (1976). Conformément a 1’équation (1.7), nous
définissons la classe des fonctions d’estimation sans biais 2’ (pour A*, étant donné
I’échantillon s) comme

H' (p,.,s) = {h': E(h' — h*|s) = 0, pour toutes les valeurs de y et 6}; (2.2)

le point (.) dans A’ indique que la classe H' ne peut étre définie qu’une fois que le mécanisme
de réponse a été précisé. De nouveau, nous définisson 4’ * comme la fonction d’estimation
optimale dans H' (équation 2.2) si A'*eH' et si, aux termes du modele (1.2), eE(h’*)?
< eE(h'*)? pour tout ' € H'.

(II) Par ailleurs, nous pourrions chercher a estimer directement (c’est-a-dire, sans estimer
h* comme en (I)) le paramétre de population d’enquéte 6 a I’aide des données x; ;.
Conformément a I’équation (1.7), nous définissons la classe des fonctions d’estima-
tion sans biais A" (x,) comme

H"'(p,.) = {h": E(h" — §) = 0, pour toutes les valeurs de y et §}; 2.3)

comme dans le cas précédent, le point (.) dans H” indique que la classe H” ne peut &tre définie
qu’une fois que le mécanisme de réponse a lui-méme été défini. A nouveau, nous définissons
h" comme la fonction d’estimation optimale dans H" si h"* € H" et si, selon le modéle (1.2),
eE(h"*)? < eE(h")? pour toutes les fonctions d’estimation 4" € H".

Dans les expressions H' (p,.,s) et H" (p,.), le mécanisme de réponse (.) n’est pas défini.
Nous nous attachons maintenant a le définir.
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MECANISME DE REPONSE: Si I’individu i de la population d’enquéte P est inclus dans
I’échantillon s

la probabilité que i/ fournisse une réponse est g;
et la probabilité qu’il ne fournisse pas de réponse est 1 —g,, 2.4)

i=1, .., N;nousposonsqueg; >0,i=1, ..., N

A I’aide du mécanisme de réponse q = (g, , ..., gn) défini en (2.4), nous pouvons définir
entierement la classe H' (p,.,s) dans (2.2) comme H' (p, q, s) et la classe H" (p,.) dans (2.3)
comme H” (p, q).

Le théoréme 2.1 ci-dessous est I’application du cas (I) tandis que les théroémes 2.2, 2.3
et 2.4 sont Papplication du cas (IT).

Théroéme 2.1. Pour tout plan de sondage p satisfaisant a I’inéquation (1.11) et pour tout
échantillon s dans la classe H' (p, q, s) des fonctions d’estimation (équation 2.2), selon le
modele de superpopulation (1.2), eE{ (h’ )2| s} est minimisée pour 2’ = h'* ou

h'* = E (Vi — 0x)ey/mig;; (2.5)

ies'

en d’autres termes, 2'* est la fonction d’estimation optimale dans H' (p, q, s).

Preuve. Comme il a été souligné dans la section 1, le caractére optimal de A* dans (1.12)
tient pour les plans de sondage ou la taille de ’échantillon est aléatoire et pour n’importe
quelle valeur de «;, i = 1, ..., N dans (1.3). On peut donc faire la preuve du théroé¢me 2.1
en remplagant dans la théoréme 1.1 la population P par s ef «; par o;/7;, i es et en précisant
que les probabilités d’inclusion sont désormais désignées g;, i € s.

Théoréme 2.2. Soit A" la sous-classe de H" dans (2.3) de telle sorte que toute fonction
d’estimation A" (x, s ) dans A" ne dépend que de s dans (s,s’). Alors, pour tout plan de
sondage p satisfaisant 4 I’inéquation (1.11), dans la classe H” (p, q), selon le modele de super-

population (1.2), eE{ (h")?} est minimisée pour #” = A"* ol
h//* — E (y, — exi)ai/ﬂ'i; (26)
ies’

en d’autres termes, A”* est la fonction d’estimation optimale dans H” (p, q).

Preuve. Elle découle directement du théroéme 1.1, dans lequel il suffit de remplacer s par
s’ et les probabilités d’inclusion =; par 7;q;, i = 1, ..., N.

Théoréme 2.3. La fonction d’estimation #”* définie en (2.6) est optimale dans foute la
classe H” (p, q) définie en (2.3). En d’autres termes, ’application du théoréme 2.2 ne se limite
pas a la sous-classe H” de H".

Preuve. Pour n’importe quelle probabilité de réponse q en (2.4) et n’importe quel plan
de sondage p, le paramétre statistique ({i, y;}: i € s') est suffisant pour le vecteur de
population y. En termes plus précis, si nous nous reportons aux équations (1.1) et (2.1), la
probabilité conditionnelle Prob(x, | x,',¥) est indépendante de y. Ainsi, pour toute fonc-
tion d’estimation #” € H” (p, q) dans (2.3), nous avons la fonction d’estimation E(4" | xs')
= h" € A" et eE(h")? < eE(h")?, ce qui démontre le théoréme 2.3.
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Lorsque s = s', c’est-a-dire lorsqu’il n’y a aucun non-répondant, doit-on encore estimer
h* par h'* = h"*? Il est évident que non et Godambe (1986) le montre par des conditions
appropriées. On tend a se poser la méme question dans les cas ou il y a trés peu de non-
répondants et 14 encore, on peut trouver une réponse a cette question en posant des condi-
tions appropriées. En définitive, le caractere optimal formel de la relation 2'* = A” donne
a croire que cette relation est utile et qu’elle est de nature & produire une bonne estimation
lorsque le taux de non-réponse est élevé et que les valeurs relatives de g; sont connues.
Toutefois, elle est loin d’étre aussi efficace lorsque le taux de non-réponse est peu élevé; dans
un tel cas, cette relation gagnerait 4 étre améliorée car on pourrait alors en tirer naturelle-
ment des conditions. Il est encore plus important de poser les hypotheses appropriées lors-
que les probabilités de réponse sont inconnues. C’est le cas que nous illustrons ci-dessous.

Supposons que la population d’enquéte P est divisé en k strates P; de taille N;, j = 1,...,
k. Supposons de plus que les probabilités de réponse dans chaque strate sont constantes,
C’est-a-dire

g =qVforalli€Pyj=1,..,k Q.7

Contrairement & (2.4), ol I’on supposait que les probabilités de réponse étaient connues,
I’expression (2.7) suppose des probabilités de réponse g, j =1, ..., k inconnues.
Désignons par p, le plan de sondage stratifi¢ qui consiste a prélever dans le strate P; un
échantillon aléatoire simple (sans remise) de taille n;, j = 1, ..., k. Comme en (2.3), nous
définissons maintenant la classe des fonctions d’estimation sans biais A (x;s')

Hi(py) = {h: E(hy — §) = 0 pour toutes les valeurs de vy,
et gV, j= 1,..,k}, 2.8)

ot gV est défini comme en (2.7). Posons s = s’ N P; et |s] = n}, c’est-a-dire la taille de
Péchantillon de répondants de la strate P, j = 1, ..., k.
Théoréme 2.4. Pour le plan de sondage p, dans la classe H;(p,) des fonctions d’estima-

tion définie en (2.8), selon le modele de superpopulation (1.2), eE (h}) est minimisée pour
hl = h); ou

k '
=Y ¥ oi- 0xi>a,~/(”ﬁfj_); 2.9

j=1i€s}
et d’autres termes, A est la fonction d’estimation optimale dans H, (p,).

Preuve. La distribution d’échantillonnage des données x, - définies en (2.1) dépend non
seulement du vecteur de population inconnu y, mais aussi du parametre inconnu qg¥,j =1,
..., k. Or, pour chaque vecteur y donné, le parametre statistique n/, j = 1, ..., k est en-
tierement suffisant pour le paramétre gV), j = 1, .., k. Donc, pour des valeurs données de
y et de 6 dans (2.8),

[E(h; — &) = 0, pour tout g, j = 1, ..., k]

= E{(hh —&n,j=1,..,k} =0, (2.10)
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ne tenant pas compte des séries de valeur nulle. De plus, étant donné le nombre de répon-
dants n; de la strate P, la probabilité de ies; est (n;/N;)(nj/n;) = (nj/N;). Par con-
sequent,pour toute fonction d’estimation A;eH,; dans (2.8), nous avons par la théroéme 2.3
I’inéquation.

EL(D ) j =1, .., k) < eE{(h)?| 0} j = 1, ..., k), @.11)

A1 étant définie en (2.9). On démontre le théoréme 2.4 en calculant les espérance mathémati-
ques de part et d’autre de I’inéquation (2.11) pour les variations de n/, j = 1, ..., k.

On peut interpréter intuitivement la fonction d’ estlmatlon optimale A} définie en (2 9) de
la facon suivante: si les probabilités de réponse qV =1, ..., k en (2.7) était connues,
alors, selon le théoréme 2.3, la fonction d’ estlmatlon optimale pour le plan de sondage p,
serait donnée par

k
E E i — exi)ai/(% qgv).

. . j
Jj=1 1€sj

Or, lorsque ¢ est inconnue (ce qui est effectivement le cas dans le théoréme 2.4), nous
’estimons par la formule (n/ /n;), j = 1, ..., k. Si nous substituons cette expression a g/’
dans A", nous obtenons la fonction d’ estlmatlon h} définie en (2.9).

Les estimations découlant de la résolution des équations #'* = 0, h"* = O et hy = 0
définies respectivement en (2.5), (2.6) et (2.9) ont déja été proposées par plusieurs auteurs
selon des critéres de vraisemblance. A ce sujet, I’ouvrage de Cassel et coll. (1983) mérite d’étre
cité. L’hypothese relative aux probabilités de réponse (2.4) semble avoir évoluée peu a peu
dans les ouvrages de statistique. Hartley (1946) est une source intéressante a cet égard.

3. PROBABILITES D’INCLUSION OPTIMALE

A ce stade-ci, il convient de souligner que le caractére optimal de la fonction d’estimation
h"* définie en (2.6) a été établi suivant le modéle de superpopulation (1.2), lequel ne définit
pas la fonction de variance. Il faudrait pourtant définir cette fonction dans le modele précité
afin de connaitre les probabilités d’inclusion optimale. Nous posons par hypothese

ey, — 0x)? = o’f(x), i =1, ..., N, (3.1)

ou fest une fonction connue de x, et o? peut étre inconnue. Si maintenant nous appliquons
I’équation (3.1) & la fonction d’estimation A”* définie en (2.6), nous obtenons

N o N2
EE(h”*)z _ E e(y; OX,) C"- _ 02 E f(xl)al ) (3.2)
m;q; g

i=1 i=1

Dans I’équation ci-dessus, les probabilités de réponse g; définies en (2.4) sont des valeurs
données (fixes). Par ailleurs, on peut établir les probabilités d’inclusion optimale d’un plan
de sondage en minimisant eE (h"*)? dans (3.2) moyennant la restriction (A) ou (B).

N
(A): E w; = constante,

i=1

N
(B): E 7;q; = constante. (3.3)
i=1
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Selon (A), nous maintenons constante la taille moyenne de I’échantillon s car E|s| = LV m;.
Selon (B), nous maintenons constante la taille moyenne de I’échantillon effectif s’ car
E|s'| = ¥ 7; g Or, comme les valeurs de g; sont fixes, eE(h"*) peut étre minimisée selon
les conditions respectives suivantes:

(y: o (L0,
i
x))"
(B): w; o Mai. (34)
qi
En désignant par n' la taille de ’échantillon effectif s', c’est-a-dire | s'| = n’, nous tirons
de (B) en (3.4) I’équation
) 2o E(n'
o= SO @ ERD (3.5)
(X7 (F(x)) " ey} qi
En outre, pour un plan de sondage a taille d’échantillon fixe tel que
Probabilité{s: |s| #n) = 0,
nous déduisons de (3.5).
n N 172
A . 1
Ym=n= Y U)o L, (3.6)
~ =LY Ux)) Tl g

Lorsque dans I’équation ci-dessus toutes les probabilités de réponses g;, i = 1, ..., N sont
égales, par exemple g; = g, i = 1, ..., N,

n=E0n)/qg; 3.7

si, par exemple, ¢ = 1/2, la taille de ’échantillon (initial) s devra étre le double de I’espérance
mathématique de la taille de I’échantillon effectif (s')!

Supposons maintenant que la population d’enquéte P est divisée en strates P;, j = 1. ..., k
de sorte que les probabilités de réponse dans chaque strate soient constantes, c’est-a-dire
que I’équation (2.7) soit satisfaite. Pour un plan de sondage stratifi¢ qui consiste a prélever
un échantillon de taille #; dans la strate P;, j = 1, ... kK nous tirons de (3.5)

Pj ,j=1,..,k (3.8)
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Si les valeurs de (f(x;)) ">, sont constantes pour i = 1, .... N, il est clair d’aprés I'équa-
tion ci-dessus qu’il faudra prélever un échantillon relativement plus grand dans la strate et
que la probabilité de réponse devra étre moins élevée si I’on veut obtenir une répartition op-
timale. De fait, nous aurions dans un tel cas

E(n)) = E(n')/k,

ou n/ est la taille de I’échantillon effectif s/ prélevé dans la strate Pj, j = 1, ..., k.
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