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Estimation sans biais des paramétres d’'un domaine
dans P’échantillonnage sans remise

ARIJIT CHAUDHURI ET RAHUL MUKERJEE!

RESUME

Soit une population finie de taille N comprenant M (inconnu) unités qui appartiennent a la catégorie A
et constituent un domaine dont la moyenne est y. Cette étude décrit une méthode d’échantillonnage aléa-
toire simple sans remise (EASSR) dans laquelle on choisit un nombre préétabli d’é¢léments du domaine
visé, On propose également un estimateur sans biais pour u. Cet estimateur est supérieur a son homologue
dans PEASSR avec un nombre fixe de tirages, méme si ce dernier renferme un biais. Le modéle proposé
produit également des estimateurs sans biais de M et du total T pour I’ensemble du domaine visé.

MOTS CLES: Domaine d’estimation; échantillonnage aléatoire simple sans remise.

1. INTRODUCTION

Pour assurer une utilisation rationnelle des ressources et Pefficacité des estimateurs dans les
enquétes a grande échelle, il est souvent nécessaire de prélever un échantillon qui représente bien
une certaine catégorie (appelons-la “4”) d’unités possédant des caractéristiques recherchées. Par
exemple, les clients qui commandent une enquéte et les utilisateurs des données peuvent préciser
qu’ils veulent des estimations calculées a partir d’un échantillon comprenant un nombre déter-
miné (appelons-le “m”): 1) d’agriculteurs (i) qui emploient un engrais particulier, (ii) qui prati-
quent une certaine méthode d’irrigation et de culture et (iii) qui sont préts a répondre honnéte-
ment 4 une série de questions; (2) de fabricants qui utilisent le fer et I’acier pour un méme besoin;
(3) de membres d’un ménage qui ont un niveau d’instruction donne, etc. En dépit du soin qu’on
peut mettre & élaborer un plan d’échantillonnage approprié, il est souvent possible que la base
de sondage ne soit pas exacte. Supposons qu’on dispose d’une base de sondage imparfaite con-
tenant N unités, ou N est bien au-dessus de M, le nombre réel d’unités dans la catégorie A. On
doit donc chercher une technique d’échantillonnage permettant d’estimer la moyenne (ainsi que
la valeur globale et la taille) du domaine composé des membres de la catégorie A. On aborde
ce probléme plus bas a I'aide d’un plan d’EASSR ““inverse”. Différents auteurs ont déja cons-
truit des plans d’échantillonnage inverses avec remise (voir Haldane (1945) et Sampford (1962),
entre autres) pour estimer la proportion f = M/N d’éléments dans le domaine étude. Rao (1975)
a aussi présenté des estimateurs de la moyenne p du domaine, mais ce sont des estimations par
le quotient et elles ne sont pas sans biais. La technique d’EASSR inverse décrite plus bas permet
d’obtenir un estimateur sans biais de p qui est plus efficace que son homologue dans PEASSR
avec un nombre fixe de tirages, méme si ce dernier renferme un biais.

2. METHODE D’ECHANTILLONNAGE ET D’ESTIMATION
Soit une population I, = (1, ..., Jj, ..., N) composée de N unités numérotées 1, ..., j, ..., N qui

correspondent aux valeurs y,, ..., ¥, .. Y,. Un nombre M (inconnu) de ces unités possedent
certaines caractéristiques spéciales et constituent un ensemble ou un domaine que nous appellerons
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A. En pratique, on a souvent une idée générale de la valeur de M. Définissons I'espace des
parametres de M comme suit: M = {r, r+1, ..., R}, o (> 1) et R(X N) sont connus. Dans pres-
que tous les cas réels r est beaucoup plus grand que 1 et R est beaucoup plus petit que N.
Soit Xl, ey Xy oy X, les valeurs de Y, des M umtes de A. On veut des estimateurs de
p=CEYX )/ M, et peut -tre ausside Met T = L X pour un échantillon comprenant un
nombre préétabli m (< r), d’'unités de A. On peut utlllser les formules de la variance de ces esti-
mateurs, qui est exprimée plus bas en fonction de m, pour calculer une valeur acceptable de m.
Il est commode décrire X,,,, = ... = X, = 0 pour les unités de I, exclues du domaine A.
Supposons qu’on choisit des unités par une série de tirages fondée sur PEASSR jusqu’a ce qu’on
dispose d’exactement de m unités de A. Le nombre de tirages, u, est alors une variable aléatoire
dont la distribution de probabilité, P, (+) (qui dépend du parameétre inconnu M), est
[no1) (am)
P (u=n) = m—1 n-mj M-—m+1 -g, @.1)
N N-n+1
(o)

(pour résumer) (m < n < D + m),

ouD = N — M. Pour éviter de résoudre des problémes triviaux, nous supposons dorénavant que
m > 2, hypothése raisonnable. Les résultats suivants découlent donc du plan d’échantillonnage
inverse décrit plus haut.

Lemme 2.1. Toutes les fonctions paramétriques f{M) sont estimables sans biais.

Preuve. Soit A(u), si on peut calculer cette fonction, un estimateur sans biais (ESB) de f{M).

On peut donc écrire
D+m

SM) = L hn)g,,r<M=<R 2.2

Si on récrit en notation matricielle ce systéme de R — r + 1 équations 3 N — r + 1 inconnues,
h(m), ..., (N — r + m), le fait que g,,> 0(m < n < D + m,r < M < R) signifie que le
rang de la matrice de coefficients correspondante est égal au nombre de lignes qu’elle contient.
Par conséquent, on sait pertinemment qu’il existe une solution, et le lemme 2.1 est donc prouvé.

Observation. SiR = N, le nombre d’équations dans le systéme (2.1) est égal au nombre d’incon-
nues. Deés lors, la matrice de coefficients est non singuliére et on peut calculer une estimation
unique sans biais pour chacune des fonctions paramétriques f(M).

Corollaire 2.1. Un ESB de M qui dépend de la valeur de u est M(u) = Ngm — 1)/(u — 1) = M
(pour résumer cette équation).

Preuve. Premicrement, comme on suppose que m > 2, u > 1 avec certitute (quelle que soit
la valuer de M) et la fonction M(u) est donc bien définie. Or:

D+m
et - £

u-—1

M D! Dg” (n = 2! (N - n)!
(M mt(m — DI Nl r=m (n— m)! (D — n + m)

= M! Dt M -mm -2 N-D_ M
WM - m)(m - !N W - Dt D! N(m_l),VMem.

ce qui prouve le corollaire 2.1.
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Observation. A I’aide du systéme (2.1) et du lemme 2.1, on peut calculer V,(M) et un ESB
de cette variance. Les expressions algébriques de ces grandeurs sont faciles a évaluer numéri-
quement dans n’importe quelle situation pratique, mais on les omet de cet exposé parce qu’elles
sont un peu compliquées.

Dans les raisonnements présentés plus bas, S = (M — 1)7! Y (x, = ), q(u) et Au) sont
des ESB de M~ et M? respectivement (estimateurs définis par le systéme (2.2)), L' représente
la sommation des valeurs correspondant a chacune des unités du sous-ensemble A incluses dans
’échantillon, X = m~'L'X,, Z = m™'L' X et s2=@m-1)'L(X - X

Théoréme 2.1. Un ESB de p est X, qui a pour variance V,(x) = S?(4 — Yr). Un ESB de
V, (%) est »(X) = s¥(m_1 — q(u)).

Preuve. Ce théoréme est facile 4 démontrer et, pour cette raison, on en omet la preuve.

Théoréme 2.2. (i) Un ESB de T est T = Mx qui a pour variance
VAT) = S — Yo E,, W) + @V (M)
(i) W(T) = T* - [[@)(Z - 5% + Ms?] est un ESB de V(D).

Preuve. Le paragraphe (i) est facile & démontrer et, pour cette raison, on en omet la preuve.
Pour (ii), il suffit de souligner le fait que

E [{te)Z — Y + M%) |u]

M
= z’(u)(M‘IE1 X2 - §H + MS* = [w® - M'S%) + Ms>.
Ainsi, on peut écrire:

En(T) = E(TY) - (M2 — M7'S?) + MS?} = E, (T - T = V(7).

3. COMPARAISON ENTRE L’EASSR INVERSE ET L’EASSR
AVEC UN NOMBRE FIXE DE TIRAGES

Cette section montre que, si ’objectif primordial est de réduire le biais autant que possible
dans ’estimation de p, la méthode décrite plus haut est supérieure a I’ EASSR avec un nombre
fixe de tirages. Cette section montre ensuite que cette supériorité ne se dément pas méme si
les estimateurs renferment un certain degré de biais.

Soit d un nombre fixe de tirages dans une enquéte fondée sur I’EASSR (d étant déterminé
d’une maniére bien définie), § un échantillon prélevé selon cette méthode, § N A I’ensemble d’uni-
tés du domaine Aincluses dans § et C le nombre cardinal de § N A. Les symboles Py, E,, V),
représentent les mémes variables que celles qui sont définies aux sections précédentes. On obtient
les résuitats suivants:

Théoréme 3.1. 1l existe un ESB de u si et seulement sid > N — r + 1.

Preuve. Supposons que d > N — r + 1. Il sensuit que P, [c = 0] = 0, V' M € M et que
fi = ¢'L'X, est un ESB de p.

Pour demontrer que cette conclusion est nécessairement vraie, il suffit de prouver que, si
d = N — r, il nexiste pas I’ESB de u. Définissons d’abord quelques notations. Soit j;, v Sy d
unités différentes rangées en ordre ascendant qui sont tirées des 1, ..., N, éléments de § et dont
k unités 0 < k < d), i}, ..., i, (rangées en ordre ascendant) appartlennent au sous- ensemble A.
On peut donc définir § = @, .. ,jd) § = (11, s i) = § N A (ce qui signifie que k=0=>§ =&
etk =d =35 =$5etXF) =X, . Xk) la série de valeurs de X, pour les unités de §’
Si ¢ est un ESB de p, on peut écrire ¢ = t(X( )]$) et il s’ensuit que

E) = VX, ooy X,p VMEAM 3.1)



200 Chaudhuri & Mukerjee: Estimation sans biais des paramétres d’'un domaine

Pour 0 < k < d, définissons ¢, = Ekt(X(s")|s”), L, étant la somme obtenue pour tous les
échantillons contenant exactement k unités du domaine 4. On constate qu’aucune valeur de
x, n’intervient dans le calcul de ¢,.

Sid=N-r, M={N—-d, N—d+1,..,N}. Supposons que M = N — d + j
O< j< d.llyaalors () = (4~ ;) maniéres de choisir les unités appartenant au domaine
A. Or, le systéme (3.1) comprend (, ¥ ;) équations. La somme des équations du systéme (3.1)
pour toutes les maniéres de choisir les unités de A est

(N)(N—I)T

; -

T oa,t, = a’ld=-jJl | (3.2)
wei N-d+j

ou,pour0 < j < w< d, a, = (5:,‘»’) SiN — d > w — j; et 0 autrement. 1.’équation (3.2)
permet d’exprimer la solution des ¢ sous la forme suivante:

t, = (2’) (i) % 0< w< d, (3.3)

et la validité de (3.3) repose sur le fait que

d (N — d\(d N
E =3 = a2 )
En particulier, la formule (3.3) donne comme résultat ¢, = N'(}) T. Mais t, n’est pas indé-
pendant des X, dans cette expression, ce qui contredit un raisonnement fait plus haut. La con-
clusion de la preuve du théoréme 3.1 est donc nécessairement vraie, et ce théoréme est vérifié.
Essentiellement, pour estimer p sans biais dans une enquéte par EASSR d’un nombre fixe
d’unités (d), il faut que d > N — r + 1, mais d peut étre trop élevé (surtout si r est faible)
pour que ce genre d’enquéte soit pratiquable. Méme sid > N — r + 1, on peut démontrer
que’ESB i = ¢ 'L ' X, dans le contexte de ’EASSR est moins efficace que I’estimateur pro-
posé a la section précédente quand le cofit de traiter des observations est égal.
Par exemple, supposons que d > N — r + 1 et définissons la variance suivante:

Vi) = S E,0h — k] (3.4)

Dans I’échantillonnage inverse, le systéme d’équations (2.1) indique que le nombre théorique
de tirages est m(N + 1)/(M + 1). Pour que ce genre d’échantillon soit comparable a un autre
échantillon fondé sur un nombre fixe (d) de tirages, ces deux nombres de tirages doivent étre
égaux. Autrement dit, il faut que m = d(M + 1)/(N + 1), expression qu’on peut introduire
dans I’équation de variance du théoréme 2.1 obtenir

N+ 1

- J N+ 1
V(@ = S [d(M 0 M] . 3.5)

Etant donné que

Efc ) >[E] ' =N > N+1 |
dM  dM + 1)

il s’ensuit que la variance (3.4) dépasse la variance (3.5), ce qui prouve I’efficacité supérieure
de ’ESB pour I’échantilionnage inverse.

Il est également intéressant de comparer ces deux techniques d’échantillonnage quand l’estima-
teur de x dans PEASSR avec un nombre fixe (d) de tirages peut renfermer un biais. Dans cette
derni¢re méthode, I'estimation (par le quotient) habituelle de x est [voir, par exemple, Rao (1975)]

p*=c'Z'X, sic>0

=0 sic=20



Techniques d’enquéte, décembre 1984 201

Le biais de p* est —p P,(c = 0) (précisons que, si d = N — r + 1, on sait alors que
P,(c = 0) = 0, ¥ M € M et que p* se ramene a ’ESB défini plus haut) et on peut démon-
trer la propriété suivante de I’erreur quadratique moyenne de cet estimateur

EQM, () = S'L (% — ) Pyfc = o) + WP, (c = 0). (3.6)

Il est difficile d’effectuer une comparaison analytique directe entre (3.5) et (3.6), mais des ex-
emples numériques comme les deux présentés plus bas indiquent que, dans la plupart des cas
pratiques, la valeur de (3.5) est moins élevée que celle de (3.6), ce qui signifie que notre estimateur
est supérieur méme si ’estimateur de ’EASSR avec un nombre fixe de tirages peut renfermer
un biais.

Exemple 3.1. Les données suivantes sont les notes (en pourcentage) de tous les étudiants qui
ont passé ’examen de baccalauréat en statistique de I’Indian Statistical institute (ISI) au cours
de cing années scolaires consécutives jusqu’a 1984."

68 80 80 72 87 71 55 75 85 52 82
76 73 54 57 51 56 48 73 54 76 69
87 81 68 74 58 56 71 66 69 81 59
65 83 79 72 50 44 65 61 57 50 73
85 87 64 70 48 58 61 53 56 62 61
74 62 56 62 58 58 66 70 80 74 80

Supposons qu’on veuille estimer, & partir d’un échantillon, la note moyenne des étudiants qui se
sont classés au premier rang (ceux qui ont obtenu une note de 60% ou plus). Dans ce probléme,
N =66, M = 44, u = 73.1818, et S* = 61.6871. Dans ’EASSR avec un nombre fixe de tirages
ot d = 10, Pexpression (3.6) vaut 9.5967. La valeur de m dans notre méthode d’échantillonnage
inverse est d(M + 1)/(N + 1) = 6.72 et la variance (3.5) est égale a 8.8792 pour m = 6 et 4 7.4105
pour m = 7; les gains d’efficacité par rapport a échantillonnage avec un nombre fixe de tirages
sont de 8.08% et 29.50% respectivement.

Exemple 3.2. Voici un exemple un peu différent des problémes habituels. Supposons qu’on veuille
estimer la moyenne des nombres premiers compris dans les soixante premiers nombres naturels.
Dans ce probléme, N = 60, M = 18, p = 24.5, et § = 350.1471. Dans ’EASSR avec un nom-
bre fixe de tirages ou d = 7, la valeur de (3.6) est 205.4654. Pour résoudre ce méme probléme
par Péchantillonnage inverse, on doit faire m = 2.18 tirages; pour m = 2, la variance (3.5) vaut
155.6209, ce qui correspond & un gain d’efficacité de 32.03%.

4. CONCLUSION

Le modéle décrit plus haut se limite au calcul d’une estimation pour un seul domaine. Dans
les enquétes menées sur une grande échelle, il est souvent nécessaire d’appliquer des estimateurs
a plusieurs domaines, et le modéle peut &tre modifié pour combler cette lacune.

Soit ¢ le nombre de domaines, dont la taille, M,, est inconnue et dont I’espace des parametres
est M, = {r,, Iy, - Ry}, OU T, €t R, sont connus (I < k < #). Soit p, et S7 la moyenne et
la variance de la population pour une variable particuliere dans le k™ domaine. Léchantillon
est choisi selon un plan d’échantillonnage inverse fondé sur la loi hypergéométrique généralisée,
Cest-a-dire qu’on continue PEASSR inverse jusqu’a ce qu’au moins m,, m, ..., m, (m, < r,pour

! Ces chiffres proviennent du bureau du doyen des programmes d’études de I'ISI. Les auteurs remercient le doyen de
leur avoir permis d’utiliser ces données.
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chaque k) unités du 1%, 2™ . ™ domaine ont été sélectionnées. Pour chaque k, la taille
¢, de I’échantillon du k*™ domaine est une variable aléatoire et P = m) =1 (ou
m=WM, .. M), P, E, sont respectivement les opérateurs de probabilité et d’espérance
mathématique) parce que, dés que le nombre de tirages dans le £“™ domaine a été compléte-
ment exécuté, il peut falloir poursuivre I’échantillonnage pour faire les tirages nécessaires dans
les autres domaines, ce qui peut accroitre le nombre d’unités tirées du &“™ domaine. La
moyenne X,, des unités de I’échantillon qui proviennent du k™™ domaine est un ESB de g, et
a pour variance §* [E, (%) — Y1), 1 < k < t.

Des essais numériques (qu’on n’examine pas dans cet exposé parce qu’ils semblent déborder
le cadre de cet article) révelent que, pour un coiit donnée, ’estimateur de la méthode d’échan-
tillonnage inverse est plus efficace que celui de ’EASSR avec un nombre fixe de tirages. Toute-
fois, dans I’échantillonnage inverse de plusieurs domaines, les expressions algébriques détail-
lées sont trés complexes et rendent difficile une comparaison analytique comme celle résumée
a la section précédente. pour cette raison, nous en faisons grace au lecteur.
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