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APPLICATION DE LA METHODE DES MOINDRES CARRES ET DE
TECHNIQUES CONNEXES AUX PLANS DE SONDAGE COMPLEXES
Wayne A. Fuller?
1. INTRODUCTION ET DESCRIPTION DU MODFLE
Supposons qu'un échantillon de agrappes d'unités élémentaires est prélevé
dans une population finie divisée en L strates. Le nombre total de grappes

(unités primaires d'échantillonnage) dans 1'échantillon. n, est défini par

1'expression

% (1)
n = n .
h=1 N’
ol n, 2 2 est le nombre de grappes tirées de la hléme strate. Un vecteur
colonne de caractéristiques
PO — .. P t

ihlj - (th\]]d th\]Z' s o0y th]p) (2)
est ohservé pour la jleme unité élémentaire appartenant & la iléme grappe de
la hléme strate. La forme du vecteur Y, .. est assez générale. Ainsi, cer=

~hij
tains éléments de ce vecteur peuvent etre des puissances de produits d'autres

composantes du méme vecteur. Un élément peut aussi, et ce sera souvent le
cas, e&tre identiquement égal & 1'unité. Les totaux pour chaque qrappe sont

calculés a l1'aide de la formule

Mhi
y

A 351 ~hij’ (3)

ol Mg est le nombre d'unités élémentaires dans la hiiéme grappe.

Nous voulons nous pencher sur le comportement de fonctions continues

! Wayne A. Fuller. département de statistique, Iowa State University,
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localement d'une fonction linéaire du vecteur des moyennes de chaque qgrappe

R L n

8- & wnl vy

~ T hz1 hh jzp ~hiVT @

ou les Wh sont des poids fixes. Souvent, ces poids valent

W, = N, N-1 (5)

iéme strate et N est le nombre total

ol Nh est le nombre de qrappes dans la h
de grappes au niveau de la population. Pour les poids définis dans la formule
(5), la fonction linédaire en (4) est 1'estimateur centré habituellement utili-
sé pour calculer la moyenne par grappe pour une population finie. Un autre
groupe de poids qui présente beaucoup d'intérét est 1'ensemble de poids

unitaires

W = n‘lnh. (6)

Notre modele nous permet d'examiner des fonctions de la moyenne par unité
élémentaire. L'estimateur habituel de la moyenne d'une des variables Y au
niveau des unités é&lémentaires est le rapport entre la meyenne de la variable
au niveau des grappes et le nombre moyen d'unités par grappe. Le nombre moyen
d'unités par grappe est la moyenne au niveau des grappes d'une variable Y qui
est identiquement égale a 1'unité.

On peut facilement étendre notre modeéle pour inclure diverses formes de
sous-échantillonnage & 1'intérieur des grappes. Ftant donné que ce genre
d'extension n'augmente guére la généralité du développement et aqu'elle
compliquerait beaucoup les notations, nous limiterons notre description &
1'échantillonnage & un degré & 1'intérieur des strates.

Notre analyse repose fondamentalement sur le théoréme central limite

suivant pour les échantillons tirés dans une population finie.

Théoréme 1. Soit {Er: r =1, 2. ...} une série de populations finies strati-

iéme ieme

fides. Définissons la population de la h strate de la r population
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comme un échantillon aléatoire de taille th > Nr-1 h choisi & partir d'une

population infinie & p dimensions admettant des moments absolus d'ordre 2 + §,

ot § > 0, qui sont bornés en vertu de 1'inéqalité M5< o, Soitlgrh la matrice

des covariances de la rhléme population infinie. Soit Lr > Lr-1 le nombhre de

strates dans chaque population finie et supposons au'un échantillon aléatoire
iéme

simple de n_, unités (n_, > 2 et n > n ) est tiré dans la h strate.
rhl rh rh r-1.h
Soit Frh = th n, une matrice trianqulaire dans lequel
0< Frh < Mfu < 1,
ol Mfu est un nombre fixe. Soit thi le total correspondant a la iiéme grap-
pe tirée dans la hléme strate de la rléme population et définissons
5 Lr 1 Meh
~p T hzz,' thnrh i_.z_:1 'Y'I‘hi.’
Lr 1 th
Zee = 5 WonNen 5 E Yehio
L
r
’g'[‘ - hzz,l wI‘h'E’.h..’
oll QTf est un paramétre de la population finie et h est la moyenne de la
population infinie utilisée pour produire la hléme strate de la population fi-

nie. Nous supposons éaalement que

L
n T w? ! < M < o,

0< Mg < |np B Monnzn&en| < Msy

oli les bornes inférieure et supérieure M sont des nombres fixes: on suppose

que
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L
r
2 =19-1 2 -
SEP [t§1 Wettred " Wenph —— 0
3 mesure que T — 5 «, 0U th est une matrice trianqulaire de poids. 0On peut
écrire
PN PR L
[v{o. - 8.p1177 (8, - 8.¢) —=N(O, 1),
~ (A - L
[vie, - 8.1177 (8. - &) — N, D),
ol
n A ér ) o1
Vi - &b = WG (T - fn T
- ;r . —1"
Wi - & b= I oWynZ,
n
F o=, =D T (Y, =Y, (Y. =Y, )
~rh = “'rh j=1 ~rhi. = ~rh..”’~rhi. = ~rh..” °
- -1 "reh
Xehi. = Mh 151 Xeni. -

la démonstration de ce théoréme découle des théorémes 1 et 2 de Fuller
(1975) et elle est applicable aux échantillons & plusieurs deqrés. - (Voir
aussi Krewski et Rao (1981) et Isaki et Fuller (1982)).

La plupart des cas que nous examinerons portent sur des fonctions continues

de 8.

Corollaire 1. Supposons que les hypothéses du théoregme 1 sont justes. Soit
Eﬂg) une fonction A valeurs vectorielles qui dépend de 9, ot 9}2) est continue
et admet des dérivées premiéres continues pour 8 dans la sphéere |Q,— QTI <8
pour tout r. ol § > 0 est une valeur fixe. Soit G(8) une matrice non sinqu-
litre contenant les dérivées premigres de gfg), oll le ijiéme élément de G(9)

est
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3g, (9)
36,
i
a,(9) est le 11®M® glgment de q(8) et 0 est le i1 glément de 9. On peut

écrire
8V ¢ R L
[G(8)V18, - 8016 (8177 1a(8) - a(8.)1 —» N(D, D).

rae v, - 816 (8 )17 ae) - ate )1 Lsna, D).

Le corollaire 1 s'applique & 1l'estimateur taylorien de la variance de la
distribution approximative de E(ET) - EKQT). I1 est également possible d'éva-
luer la variance & 1'aide d'estimateurs bien définis pour des échantillons
répétés. Nuelques-unes des techniques utilisées sont la méthode des duplica-
tions successives par blocs (balanced repeated replication: voir McCarthy
(1969)), les méthodes jackknife (voir Miller (1974)) et les méthodes bootstrap
(voir Efron (1979, 1981)). Bien que ces méthodes puissent é&tre adaptées & la
structure de 1'échantillon. cette adaptation n'est pas toujours directe (voir
Rao et Wu (1983)).

Une classe de fonctions continues de é{ qui mérite une attention spéciale
est celle qu'on obtient quand élest la variable dépendante dans un ajustement

par la méthode des moindres carrés aqénéralisés.

Corollaire 2. Supposons que les hypothéses du théordme 1 sont justes.

Définissons 6 de maniére & satisfaire la condition
,Q_, = n(g),

ol o est un vecteur de dimension k (k < p), h(g) est une fonction continue de
o et il existe des dérivées premire et seconde pour tout g dans une sphere
ouverte contenant la vraie valeur Q. pour tout r. Définissons l'espace des
paramdtres de o comme un sous-ensemble borné ouvert de 1'espace euclidien & k

dimensions. Soit gr le vecteur qui minimise
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1
(8. - h(e) 'V e, - 8 H8, - hle)].
On a alors
~ _l -~ L
Vi N7 (e, - ) =N, 1)
N Y ~ oy 1s ~y1-1
ol Vie} = THGa OV {8, - o 10" (0 )],
et ﬂﬂé%) est la matrice des dérivées premitres de h(a) par rapport & g au
point @.

2. MOYENNES, QUOTIENTS ET REGRESSIONS

Une application élémentaire du théoréme 1 est 1l'estimation de la moyenne
par qrappe et l'établissement de limites de confiance approximatives pour
cette moyenne. Souvent, le paramétre clé pour l'estimateur de la moyenne est
la moyenne au niveau des qrappes pour la population finie, ce qui nous oblige
3 inclure la correction d'échantillonnaae pour population finie (1 - Fh) dans

1'estimateur de la variance.
Une application un peu plus compliquée est 1l'estimation de la différence

entre les valeurs de la moyenne par grappe obtenues pour deux domaines. Si

nous définissons

Yhij1 = observation de la caractéristique d'intérét si 1'unité hij appar-
tient au domaine 1
= 0 autrement,
YhijZ = observation de 1la caractéristique d'intérét si 1'unité hij
appartient au domaine 2
= 0 autrement,
Yhij3 = 1 si 1'unité hij appartient au domaine 1
= 0 autrement et
Yhija = 1 si 1'unité hij appartient au domaine 2

= 0 autrement,
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1'estimation de la différence entre les valeurs de la moyenne par unité

calculée pour les deux domaines est
a(® = a(¥ ) =vy7l.y Syt oy (7)

Deux méthodes sont souvent utilisées pour calculer l'estimateur taylorien
de la variance. Dans la premiére, 1'estimateur du corallaire 1 est calculé
directement & partir des matrices G(ér) et V{ér - ef} ou V{ér - erf}. Une dé-
marche algébriquement 1identique consiste & définir les observations de la

maniére suivante-

~ ~

L. & =4y = KOy, - %) (@)

$<|

et de calculer 1'estimateur stratifié habituel de la variance de la moyenne

par grappe pour,ghi.

ViZ b= ¥fgr Ol
- 5w - fonTlie - L T g P VG- 7). (9)
B2 B N AL i21 Yoni T.AhMeniT S h)

ol

7 5 w2z

~ " h=1 h~h., "’

jd _ -1 nh -~

Zn. =™ i E Dhs

Par exemple, 1l'algorithme de calcul (9) est mis en oeuvre dans SUPER CARP.
(Voir Hidiroglou et coll.. 1980, p. 32.)

L'analyste peut vouloir tirer des conclusions statistiques sur la popula-
tion finie qui a été échantillonnée ou sur la superpopulation, quand il tra-

vaille avec des grandeurs telles que les différences entre des moyennes.



- 114 -

Une des utilisations analytiques les plus fréguentes des données d'enquéte
est 1'ajustement d'équations de régression. On peut méme exprimer la diffé-
rence entre les moyennes de différents domaines sous la forme d'un coefficient
de régression. Le vecteur de coefficients de réaression a la forme de Eﬂé),
variable décrite 3 la section précédente, mais il peut é&tre avantageux de
décomposer le vecteur Y défini & la section 1 en plusieurs partitions et de
fournir des expressions explicites pour les coefficients de régression.
L'équation de réaqression peut s'écrire de la maniére suivante:

(10)

Y B8

- 1
hij = Znijd * Ohij,
ol Yhij est la variable dépendante et Lhii est un vecteur de dimension k con-
tenantkles variables explicatives. L'esfimateur des moindres carrés pondérés
de B est

~

L L

"N Mhi

T n X W LY
h=1 i=1 j=1 ~hii hij hii

" Mhi
=[Z T

f X WX 17!
T j§1 ~hij hll”hlJ1

(11)

Les poids Wh peuvent &tre une fonction de hij, mais nous supposons ici

que les poids s;it fixes en ce sens qu'ils dépendent seulement de la numérota-
tion des unités élémentaires. 0On exclut ainsi (sauf & titre d'approximation)
1'utilisation de poids qui varient en fonction des autres unités de 1'échan-
tillon.

Si on adopte quelques hypoth&ses non restrictives sur les moments de la
superpopulation 3 laquelle la population finie appartient, on peut appliquer
le théoréme 1 a l'estimateur défin% par la formule (11). Soit hi j la proba-

bilité de sélection: 1'estimateur i% est un estimateur convergent du vecteur

L Nh ms L Nh M

[z £ % X .Wo..mo..x'.. ]! ) WY
Br [h=1 i=1 j=1 lhlj hljnhlyzhlj] hE1 i=1 j§1 ZhlJ hljﬂhlehlJ (12)
pour la population finie. Il découle de (12) aue l'estimateur (11) est un es-

timateur convergent du coefficient de régression pour la population finie
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gquand les valeurs de Whii sont proportionnelles & 1'inverse des probabilités

Y

de sélection. L'erreur comprise danslgW quand on l'utilise pour estimerlgf est

B -B.=I : gh M 171 ; 2y (13)
T j§1‘”hij hijhij’  hzp i=1 je1 ~hij hii'hi]
ou Vhij = Thij ~ Rnijle

En vertu du théoreéme 1 et du corollaire 1, un estimateur convergent de la

variance de la distribution approximative de éw - E,ESt

V{’\Bw _ E,} - A—lga:l’ (14)
ou
A ; ;h mgi X WX
~ 7 hz1 =1 j=1 ~hijohijehiy’
A -1 L -1 "h~oe
G = (n - D(n - k) h§1 ”h(”h -1 i§1,9hrghi ’
. Mi -
~hi. - J§1 g’f‘lij’
hij = "hijZniiVhii’
L n
n= I Zh m .,
h=1 i=z1 hi
~ - - ]
Yhij = Thij T Zhijde

et B est 1'homologue de ﬂf au niveau de la superpopulation. Cette forme par-
ticulidre de 1l'estimateur de la variance a été proposée par Fuller (1975) et
elle est utilisée par SUPER CARP.

Une des questions que les statisticiens se posent souvent quand ils ana-
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lysent des enquétes est : "Faut-il tenir compte des poids d'échantillonnage
dans 1'ajustement d'une équation de régression?” Comme pour la plupart des
questions de ce genre. la réponse dépend des circonstances. Le fait que cette
question soit posée indique généralement que le chercheur veut faire des infé-
rences sur une population plus grande que la population finie qui a été échan-
tillonnée. Cela ne signifie pas pour autant que la superpopulation d'intérét
est parfaitement définie ou définissable. I1 en découle toutefois que le
chercheur envisage la population finie comme étant générée par une superpopu-
lation dans laquelle un modéle lindaire peut décrire la réalité. Une expres-
sion quantitative de 1'hypotheése selon laquelle il n'est pas nécessaire de
prendre en compte les poids d'échantillonnage est 1'hypothése suivante concer-

nant la superpopulation:

Ho' Bn = 81y (15)

ol les 9 sont les homologues de (12) au niveau de la superpopulation et

LN hi LNy My
[z =

E SV SIS SN & RS SRS N - D> S SN N S
N L j§1 LhlJ“hlJNhlJ}] h=1 i=1 E{j=1'~h1J"hlJ hlJ}’

m

0 L s b e
t
ey = Lk ik B jor Aniidhi] LI 2 Eﬁ{j§1 Znij"nigl

(16)

.

et Eg est 1'opérateur d'espérance mathématique par rapport & la superpopula-
tion. Cette hypothése est vérifiable. Il semble que le moins qu'on puisse
faire, c'est d'effectuer un test de cette hypotheése si on fait une analyse non
pondérée d'un échantillon tiré avec des probabilités de sélection inéaales.

Si 1'hypoth2se nulle comprend également 1'hypothése selon laguelle 1'esti-
mateur calculé en tenant compte des poids unitaires est 1l'estimateur & vari-

ance minimale, le test de cette hypothése repose sur la variable

k - —IA’A_].A
Fo-to2k = K Y008, (17)
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- Loy My

X X t 7, ..2)..
[h:1 i=1 j=1 ~hiivhij

Loomy oy

-1
] h§1 121 jE1*Zhinhij’

Zhij = Bhije Znijhig)o
et
~ X1 Y12
v=1{- R (18)
Na21 Va2

est défini dans 1'équation (14), sauf que'ghii remplace,ﬁhij. Tel que 1'indi-
que la notation, le critére de ce test suit approximativemént la loi du F de

Snedecor avec k et n ~ L - 2k degrés de liberté.

Exemple 1. Le tableau 1ccontient des observations recueillies sur trente-
sept aires agricoles par le Statistical Reporting Service du département de
1'agriculture du gouvernement des Ftats-linis dans la région centre-nord de
1'Iowa en 1978. Deux séries de chiffres sur le nombre d'hectares de soja
figurent dans ce tableau. La premiére série a été obtenue au moyen d'inter-
views sur place dans le cadre d'une enquéte menée au mois de juin (June
Enumerative Survey). La deuxitme série provient d'une classification de
données transmises par le satellite Landsat et analysées par un systéme de
répartition mis au point par le Statistical Reporting Service. Ces chiffres
sont tirés d'une étude qui avait pour objet la construction d'un estimateur du
nombre total d'acres de soja par la méthode de régression. Nous utilisons ces
données ici pour illustrer le calcul de paramétres de régression & partir de
données d'enquéte. L'échantillon ressemble de tres prés a un échantillon
stratifié ol les strates correspondent aux territoires numérotés dans la
colonne des comtés. L'inverse de la fraction de sondage est indiqué dans la
colonne des poids. L'ajustement par 1'estimateur (11) d'une équation pour la
régression du nombre d'hectares déclaré dans les interviews par rapport au

nomhre d'hectares mesuré par satellite conduit au résultat suivant:

Y = -11.845 + 1.1602X,
(8.332) (0.0922)
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oll les nombres entre parenth&ses sont les erreurs types évaluées & partir de
la matrice des covariances estimées qui est calculée a 1'aide de 1'équation
(14). Le logiciel SUPER CARP a été utilisé pour exécuter tous les calculs
nécessaires. Si on introduit les poids unitaires dans les équations (11) et
(14), on obtient les résultats suivants pour 1l'équation de réaression et les

erreurs types respectivement:

Y = -3.927 + 1.0850X.
(9.282) (0.0963)

Si on calcule la variable F définie par 1'équation (17), le résultat est

2
Fos = 2.81.

A premidre vue, cette valeur est suffisamment grande pour mettre en doute
1'égalité des deux coefficients. A cause de la petite taille de cet échantil-
lon et de la structure des poids, ce test est presque 1'équivalent d'une com-
paraison de deux droites, soit une droite pour le premier comté et une droite
moyenne pour les autres comtés. Dans ce petit échantillon, les écarts de la
droite du premier comté sont faibles. Par conséquent, les estimations des
erreurs types des coefficients des deux variables additionnées sont peu éle-
vées. Ce phénomene est abordé de nouveau & la section 3. Si on calcule la
variable F habituellement utiliséde pour la régression dans un test ol on
suppose que les variances des erreurs sont homogénes et qu'on fait abstraction

de la stratification, on obtient

2
F33 = 0.68.

Bien que cette variable ne suive pas la loi du F de Snedecor, elle nous
permet de croire plus allégrement aque les deux régressions pondérées faites
plus haut conduisent & la méme équation.

Le tableau 2 contient les erreurs types des coefficients de régression
estimés par différentes méthodes. Les erreurs types estimées de la constante

ont 3 peu prés le comportement gu'on pourrait prévoir. La régression pondérée



- 19 -

pour échantillons stratifiés produit la plus petite erreur type estimée, tan-
dis que la régression pour échantillons stratifiés faite & partir des poids
unitaires et la régression des moindres carrés ordinaires ont les deuxiéme et
troisiéme erreurs types les moins élevées. N'oublions pas que ces erreurs
types sont des estimations. Les deux régressions pour échantillons stratifiés
produisent un résultat convergent si on accepte le schéma de stratification.
L'estimateur pondéré a la plus petite variance parce que les abservations
appartenant 4 la strate 1, celle qui a le poids le plus élevé, sont plus
proches de la droite estimée aque les points correspondant aux autres strates.

L'estimation de l'erreur type par la méthode des moindres carrés ordinaires
indique un manaue de convergence dans cette estimation du modéle stratifié.
Si on envisage 1'échantillon comme un échantillon de comtés divisé en qrappes,
les estimations de l'erreur type de la constante sont d'environ 30% a 40% plus
élevées que celles calculées pour l'échantillon stratifié.

Les erreurs types estimées de la pente ont toutefois un comportement dif-
férent. L'erreur type estimée la plus faible est associée & 1'estimation
calculée pour un échantillon en grappes & partir des poids unitaires, alors
que l'erreur type la plus élevée correspond aux moindres carrés ordinaires.
En gros, la variation de la pente d'une grappe a l'autre est relativement
moins grande que la variation & 1'intérieur des grappes. Etant donné qu'il
existe une corrélation inverse entre les poids et la variabilité aobservée, les
estimateurs pondérés ont de faibles variances estimées. Cet échantillon est
petit, mais il suffit de démontrer que les poids unitaires ne produisent pas
toujours des variances plus faibles que les poids d'échantillonnage et que la
stratification et la division en qgrappes peuvent avoir des effets assez

complexes sur les variances estimées des coefficients de régression.

3. QU'EST-CE QU'UN GRAND ECHANTILLON?

les raisonnements présentés dans les sections précédentes sont fondés sur
les propriétés des estimateurs des paramétres et de la variance dans les
grands échantillons. Si on utilise la loi normale limite pour établir des
intervalles de confiance, la taille d'échantillon requise pour une bonne

approximation dépend de la nature de la population mére. Par exemple, si la
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caractéristique observée est rare et se mesure avec une variable binaire
(supposons que la probabilité d'obtenir une valeur non nulle est inférieure &
0.N5), il est nécessaire de prélever un trés grand échantillon (plus de 1,400
unités dans le cas d'un échantillon aléatoire simple (Cochran, 1977, p. 58))
pour une approximation basée sur la loi normale. Une variable qui suit une
loi binomiale et a une faible probabilité d'étre non nulle est seulement un
exemple des é&léments fortement asymétrigues que les praticiens de 1'échantil-
lonnage rencontrent souvent dans les populations qu'ils étudient.

Des grandeurs telles que le chiffre d'affaires brut d'entreprises, le nom-
bre d'employés dans des entreprises, le nombre d'animaux par ferme et le
revenu familial sont des valeurs qui appartiennent & des populations asymétri-
ques dont il faut prélever de grands échantillons avant que la distribution de
la moyenne tende vers une forme gaussienne. En revanche, la distribution de
la moyenne de variables telles que la taille des familles peut étre approxima-
tivement normale quand la taille de 1'échantillon est petite (moins de cent
unités).

L'utilisation du développement de Taylor est une méthode semi-non paramé-
trique en ce sens que cette approximation est valable, dans les qgrands échan-
tillons, si on adopte quelques hypothéses tres peu restrictives au sujet de la
population. les propriétés des grands échantillons sont assurées s'il n'y a
pas de points isolés dans notre espace échantillon. Cette méthode peut s'avé-
rer pigtre dans les cas ou & cause de la distribution génératrice et de 1la
taille de l'échantillon, une observation ou plus est isolée du nuage de points
principal. Nous examinerons maintenant le probléme d'estimer la variance du
vecteur de coefficients de régression utilisé pour évaluer l'effet de la pon-
dération sur ces coefficients dans 1'exemple présenté plus haut sur la culture

du soja. Le vecteur original est

(1, X, XW, W)

et 1'hypothese & vérifier est que les coefficients de XW et W sont nuls. Pour
illustrer les probl2mes que pose 1l'estimation de la variance du vecteur de
coefficients calculés pour l'ensemble de données sur la culture du soja, nous
définissons un vecteur qui est orthogonal dans la métrique des poids

unitaires. La matrice des observations des variables indépendantes
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transformées contient les résidus obtenus dans la réagression de chague varia-
ble, sauf la premiére, par rapport aux éléments qui la préceédent dans le
vecteur original. Les valeurs des variables de réaression transformées
(X - i, RWX, RW) fiqurent au tableau 3. On a retenu seulement quelques
chiffres pour faciliter la lecture de ce tableau.

La régression de Y par rapport a (1, X - i, RWX, RW) a pour résultat:

Y = 95.34 + 1.085(X - X) + 0.093 x 1072RWX - 0.015RW,
(2.24) (0.093) (n.044) (N.N23)

oli les erreurs types estimées ont été calculées pour un échantillon stratifié
avec les poids unitaires & partir de 1l'expression (14). Si on utilise la

méthode des moindres carrés ordinaires, on obtient

Y = 95,34 + 1.085(X - X) + 0.093 x 10" 2RWX - 0.015RW.
(3.37) (0.113) (n.N86) (0.034)

Dans les résultats des méthodes tayloriennes, 1'erreur type estimée du
coefficient de RWX est & peu preés la moitié de celle qu'on obtient avec la
méthode des moindres carrés ordinaires. Ce fait est attribuable a la réparti-
tion des données.

La valeur absolue de la premieére observation de RWX est beaucoup plus gran-
de que celle de toutes les autres observations. Cette seule observation
représente 67% de la somme des carrés pour RWX. Dans 1l'approximation taylo-
rienne, la variance des écarts dans 1'échantillon, c'est-a-dire la variable

N

dhij dans 1'expression (14), est utilisée pour estimer }a variance du para-
métre d'intérét. Les écarts de la courbe de régression, v, fiqurent dans la
dernigre colonne du tableau 3. La valeur de ; pour la premiére observation
est une des plus faibles dans cette colonne. Le carré moyen des résidus est
de 421. Le produit (RWX)(Q) pour la premigre observation est égal a -1113.
Ce produit est comparable aux résultats obtenus pour les observations 3, 33 et
36. Ainsi, la premiére observation est & l'origine d'environ 67% de la somme
des carrés pour RWX, mais seulement d'a peu pres 15% de la somme des carrés

2

pour (RWX)(Q). Cette différence est due au fait que v pour la premigre ob-
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servation représente moins d'un dixiéme du carré moyen des autres abserva-
tions. En outre, l'écart quadratique pour la premiére observation présente un
biais vers le bas parce que la méthode des moindres carrés oblige le plan
estimé & se rapprocher d'une observation qui est séparée des autres. Par con-
séquent, si la variance de l'erreur sur toutes les observations est identiaque,
la méthode taylorienne produira une estimation de la variance du coefficient
de RWX qui comporte un biais vers le bas.

Cette méthode conduit-elle & une sous-estimation de la variance pour cet
échantillon? On 1l'ignore. Si on utilise la méthode paramétrique des moindres
carrés ordinaires, on accorde beaucoup d'importance & 1l'observation extréme
dans le calcul de l'estimation combinée de la variance de l'erreur. Il est
impossible de savoir si cette méthode est exacte parce que notre estimation de
la variance de l'observation isolée provient d'un estimateur & un deqré de
liberté. Dans ce genre de circonstances, la plupart des chercheurs spécia-
listes préférent supposer que la variance du point isolé est la méme que celle
des autres points au lieu d'évaluer la faible variance observée du point
extréme.

Dans un modéle non paramétrique, une seule observation contient peu
d'information sur la variabilité & 1'intérieur de la population dans laquelle
cette observation a été tirée. A toutes fins utiles, une observation qui est
isolée de toutes les autres est essentiellement wune seule observation. Dans
la forme compléte d'un modéle paramétrique, 1l'observation isolée est membre &
part entigre de l'ensemble de données parce qu'elle est censée avoir été pro-
duite par le méme mécanisme générateur qui est 3 l'origine des autres observa-
tions. Pour des données comme celles aui fiqurent au tableau 3, le résultat
qu'on obtient par des méthodes paramétriques est trés étroitement 1lié 2 cer-
taines hypothéses au sujet de la variance des erreurs.

Dans l'estimation de la variance, une des mesures de la grandeur numérique
de 1'échantillon est le nombre de dearés de liberté pour 1'ensemble des grap-
pes. Ainsi, par exemple, la matrice des covariances estimées pour une varia-

ble aléatoire vectorielle de dimension k est singuligre, sauf si

L

h=1
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Pour établir des intervalles de confiapce approximatifs, il semble raison-
nable d'utiliser la loi du t de Student avec au plus E(nh - 1) degrés de 1li-
berté. Etant donné que la variance d'une variance estimée est une fonction du
quatriéme moment de la population, les variances estimées sont extrémement peu
fiables. Le coefficient de variation des carrés est de 2% dans le cas de la
loi normale et cette valeur est beaucoup plus grande pour un grand nombre
d'autres distributions souvent utilisées.

Si les variances des erreurs dans les strates sont inégales ou si des poids
indégaux sont affectés aux estimations de différentes strates, la variance de
1l'estimateur de la variance peut étre trés différente de la valeur obtenue par
un simple calecul du nombre de degrés de liberté des erreurs. Le tableau 4 a
été construit 3 partir des données du tableau 1 afin d'illustrer les effets de
ces facteurs sur la variance estimée. Dans la premigre colonne, nous sup-
posons que la stratification n'a aucun effet; autrement dit, nous supposons
que la variance dans chague strate est éqale & la variance de la population.
Nous supposons que la population mére suit une loi normale, ce qui nous permet
de formuler une expression explicite pour la variance de la variance. La
variance de la variance estimée des erreurs dans le calcul d'une moyenne est
alors proportionnelle & (26.6)"1 si 1'échantillon est stratifié, mais elle est
proportionnelle a 3671 si on applique les principes de l'échantillonnage aléa-
toire simple (EAS). Le nombre réel de degrés de liberté pour 1'échantillon
stratifié est d'un peu moins de vingt-sept parce que la taille des échantil-
lons & 1l'intérieur des strates est inéqale. Si on utilise les poids d'échan-
tillonnage du tableau 1 et 1l'estimateur habituel de la variance pour échantil-
lons stratifiés, la variance de la variance estimée est proportionnelle &
(4.6)"Y. Ce chiffre est trés bas 3 cause du poids élevé de la premidre
strate. Si la variance dans la premidre strate est la moitié de la variance
dans les autres strates, le nombre réel de deqrés de liberté pour 1'estimateur
de la variance est de 12.4. Dans la dernigére colonne du tableau 4, nous indi-
quons le nombre réel de deqrés de liberté pour un échantillon aléatoire simple
dans le cas ot la variance de l'échantillon aléatoire simple est deux fois
celle de 1l'échantillon stratifié. Ce résultat montre comment la stratifica-
tion peut réduire & la fois la variance d'une moyenne estimée et la variance
de la variance de cette moyenne.

Bien qu'il nous soit impossible de préciser le nombre requis de deqrés de
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liberté dans les erreurs pour le calcul de nos approximations, il est clair
qu'on ne peut pas se limiter & un petit nombre de degrés de liberté, surtout
si les poids sont inégaux.

Le corollaire 1 repose sur l'utilisation d'une approximation linéaire d'une
fonction non lindaire des moyennes de 1'échantillon pour reproduire le compor-
tement de cette fonction non linéaire. Pour que cette approximation donne de
bons résultats, la courbure de la fonction non lindaire doit &tre faible en
comparaison de 1l'erreur type des moyennes de 1'échantillon. Par exemple, si

cette fonction est quadratique, c'est-a-dire qu'elle a la forme

q(?) = 0!.1; + OLZ_Y-Z,

1'approximation linéaire est
q(?) toagn + agp? 4 (g + 2auu)(Y - ).
L'espérance mathématique de a(Y) est

E{q(?)} = agu + aplu? V{?}].

Pour que 1'approximation linéaire soit bonne, il faut que la valeur de V{?}

et (ou) celle de ay soient faibles.

En somme, on peut appliquer la théorie des grands é&chantillons avec

assurance:

1. si on dispose d'un nombre raisonnable d'observations, c'est-a-dire un
nombre suffisant pour ou'aucune observation ne soit trop éloianée des
principales concentrations d'observations (c'est 13& une autre facon de
dire que la distribution des erreurs tayloriennes est telle que leur
moyenne suit approximativement une loi normale),

2. si le nombre réel de degrés de liberté dans les erreurs pour 1'estima-
teur de la variance est raisonnahle et

3. si la courhure de la fonction non linéaire des moyennes de 1'échantil-
lon est faible en comparaison de l'erreur type des moyennes de 1'échan-
tillon.
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Tableau 1. Superficie des cultures de soja

selon deux méthodes d'observation

Hectares de soja

Comtés Aires Poids Interviews (Y) Satellite (X)
1 1 502 8.09 24.75
1 2 106.03 98.10
1 3 103.60 112.50
2 1 212 6.47 43,20
2 2 63.82 80.10
3 1 188 43.50 61.65
3 2 71.43 92.70
3 3 42 .49 74,25
4 1 190 105.26 98.10N
4 2 76 .49 99.45
4 3 174.34 152.10
5 1 134 95.67 57.60
5 2 76.57 66.15
5 3 93.48 91.80
6 1 189 37.84 34,65
6 2 131.12 97 .A5
6 3 124.44 116.10
7 1 172 144 .15 136.35
7 2 103.60 99.45
7 3 88.59 99,90
7 4 115.58 123,30
8 1 114 99.15 85.50
8 2 124.56 121.50
8 3 110.88 77.40
8 4 109.14 102.60
8 5 143.66 133.65
9 1 193 91.05 75.15
9 2 132.33 85.95
9 3 143.14 112.05
9 4 104.13 81.90
9 5 118.57 80.55

10 1 a3 102.59 117.90
10 2 29.46 39.15
10 3 69.28 72.00
10 4 99.15 99,45
10 5 143.66 155.25
10 6 94.49 85.50
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Tableau 2. Erreurs types estimées des coefficients de régression

calculés par différentes méthodes

Méthode

Erreur type estimée

~

Bo Pl
Moindres carrés ordinaires 10,747 n.1116
Echantillon stratifié; poids d'échantillonnaqge 8.332 0.0922
Echantillon en grappes; poids d'échantillonnage 11.121 Nn.0823
Echantillon stratifié; poids unitaires 9.282 0.N963
Echantillon en grappes; poids unitaires 13.256 0.1071
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Tableau 3: Valeurs des données de régression transformées

Grappes Stratifiées Poids X - X 107 2RWX RW v
1 502 -67 -195 167 6
1 502 7 25 336 6
1 502 21 68 369 -15
2 212 -48 1 1 =37
2 212 -1 4 24 -19
3 188 =30 10 -7 =20
3 188 1 5 7 -26
3 188 -17 8 -1 -35
4 190 7 4 12 3
4 190 8 4 13 -28
4 190 61 -3 38 14
5 134 =34 28 -53 34
5 134 -25 23 -51 6
5 134 0 5 47 -3
6 189 =57 13 =20 3
6 189 6 4 1 29
6 189 25 2 20 3
7 172 45 -9 8 1
7 172 8 3 -6 -1
7 172 8 2 -6 -16
7 172 32 -5 3 -14
8 114 -6 10 -67 8
8 114 30 =22 -66 -2
8 114 -14 18 -68 28
8 114 1 -5 -67 1
8 114 42 -32 -65 5
9 193 -16 7 4 13
9 193 -6 6 9 43
9 193 21 3 22 26
9 193 -10 6 7 19
9 193 -1 6 6 35

10 114 26 -24 -9n -21
10 114 -52 63 -84 -16
10 114 -19 26 -87 -9
10 114 8 -4 -89 -6
10 114 64 65 -93 -16
10 114 -6 12 -88 3
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Tableau 4. Efficacité de 1'estimateur de la variance dans différentes

situations

Nombre équivalent de degrés de liberté

Méthode VEAS = VSt VEAS = 2VSt
Fchantillonnage aléatoire simple (EAS) 36 9
Fch. strat., poids unitaires, var. égales 26.6 26.6
Ech. strat., poids inégaux, var. égales 4.8 4.8

Fch. strat., poids inégaux, o% = 0.50°
13.9 13.9




