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INTRODUCTION AUX MODELES LINFAIRES FT
AUX MODELES LINEAIRES GENFRALISES

David A. Binder!

Cette étude décrit bridvement les modeéles statisticues & une varia-
ble, les modeles de régression linéaire et les mod&les linéaires
généralisés. Des examples d'une analyse de variance a deux facteurs
et d'une régression logistique sont présentés.

1. INTRODUCTION

Notre propos ici est de donner un apercu général de certaines notions uti-
lisées en statistique pour construire des moddles applicables & des données.

L'estimation de moyennes et de proportions & partir de données sur un
échantillon prélevé dans une population est devenue une pratique courante. A
la section 2, nous abordons bridvement cette notion et nous décrivons les
méthodes d'estimation d'intervalles de confiance.

Les modéles de régression lindaire et d'analyse de la variance sont souvent
utilisés pour simplifier des données multidimensionnelles & 1'aide d'un schéma
comprenant un petit nombre de paramétres. Ces technigues sont des outils
puissants pour l'analyste qui veut approfondir sa compréhension d'un ensemble
de données complexes. Nous examinons ces méthodes a la section 3.

Les notions utilisées dans les méthodes de régression linéaire peuvent étre
étendues 3 tout un éventail de problémes, agrice aux modéles linéaires qgénéra-
lisés décrits par Nelder et Wedderburn (1972). Ce type d'extension est parti-
culigrement utile quand la variable dépendante est qualitative au lieu de con-
tinue. La section 4 porte sur la structure de ces modéles.

Enfin, la section 5 offre une description treés bréve des diaanostics aqui
permettent de vérifier si un modeéle est inadéquat et de déceler les

multicollinéarités.

! David A. Binder, Division des méthodes d'enocuéte-institutions et
agriculture, Statistique Canada.
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2. MODELES A UNE VARIABLE

2.1 Modeéles fondés sur la loi binomiale

Supposons que nous prélevons un échantillon dans une grande population et
que nous observons une caractéristique de chague unité choisie. S5i la taille
de 1'échantillon est n, nous pouvons représenter les observations a l'aide de
la notation Y;, Yo, ..., Yn . Nous recueillons ces données parce que nous
voulons faire des inférences sur la population 3 partir de cet échantillon.
Par exemple, notre population pourrait @tre les personnes qui résident au

Canada, et nos données peuvent gtre définies de la maniére suivante:

y 1 si la personne j est née au Canada
J7 0sila personne j est née & 1'extérieur du Canada.

Nous voulons nous servir de cet échantillon pour déduire des informations
sur la proportion de la population qui est née au Canada.

Si un échantillon aléatoire simple de n = 5,000 résidents est prélevé et
que la proportion réelle de personnes nées au Canada est p = N.85, le nombre
de personnes dans notre échantillon qui sont nées au Canada sera une variable

aléatoire gui suit une loi binomiale exprimée par la fonction

nnn -
Fiy) = O 89719 T Yoy =0, 1, L., snon,
Comme nous savons que p = 0,85, nous pouvons fournir une description

compléte des propriétés de Y = I Yj’ le nombre total de personnes nées au
Canada dans notre échantillon. Par contre, dans la plupart des analyses sta-
tistiques, nous ne connaissons pas toutes les caractéristiques de la popula-
tion mére et nous devons utiliser notre échantillon pour faire des inférences
au sujet de cette population. Supposons gque nous ignorons la valeur de p dans
notre exemple., 0On peut alors prédire que le nombre de personnes nées au
Canada dans notre échantillon sera une variable binomiale aléatoire dont la

distribution correspond & la fonction

fly) = (SOSD)py(1 - p)?000 -y s 1, ..., snOD.
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L 'estimateur habituel de p, pour ce genre de  données, est
p=VY=z Y./5000. On définit s(p) i{E’““;)/“Q“U)}%’ ot s(p) est notre es-
timation de 1l'erreur-type de p. 0Or, p + 1.96 s(p) est un intervalle aléatoire
qui contient la vraie valeur (inconnue) de p avec une probabilité de 95 %. Si
nous remplacons le chiffre 1.96 par une autre valeur, cet intervalle devien-
drait plus petit ou plus grand et le niveau de confiance ne serait plus de
95 %. Pour déterminer le niveau de confiance, on doit consulter une table des
probabilités associées & 1l'intervalle approprié sous la courbe de la loi nor-
male réduite.

Nous venons d'illustrer l'application de la loi binomiale & un échantillon
aléatoire simple prélevé dans une grande population. Dans cet exemple, toute
inférence basée sur 1'échantillon s'étend & la population mére. Toutefois,
dans bien des cas, nous voulons faire des déductions sur d'autres populations
qui, 3 notre avis, présentent des caractéristiques semblables. Par exemple,
le nombre de décés au Canada dans un qroupe d'Age et sexe au cours d'une année
peut 2tre concu comme étant un résultat particulier provenant d'une distribu-
tion binomiale dans laauelle chague individu a une probabilité égale de mourir
et tous les décés sont essentiellement des événements indépendants. Si la
probabilité de décéder est constante sur une période de auelques années, on
peut utiliser le nombre de décés au cours d'une année pour estimer le nomhre
de déces au cours d'autres années, bien que les populations méres ne soient
pas identiques. (Les compagnies d'assurance~vie et leurs actuaires utilisent
ce type d'hypoth&se dans leurs calculs.) Si chaque décés individuel est un
événement indépendant, les hypothéses sur 1'invariabilité de la probabilité de
décéder peuvent étre vérifides 3 1'aide de la loi binomiale.

I1 est important de soulianer que les modeéles linéaires aénéralisés décrits
3 la section 4 permettent de remplacer 1'hypothése de probabilités constantes
pour tous les individus par un schéma dans lequel les probabilités peuvent
dtre liées & d'autres facteurs tels que 1l'aage, le sexe, l'état de santé, la

consommation de tabac, le poids, etc.
2.2 Modeles fondés sur la loi normale

Une des distributions importantes utilisées dans 1'élaboration de mod&éles pour

expliquer des données est la loi normale qui est exprimée par la fonction
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_1
fFly) = (2m6%) exp |- _1_2 (y - W2} - <y <o
20

La moyenne de la population est u et c'est souvent ce paramétre qu'on veut

estimer. La variance de la population est o2,

Si nous observons des données Y1, Yo, ..., Yn dans la population, l'estima-

teur habituel de west u =Y =1 Yi/n. |L'estimateur de l'erreur-~type de u est

s(;) = s/n%, ol
¥ = x (Y, - 02/ - 1).

Comme dans le cas de la loi binomiale, 1l'intervalle de confiance de 95 %
est ; 1_1.968(;) pour les grands échantillons. Cet intervalle est aléatoire
et a une probabilité de 95 % de couvrir la vraie valeur de p. RAuand un échan-
tillon est petit (n < 60), on peut remplacer la valeur 1.96 par la valeur
appropriée de la distribution du t de Student pour accroitre 1l'exactitude des
intervalles estimés. Pour obtenir différents niveaux de confiance, il suffit
de substituer & la valeur 1.96 le chiffre qui correspond au percentile appro-
prié de la loi normale réduite ou de la distribution du t de Student.

Dans certains cas, il n'est pas réaliste de supposer que la variance est
constante, surtout dans les modeles linéaires décrits & la section 3. Une

manidre simple d'étendre 1l'application de la loi normale est de représenter la

variance de Xi par ci, ol ci = oz/wi. Nous supposons ici que wi, Wo, <.y W
sont des poids connus. !.'estimateur de la moyenne est alors u = I ini/Z wi,

une moyenne pondérée des observations, L'erreur-type de cette moyenne est
A 1
s(u) = s/(% wi)z, ol

62 = 5w (Y, - D2/ - 1).

L'estimation d'intervalles de confiance pour u est analogue au cas simple.
I1 est important de souligner que les poids wi, «.., W, sont liés i la spéci-

fication des modéles basés sur la loi normale et n'ont habituellement aucun
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rapport avec les poids d'échantillonnage utilisés dans les plans de sondaae
complexes élaborés pour des populations finies. Quand un analyste ajuste des
modéles 3 des données recueillies & partir d'un plan de sondane complexe concu
pour une population finie, il peut décider d'inclure & la fois des poids théo-

riques et des poids d'échantillonnage dans le calcul d'une estimation.
2.3 Modeles appartenant 3 la famille exponentielle

Dans les modéles décrits plus haut, les lois binomiale et normale peuvent
étre considérées comme des cas spéciaux d'un ensemble beaucoup plus général de
distributions connu sous le nom de "famille exponentielle". La forme générale

que nous utiliserons pour exprimer cette distribution est:

f‘(}’j) = exD[K\j {yje - b( 9)} + C(YJ" K-l)]’

ot les valeurs de yi ne dépendent pas de 6.
Nous supposons que Ki = KW, oU les poids wil, ..., W, sont connus. Dans un
grand nombre de cas, la valeur de « est également connue.

Exemple 1 (proportion binomiale)
Soit yj = yj/nj une proportion calculée pour un échantillon de nj observa-

tions d'une population binomiale. On peut donc écrire:

_ n. n.y. n,(1 -v.) _
f(yj)z(i)DJJ(1‘p)J J:y]zoy-‘l—,z—-’- y 1,
) "iYj i
E(;i) = p, Var(yj) = p(1 - p)/nj,
8 = loalp/(1 -~ p)l,
K. = NnN.

J J’

h({8) loa(1 + ee).
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Exemple 2 (Variable normale)
Soit yj une variable qui suit une loi normale et qui a pour moyenne u et

. 2 L .
pour variance cj. Ainsi, on peut écrire:

b L Yi = M2
fly.) = (2m0%) "’ exp - — (= ) i - <y, <w
J J g. J
J
2
E(yj) = u, Var(yj) = o5,
8 = u,
_ 2
<5 = /9%
b(8) = u?/2.

Exemple 3 (Moyenne d'une variable de Poisson)
Soit y. une variable de Poisson qui a pour moyenne nik. Définissons en-

suite ;i = yj/ni. On a alors:

RPN 12
fly.) = n.A v v. =0, —, 2, ...
(yJ) e ( i ) /(nJyJ) ; Y; ) ’
J i
E(yv.) = A v v.) = A/n.
(yJ) , ar(yJ) /nJ
8 = log A,
K]:nj’
b(8) = ee.

Exemple 4 (x%)
Soit yj une variable qui suit une loi de type UZX%,/Vj- Ce genre de varia-
Joo-
ble est souvent utilisée dans les modéles d'analyse et de décomposition de la

variance, ol yj est le carré moyen. On a alors:

(v, - 2)/2 v v./2 ,
Fly;) =y CE;E] exp {- ijj/(Zc )}/P(gi/z): s > 0,
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Ely;) = o7, Var(y.) = 20"/v,,
J J J
6 = - 1/02,
.= v./?
KJ vJ/ ,
b(98) = - log(- 0).

Comme on peut le noter dans ces exemples, la famille exponentielle comprend

un grand nombre de distributions fréquentes. En général:

E(yi) = b'(0) = u, Var(yj) - b"(S)/Ki = Vi

ot b'(+) et b"(+) représentent la dérivée premitre et la dérivée seconde de
b(e).
Si les valeurs de Yi, «.., Yn sont indépendantes, 1l'estimation du maximum

de vraisemblance de 6 provient de la solution de:

9y =T k.wy./Z k. = T w.y./T w.
" REAT T

ol u= b'(8). 11 doit donc exister une qgrande famille de mod&les ol une

moyenne pondérée d'un échantillon constitue un estimateur efficace de la

moyenne de la population. L'estimateur de la variance de u est

V(n)

20 2
(z KjVj)/(Z Kj)

b"(8)/(Z Kj)-

o/

Pour les grands échantillons, 1'intervalle de confiance de 95 % de u est
u o+ 1.96{9(;)}%, pourvu que le modéle soit vrai.

Dans les cas ol Kj = ij est connu seulement jusau'd la valeur de la cons-
tante de proportionnalité, k, (comme, par exemple, dans un modele fondé sur la
loi normale), il est nécessaire d'estimer la valeur de k. L'estimation du

maximum de vraisemblance dépend de la solution & 1'édquation:
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ac(y., x.)
(yJ, 5

oK.
R

Ly.0 - 6 = 0.
z wJ[yJ b(8) + 1=0

L'autre moyen d'estimer V(u) sans biais est d'utiliser 1l'estimateur suivant

qui est 1lié moins étroitement a un modéle:

Cet estimateur offre une autre facon de construire les intervalles de con-

fiance de up., La principale hypothése sur laquelle repose la validité de cette

méthode est que Var(yj) « 1/wj.

3. MODELES LINEAIRES

3.1 Analyse de la variance a un facteur

Le modéle de l'analyse de la variance & un facteur constitue une extension
simple des moddles 3 une variable basés sur la loi normale gui sont décrits &
la section 2.2. Dans l'analyse de la variance, nous observons une caractéris-
tique de chaque unité échantillonnée, mais nous définissons également des
sous-populations. Ces sous-populations peuvent é&tre des groupes d'age et
sexe, des qgroupes de secteurs d'activité/professions, etc. Le modéle peut

gtre représenté par 1'expression

oy les u sont les moyennes réelles qui varient d'une sous-population 2 une

autre, et, par hypothése, les € sont indépendants et suivent une loi normale

avec une variance égale 2 cfi i
Dans la plupart des analyses; ces poids sont constants.

2 N .
=0 /wi , ol les Wi s sont des poids connus.

L'estimateur habituel de ui dans ce modéle est
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13/ iy

= >

ij”

.= Lw
o

Selon les hypothéses de ce modele, les moyennes estimées sont indépendan-

tes, obéissent & une loi normale et E(ui) =y et Var(;i) = oz/gw Ces pro-

i1
priétés permettent d'établir des intervalles de confiance pour les moyennes
individuelles.

Une manigre différente mais équivalente de formuler ce modegle est

yis S M+ o+ €L

J 1 1]

ol LI wij i = 0 et
u = I wijui/zz Wi
@, = Wy - M

L'extension de cette représentation est particuligrement utile pour les
modeles d'analyse de la variance & deux facteurs ou plus, ce qui fait l'objet
des sections 3.2 et 3.3. Un des problémes les plus importants dans ce qenre
de modéle est de vérifier si toutes les moyennes sont égales. Autrement dit,
on veut savoir si W} = w2 = ... = My OU 0] = G2 = ... = o = N. 11 existe des
logiciels standard (SAS, SPSS, etc.) aqui comprennent ces tests d'hypothéses
dans leurs sous-programmes d'analyse de la variance (ANOVA). Une question
connexe est: guelles sous-populations ont une moyenne égale s'il s'avére que

les moyennes ne sont pas toutes égales? Quand on ne peut plus ajouter d'au-

tres facteurs a4 l'analyse comme, par exemple, dans une analyse de la variance
3 deux facteurs, il faut alors procéder & une comparaison multiple de moyen-
nes. Un grand nombre de logiciels statistiques permettent d'exécuter ce type

d'analyse.

3.2 Analyse de la variance 3 deux facteurs

Les données présentées au tahleau 1 sont tirées de !'enquéte sur la fécon-

dité menée en 1975 au Sri Lanka (voir Little: 1982). La moyenne qui fiqure
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dans chaque case indique le nombre d'enfants mis au monde selon la durée du
mariage et le niveau d'instruction.

Les moyennes des colonnes et des ranaées semblent indiquer aque le nombre
moyen d'enfants augmente en fonction de la durée du mariage et diminue en
fonction du niveau d'instruction. Le modéle d'analyse de la variance 3a deux

facteurs peut Btre exprimé sous la forme suivante:

yijk = U+ ai + Bj + Yij + Eijk = uij + Eijk
ol les valeurs de e sont considérées comme étant indépendantes, distribudes
selon une loi normale et possédant une variance égale 2 Gijk = oz/wijk . Les
w sont des poids connus. Dans la plupart des analyses, ces poids sont cons-
tants. Pour estimer les parametres de ce modéle, il est nécessaire de fixer
des contraintes & ces paramétres afin d'édviter qu'ils ne soient pas uniques.

lLes conditions habituellement ajoutées au modéle sont:

E g E wijkai =0,
% jl Ewijksj = 0,
Pewijliy = 9
FEwijetiy =

Les estimateurs sont définis par le systéme d'éaquations

R a“ij
I X T T =0
i § ke wl]k(yljk ulJ) =
39
2
ot ;. 62, ... correspondent aux estimations des paramétres u, Q; etc. lLes

valeurs des o et des B représentent les effets principaux, tandis aue celles

des Yy sont les interactions entre les deux facteurs. On obtient ainsi les

estimateurs suivants:
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~ -

., = Y. - y’.‘ ~ZLw, ., B/TIw

"

i i. ik Ljk ik ijk
éj =Y. Y. P Wijk&i/iz RIS
Ty F ;ij. B y,. b &1 - é]
ol yij‘, yi.., etc. sont les moyennes pondérées appropriées.
Or, dans le mod&le additif, uij =W+ a4 Bj' Nous avons tracé a la

figure 1 les courbes formées par les moyennes dans chaque case du tableau 1.
Selon le modeéle additif, toutes ces courbes doivent 2tre parallgles. Si on
ajuste le modele additif aux données du tableau 1, on obtient les moyennes
ajustées qui figurent au tableau 2. Comme nous pouvons le constater, l'effet
du niveau d'instruction est considérablement affaibli apreés l'ajustement de ce
modeéle. La raison est que les femmes les plus instruites n'étaient pas ma-
riées aussi longtemps que les autres, de sorte que c'est le nombre d'années
depuis le premier mariage qui devient le facteur important. Toutefois, comme
le révéle l'analyse de la variance résumée au tableau 3, tous les effets prin-
cipaux et les interactions ont un caractére significatif. Le modeéle additif
doit donc 8tre rejeté. Mais seulement 0.4% de la variation totale est expli-
quée par les interactions entre le niveau d'instruction et la durée du
mariaqe, tandis que 49.7% de cette variation est expligquée par le modéle addi-
tif. Nous pouvons conclure que le modéle additif nous a permis de mieux com-
prendre les données et que 1'effet du niveau d'instruction n'est pas aussi

prononcé qu'il le semblait & l'origine.
3.3 Modeéle de régression

Les modéles d'analyse de la variance décrits plus haut peuvent étre consi-
dérés comme des cas spéciaux du modéle de régression linéaire multiple défini

par 1'édquation

yj = BoXoj + lelj + e + Brer + Ej’
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ol Xoj, Xljo +o-- Xri sont des constantes connues et Bg. B1- ..., Br sont des

coefficients inconnus. Nous supposons que les € sont indépendants, suivent

. . 2 2 N .
une loi normale et ont pour variance Gj =0 /wj, ot les w sont des poids con-

nus. Par exemple, dans une analyse de la variance & un facteur. on pourrait

utiliser la notation suivante:*

Xoj = 1 pour toutes les valeurs de j

.idme

= 1si laj itme

unité appartient & la i sous-population
- ai/aI si la jléme unité appartient & la Iléme sous-populat ion

id

0 autrement

H

pour i = 1, ..., I -1, ot a; est la somme des poids pour toutes les unités de
iéme

la i sous-population. Dans ce modéle:

By = Bog + B;  pour i=1, ..., 1-1,
u = Bp - (8181 + ... + 81_131_1)/81.
Ainsi. u = B8gp et o = Bi pour i =1, .., I -1.

Une formule de régression semblable peut également étre définie pour les
analyses a deux facteurs et plus.
Dans la version générale du modéle de réaression, les estimateurs de By,

. Br sont Bg, ..., Br’ les solutions de 1'expression

PN

Iw.(y. = y.)X.. =D i =0, 1. ..,
wJ(yJ yJ)le , i r

ol yj = BoXoj + leij + ..+ Brxri‘

Si on veut vérifier des hypothéses, construire des modéles et établir des
intervalles de confiance pour les B, il faut calculer la matrice des covari-

ances des 8. 0On doit résoudre 1'équation

Var(é) = 27!
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oli A est une matrice dont le (k,f)i2me élément est ? ijijlj‘ Pour estimer
0. nous utilisons la formule o = g w].(yj - ;1)2/(5 -t~ 1).

Un grand nombre de logiciels comprennent des commandes faciles pour faire
des tests d'hypothéses sur é a4 partir de la matrice des covariances estimées
BZA'I et des valeurs critiques de la distribution appropriée de la variable F
(comme. par exemple. PROC REG, PROC ANOVA et PROC GLM dans le logiciel SAS).

On peut illustrer ce genre de modéle & l'aide des données présentées au
tableau 4, qui est tiré d'une étude de Koch, Gillings et Stokes (1980) et
indique le nombre annuel de visites chez les médecins par habitant, aux Etats-
Unis, en 1973 selon la taille de la ville (deux catégories: 1. RSMS = région
statistique métropolitaine standard (Standard Metropolitan Statistical Area)
et 2. Non-RSMS) et le niveau d'instruction (trois catégories). Ces données
proviennent de la Health Interview Survey de 1973, enauéte basée sur un échan-
tillon probabiliste complexe. La figure 3 offre une représentation araphique
de ces données.

Un mod&le de réaression et auelques tests statistiques ont permis d'obtenir

un modéle réduit qui a la forme suivante:

ECY ) = Bo + B X1, + BaXa.,
N J J
ot XlJ = 1 si la jiéme personne habite une RSMS
= (1 autrement
ij = 1 si le revenu de la famille de 1la jiéme personne était infé-
rieur 3 $5,000 ou si la jiéme personne avait plus de douze

années d'instruction. dans le cas d'un chef de famille.

Hi

0} autrement.

Les paramdtres estimés étaient 8y = 4.18 (erreur-type de 0.11), B, = 0.65
(erreur-type de 0.11) et %2 = 1.12 (erreur-type de 0.09). Les erreurs-types
calculées ici ne sont pas celles décrites plus haut parce que les auteurs ont
utilisé la matrice de dimension 18 x 18 qui contient les covariances estimées
de 1'engquéte susmentionnée, pour obtenir les erreurs-types. Cette méthode
ne suppose pas 1'indépendance des termes d'erreurs et elle est souvent utili-
sée dans l'analyse de données d'enquétes complexes.

Les résultats sont résumés au tableau 5 et sont illustrés a la figure 4.
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On peut constater que l'ajustement du modéle est assez bon. Nous avons réduit
des données qui comprenaient dix-huit paramétres a trois résumés statistiques

et nous obtenons également des erreurs-types moins élevées qu'auparavant.

4. MODELES LINFAIRES GENFRALISFES

4.1 Régression avec une variable dépendante dichotomique

Un des problémes qui se posent souvent dans l'utilisation des modéles liné-
aires décrits 3 la section 3 est que les erreurs sont supposées suivre une loi
normale. Il est vrai que des analyses semblables & celles abordées & la sec-
tion 3 sont faisables méme si les erreurs n'ont pas une distribution normale,
mais seulement si la variance des erreurs satisfait & la condition c% = o?/w,

d
et s'il n'y a pas de corrélation entre les erreurs. Dans un tel cas, les

.

estimateurs linéaires aue nous avons décrits produisent des estimations cen-
trées A variance minimale pour les parametres du modele, mais il existe peut-
d8tre de meilleurs estimateurs (c'est-a-dire des estimateurs non lindaires).
La recherche de meilleurs estimateurs a mené a la conception de modéles liné-
aires généralisés (voir Nelder et Wedderburn: 1972) et d'estimateurs robustes
(voir Huber: 1973).

Par exemple, supposons que la variable dépendante yi peut prendre seulement

deux valeurs, 0 ou 1. Nous voulons construire un modéle pour exprimer po=
Pr(Y. = 1) en fonction de 1l'expression linéaire XoiBo + X1j61 + ee. + erSr.
Tr01s méthodes sont généralement utlllsées pour résoudre ce probleéme, La

premigre approche est de calculer 80, cees Br 4 1'aide de l'estimateur habitu-
ellement employé dans un modéle de régression classique. Cette technique est
analoaue & une analyse discriminante dans laquelle les variables Xoj, ceny er
sont considérées non comme des constantes fixes et connues, mais comme des
variables aléatoires (qui suivent une loi normale & plusieurs caractéres et
ont une matrice des covariances constante) dont la moyenne dépend de la valeur
de Y Le principal inconvénient de cette méthode est que Yj = XO]BO + .. +
X B ne peut pas &tre utilisé directement pour prédire la valeur de p En

outre, les X,. sont souvent des variables qualitatives (telles aue la pro-

ij
vince, la profession, etc.), ce qui annule l'hypoth&se de normalité a plu-

sieurs caracteres.
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Deux autres techniques treés répandues sont 1'analyse des probits et la
régression logistique. Dans 1'analyse des probits, on suppose que
p, = &(% XijBi)’ ol ® est la fonction cumulative d'une variable aléatoire nor-

i

J
male réduite. Dans la régression logistique, on suppose que

8. = ) -pJ)] = _.B..
f loq[p‘]/(1 p‘])] iZXl‘]Bl

Ces deux méthodes sont des outils analytiques importants, et on les re-
trouve dans un grand nombre de loaiciels statistiaues (tels aue SAS et BMDP).

Pour avoir une idée générale de ces deux approches, définissons

Dans 1'analyse des probits. ni = ®_1(pj), alors aue dans la réqression lo-

aistique, ny = log[pj/(1 - pj)].‘ Pour calculer 1l'estimateur du maximum de

vraisemblance de Bg, -.... Br’ il faut résoudre 1'équation

-~

X,
(yy = Py)%y5

= 0, pour i =0, ..., r,

[

p.(1 - p.a'(p.
Pi(1 = pylatlpy)

-~

ol G(pj) =z XijBi' Le systéme doit souvent 2tre résolu par itération. Pour
. i
1'analyse des probits, on peut écrire

a'(p.) = ____1_____

! ¢r_¢>-1<p1>1

ol ¢(*) est la fonction de densité de la loi normale réduite. Dans le cas de

la réagression logistique,

' - 21
a (pj) = [pj(1 - pj)]
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de sorte que l'estimation du paramétre recherché est contenue dans la solution

de 1'équation

z (y, - pj)X .= 0, pour i = N, .... T.
J

>

La matrice des covariances de Bg, ..., Br est A-l. od A est une matrice

dont le (k. z)léme élément est

X, . X, .
A = I kj %]

kg = ° : >
ips(1-py) {g (pj)}

Ce résultat peut étre utilisé pour établir des intervalles de confiance.
faire des tests d'hypothéses et construire des modéles.

Dans la réqression logistique, la covariance se raméne & 1'expression

Prg = 351 =P X X5

Pour illustrer 1'utilité de ces modéles, nous examinerons une analyse non
publide faite par Dolson et Morin a partir de données de l'enquéte canadienne
sur la santé et 1'invalidité. La variable dépendante indiquait si une per-
sonne était classée comme handicapée possible aprés 1'exécution du test de
sélection 2 de 1'enquéte supplémentaire sur les personnes handicapées qui a
été mende en méme temps que 1'enquéte sur la population active de janvier
1983. (Pour une description détaillée de cette enquéte, voir Dolson et Morin:
1983 ) L'analyse a été limitée sux hommes agés de 15 & 64 ans. Parmi les
13,897 répondants, 14.4 % (résultat non pondéré) ont été sélectionnés. Comme
on peut le voir au tableau 6, le taux de sélection a été ventilé en fonction
du groupe d'age, de la catégorie d'activité sur le marché du travail (deux
catégories: actif et inactif) et d'une variable indiquant si un enguété-
substitut a répondu & la place d'une autre personne (trois catégories ont été
établies: il n'y a pas eu d'enquété-substitut, 1l'enquété-substitut était un
homme ou 1'enquété-substitut était une femme). (Le tableau 6 contient égale-

ment les valeurs ajustées & partir du modeéle décrit plus bas.) Ces données
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sont illustrées & la fiqure 5.
Le modéle ajusté a permis de réduire le nombre de parameétres de trente 2

onze. Le modeéle final était défini par 1'équation

loglp.

l‘jk/(‘l - pljk)] = U+ ai + Bj + Yk + (Si‘-i’

ot X @ = T ?j =z Y, = 0, ? Gij =0, I 611 = 0, pour la iléme groupe d'age,
. ; . ik .
la 1™ catégorie d'activité sur le marché du travail et le ki°™®  indice de

recours & un enquété-substitut (deux possibilités, selon qu'il a y eu ou qu'il
n'y a pas eu d'enquété-substitut). Les valeurs estimées des paramétres sont

les suivantes.

Parametre Modalités Estimation
I -1.43
Q 15 3 24 ans -1.12
25 & 34 ans -N.571
35 & 44 ans n.ntas
45 3 54 ans 0.629
55 3 64 ans 1.05
B Actifs -0.576
Inactifs 0.576
Y ~ enquété-substitut N.0D859
+ enquété-substitut ~-0.0859
§ actifs de 15 & 24 ans 0.385
actifs de 25 & 34 ans 0.N938
actifs de 35 & 44 ans -0.175
actifs de 45 & 54 ans -0.243
actifs de 55 & 64 ans -0.0612
inactifs de 15 3 24 ans -0.3R5
inactifs de 25 & 34 ans -0.0938
inactifs de 35 & 44 ans n.175
inactifs de 45 & 54 ans 0.243
inactifs de 55 & 64 ans n.nge12

Les valeurs ajustées sont illustrées a la fiqure 6.
On peut voir que, méme quand on tient compte de 1'age et de la catégorie
d'activité, le recours & un enquété-substitut a un effet sur les taux de sé-

lection. Cet effet ne semble pas dépendre du sexe de 1'enquéte-suhstitut.



- 927 -

Par ailleurs. il n'y a pas d'interaction entre l'indice de recours & un
enquété-substitut et les variables Aqe et catéagorie d'activité. Les résultats
n'indiquent pas nécessairement la présence systématique d'un hiais attribuable
au recours a un enquété-substitut, mais ils révélent qu'un tel biais est
possible. Sans une étude spéciale comme, par exemple, un programme de réin-
terview des enquétés-substituts, il est impossible de conclure avec certitude

que ce biais existe.
4.2 Modeles linéaires généralisés

Dans la section précédente, nous avons décrit un éventail de modeéles liné-
aires fondés sur la loi hinomiale et dont 1'analyse des probits et la régres-
sion logistique constituent des cas spéciaux. Nous étendons maintenant ces
modéles & la famille exponentielle selon l'analyse proposée par Nelder et
Wedderburn (1972).

Comme & la section 2.3, nous supposons gue yj a une distribution exprimée

par la fonction

F(yj) = exp[K]{ijj - b(ej)} + c(yj, ﬁj)T.

N

il

¥ . E[Y.] = b'(86, t V. = .l = b"(0, ‘e
oli U [ J] b'( J) et V, VarfYJ] ( J)/KJ

Nous définissons n. = q(uj) = I Xiisi comme étant la composante linéaire du

.

modéle, ol g(*) est une fonction connue.

Pour obtenir les estimations du maximum de vraisemblance de Eﬁ il faut ré-

soudre le systéme d'équations

X,
(yj = wXy; o

L - "
J '
vj[q (uj)]

Nelder et Wedderburn (1972) ont démontré qu'un moyen raisonnable d'estimer
B est d'effectuer une série de régressions par la méthode des moindres carrés
pondérés, ol les valeurs des poids et des variables dépendantes sont révisées

aprgds chaque itération. Cette technique a été baptisée "méthode des moindres
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carrés repondérés itérativement". En particulier, les poids & la tléme itéra-

tion ont la valeur

- 1
NOB

NI € MR 3 NP
Vj s] (uj )]

iéme

et on obtient la valeur des variables dépendantes & la t itération & par-

tir de 1'équation
28 = ) 4 gy - it

le résultat de 1a (t + T)iéme itdration de é est donc 1la solution de

1'équation

“(t)p5(t) 5 (t+1)
L ow, Z - IX,.B X, . = 0.
jJ [J g A ] kJ
. . . p -1 . ieme
La matrice des covariances estimées de B est A °, ol le (k, %) élément

de la matrice A est

On peut donc utiliser les programmes habituels de régression par la méthode
des moindres carrés pour exécuter ces modéles lindéaires généralisés.

Par exemple, dans la méthode tres répandue d'analyse des tableaux de con-
tingence & partir de moddles dits "log-linéaires", le point de départ est un

modéle fondé sur la loi de Poisson, ol log uj =z XijBi' Dans ce modéle,
. i

)= 1 .
q(uJ) 09 ¥j,

de sorte au'on obtient la solution des moindres carrés pondérés itérativement
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en faisant les définitions suivantes:

(k) ()
T T

“(t)
A y. - H.
log u(t) R R
J ;(t)
J

10
J

Ainsi, des modeéles semblables & ceux décrits & la section 3 peuvent étre

analysés de manigdre analoque dans le cadre d'un modéle linéaire généralisé.

5. DIAGNOSTICS

Les méthodes de régression lindaire sont maintenant connues depuis plus
d'un sitcle (voir Hocking (1983) pour un résumé des recherches faites au cours
des vingt-cing derniéres années). Les travaux faits ces dernidres anndes ont
surtout porté sur les difficultés qui se posent lorsqu'il y a des multicolli-
néarités dans les variables (qui entrainent des variances élevées dans les
estimations des parametres) et lorsqu'un modele est inadéquat. Quelques diag-
nostics qui permettent de déceler ces deux genres de problémes sont maintenant
offerts dans les logiciels SAS et SPSS-X.

Les méthodes décrites plus haut étendent la régression linédaire A une
grande variété de problémes. Les nouveaux diagnostics applicables & ce genre
de modeéle sont présentés dans un article de lLandwehr, Preagibon et Shoemaker
(1984).

Dans beaucoup d'analyses statistiques, le modéle proposé n'est au'une
approximation de la réalité. Par conséaquent, 1'utilisateur de ces modéles

doit prendre en compte ces outils diagnostiaques au cours de son analyse.
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Tableau 1: Nombre moyen d'enfants nés, selon la durée
du mariage et le niveau d'instruction. Sri Lanka, 1975
(source: Little:; 1982)

Niveau d'instruction (années d'études)
Nombre d'années
depuis le 1N et
premier mariage n 1385 6 ao9 plus Rangées
0 a4 Moyenne 0.96 0.A88 n,95 N.92 n.92
Total 112 376 442 351 1281
5349 Moyenne 2.54 2.46 2.39 2.39 2.44
Total 172 442 362 255 1231
10 & 14 Moyenne 3.87 3.91 3.73 3.14 3.76
Total 197 482 293 145 1117
15 & 19 Moyenne 5.13 4.97 4.61 4.13 4.84
Total 239 461 262 95 1057
20 a 24 Moyenne 6.22 5.87 5.22 4,47 5.79
Total 292 377 184 40 893
25 et plus Moyenne 6.92 6.55 6.23 5.97 6.65
Total 501 548 161 22 1232
Colonnes Moyenne 5.17 4.24 3.26 2.3Nn 3.94
Total 1513 2686 1704 908 6R11
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Interactions influant sur le nombre moyen d'enfants

(données du tableau 1)

Nombre Niveau d'instruction (années d'études)
d'années
depuis le 10 et
premier mariage N 1851} 6a9 ]| plus Rangées

0D4ada4 Moyenne brute 0.96 n.88 0.95 0.92 0.92
Moy. ajustée 1.31 1.07 N.86 0.71 1.02

Interaction -0.35 | -0,19 0.09 0.21
5409 Moyenne brute 2.54 2.46 2.39 2.39 2.44
Moy. ajustée 2,78 2.54 2,33 2.18 2.49

Interaction -0.24 } -0.08 0.N6 0.21
10 a 14 Moyenne brute 3.87 3.9 3.73 3.14 3.76
Moy. ajustée 4,06 3.R2 3.61 3,46 3.77

Interaction -0.19 0.n9 0.12 -0.32
15 a 19 Moyenne brute 5.13 4,97 4,61 4,13 4,84
Moy. ajustée 5.11 4.87 4.66 4.51 4.82

Interaction 0.N2 .10 -n.n5 -N,38
20 a 24 Moyenne brute 6.22 5.87 5.22 4,47 5.79
Moy. ajustée 6.01 5.77 5.56 5.41 5.72

Interaction Nn.21 0.10 | -0.34 | -D0.94
25 et plus Moyenne brute 6.92 6.55 6.23 5.97 6.65
Moy. ajustée 6.82 6.58 6.37 6.22 6.53

Interaction 0.170 | -0.03 | -0.14 | -0,25
Colonnes 5.17 4,24 3.26 2.30 3.94
4,23 3.99 3.78 3.63 3.94
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Tableau 3: Analyse de la variance des données du tableau 1

Niveau
Somme des|Proportion} Degrés Carré de
Source carrés du total de moyen F signifi-
(SC) des SC liberté cation
Effets principaux
Durée du mariage |27402.684 0.493 5 5480.53711340.990 .nnp
Niveau d'instr. 225.535 0.004 3 75.178 18.395 .0on
Interactions
Durée du mariaqge 206 .965 0.004 15 13.798 3.376 .nnn
X niveau d'instr.|27729.848 0.499 6787 4.986
Variation
résiduelle
Total 55565.031 6810

Tableau 4: Nombre annuel de visites chez un médecin par habitant
selon la taille de la localité, le revenu de la famille et le niveau
d'instruction du chef de famille, ftats-Unis, 1973

Revenu de la famille
Niveau d'instruction
(années d'études) N a 4,999 5,000 a 14,999 15,000 ou plus
RSMS ﬁ4
Moins de 12 ans 6.15 4.73 4.82
(0.1R) (n.13) (0.25)
12 ans 6.17 4.98 4,70
(0.41) (0.17) (0.18)
Plus de 12 ans 6.31 6£.0N8 5.66
(0.49) (n.19) (0.16)
NON-RSMS ‘4
Moins de 12 ans 5.0R 4.14 4.42
(0.26) (0.15) (0.37)
12 ans 5.36 4,32 4.49
(0.44) (0.19) (n.33)
Plus de 12 ans 4.58 5.06 4.48
(n.58) (0.29) (0.31)

Note: Les chiffres entre parenthéses indiquent l'erreur-type des estimations.
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données du tableau 4 et valeurs ajustées

Nombre estimé de visites chez un médecin,

Niveau
d'instruction

Revenu de la famille

(annédes d'études) 03 4,999 [5,000 & 14,999}115,000 ou plus
RSMS

Moins de 12 ans | valeur oriq. 6.15 (0.18)| 4.73 (0.13)| 4.82 (0.25)
valeur ajustée | 5.95 (0.07)| 4.83 (0.n7){ 4.83 (0.n7)

Ecart Nn.20 -0.10 -N.01
12 ans valeur oriq. 6.17 (0.41)} 4.98 (0.17)( 4.70 (0.18)
valeur ajustée 5.95 (0.07) 4.83 (0.07) 4,83 (0.07)

Ecart 0.22 0.15 -0.13
Plus de 12 ans valeur orig. 6.31 (0.49)] 6.8 (0.19)| 5.66 (0.16)
valeur ajustée | 5.95 (0.07)] 5.95 (0.N7) 5.95 (0.07)

Feart n.36 n.13 -0,29

NON-RSMS

Moins de 12 ans | valeur orig. 5.8 (n0,26)| 4.14 (n.15) 4.42 (N.37)
valeur ajustée | 5.3Nn (N0.11) a.18 (0.11)] 4.18 (0.11)

Ecart -0.22 0.0k 0.24
12 ans valeur oria. 5.36 (0.44) 4.32 (0.19) 4,49 (0.33)
valeur ajustée | 5.30 (0.11){ 4.18 (0.11)| 4.18 (0.11)

Ecart 0.06 0.14 .31
Plus de 12 ans valeur orig. 4,58 (0.58)| 5.6 (0.29) .48 (N.31)
valeur ajustée 5.30 (N0.11) 5.30 (0.11) 30 (0.11)

Ecart -0.72 -0.24 -0.82
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Valeurs brutes et ajustées des taux de sélection apr2s le test 2

de 1'enquéte canadienne sur la santé et les personnes handicapées,
hommes 2agés de 15 a 64 ans, selon la catégorie d'activité sur
le marché du travail et 1'indice de recours 3 un enquété-substitut,
Canada, janvier 1983 (résultats non pondérés)

Age Aucun enquété- |[Enquété-substitut:|[Fnauété-substitut:
substitut homme femme
Actifs

15 - 24}valeurs brutes LN65(.0067) .N55(,N143) .N56(.N0E9)
val. ajustées .065(.N051) .N56(.N044) 056(.NN44)

Ecart .0nn -.N01 .nnn
25 -~ 34|valeurs brutes .085(.NN58) .N58(.N252) .N69(.NNE9)
val. ajustées .085(.0048) .N71(.0046) LN71(.NNLE)

Ecart .nno -.Nn13 -.nN2
35 - 44|valeurs brutes .113(.nn79) .N29(.N290) .N94(.nNBs)
val. ajustées L111(.0064) .093(.N059) .093(.NN59)

Ecart 002 -.N64 .1
45 - 54|valeurs brutes .180(.0109) .N82(.N351) .154(.012N)
val. ajustées .177(.0088) .153(.NN83) .153(.N083)

Ecart .003 -.N71 N0
55 -~ 64]|valeurs brutes .284(.015N) .207(.0752) .250(.0183)
val. ajustées L283(.0124) L249(.0M24) .249(.0124)

Ecart .01 -.042 . 001

Inactifs ﬁ4

15 - 24]valeurs brutes L104(,0127) .N71(.019n) .N74(.0084)
val. ajustées .104a(.0n78) .N79(.N065) .N79(.0065)

Ecart .oon -.NN8g -.0n5
25 - 34fvaleurs brutes L146(.N239) .367(.1450) .227(.0365)
val. ajustées .192(.N213) .167(.0194) L167(.0194)

Fcart -.NiG . 200 .06n
35 - 4f&|valeurs brutes .348(.Nn372) .455(.1501) 324(,.N544)
val. ajustées .359(.N3N9) .320(.N299) .320(.N299)

Ecart =011 135 ho4
45 ~ 54|valeurs brutes .534(.0361) 625(.,1712) L454(,N505)
val. ajustées .525(.N293) L483(.0301) L483(.03N1)

Fcart .N09 142 -.029
55 -~ é4{valeurs brutes .571(.0220) .563(.1240) .591(,0420)
val. ajustées .585(.0194) .543(,0217) .543(.,0217)

Fcart -.074 .020 .048

NOTE: Les chiffres entre parenthéses sont les erreurs-types.
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NOMBRE D'ANNEES

- DEPUIS LE PREMIER MARIAGE
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NIVEAU D'INSTRUCTION (ANNEES)
Figure 1: Moyennes observées de l'enquéte sur la fécondité
au Sri Lanka, 1975. Source de données: Little (1982).
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Figure 2: Moyennes ajustées de 1l'enquéte sur la fécondité
au Sri Lanka, 1975. Source de données: Little (1982).
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Figure 3- Moyenne observée du nombre annuel de visites chez
les médecins par habitant, Etats-Unis 1973.
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Moyenne prédite selon le moddéle du nombre annuel de

visites chez les médécins par habitant, Etats-Unis, 1973.
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SELON LA CATEGORIE
D'ACTIVITE SUR LE
MARCHE DU TRAVAIL,

TYPE DE REPONSE

<> ACTIF, LUI-MEME
O ACTIF, SUBSTITUT—H
L {ACTIF, SUBSTITUT—F

< INACTIF, LUI-MEME
o INACTIF, SUBSTITUT—H
O INACTIF, SUBSTITUT—F

15-24

Fiqure 5:

sur la santé et 1'invalidité, janvier

25-34

35—-4

4 45-54

55-64

GROUP D' AGE

Taux de sélection observées, Enquéte canadienne

1983, hommes 15-64.

SELON LA CATEGORIE
D'ACTIVITE SUR LE
MARCHE DU TRAVAL,

TYPE DE REPONSE

<> ACTIF, LUI~MEME
O ACTIF, SUBSTITUT—H
1 ACTIF, SUBSTITUT—F

<& INACTIF, LUI-MEME
o INACTIF, SUBSTITUT—H
O INACTIF, SUBSTITUT—F

T — T T | T T T ]
15-24 25-34 35-44 45-54 55-64
GROUP D'AGE
Fiqure 6: Taux de sélection prédits, Enquéte canadienne sur

la santé et 1'invalidité, janvier 1983, hommes 15-64.



