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Résumé 

On suggère dans cet article que certains estimateurs pourraient remplacer 
l’estimateur habituel basé sur l’échantillonnage avec probabilité 
proportionnelle à la taille dans le cas où la mesure de taille utilisée dans 
l’échantillonnage avec probabilité proportionnelle à la taille n’est pas 
corrélée avec la variable étudiée et où l’on dispose de données sur une 
autre variable supplémentaire (mesure de taille). On étudie les propriétés 
de ces estimateurs dans le contexte des modèles basés sur une population 
infinie, ainsi qu’empiriquement. 
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mesure de taille; modèle de super-population; estimateur ratio. 

 
 

1 Introduction 
 

Il est bien connu que la sélection avec probabilité proportionnelle à la 

taille (PPT) permet généralement d’améliorer l’efficacité de 

l’estimation du total de la population pour la caractéristique à l’étude, 

pourvu que la corrélation de la variable auxiliaire (x) utilisée comme 

mesure de la taille avec la variable à l’étude soit fortement positive. 

Par conséquent, dans le cas des enquêtes polyvalentes à grande échelle 

où les données sont recueillies sur plusieurs caractéristiques de façon 

continue, l’échantillonnage avec PPT est habituellement utilisé. La 

mesure de la taille (x) choisie pour la sélection avec PPT dans ce type 

d’enquêtes est telle qu’elle est fortement corrélée avec la ou les 

variables les plus importantes à l’étude au moment de la conception de 

l’enquête. Cependant, à mesure que le temps passe, la mesure de la taille 

initiale utilisée pour déterminer les probabilités de sélection initiales 

devient de plus en plus désuète, ce qui entraîne une perte de corrélation 

et, par conséquent, une perte d’efficacité des estimations tirées de 

l’enquête. Afin d’éviter une telle baisse de l’efficacité, on recueille 

assez souvent des données plus à jour sur la nouvelle mesure de la taille 

(z). Ces données peuvent être utilisées pour la sélection (actualisation) 

de l’échantillon ou pour améliorer la procédure d’estimation. Keyfitz 
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[4], Fellegi [3], Kish et Scott [5], Platek et Singh [6] et Drew, Choudhry 

et Gray [2] ont déjà traité de l’utilisation de nouvelles mesures de la 

taille pour actualiser l’échantillon. Dans le présent article, les 

données sur les nouvelles mesures de la taille ont été utilisées à l’étape 

de l’estimation et les propriétés des estimateurs qui ont été présentés 

plus tôt par Singh [8], sont étudiées. 
 

De tels estimateurs peuvent également être utilisés dans le contexte 

d’une enquête polyvalente pour les caractéristiques (y) qui ne sont pas 

corrélées avec la mesure de la taille choisie pour l’échantillonnage avec 

PPT. Rao [7] a suggéré un estimateur de rechange à l’estimateur avec PPT 

habituel pour de telles situations. Les estimateurs suggérés dans le 

présent article sont comparés à l’estimateur de Rao et à la PPT habituelle 

avec l’estimateur de rechange selon des modèles de superpopulation; cette 

comparaison est suivie d’une étude empirique. 

 
2 Autre estimateur 
 

Pour un échantillon de taille n sélectionné avec remise avec la PPT de 

x, l’estimateur habituel sans biais du total 
N

i1
Y y   est : 

  

(2.1)

 

avec la variance : 

  

(2.2)

 

où i ip x X  et n indique le nombre d’unités dans la population, 
N

i1
X x . 

 

Un estimateur sans biais de Y dans un échantillonnage à probabilités 

égales (ÉAS) : 

  

(2.3)

 

avec une variance : 
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(2.4)

 

Si y n’est pas corrélé avec x, alors sV  serait plus petit que pV  (Cochran, 

[1]). À cet égard, Rao [7] a suggéré un estimateur de rechange à pŶ  pour 

les situations où y et x ne sont pas liés, même si l’échantillon est 

sélectionné avec la PPT. L’estimateur de Rao suppose l’annulation des 

poids de la PPT et est obtenu en remplaçant ix  par 1 dans l’expression 

de pŶ . Par conséquent, l’estimateur de Rao est le suivant : 

  

(2.5)

 

avec une variance  

  

(2.6)

 

Il convient de mentionner que, bien que ŜY  et ôY  aient la même forme, 

leurs variances SV  et oV  sont différentes en raison des différences dans 

les procédures de sélection. 
 

En utilisant le même raisonnement, c’est-à-dire chaque fois qu’il y a 

une forte corrélation positive entre y et x, des gains substantiels sont 

obtenus en utilisant pŶ  avec la PPT plutôt que ŜY  avec l’ÉAS, nous 

considérons un autre estimateur 

  

(2.7)

 

où 

   

Fait à noter, cet estimateur suppose la connaissance d’une autre mesure 

de la taille z qui a une forte corrélation positive avec y. 
 

L’estimateur pŶ , comme ôY , est biaisé et leurs biais sont respectivement 



4 Singh : Autre estimateur pour l’échantillonnage avec PPT 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

  

(2.8)

 

et 

  

(2.9)

 

La variance de pŶ  est obtenue simplement en remplaçant iy  dans l’équation 

(2.2) par i i iy p p . Par conséquent, 

  

(2.10)

 

Dans la section suivante, nous comparons ces estimateurs selon des 

modèles de superpopulation, puis deux autres estimateurs sont suggérés 

à la section 4 pour des situations semblables et sont comparés entre eux. 

 
3 Comparaison selon un modèle de superpopulation 
 

Le modèle de superpopulation lΔ , souvent utilisé lorsque y a une forte 

corrélation positive avec z est : 

  

(3.1)

 

où 

   

et 

   

Le symbole lε  indique les populations finies globales moyennes qui 

peuvent être tirées de la superpopulation. 
 

Dans ce modèle lΔ  
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                            = 0 pour tout ip , en substituant i iz p Z . 

 

Par conséquent, pŶ  est sans biais selon le modèle. Toutefois, de façon 

générale, pŶ , tout comme ôY , est biaisé et le biais ne dépend pas de la 

taille de l’échantillon. Par conséquent, aucun des estimateurs n’est 

convergent. 
 

Les variances attendues de ôY  et pŶ   sous le modèle lΔ  sont : 

  

(3.2)

 

et 

  

(3.3)

 

où 

  

(3.4)

 

et 

  

(3.5)

 

De plus, dans l’élaboration des estimateurs ôY  et pŶ  , l’hypothèse sous-

jacente indique que y et x ne sont pas liés. Le modèle de superpopulation 

Δ souvent utilisé pour cette situation (Rao, [7]) pour la comparaison 

des estimateurs est i iy eμ  , où ii x(e ) 0ε  , 2
ii x(e ) bε  , b o  et 

i ji j
x ,x(e e ) 0ε   et ε  est défini pour Δ comme lε . Puisque Rao [7] a montré 

que o p(V ) (V )ε ε , il suffit de comparer les variances moyennes de ôY  et 

pŶ , sous le modèle lΔ . Pour faciliter cette comparaison, nous utiliserons 

le modèle suivant 2Δ  pour la caractéristique x, de manière semblable au 

modèle Δ pour y. 
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(3.6)

 

où 2ε  est défini comme 1ε . 

Par conséquent, les variances attendues sont 

  

(3.7)

 

et 

  

(3.8)

 

Donc à partir des équations (3.7) et (3.8) 

  

(3.9)

 

Puisque 

  

(3.10)

 

et 2
2 i 2 i(p ) (p )ε ε  parce que 2

i ip p  pour toutes les valeurs possibles 

sauf 1 ou 0,  

nous avons 2(m m a) 0   .  (3.11) 
 

En outre, 
N 2 1

i N1
p  , à égalité avec tout ip 1 N  . (3.12) 

 

Pour g 2 , le deuxième terme dans l’équation (3.9) devient 
2 N2 2 2aZ

in 1
(m m a) (N p 1) 0     en raison des inégalités dans les 

expressions des équations (3.11) et (3.12). Par conséquent, pour g = 2, 

dans le modèle Δ de l’équation (3.1), l’estimateur suggéré pŶ   donne de 

meilleurs résultats que l’estimateur de Rao ôY . 
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Les conditions du choix de pŶ , sur ôY  pour d’autres valeurs de g sont 

assez complexes à interpréter dans la pratique. Cependant, comme le 

montre l’étude empirique, des gains considérables seraient réalisés en 

utilisant l’estimateur suggéré pour les situations où y et z sont 

fortement corrélés et où le coefficient de variation de x est 

relativement plus élevé que celui de z. 

 
4 Estimateur par le ratio 
 

Deux estimateurs de Z, à savoir pẐ  et oẐ , semblables à pŶ  de l’équation 

(2.1) et ôY  de l’équation (2.5) peuvent être obtenus à l’aide des données 

de la nouvelle mesure de la taille z. Ces estimateurs sont utilisés pour 

élaborer les estimateurs par le ratio RPŶ  et ROŶ  pour la PPT, avec 

échantillonnage avec remise. Par conséquent RPŶ  est : 

  

(4.1)

 

où pŶ  est défini dans l’équation (2.1) et i i

i

n z x1
p ip X1

Ẑ n , p  . 
 

RPŶ  présente un biais et une variance habituels d’estimation par le ratio 

qui sont estimés par : 

  

(4.2)

 

et  

  

(4.3)

 

où R Y Z ,  p p
ˆV(Y ) V  dans l’équation (2,2), 

   

et 

   



8 Singh : Autre estimateur pour l’échantillonnage avec PPT 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Il convient de mentionner que pB   dans l’équation (2.8) pour la PPT avec 

échantillonnage avec remise peut être estimé par (voir l’annexe) : 

  

(4.4)

 

et que pV   dans l’équation (2.10) peut être estimé par RPV  dans l’équation 

(4.3). Par conséquent, RPŶ  pourrait être préférable à pŶ   puisqu’il 

présente un biais moindre.  

Un autre estimateur par le ratio pour les situations où y et x ne sont 

pas liés est : 

  

(4.5)

 

où OŶ  et OẐ  sont définis dans les équations (2.5) et (3.4) 

respectivement. 
 

ROŶ , tout comme RPŶ , est biaisé, mais contiendra des termes 

supplémentaires dans le biais du fait que OŶ  et OẐ  sont eux-mêmes des 

estimations biaisées de Y et Z respectivement. Les biais et les variances 

approximatifs de ROŶ  peuvent s’exprimer comme suit (voir l’annexe) : 

  

(4.6)

 

et 

  
(4.7)

 

où OB , ÔV(Y ) et O
ˆV(Z ) sont définis dans les équations (2.9), (2.6) et 

(3.5) respectivement. 
 

En outre,  

  

(4.8)
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(4.9)

 

Pour comparer RPŶ  et ROŶ , nous obtenons leurs variances attendues sous 

le modèle 1Δ  (c.-à-d. en supposant que y et z sont fortement corrélés). 

Nous concluons que 

  

(4.10)

 

et 

  
(4.11)

 

Les équations (4.10) et (4.11) sont toutes deux obtenues en substituant 

l’équation (3.1) et en soulignant que i iEn 0 . 
 

Par conséquent, à partir des équations (4.3) et (4.7), nous avons selon 

le modèle 1Δ  : 

  

(4.12)

 

et 

  

(4.13)

 

En outre, si Rβ   et 

  

(4.14)

 

alors, 

  

(4.15)
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et 

  

(4.16)

 
ce qui montre que sous la condition de l’équation (4.14) 

   

puisque O p
ˆ ˆV(Y ) V(Y )  selon le modèle Δ (Rao [7]). 

 

Toutefois, de façon générale, c’est-à-dire que si l’équation (4.14) n’est 

pas satisfaite, alors, 

   

selon 

   

Il convient de mentionner que cette comparaison ne dépend pas de la 

valeur de g. 
 

De plus, à partir de l’équation (4.16), nous observons que ROŶ  est plus 

efficace que OŶ  dans les conditions habituelles d’estimation par le 

ratio. Comme ROŶ  et RPŶ  sont tous deux biaisés, le choix entre les deux 

peut également être fondé sur leurs biais. Les biais de ces estimateurs 

peuvent être éliminés entièrement ou presque en suivant les techniques 

habituelles de réduction du biais. Dans la section suivante, des exemples 

sont donnés dans lesquels l’efficacité de ÔY  et celle de pŶ   sont 

comparées. 

 
5 Exemples numériques 
 

Nous avons élaboré cinq ensembles de données à l’aide de nombres 

aléatoires à deux chiffres, et chaque ensemble est traité comme une 

strate. Dans chaque strate, N = 20 nombres aléatoires sont d’abord tirés 

(désignés comme x), puis, indépendamment, 20 autres chiffres sont tirés 

(désignés comme y) de sorte que y et x ne sont pas liés. De plus, les 

valeurs correspondantes de z sont obtenues en sélectionnant 20 nombres 
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aléatoires à un chiffre et en les ajoutant aux nombres désignés par y 

afin que y et z soient fortement corrélés. Les efficacités relatives des 

estimations OŶ  et pŶ  sont définies comme suit : 

   

et 

   

Le tableau suivant donne le biais et l’efficacité relative des 

estimateurs. Les coefficients de corrélation ( yx, yzδ δ  et xz)δ  et le 

coefficient des variations x yC , C  et zC  sont également donnés. Nous 

supposons que la taille de l’échantillon dans chaque strate est de 2. 

 
Tableau 

Efficacité et biais relatifs des autres estimateurs 
 

 Strate 
 1 2 3 4 5 
yxδ  0,092 0,007 0,012 0,069 0,070 

yzδ  0,998 0,995 0,997 0,998 0,998 

xzδ  0,099 -0,031 0,008 0,074 0,069 

Cx 61 72 60 58 84 

Cy  60 39 40 65 51 

Cz 55 36 38 60 49 

iΣY  1 034 1 160 1 178 983 1 063 

OB  35,4 2,2 3,5 25,5 32,3 

pB   -44,8 6,3 -6,5 -103,7 -19,1 

pOe  765 3 446 1 184 342 2 530 

Ope   1 194 4 581 8 732 455 5 824 

ppe   9 137 157 895 103 480 1 572 147 393 

 

Bien que l’estimation de Rao soit très efficace comparativement à 

l’estimateur avec PPT habituel pO(e ), des gains substantiels sont obtenus 

en utilisant l’information sur z dans l’estimateur suggéré Op(e )  pour les 

cinq strates. Les tendances de corrélation dans les cinq strates sont 

les mêmes, c’est-à-dire, yxδ  et xzδ  sont autour de 0 et yzδ  se situe 

autour de 0,99, mais les strates 2, 3 et 5 montrent des gains 

considérablement plus élevés que ceux des strates 1 et 4. Cela peut 
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s’expliquer par l’importance relative du coefficient de variation dans 

ces strates. Dans les strates 1 et 4, xC , yC  et zC  sont à peu près 

égales, mais pour les strates 2, 3 et 5, nous avons y z x 2C C C  , ce 

qui signifie que les autres estimateurs auront un bien meilleur rendement 

si le modèle est satisfait et en plus si xC  est relativement plus élevé 

que yC  et zC . Le biais dans les deux estimateurs semble habituellement 

faible par rapport à la population totale estimée. 
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Annexe 
 

Les expressions approximatives du biais et de la variance sont dérivées 

dans le cas présent en utilisant le développement en séries de Taylor et 

en tenant compte des termes du deuxième ordre seulement, comme c’est 

habituellement le cas avec l’estimation par le ratio. 
 

(1) Biais de pŶ  dans l’équation (4.4) 

   

où 1i i ie (y p Y) Y   et 2i i ie (z p Z)Z  . Par conséquent, si nous 

supposons 2ie 1 , selon l’approximation habituelle : 

  

(A.1)

 

Pour la PPT avec échantillonnage avec remise, nous avons : 

   

Par conséquent, selon l’approximation habituelle, pB   pour la PPT avec 

l’échantillonnage avec remise est : 

  où 
 

(A.2)

 

De même, il est facile de démontrer que pv     
2 2Y

1i 2i RPn E(e e ) V   dans 

l’équation (4.3). 
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(2) Biais de ROŶ  dans l’équation (4.6) : 

   
où 3 Ôe (Y Y)/Y  , 4 O

ˆe (Z Z)/Z  . En supposant ici encore que 4e 1,  

RO
ˆB(Y ) est estimé par : 

  

(A.3)

 

Les expressions des attentes dans (A.3) sont calculées ci-dessous pour 

les cas de PPT selon un scénario avec remise. 

  

(A.4)

 

  

(A.5) 

                    

                         
(A.6)
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De la même façon, 2 2 2
3 O O

ˆY E(e ) V(Y ) B  . (A.7) 

  

                  
(A.8)

 

Lorsque nous utilisons les biais de A.4, A.5, A.6 et A.8 pour ROŶ  dans A.3 

est : 

   

De même, l’expression approximative de l’erreur quadratique moyenne de 

ROŶ  est : 

   
Ici encore, lorsque nous utilisons A.6, A.7 et A.8, et que nous ne tenons 

pas compte des termes de biais, l’expression approximative de la variance 

de ROŶ  est : 

   
où R Y/Z . 
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