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Résumé 

Les estimateurs d’échantillon en formation donnent des estimations de la 
valeur, dans la population, des caractéristiques qui ont été étudiées à 
partir d’un échantillon, en utilisant les totaux des rangées et des colonnes 
d’un tableau de contingence des caractéristiques qui ont été étudiées pour 
toutes les unités de la population. Dans cet article, on donne la variance 
asymptotique de l’estimateur du maximum de vraisemblance d’une 
caractéristique échantillonné, soumise aux contraintes marginales dudit 
tableau de contingence. À partir de cette variance, on peut calculer, dans 
une étude empirique, la diminution de l’efficacité des estimateurs 
d’échantillon en formation relatifs à l’estimateur du maximum de 
vraisemblance. 

 
Mots-clés : Variance asymptotique; Matrice d’information; Estimateur du maximum de 

vraisemblance. 
 

 

1 Introduction 
 

Les estimateurs par la méthode itérative du quotient permettent d’estimer 

les valeurs de la population des caractéristiques examinées sur la base 

d’un échantillon à l’aide des totaux des lignes et des colonnes d’un 

tableau de contingence des caractéristiques examinées en se fondant sur 

l’ensemble de la population. Arora et Brackstone [1] ont décrit 

l’application de l’estimation par la méthode itérative du quotient (EIQ) 

aux recensements de la population et des logements du Canada de 1971 et 

de 1976. Les auteurs ont également établi les formules pour la variance 

asymptotique de l’EIQ dans un échantillonnage aléatoire simple sans 

remise (EASSR) et présenté une étude empirique. Rao [3] a conçu la matrice 

des variances et covariances (V - C) asymptotiques des estimateurs du 

maximum de vraisemblance (EMV) pour ces variables examinées en se fondant 

sur l’ensemble de la population, là où les estimateurs étaient soumis 

aux contraintes marginales du tableau de contingence mentionné 

précédemment. Il s’est limité au cas particulier des estimateurs de 

fréquences. 
 

 



2 Bankier : L’évaluation de l’efficacité des estimateurs par la méthode itérative du quotient… 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Dans cet article, les résultats de Rao sont généralisés aux variables 

examinées sur la base d’un échantillon. Les résultats sont dégagés dans 

l’optique d’un échantillonnage aléatoire simple avec remise (EASAR), 

puisque poser un échantillonnage sans remise (EASSR) rend le problème 

beaucoup plus complexe. Comme les EMV sont asymptotiquement des plus 

efficaces, il est possible de calculer la perte d’efficacité de l’EIQ 

par rapport à l’EMV, ce qui a été fait dans une étude empirique présentée 

à la section 4. 
 

Les variables examinées en se fondant sur l’ensemble de la population et 

celles examinées sur la base d’un échantillon seront respectivement 

appelées catégories 2A et 2B. 

 
2 Calcul de la variance asymptotique de 

l’estimateur du maximum de vraisemblance 
 

Supposons qu’il existe t catégories 2B, soit : 

 

 

 

 
 

le nombre de personnes qui, dans la population, appartiennent à la kième 

catégorie 2B et tombent dans la (i, j) ième cellule du tableau croisé 

comportant la catégorie 2 A. Définissons : 

 

 

 

de sorte que 

 

 

 

 

  (2.1) 
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où i..N

i.. N   et .j.N

.j. N   sont les proportions marginales connues. 
 

Dans cette section, la variance asymptotique de l’EMV *
ijk  de ijk  se 

trouve soumise aux contraintes (2.1). 
 

Supposons que nous avons pris un échantillon aléatoire simple avec remise 

(EASAR). Dans ce cas, la vraisemblance des fréquences d’échantillon ijkn  

nous est donnée par : 

 

  (2.2) 

 

Nous maximisons : 

               =  constante      (2.3) 

 

sous les contraintes (2.1) et nous obtenons l’EMV *ijk . Nous devons pour 

ce faire résoudre de manière itérative un système d’équations non 

linéaires. 
 

Silvey [4] nous offre une méthode générale pour trouver la matrice des 

variances et des covariances asymptotiques de l’EMV. Supposons que  

 

  (2.4) 

 

 

désigne la matrice d’information (rst)(rst). Soit H( )
 

 la matrice (rst)

(r s 1)    de dérivées de (2.1) pour les ijk . Les dérivées sont dans 

l’ordre selon lequel les ijk  tombent dans 

, où  

 

  (2.5) 

 

  (2.6) 

 

  (2.7) 

 

et 
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  (2.8) 

 

La matrice des variances et des covariances asymptotiques des *
ijk  est 

donnée par 1
n D( )
 

, où 

 

 

  

(2.9) 

 

 

 

et où (r s 1),(r s 1)0    


 est une matrice de zéros d’ordre (r + s - 1)  

(r + s - 1). 
 

En employant la formule pour l’inverse d’une matrice partitionnée, nous 

trouvons : 

 

 

 

  (2.10) 

 

où 

 

                        et 

 

Définissons : 

 

  (2.11) 

 

 

où 
 

 

  (2.12) 

 
 

rs sous-matrices 

colonnes t 
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et où le 1 est dans la ke colonne. 
 

Il est possible de démontrer que la variance asymptotique de *
..k  est : 

 

 

 

 

 

 

 

 

  (2.13) 

 

où 

 

  (2.14) 

 

 

 

  (2.15) 

 

  (2.16) 

 

 

 

  (2.17) 

 

 

 

  (2.18) 

 

  (2.19) 
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et 

 

 

 

 

 

 
 

  (2.20) 

 

Rao [3] a démontré que l’inversion de F

 peut se ramener à l’inversion 

de 1
3 2 1 2E E E E
   

 qui est une matrice (s - 1)  (s - 1). 

 
3 Une étude empirique 
 

La présente étude empirique est fondée sur les mêmes données et les mêmes 

catégories que l’étude d’Arora et Brackstone [1]. Les données de celle-

ci provenaient d’une même circonscription électorale (CE) renfermant 

15 aires de pondération, et elles ont été recueillies dans le cadre du 

test du recensement canadien de 1974. 
 

Dans la section qui précède, la variance asymptotique de l’EMV *
..k  de 

..k  a été calculée pour un EASAR. Pour permettre une comparaison de 

l’efficacité avec l’EIQ, nous prenons les variances de grand échantillon 

de l’EIQ sans la correction de population finie. Nous calculons 

l’estimation *
0SE  de l’erreur-type asymptotique de *

..kN  en itération zéro 
ijkn(0)

ijk n̂   pour les ijk  en (2.13). Commel’estimateur par la méthode 

itérative du quotient en itération zéro de ijk  est exempt de biais, on 

la juge préférable à celle de l’estimation par la méthode itérative du 

quotien de la quatrième itération (4)
ijk̂ . Exprimé en proportion de pSE  

(erreur-type estimée de l’EIQ en itération p pour l’EASAR), *
0SE  sera 

désigné par 0
pRE  (erreur relative). Le tableau à la fin du présent article, 

au niveau de la circonscription électorale pSE , 0
pRE (p 0, 1, 2, 3, 4)  et 

*
0SE . Voici les catégories examinées : 

 

Classe A (catégories 2B) : 

 A1 Ménages dont le chef a un emploi 

 A2 Ménages dont le chef est sans emploi 
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 A3 Ménages dont le chef est inactif 

 A4 Ménages dont le chef n’a pas déménagé en cinq ans 

 A5 Ménages dont le chef a déménagé dans la même municipalité au cours 

des cinq dernières années 

 A6 Plus haut niveau de scolarité atteint du chef de 1 à 10 

 A7 Chefs ayant un baccalauréat ou un grade plus élevé 
 

Classe B (catégories 2A) : 

 B1 Ménages de trois ou quatre personnes 

 B2 Chef âgé de moins de 25 ans 

 B3 Chef âgé de 25 à 34 ans 

 B4 Chef veuf, divorcé ou séparé 
 

Classe C (catégories 2A) : 

 C1 Ménages de deux personnes ou moins 

 C2 Chef âgé de 65 ans ou plus 

 C3 Logements possédés  

 C4 Appartements loués 

 
4 Analyse des résultats 
 

Pour l’ensemble des catégories 2B, on peut voir que 0
2RE   98,6 % et 

0
4RE  99,8 %. Ces résultats indiquent que l’EIQ en quatrième itération 

est presque aussi efficace que l’EMV et que l’EIQ ne gagne pas beaucoup 

en efficacité après la deuxième itération. 
 

Les résultats sont semblables pour les catégories 2A, à l’exception de 

C3 et C4. Pour C3, l’EIQ en troisième itération et l’EMV présentent tous 

deux des erreurs-types nulles et, pour C4, 0
3RE  99,9 %. Pour les 

catégories 2A donc, il y a presque égalité d’erreur-type entre l’EMV et 

l’EIQ en troisième ou quatrième itération. 
 

5 Conclusions 
 

L’étude empirique, où l’on suppose qu’il y a échantillonnage aléatoire 

simple avec remise et où n est élevé, indique que l’EIQ est presque aussi 

efficace en deuxième itération que l’EMV pour la plupart des catégories 

et que, en général, seulement de légers gains d’efficacité sont observés 

avec les troisième et quatrième itérations. 
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Efficacité estimée de l’estimateur par la méthode itérative du quotient par 

rapport à l’estimateur du maximum de vraisemblance dans le cadre d’un échantillon 

aléatoire simple avec remise au niveau d’une circonscription électorale 
 

Catégorie Itération 0 Itération 1 Itération 2 Itération 3 Itération 4 EMV 

0SE
 

0
0RE
 1SE  

0
1RE  2SE  

0
2RE  3SE

 
0
3RE
 4SE  

0
4RE  

*
0SE
 

A1 102,9 77,4 101,7 78,3 79,8 99,8 79,9 99,8 79,7 99,9 79,7 

A2 39,7 98,6 39,5 99,0 39,2 99,9 39,2 99,9 39,2 99,9 39,1 

A3 99,1 75,1 98,2 75,8 74,6 99,8 74,7 99,7 74,5 99,9 74,5 

A4 116,0 83,3 104,4 92,6 98,0 98,6 96,8 99,8 96,8 99,8 96,6 

A5 103,6 94,2 100,8 96,9 98,0 99,6 97,8 99,9 97,8 99,9 97,7 

A6 115,1 94,9 113,9 95,9 109,4 99,8 109,4 99,8 109,3 99,9 109,2 

A7 59,6 97,3 59,2 97,9 58,1 99,8 58,1 99,9 58,0 99,9 58,0 

B1 114,4 84,1 113,2 85,1 96,4 99,9 96,6 99,6 96,4 99,9 96,3 

B2 61,1 83,9 57,7 88,8 51,5 99,5 51,5 99,6 51,3 99,9 51,3 

B3 98,0 51,1 96,0 52,1 50,2 99,7 51,1 98,0 50,1 99,9 50,1 

B4 87,8 67,4 86,3 68,6 59,2 99,9 59,6 99,3 59,2 99,9 59,2 

C1 112,5 40,4 106,7 42,7 45,6 99,8 47,7 95,4 45,5 99,9 45,5 

C2 82,8 25,0 81,7 25,4 20,8 99,7 21,4 96,8 20,7 99,9 20,7 

C3 109,4 0,0 0,0 - 41,9 0,0 0,0 - 11,2 0,0 0,0 

C4 80,1 17,6 14,7 96,4 34,7 40,7 14,2 99,9 17,0 83,4 14,1 
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