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Tests approximatifs d’indépendance et de
qualité de 1’ajustement basés sur des
échantillons stratifiés a plusieurs degrés

I.P. Fellegi!?

Résumé

Une grande partie de la littérature sur 1l’échantillonnage se concentre sur
17effet que le plan d’échantillonnage utilisé pour rassembler des données
dans une enquéte porte sur les statistiques linéaires. Récemment, on a
considéré davantage 1l’effet du plan d’échantillonnage sur les statistiques
non linéaires. Le facteur le plus important qui empéche ces recherches a été
le probleéme de 1l’estimation d’au moins les deux premiers moments de ces
statistiques. Le présent article étudie le probleme de 1l’estimation des
variances des statistiques non linéaires des échantillons complexes, en
considérant la 1littérature existante. On étudie les attributs de la
statistique du chi carré calculée a partir d’un échantillon complexe pour
tester des hypotheses de la qualité de 1’ajustement ou d’indépendance. On
développe des tests alternatifs et on étudie leurs attributs en faisant des
expériences simulées.

Mots-clés : Plan d’échantillonnage a plusieurs degrés; test d’indépendance; qualité
de 1’ajustement.

1 Introduction

L’incidence du plan d’échantillonnage réel utilisé pour obtenir les
données d’une enquéte donnée a été reconnue et étudiée par un certain
nombre d’auteurs. Ses répercussions sur les statistiques linéaires
(p. ex. les moyennes et les totaux de population) ont, bien stGr, été le
sujet principal d’une grande partie de 1la littérature portant sur
1’échantillonnage. Au cours des 10 dernieres années environ, une
attention croissante a été accordée a 1’incidence de ce ©plan
d’échantillonnage réel sur les statistiques non linéaires (coefficients
de régression, corrélations, corrélations multiples et partielles,
etc.). Parmi les nombreux articles sur le sujet, 11 convient de

mentionner la contribution marquante de Kish et Frankel [4].

Le principal facteur limitatif qui a empéché 1’étude de 1’incidence du

.

plan d’échantillonnage réel sur les statistiques non linéaires a été le
probléme de l’estimation d’au moins les deux premiers moments de ces

.

statistiques. Il est bien connu que méme a partir d’échantillons
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complexes en grappes stratifiés a plusieurs degrés, si le plan est
autopondéré (c’est-a-dire que la probabilité d’inclusion de chaque unité
dans la population est la méme), des estimations approximativement sans
biais peuvent étre obtenues des variances et des covariances de
population des wvariables qui ont été recueillies. De plus, ces
estimations sont formellement identiques a celles obtenues en supposant
que 1’on a procédé a un échantillonnage aléatoire simple. Par conséquent,
des estimations cohérentes sont disponibles pour les statistiques non
linéaires qui peuvent étre construites comme des fonctions des variances
et des covariances estimées de la population. L’estimation de la variance
de ces statistiques non linéaires a cependant constitué un obstacle
majeur. En effet, les estimateurs de variance supposant un
échantillonnage aléatoire simple peuvent certainement é&tre tres

trompeurs, comme 1’ont montré Kish et Frankel [4].

Pour les besoins du présent article, 1l’ouvrage le plus important
permettant l’estimation des variances des statistiques non linéaires a
partir d’échantillons complexes est 1’article de McCarthy [5]. La méthode
d’estimation de la variance de McCarthy, connue sous le nom de répliques
répétées équilibrées (RRE), repose uniquement sur 1’existence de deux
unités primaires d’échantillonnage (UPE) sélectionnées indépendamment
dans chaque strate (ou du moins avec une corrélation négligeable entre
elles) et d’un plan d’échantillonnage au sein de 1'UPE qui est
indépendant (bien que pas nécessairement identique) entre les deux unités
primaires d’échantillonnage de chaque strate. La procédure se résume a
former deux demi-échantillons globaux en combinant 1’une des deux UPE de
chaque strate. Toute statistique globale qui peut étre estimée a partir
de la strate complete peut également étre estimée a partir de chacun des
deux demi-échantillons. S’il y a L strates, 11 y a 2! différentes facons
de former des demi-échantillons et chacune d’entre elles est appelée un
rééchantillonnage. Les points suivants ont été soulevés par McCarthy ou

par d’autres auteurs ultérieurement

a) si T et T sont des statistiques basées sur les deux demi-
échantillons de la répétition k®, T est l’estimation correspondante
faite a partir de 1’échantillon complet (nous utiliserons tout au
long du document les symboles A et ~ pour désigner les estimations
dérivées des demi-échantillons et - pour désigner les estimations

dérivées de 1’échantillon complet), alors
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(T + ™) / 2 = T pour tous les k (1)

si T est une statistique linéaire. Cependant, méme pour les
statistiques non linéaires, on constate que (1) s’applique

approximativement.

b) La variance de T peut &tre estimée par chacune des expressions
suivantes
vi = (T% - T)°
vy = (T - 1) pour tous les k.
vi o= (T% - T%)? / 4

Dans le cas des statistiques linéaires, les trois expressions sont
identiques et fournissent une estimation sans biais de Var(T). Dans
le cas des statistiques non linéaires, nous constatons que les trois

estimations sont trés proches.

c) Dans le cas des statistiques linéaires, il existe un moyen de créer
K répétitions (L < K £ L + 3), appelé la méthode des répliques
répétées équilibrées (RRE), de telle sorte que ces K répétitions
sur les 2 répétitions possibles rendent compte de tous les L degrés

de liberté disponibles pour estimer la variance de T. Dans ce cas,

1
K k=1

fournit une estimation sans biais de la variance de T avec L degrés
de liberté. On suppose que le méme phénomene est approximativement

valable pour les statistiques non linéaires.

La principale contribution du présent article est d’attirer 1l’attention
sur le fait que la statistique du chi carré, lorsqu’elle est calculée a
partir d’un échantillon complexe pour tester une hypothese de qualité
d’ajustement ou d’indépendance dans un tableau de contingence, se
comporte d’une manieére fondamentalement différente de celle des

nombreuses statistiques descriptives courantes étudiées par Kish et
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Frankel (p. ex. les coefficients de régression, les corrélations
multiples et partielles) : non seulement la dispersion de la statistique
est modifiée (la moyenne restant plus ou moins inchangée), mais la
distribution est a la fois décalée et la dispersion est touchée d’une
maniere plus ou moins prévisible. D’autres tests sont également élaborés,

et leur comportement est étudié dans des expériences de simulation.

Considérons tout d’abord la statistique du chi carré comme un test de
qualité de 1’ajustement. Tout d’abord, supposons un échantillon aléatoire
simple. Soit m catégories, désignons le nombre d’observations dans

1’échantillon de n unités qui tombe dans la catégorie 1i° par

ST =

i

Pour tester 1’hypothese nulle H_ , selon laquelle

E(T, /n) = P, i=1 ..., m

1

la statistique s est calculée comme suit

et, comme on le sait, elle est distribuée asymptotiquement sous H, comme

un chi carré comportant m — 1 degrés de liberté.

Supposons maintenant que les estimations T, proviennent d’un plan

1

autopondéré complexe. La variance de Ti est modifiée. Kish appelle la

quantité ci-dessous 1l’effet de plan (Deff).

Deff = Var(T,) / nP(1 - P,).
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.

La valeur de 1’effet de plan dépend de la nature du plan d’échantillonnage
et des variables mesurées, et dans les enquétes bien concgues, elle se
situe généralement entre 1 et 3, bien que des valeurs allant Jjusqu’a 6
aient été déclarées et que les valeurs les plus courantes semblent se
situer entre 1,4 et 2. Si toutes les valeurs Deff, ci-dessus sont égales,
alors s n’a pas la distribution du chi carré. Il est supposé (et soutenu
par les études empiriques de la dernieére section) que la distribution
pourrait étre proche de 1l’effet de plan fois la distribution x°. Au
moins, on peut facilement montrer que la moyenne de s est multipliée par
1l’effet de plan. Plus généralement, si Deff, n’est pas égal, alors il
est possible d’émettre 1’hypothése que s correspond a la distribution du
chi carré multipliée par une moyenne pondérée des Deff, . Les
répercussions de l’effet de plan (ou de sa moyenne pondérée applicable)
sur les niveaux de signification atteints (selon 1’hypothése nulle) sont

profondes, comme 1’indique le tableau ci-dessous.

Tableau 1
Niveaux de signification atteints (par opposition a un niveau de signification
nominal de 0,05) pour différentes valeurs d’'effet de plan et différents degrés
de liberté

Eff. 1,1 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,5 3 4 5 6

dl

1 0,062 | 0,074 0,098 0,121 0,144 0,166 0,215 0,258 0,327 0,381 0,424
2 0,066 | 0,082 0,118 0,154 0,189 0,224 0,302 0,368 0,473 0,549 0,607
3 0,069 | 0,089 0,134 0,181 0,227 0,272 0,373 0,457 0,582 0,668 0,729
4 0,071 | 0,095 0,148 0,204 0,261 0,315 0,434 0,531 0,668 0,755 0,812
5 0,073 | 0,100 0,161 0,227 0,292 0,354 0,491 0,595 0,736 0,819 0,870
6 0,076 | 0,105 0,174 0,248 0,321 0,391 0,539 0,650 0,790 0,866 0,910
7 0,077 | 0,110 0,186 0,268 0,349 0,425 0,584 0,698 0,833 0,902 0,938
8 0,079 | 0,115 0,197 0,287 0,376 0,458 0,625 0,739 0,868 0,928 0,958
9 0,081 1| 0,119 0,209 0,306 0,401 0,489 0,661 0,775 0,896 0,947 0,971
10 0,083 10,123 0,219 0,324 0,426 0,518 0,695 0,807 0,918 0,961 0,980
15 0,091 | 0,142 0,270 0,408 0,534 0,641 0,820 0,910 0,975 0,992 0,997
20 0,097 | 0,160 0,317 0,481 0,624 0,735 0,874 0,959 0,993 0,999 1,000
25 0,103 |1 0,177 0,361 0,546 0,697 0,805 0,940 0,981 0,998 1,000 1,000
30 0,109 | 0,193 0,402 0,604 0,757 0,858 0,955 0,992 0,999 1,000 1,000

Une lecture rapide du tableau devrait indiquer que 1’utilisation du chi
carré standard comme test de la qualité de 1’ajustement peut étre tres
trompeuse. Nous verrons dans les sections suivantes du présent document
(en particulier les résultats de la simulation) qu’il en va de méme pour
les tests d’indépendance du chi carré dans les tableaux de contingence.

En fait, les niveaux de signification obtenus sont particulierement
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trompeurs pour les degrés de liberté élevés et, sans surprise, pour les
valeurs élevées d’effet de plan. Mais méme avec des degrés de liberté
aussi grands que 4 (ou plus) et un effet de plan aussi grand ou plus
grand que 1,6, les tests de signification sont pratiquement inutiles

1’hypothése nulle serait rejetée avec une probabilité de 0,2, augmentant
rapidement pour s’établir a 0,5 ou plus avec des valeurs plus grandes
d’effet de plan ou des degrés de liberté plus grands. Il faut garder a
1’esprit que de grandes valeurs de degrés de liberté apparaissent assez
fréquemment dans le cas des tableaux de contingence : par exemple, un

tableau 4 x 5 donne lieu a 12 degrés de liberté, un tableau 5 x 6 a 20.

Une derniére note liminaire sur le test du chi carré est nécessaire.
D’un point de vue conceptuel, nous pouvons au moins envisager d’utiliser
le test dans le cas des plans autopondérés (bien que, comme nous 1l’avons
vu ci-dessus, les résultats puissent étre trés trompeurs). Cependant,
dans une proportion non négligeable de plans d’échantillonnage
effectivement utilisés dans la pratique, la probabilité d’inclusion de
toutes les unités de la population n’est pas égale. Dans ce cas, les
fréquences d’échantillon non pondérées ne fourniront pas d’estimations
sans biais des statistiques de population correspondantes. Ainsi, méme
si H, est valable pour 1l’ensemble de la population, nous pouvons nous
attendre a ce qu’un test de <chi carré Dbasé sur les fréquences
d’échantillon non pondérées soit rejeté bien plus souvent que le
niveau de signification nominal (qu’il solit utilisé comme test
d’ indépendance ou de qualité de 1’ajustement). Cependant, la statistique
du chi carré (2) ne se préte pas du tout a la pondération, car le
numérateur augmente avec le carré de tout poids alors que le dénominateur

augmente linéairement.

2 Observations sur les travaux connexes dans la
littérature

Cohen [3] étudie un cas tres particulier du probléme général du test de
la qualité de 1’ajustement a partir d’échantillons complexes. Il suppose
un échantillon aléatoire simple de n grappes composées de deux unités

chacune. Cet échantillon de 2n unités est classé en r cellules. Dans le
modele étudié par Cohen, si p; est la probabilité que 1l’unité 1 d’une
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grappe se trouve dans la cellule i, alors la probabilité que les deux

unités se trouvent dans les cellules et J respectivement est

©
i

(1-a) p;p; si it

o
I

P, [a + (l-a)pi]

pour des valeurs de a comprises entre 0 et 1.

A partir de ce modéle, il est facile de montrer que

Var(?i) = (1+a) 2n P; (l—pi) i=1, ..., m.

Ainsi, 1l’effet de plan est égal a 1 + a pour tous les i. Cohen montre

que la statistique

s/1+a
est, en fait, distribuée comme un chi carré (sous H,) avec m - 1 degré
de liberté — comme nous le supposons plus généralement dans

1"introduction.

Les travaux les plus soutenus sur les tests d’indépendance a partir
d’échantillons complexes ont été réalisés par Nathan ([6], [7], [81, [9],
[10]). Celui-ci passe également en revue les travaux de plusieurs autres

auteurs, comme Bhapkar et Koch [1] et Chapman [2].

Considérons le tableau de contingence habituel : il y a r lignes, c
colonnes, taille globale de 1’échantillon n, P;; sont les proportions
estimées des fréquences dans la cellule (i, )¢ (i =1, ..., r; 3 =1, ...,

c). La statistique

i. .j

a approximativement la distribution du chi carré selon 1’hypothése nulle
si n est basé sur un échantillon aléatoire simple et est suffisamment
grand. Les quantités Ej et P, sont obtenues par sommation sur les indices

manquants. Selon 1’hypothése nulle, 1’expression
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Pig — Py P (4)

-

[
-
.

a une valeur attendue nulle, mais généralement une valeur attendue
différente de 0 si 1’hypothése nulle n’est pas vérifiée. La valeur
attendue nulle de (4) est le résultat de 1l’annulation d’un certain nombre
de termes de variance et de covariance dans E(Eﬂ?ﬂ. En effet, selon un

échantillonnage aléatoire simple et 1’hypothese nulle

- . ) . -
E(Pi. P.j) P P.j Var (Pij)

)

+ L Cov(P, .,P. ,
(k,k')4(1,j) KTk

! I
Pt e PP - n B B P
(k, k) (i,])

E(Pij)' (5)

Dans les enquétes complexes, les variances et covariances de 1’avant-
derniere ligne de (5) devraient étre multipliées par leurs
multiplicateurs d’effet de plan respectifs et pourraient donc ne pas
s’annuler; ainsi, la valeur attendue de Eu —-fiﬁj pourrait ne pas étre

égale a 0 méme sous H, .

Le travail de Nathan ainsi que de Bhapkar et Koch commence par la
P

construction d’une expression qui représente les estimations de P, P
et P, qui a une valeur attendue nulle selon 1’hypothese nulle, méme dans
le cas d’échantillons complexes. A cette fin, ils ont tous deux recours
aux répliques répétées équilibrées et utilisent le fait que les deux
demi-échantillons de n’importe quel rééchantillonnage ne sont pas
corrélés selon les hypotheéses décrites dans 1’introduction. Ainsi, si
B

ijr

P, P est estimé, dans le cadre d’un plan d’échantillonnage
complexe, & partir du premier demi-échantillon du rééchantillonnage k°

et ﬁ.(k)

ijr

5k 5k . ‘2 . 2 N .
P, Pg’ sont les quantités correspondantes estimées a partir du

second demi-échantillon, le test de Nathan est basé sur 1l’expression
i = B LB iRl glaplo (6)

i) i. .3

et celle de Bhapkar et Koch est basée sur
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TOE) = B BN — B BY (7)

ic

Les valeurs attendues de (6) et (7) sont toutes deux nulles selon

1"hypotheése nulle. Le test de Chapman est basé sur

T = BY - BB (8)

i3
et il n’a pas nécessairement une valeur attendue nulle méme sous H, .

Maintenant, si une estimation V peut étre construite pour la matrice de
covariance des (r - 1) x (c - 1) qgquantités linéairement indépendantes
parmi les rxc U;, valeurs, et si U est le vecteur correspondant de ces
valeurs, alors

TR CDILT (9)
serait, pour un nombre suffisamment grand de n, et a 1l’exception d’un
multiplicateur constant approprié, soit distribué approximativement
comme F, soit un x°, selon que V est estimé a partir d’un nombre
suffisamment grand de degrés de liberté. Veuillez prendre note que (9)
permet de surmonter le probléme de la pondération dans le cas d’un

échantillonnage disproportionné : son effet se refléterait, pour ainsi

dire, automatiquement dans V. Le probléme, cependant, est d’estimer \a

Dans le cas d’un échantillonnage aléatoire simple, chaque cellule de la
matrice de covariance de (4) peut étre estimée approximativement comme
suit

~

Yi],fg

0
1
31—
o1
o1
.
ol
o1

(i,5)¢(f,g)

et 1’estimation obtenue de V est basée sur un grand nombre de degrés de
liberté, de sorte que (9) serait distribué comme un chi carré. Dans le
cas d’échantillons complexes, 1l’estimation analogue ne peut étre

effectuée sans certaines hypothéses simplificatrices tres fortes.

Nous pouvons également observer que, méme dans le cas d’échantillons

complexes, les vecteurs U%® dans (6)-(8) sont identiquement distribués
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et nous pouvons dériver les estimations des variances et covariances a
partir de
K
(k) _

- ~ =(k) _ =
kil (uij uU.)(uFg Ufg) (10)

. . . 2 . ik 3 . . <
Maintenant, si 1les wvaleurs répétées K de UL’ étaient indépendantes,
1’ expression (10) ci-dessus, divisée par K - 1, fournirait une estimation

non biaisée de Vis g -

Cependant, loin d’étre indépendantes, elles sont
trés fortement corrélées. Dans le cas de 5“RN), les corrélations sont
tres proches de 1, ce qui n’est pas tres étonnant, puisque Kish et Frankel
ont remarqué que pour tous les rééchantillonnages, la somme de deux
statistiques non linéaires analogues, calculée respectivement a partir
des deux demi-échantillons, est tres proche de 1’unité pour tous les
rééchantillonnages K et est identique dans le cas des statistiques
linéaires. Afin de corriger (10) pour les corrélations mises en jeu, il
faudrait estimer ces corrélations, ce qui, en retour, nécessite de fortes

hypothéses simplificatrices. De plus, lorsque les corrélations sont

proches de 1, le comportement numérique des estimations est trés mauvais.

Ainsi, quelle que soit la méthode d’estimation de la matrice de
covariance utilisée, de fortes  Thypothéses simplificatrices sont
nécessaires dans le cas d’échantillons complexes. Nathan [9] est obligé
d’en arriver a 1’hypothese, entre autres, que pour chaque strate h il
existe un nombre n, qui ne dépend que du nombre d’unités finales
sélectionnées dans la strate h dans chacune des deux unités primaires

d’échantillonnage (UPE) et si P

e €St l’estimation des proportions dans

la cellule (i, Jj) dérivée de 1'UPE a (a = 1, 2) de la strate h, alors
nhﬂjw a approximativement la distribution multinomiale avec les
parametres n, et P, . Cependant, cette hypothése suppose que la valeur

attendue d’une estimation P dérivée de n’'importe quelle UPE

ijha
sélectionnée, conditionnellement a ce que cette UPE soit dans
17 échantillon, dépend uniquement de la strate et non de 1’'UPE
sélectionnée. Nous supposons donc que la composante totale de la variance
entre UPE est éliminée. Toutefois, par exemple, dans le cas d’un

échantillonnage stratifié a deux degrés, ayant un échantillonnage
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aléatoire simple a 1’intérieur de chacune des UPE, cela suppose
1’élimination de tous les effets du plan d’échantillonnage a 1’intérieur
de la strate. D’autres hypothéses de Nathan, moins importantes pour son
développement, supposent également 1’élimination des effets de la
stratification et de 1’échantillonnage disproportionné dans différentes

strates.

A la lumiére des commentaires ci-dessus, il n’est pas trop étonnant de
constater que la statistique de test proposée par Nathan se comporte tres
mal en ce qui concerne les niveaux de signification atteints. Les
résultats de la simulation mentionnés dans son article [9] sont erronés,
comme 11 1’a lui-méme souligné dans son article publié ultérieurement
(Nathan [10)]. Les résultats figurant dans [10] se rapportent a un
échantillonnage en grappes stratifié avec un plan de pondération
automatique, de sorte que le test traditionnel du chi carré peut étre
appliqué et sert de mesure de comparaison. Les niveaux de signification
atteints par sa statistique de test sous H, sont de 0,038, 0,144 et 0,190
pour les niveaux de signification nominaux de 0,01, 0,05 et 0,10
respectivement. Cependant, ils sont presque identiques aux niveaux de
signification atteints par 1le test traditionnel du chi carré : ces
derniers different de ceux du test de Nathan de 0,002 au maximum. Il est
intéressant de mentionner que si nous supposons que la statistique t de
(3) est distribuée comme un chi carré multiplié par un facteur de 1,4,
le niveau de signification atteint par cette variable hypothétique aux
niveaux nominaux de 0,01, 0,05 et 0,10 serait de 0,037, 0,118 et 0,193
respectivement, ce qui se rapproche remarquablement des valeurs indiquées
par Nathan. Nous pouvons supposer que l1l’effet de plan dans son exemple

était d’environ 1,4.

Enfin, quelques commentaires seront formulés concernant le cas
particulier de 1’échantillonnage aléatoire simple stratifié avec 1la

répartition proportionnelle.
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Nathan dans [10] affirme* que, dans ce cas, la statistique traditionnelle
du chi carré est asymptotiquement distribuée sous H_, comme chi carré a
(r = 1) x (c - 1) degrés de liberté. Ce n’est généralement pas vrai,
comme le prouve un simple contre-exemple. En effet, supposons qu’il vy
ait exactement rxc strates, chacune de taille égale. Supposons également
gu’a chaque cellule du tableau de contingence corresponde une et une
seule strate qui contribue a cette cellule et, inversement, gque chaque
unité d’une strate soit classée dans exactement une cellule du tableau
de contingence. Or, la répartition proportionnelle revient a sélectionner
le méme nombre d’unités dans chaque strate, disons d, la taille totale
de 1’échantillon étant n = rcd. Alors chaque cellule du tableau de
contingence contiendra exactement d entrées avec une probabilité égale
a 1. Ainsi, la statistique t dans (3) sera égale a 0 avec une probabilité
égale a 1, quelle que soit la taille de n. Entre parenthéses, on peut

observer que 1l’effet de plan dans ce cas est égal a 0.

Dans le cas relativement simple d’un échantillonnage aléatoire simple
stratifié avec répartition proportionnelle aux strates, il est facile de

prouver sous H, pour le test de la qualité de 1l’ajustement, s

|

nP.

I )2
i=1 i h

~ 3

E(s) = m-1 -

ny (PinP

ou P, est la proportion d’unités dans la strate h appartenant a la
catégorie i, et n, est la taille de 1’échantillon dans la strate h. Etant
donné que la valeur attendue de s dans le cadre d’un échantillonnage
aléatoire simple est m - 1, nous observons une réduction de la valeur
attendue de s; d’ailleurs, dans de tels cas, l’effet de plan est connu
pour étre inférieur ou égal a 1, 1l’ampleur de la réduction augmentant,

grosso modo, avec les différences entre strates dans les proportions P, .

Dans le cas de 1’exemple du paragraphe précédent, E(s) = 0, ce qui, étant
donné que s =2 0, n’est possible que si s = 0 avec une probabilité égale
a 1.

* Dans une communication privée avec 1’auteur, Nathan a déterminé 1’erreur dans sa preuve.
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3 Deux autres tests

La caractéristique souhaitable des deux demi-échantillons d’un
rééchantillonnage est qu’ils ont la méme répartition et ne sont pas
corrélés. Nous pouvons utiliser celui-ci soit pour construire, dans le
cas d’échantillons complexes, une quantité comme U(N) ou U(B) de Nathan
ou de Bhapkar et Koch dans (6) ou (7) dont 1’espérance est nulle sous
H,, soit pour estimer la variance d’une statistique linéaire ou non
linéaire; deux demi-échantillons ne peuvent toutefois pas servir aux deux
fins. Nous disposerions d’une solution simple si plus de deux UPE étaient

sélectionnées par strate, mais c’est trés rarement le cas, et cela ne

vaut guére la peine de 1’envisager.

Etant donné les difficultés de 1l’estimation de la variance lorsque les
demi-échantillons sont utilisés dans un autre but, 11 est naturel de

revenir a la question suivante : & quelle distance de 0 se trouve
réellement la valeur attendue sous H, de la quantité

lorsqu’elle est basée sur 1’ensemble de 1’échantillon ou, en fait, sur

1’un des deux demi-échantillons d’un rééchantillonnage?
Plusieurs observations seront faites sur cette question.

a) La valeur attendue de 5U est de 0 dans le cas d’un échantillonnage
aléatoire simple ou, de maniére légerement plus générale, si 1’effet
de plan de toutes les variances et covariances dans (5) est égal a
1. A vrai dire, une condition suffisante encore plus générale est
que tous les effets de plan soient égaux. Bien qu’en général on ne
puisse pas présumer que c’est le cas, il arrive souvent que les
effets de plan d’une méme enquéte pour un large éventail de
variables se situent dans une gamme relativement étroite les unes

par rapport aux autres.

b) Dans les conditions les plus générales,
?UU.=0 j=1, 2, ..., ¢
et
z Dij =0 pour tous i=l, 2, ..., r
]
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de sorte gque les attentes de flj sont soumises aux contraintes
linéaires de r + ¢ - 1. Bien que cela n’exclue pas la possibilité
que EKﬁU) puisse avoir une valeur absolue assez importante, cela
permet certainement de s’assurer qu’elles n’ont pas toutes le méme

signe.

c) Surtout, i1l est facile de montrer que tant et aussi longtemps que
toutes les valeurs d’effet de plan sont limitées pour toutes les
variances et covariances examinées (c.-a-d. | maximum Deff | < B

pour un certain B dans n’importe quel sens n’”),

= 2 - 1
= + —e]
E(UU.) Var(Uij) 0 (n2) (11)
ou le cbété gauche est celui de Oﬁﬂ.

En effet,

E(aij) = - Cov (ﬁi.’ﬁ.j)' (12)
Le coté droit de (12) est évidemment 0(f) dans le cas d’un échantillonnage
aléatoire simple, mais dans le cas de plans complexes, 1l sera seulement
multiplié par 1l’effet de plan approprié. La documentation sur les
enquétes ne mentionne aucune valeur d’effet de plan supérieure a 10; en
fait, les valeurs supérieures a 3 ou 4 sont extrémement rares, pour la
simple raison que 1l’enquéte ne serait jamais autorisée si elle était
concue de maniére aussi inefficace. Dans tous les cas, tant que le maximum
| Effet de plan | £ B comme n~” sur n’importe quelle classe de plans
sous réserve seulement de la sélection indépendante de deux UPE par
strate et de la disponibilité d’estimations sans biais au niveau de la

strate des statistiques linéaires de chacune des deux UPE,

P, P . . (13)

B
n i. .J

[EU; ) 2
En outre,

2)

- _ - - 2
E(Uij = Var Uij + [E(Uij)] ’ (14)

et (11) suit immédiatement de (13) et (14).
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Puisque, cependant, dans les mémes conditions

- _ 1
Var Uij =0 (n)

il s’ensuit que, pour un nombre suffisamment grand de n, il est possible
de traiter ﬁﬁ comme s’il avait une valeur attendue nulle. Généralement,
dans les enquétes complexes, n est assez grand : au moins de 1l’ordre de
1 000 a 2 000 et tres souvent, dans le cas de grandes enquétes nationales,

il représente des dizaines de milliers.

Dans ces conditions, nous pouvons élaborer U;, a partir de chacun des
deux demi-échantillons du rééchantillonnage k°. Considérons le vecteur
des valeurs U, correspondant au (r - 1) x (c - 1) dans le coin supérieur
gauche d’un tableau de contingence, construit a partir de 1’un des deux

demi-échantillons du rééchantillonnage k°

G0 00 A a) Ak (k)
v L Y2, Yeen, Y200, Vet e

et de facon similaire U" construit de facon analogue a partir de la

seconde moitié de 1’échantillon du méme rééchantillonnage
- K .

5K oy

fournit une estimation approximativement sans biais de la variance de

Wk L TRy ok (16)
|

<
MR

k

ou K est le nombre de répétitions orthogonales.

Par conséquent, selon 1’hypothése nulle, la statistique

TR T (17)

est approximativement distribuée comme le T’ de Hotelling, ou multipliée
par une constante appropriée, comme F. Dans les manuels classiques, cette
constante est facilement considérée comme (L - m) / m (L - 1) ou L est

le nombre de strates et m = (r - 1) X (c - 1). Il s’ensuit que
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e AR T (18)

est approximativement réparti comme F (m, L - m). Il est facile de voir
que (18) permet également de tester la qualité de 1’ajustement : le
vecteur U doit étre remplacé par le vecteur P - P°, o P est le vecteur
des proportions observées, P° les proportions sous H_, V est la matrice

de covariance de P estimée par RRE et m = rc - 1.

Le deuxiéme test est construit de maniere plus heuristique que le

premier. Considérons d’abord le test de la qualité de 1’ajustement

Comme nous 1l’avons vu plus haut, lorsque H, a la valeur attendue du
numérateur de chaque terme de (19) dans le plan d’échantillonnage donné,
il yv a 1’effet de plan approprié multiplié par sa valeur attendue dans
un échantillonnage aléatoire simple. Supposons gque non seulement la

valeur attendue du numérateur, mais aussi sa distribution soit égale a

celle obtenue en multipliant par 1’effet de plan 1la statistique
correspondante sous ¢échantillonnage aléatoire simple. Cela semble

indiquer qu’en divisant chaque terme par 1l’effet de plan estimé du

numérateur, la distribution (sous H_,) redeviendrait un chi carré.

En effet, en divisant chaque terme du numérateur par 1l’effet de plan
correspondant, le multiplicateur n devient ce que 1’on appelle la taille

effective de 1’échantillon

" n
i deff_
de sorte que la statistique
- 2
n. (P.-P?)
r — =
i Pi
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est distribuée comme un chi carré.
Puisque

1 . -
5-(ﬂ“ + Py = P pour tous k

1

et que la variance de 1’'expression ci-dessus peut étre estimée comme

suit

_ K Ak Bk)y2
a, = > (B B) (20)

et puisque la variance de E_dans le cadre d’un échantillonnage aléatoire

simple (sous H,) est estimée comme suit

1 —
— P 1 - P) (21)
n

il s’ensuit que (20) divisé par (21) fournit un estimateur de 1’effet de

plan:. En fait,
b, = a,/P. 1 - P)

est un estimateur de 1l’inverse de la taille effective de 1l’échantillon,

!

n, . Ainsi

b.P;’

iti

pourrait étre distribué approximativement comme un chi carré. Dans les
études par simulations, la statistique ci-dessus a eu tendance a étre
trop importante. Cependant, en utilisant la moyenne des valeurs de b,,
de bons résultats ont été obtenus. Ainsi, la deuxieme statistique
proposée comme test de la qualité de 1’ajustement et évaluée par des

études par simulations est la suivante

(_'—\

I
oll ~
N

ou

o'l
|
|-

[a]
o
o
o
w
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I1 convient de mentionner que (22) peut étre calculé, que 1’on ait utilisé

ou non un échantillonnage disproportionné parmi les strates.

Le test (22) peut facilement étre généralisé pour obtenir un test

d’ indépendance. Définissons respectivement a,, b,, et b comme suit

i] L}Kkl i] ij
b,. =a../P.., (1-P..)
1] 1) ) 1)
_ , roc
: ngi;_élb” =4
puis
- = = 2
(p,.-P, P .)
gt op i ] (25)
bi,j Pi.P.J

Soulignons aussi que (25) differe du test du chi carré de Pearson
simplement par le remplacement de la taille réelle de 1’échantillon par
la taille moyenne effective de 1’échantillon dans le cas de plans
complexes. Prenons note également que (25) peut étre calculé, que la
répartition proportionnelle entre les strates ait été utilisée ou non.
En outre, comme Eu sont des statistiques linéaires, leurs variances (et
donc leurs effets de plan) peuvent étre estimées par des méthodes
traditionnelles, c’est-a-dire sans RRE. Cela rend le calcul de t” assez
facile : en dehors d’un logiciel permettant de calculer la statistique
traditionnelle du chi carré, seul un programme efficace d’estimation de

la variance est nécessaire.

4 Résultats empiriques

Les résultats de sept exemples simulés sont présentés dans cette derniere
section. Dans tous les cas, le plan d’échantillonnage simulé est
stratifié, deux unités primaires d’échantillonnage sont sélectionnées
avec des probabilités égales et avec remise, et 1’échantillonnage au sein

des UPE est aléatoire simple, également avec remise. A 1’exception de

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 1978 19

1’ échantillonnage avec remise des UPE (qui peut tres bien étre approximé
en pratique s’il y a un grand nombre d’UPE, disons 20, et que pas plus
de deux d’entre elles sont sélectionnées), les autres simplifications
dans les simulations ont été imposées par la nécessité de garder les
programmes simples (par opposition aux restrictions théoriques). Tous
les exemples, sauf 1’exemple 7, sont basés sur 500 simulations,
1’exemple 7 sur 250. Dans toutes les simulations, sauf dans 1l’exemple 6,
les tableaux de contingence sont basés sur 2 lignes et 3 colonnes. Dans
les exemples 1 et 6, une répartition proportionnelle aux strates a été
utilisée; dans les autres cas, les taux d’échantillonnage différaient
dans les proportions 1:2:3. La taille totale de 1’échantillon dans tous

les exemples était de 1 200.

Les caractéristiques des exemples sont résumées dans le tableau 2 ci-
dessous, tandis que le comportement des valeurs du test du chi carré non

pondéré est présenté dans le tableau 3.

Tableau 2

Résumé des caractéristiques des sept exemples

Niveau Nombre Nombre de Nombre de Taux Gamme de Gamme de Nombre de

nominal de colonnes strates d’ échantillonnage Pij5 (Ho) 1l’effet de simulations
lignes relatifs plan

Exemple 1 2 3 6 1:1:1 1/6 1,098 500

Exemple 2 2 3 6 1:2:3 0,161-0,172 1,49-2,07 500

Exemple 3 2 3 6 1:2:3 0,158-0,173 1,57-2,55 500

Exemple 4 2 3 6 1:2:3 0,158-0,175 1,62-3,03 500

Exemple 5 2 3 6 1:2:3 0,156-0,178 1,66-3,51 500

Exemple 6 3 4 12 1:1:1 1/12 1,89 500

Exemple 7 2 3 30 1:2:3 0,150-0,180 2,07-3,09 250

Tableau 3

Niveau de signification observé (sous H_ ) du nombre d’échantillons non pondérés
dans le test du chi carré de Pearson

Niveau 0,01 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 Valeur | Valeur

nominal moyenne | moyenne

du test |d’'effet

de plan
Exemple 1 0,090 | 0,198 | 0,290 | 0,420 | 0,536 | 0,604 | 0,696 0,770 | 0,826 | 0,886 | 0,938 1,87 1,98
Exemple 2 0,100 | 0,212 | 0,290 | 0,426 | 0,542 | 0,596 | 0,656 | 0,728 | 0,778 | 0,868 | 0,936 1,91 1,76
Exemple 3 0,150 | 0,294 | 0,388 | 0,502 | 0,566 | 0,636 | 0,702 (0,772 | 0,846 | 0,914 | 0,962 2,45 2,10
Exemple 4 0,190 | 0,330 | 0,416 | 0,528 | 0,594 | 0,666 | 0,734 0,810 | 0,870 | 0,918 | 0,958 2,75 2,29
Exemple 5 0,232 | 0,362 | 0,436 | 0,556 | 0,632 | 0,688 | 0,740 | 0,820 | 0,880 | 0,922 | 0,964 3,08 2,48
Exemple 6 0,174 | 0,350 | 0,452 | 0,606 | 0,706 | 0,782 | 0,856 | 0,896 | 0,938 | 0,960 | 0,978 1,90 1,89
Exemple 7 0,212 | 0,324 | 0,416 | 0,532 0,616 | 0,684 | 0,776 | 0,860 | 0,900 | 0,940 | 0,976 2,81 2,60
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En examinant le tableau 3, 1’observation immédiate est le niveau
croissant des significations nominales des exemples 1 a 5 avec le
niveau croissant de la moyenne de 1l’effet de plan. Cependant, dans les
exemples 2 a 5, une autre considération est également importante : les
chiffres non pondérés n’ont pas une valeur attendue qui soit conforme a
H, : c’est-a-dire que H_, est valable sur toutes les strates, mais pas
dans chaque strate, donc les comptages non pondérés ne sont pas conformes
a H, dans le cas d’une répartition disproportionnée. Le modele de
simulation utilisé était tel que, en passant des exemples 2 a 5, non
seulement la gamme et la moyenne des valeurs de 1l’effet de plan, mais

aussi les écarts au sein de la strate par rapport a H, augmentaient.

Cela explique la raison pour laquelle, dans ces exemples, la valeur
moyenne du test divisée par les degrés de liberté (qui, pour un test de
chi carré wvalide, devrait Dbien sGr étre égal a 1), augmente plus

rapidement que la moyenne des valeurs de 1l’effet de plan.

I1 est intéressant de mentionner les entrées dans les exemples 1 et 6
(pour 1lesquels la répartition proportionnelle a été utilisée) au
niveau de signification nominal 0,05 : 0,198 et 0,350 respectivement.
Comparons-les avec les proportions correspondantes « prédites » par le
tableau 1 : pour 1l’effet de plan = 1,87 et 2 degrés de liberté, elle est
de 0,201; pour l’effet de plan = 1,90 et 6 degrés de liberté, elle est
de 0,356. Les valeurs sont, en effet, trés proches. La valeur moyenne de
la statistique de test divisée par les degrés de liberté est également
tres proche pour ces deux exemples : 1,87 et 1,98, et 1,90 et 1,89

respectivement.

Enfin, il convient de souligner que, comme prévu, le test classique du
chi carré fournit des résultats totalement trompeurs en présence de
l’effet de plan qui sont modérément grands, méme dans le cas d’une

répartition proportionnelle (et encore plus dans le cas contraire).

Le tableau 4 montre le niveau de signification observé (sous H,) du test

t', c’est-a-dire le test F.
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Tableau 4
Niveau de signification observé (sous H_ ) du test t' (test F)
Niveau 0,01 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 Valeur Chi carré
nominal moyenne (déciles)
du test
attendue
Exemple 10,008 |0,038|0,068|0,152|0,240|0,346|0,452|0,554|0,664|0,768|0,870 0,81 12,60
Exemple 2|0,012|0,052|0,080|0,178|0,276|0,374|0,482|0,570|0,670|0,776|0,888 0,96 4,72
Exemple 3|0,016|0,054|0,102|0,188|0,280(0,384|0,474|0,578|0,688|0,804|0,906 1,04 3,96
Exemple 4|0,014|0,058|0,108|0,184|0,270(0,384|0,478|0,560|0,676|0,790|0,894 0,99 8,38
Exemple 50,018 (0,058 |0,104|0,184|0,278|0,388|0,484|0,564|0,658|0,786|0,906 1,03 11,12
Exemple 6(0,018|0,072|0,124|0,222|0,336|0,430|0,500(0,604|0,708|0,786|0,872 0,83 16,04
Exemple 7| 0,004 | 0,040 |0,112|0,228(0,304(0,404(0,500(0,612({0,696(0,788|0,900 1,00 4,00

Celui qui précede la derniere colonne contient les entrées obtenues en
divisant la moyenne de notre statistique de test par sa valeur théorique
attendue (si d est le nombre de degrés de liberté pour le dénominateur
du test F, cette valeur est d + d — 2). La dernieére colonne est la
statistique du test du chi carré pour la qualité de 1’ajustement
appliquée aux valeurs des déciles du tableau ci-dessus. La valeur
critique du chi carré avec 9 degrés de liberté au niveau de 5 % est de
16,92, ce qui signifie gu’au moins ce test est conforme a 1’hypothéese
selon laquelle t' est distribué comme F. Les niveaux de signification
nominaux, en particulier aux niveaux 0,01 et 0,05, qui sont généralement

les plus intéressants, se comportent tres bien : leur moyenne sur les

sept exemples est de 0,013 et 0,053 respectivement.

Malgré les valeurs non significatives du test de la qualité de
1’ajustement du chi carré, les cing premiers exemples en particulier
montrent ce qui semble étre des écarts constants par rapport aux niveaux
nominaux dans 1’intevalle t de 0,3 a 0,8. Il semble toutefois que ce ne
soit pas en raison de 1l’approximation selon laquelle (13) est supposé

&tre nul (c’est-a-dire E (U,,) = 0). En effet, cette approximation se

i3
vérifie exactement si tous les effets de plan de (5) sont égaux, comme
nous 1’avons indiqué précédemment. C’est le cas dans les exemples 1 et
6. Pourtant, dans de nombreuses demandes, 1ls semblent suivre le moins
bien le test F (bien qu’il soit encore assez bon aux niveaux 0,01 et
0,05). Il semblerait donc que le probléme, si nous pouvons 1’appeler
ainsi, soit attribuable a 1’approximation normale, par opposition a
1’ approximation (13). Notons que n = 1 200, ce qui est peu par rapport

aux normes d’échantillonnage.

Ensuite, le comportement du test t" est présenté, toujours sous H, .
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Tableau 5

Niveau de signification observé (sous H_ ) du test t” (chi carré ajusté)

Niveau 0,01 [ 0,05 | o,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 | Valeur Chi
nominal moyenne carré

du test |(déciles)

Exemple 1 | 0,034 [0,068(0,104(0,216|0,306|0,390(0,496|0,600[0,698|0,7820,892| 1,10 4,96
Exemple 2 | 0,028 |0,092|0,146|0,248|0,340|0,408|0,494|0,612|0,680|0,790|0,898| 1,16 17,40
Exemple 3 |0,040|0,102|0,164|0,250|0,324|0,416|0,510|0,600|0,696|0,790|0,906| 1,23 27,56
Exemple 4 |0,042|0,100|0,158|0,244|0,326|0,416|0,510|0,600|0,676|0,796|0,902| 1,25 25,68
Exemple 5 |0,048|0,112|0,156|0,250|0,324|0,420|0,506|0,600|0,670|0,772|0,896| 1,28 27,96
Exemple 6 |0,032|0,072|0,126|0,238|0,326|0,412|0,502|0,610|0,696|0,816|0,912| 1,07 9,64
Exemple 7 | 0,008 |0,068|0,124|0,216|0,296|0,400|0,504|0,596|0,684|0,780|0,908| 1,02 10,88

I1 est clair que t" a une distribution qui, dans 4 des 7 exemples, est

significativement différente du chi carré au niveau de signification de

5 %. Cependant, en examinant un peu plus les résultats du tableau 5, nous

pouvons observer ce qui suit.

a)

Plus particulieérement, si la solution de rechange est d’utiliser
le test du chi carré non ajusté (tableau 3) ou d’utiliser
17ajustement simple qui conduit a t", il est clair que t" est
beaucoup plus proche du chi carré. Bien que les statistiques
correspondant au tableau 3 et a la dernieére colonne du tableau 5

n’aient pas été calculées, cela est clair a 1’'ceil nu.

La mesure dans laquelle la distribution de t" s’écarte du chi carré
semble suivre de pres la mesure dans laquelle la valeur attendue
de t'' s’écarte de la valeur attendue de la distribution
correspondante du chi carré (avant-derniere colonne du tableau 5).
Cependant, t" a été construit de sorte que sa valeur attendue soit
asymptotiquement égale a celle du chi carré. La convergence,
cependant, dépend du nombre de répétitions disponibles a partir
desquelles calculer b de (25), et non de n. En fait, nous sommes
confrontés au Dbiais habituel d’une estimation de ratio dont
1’ampleur dépend fortement de la variance du dénominateur, c’est-
a-dire de B, qui dépend a son tour du nombre de répétitions ou,
puisque les répétitions équilibrées ne doivent pas étre utilisées,
du nombre de strates. Le bon comportement de t" dans les exemples
6 et 7, ou le nombre de strates est respectivement de 12 et 30, est
conforme a ce raisonnement. On peut donc s’attendre a ce que t" se
comporte de maniere acceptable pour les plans d’enquéte observés
dans la pratique, ou le nombre de strates est généralement assez

important.
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c) si t' se comporte systématiquement mieux que t", 11 faut souligner
que t' n’est pas applicable si les degrés de liberté sont supérieurs
ou égaux au nombre de strates. Cela peut trés bien se produire dans

les tables de cohérence a plusieurs niveaux.

Enfin, le tableau 6 est une tentative de comparaison de la puissance de
t' et t”, selon une autre hypothese H,. Etant donné que H, n’a pas pu
étre choisi de maniére cohérente dans tous les exemples, la comparaison
des résultats du tableau 6 doit se limiter a la comparaison de t" et t”

dans le méme exemple.

Tableau 6
Proportion observée de fois ou t’' et t” dépassent leurs niveaux de signification
respectifs, sous H,

Niveau nominal 0,01 0,05 0,10
Exemple 1 t! 0,026 0,178 0,340
£ 0,250 0,418 0,510
Exemple 2 t! 0,060 0,232 0,406
t” 0,282 0,498 0,632
Exemple 3 t' 0,062 0,214 0,394
t” 0,242 0,438 0,568
Exemple 4 t' 0,066 0,212 0,380
t” 0,218 0,408 0,552
Exemple 5 t' 0,062 0,206 0,382
t” 0,220 0,378 0,524
Exemple 6 t' 0,160 0,480 0,686
t” 0,714 0,866 0,920
Exemple 7 t' 0,148 0,332 0,476
t” 0,136 0,316 0,452

Nous ne pouvons tirer aucune conclusion officielle de ce qui précede,
principalement en raison du fait que t" est biaisé vers le haut sous H,
(au moins pour les six premiers exemples). En fait, pour cette raison,
une comparaison des deux statistiques de test a leur niveau nominal
respectif est trompeuse : elle ferait paraitre t"  comme ayant une
puissance considérablement plus grande qu’en réalité. L’analyse du
tableau 6 en conjonction avec les tableaux 4 et 5 est plus réaliste. Dans
1’ ensemble, t' au niveau nominal de 0,10 semble étre plus comparable a

t" au niveau nominal de 0,05. Malgré cela, t” semble avoir un peu plus
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de puissance que t', sauf pour 1’exemple 7. C’est plus ou moins ce a
quoil nous pouvions nous attendre, puisque t', sur la base du test F,
sera asymptotiquement distribué comme un chi carré si les degrés de
liberté pour le dénominateur sont grands, c’est-a-dire si le nombre de

strates est grand par rapport au nombre de sous-classes.

En résumé, le test du chi carré non ajusté est soumis a des biais
intolérables dans le cadre de plans complexes, méme avec des effets de
plan modérés; t' semble étre distribué comme prévu, méme pour des valeurs
de n aussi petites que 1 200; t" se comporte nettement mieux que le test
du chi carré non ajusté, mais semble toujours avoir des niveaux de
signification plus élevés que la valeur nominale, en particulier lorsque
le nombre de strates est faible; t” est beaucoup plus facile a calculer
que t'; t” semble avoir une plus grande puissance que t', a moins que le

nombre de strates soit important par rapport au nombre de sous-classes.
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