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Quelques estimateurs des totaux de
population obtenus a partir d’échantillons
aléatoires simples comportant de grandes
unités

M.A. Hidiroglou et K.P. Srinath?

Résumé

On veut obtenir une estimation de la valeur totale d’une caractéristique
donnée dans une population a partir d’un échantillon aléatoire simple
comportant quelques observations extrémes ou tres grandes. La présence de
grandes unités de ce genre dans 1’échantillon fausse l’estimation de la
valeur totale. Si donc apres échantillonnage, on repere des unités extrémes,
il importe d’en ajuster la pondération ou d’en corriger la valeur au stade
de 1l’estimation. Dans cet article, on examine trois estimateurs qui modifient
la pondération d’échantillonnage habituelle. L’efficacité de ces estimateurs
a été établie en fonction du rapport entre la variance de 1’estimateur
habituel de la population totale et 1l’erreur quadratique moyenne de ces
estimateurs. Une étude empirique a été effectuée, basée sur cette théorie.

Mots-clés : Correction de poids; observations extrémes.

1 Introduction

Le probléme abordé dans le présent article est 1l’estimation du total de
population de certaines caractéristiques obtenues a partir d’un échan-
tillon aléatoire simple comportant quelques observations importantes ou
extrémes. Ces observations sont des observations réelles appartenant a
la population échantillonnée. La présence de ces observations dans
1’échantillon aura tendance a faire que 1l’estimation habituelle du total
de population ‘i = Ny (ou Yy est la moyenne de 1’échantillon et N la
taille de population) dépasse le total de population Y par une quantité
considérable, méme si la procédure d’estimation en soi n’est pas biaisée.
I1 est donc important de réduire les poids pour de telles unités a 1’étape

de 1l’estimation une fois qu’elles ont été échantillonnées et déterminées.

De nombreuses techniques ont été proposées pour traiter les valeurs
exceptionnellement élevées. Tukey et McLaughlin (1963) ont envisagé des
moyennes d’échantillon compensées et estimées selon la méthode de Winsor
a partir des distributions symétriques. Crow (1964) a étudié les procé-

dures de pondération pour les observations. Fuller (1960) a étudié les
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moyennes unilatérales selon la méthode de Winsor, l’estimation selon la
méthode de Winsor étant appliquée aux plus grandes observations seule-
ment, en présumant que la queue droite de la distribution est bien évaluée
par la queue d’une distribution de Weibull. Les procédures visant a
censurer des échantillons ont été envisagées par de nombreux auteurs
(voir par exemple Dixon [1960]). Searls (1966) a proposé un estimateur
qui utilisait des renseignements externes a 1l’échantillon pour prédéter-
miner un point, vy, qui sépare les « grandes » observations d’échantillon

du reste.

Récemment, en étudiant les estimateurs pour les populations asymétriques,
Jenkins, Ringer et Hartley (1973) ont adopté des estimateurs avec biais
qui étaient préférables a Ny. Leur fonction de perte quadratique incor-
porait a la fois le biais au carré et la variance des estimateurs, c’est-

a-dire 1l’erreur quadratique moyenne (EQM) .

Nous concentrons notre attention vers les estimateurs gqui concernent
uniquement un changement des poids habituels, car cela semble étre une
approche réaliste et pratique dans les enquétes-échantillons. Aucune
connaissance du nombre de grandes unités (valeurs aberrantes) dans la
population n’est présumée. Nous proposons trois estimateurs qui sont
congus pour réduire 1l’effet de ces grandes observations. Les gains d’ef-
ficacité de ces estimateurs sont examinés de maniere empirique, de méme
que 1l’efficacité de 1l’estimateur poststratifié qui exige de connaitre le
nombre de valeurs aberrantes dans la population. Le critére de compa-
raison des estimateurs proposés avec 1’estimateur habituel Ny est le
ratio de la variance de 1l’estimateur sans biais a 1’erreur quadratique
moyenne de ces estimateurs. Il est démontré que, dans certaines situa-
tions, ces estimateurs auront une erreur quadratique moyenne plus petite

que l’estimateur habituel Ny.

2 Les estimateurs

Nous présumons qu’une population {Y,Y,...,Y} de taille N comporte T
grandes unités. L’on suppose que T est inconnu. Ces valeurs aberrantes
sont des éléments de la population dont la valeur Y dépasse une valeur
prédéterminée Y. Un échantillonnage aléatoire simple de taille n est
prélevé sans remise dans la population et des valeurs aberrantes t sont

détectées. Les estimateurs que nous considérons sont
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~ t _ n

Yl - I y| * E:L L Y| (2.1)
i=| i=t+]

R n _ t vy, n Y.

Y2=E- Iy, S NE oty g ?L- 5 Fﬁ' (2.2)
o= n n i=1 i=t+l

et
A t _ n
Y3 =r .z v ¥ :-;t 2 Y (2.3)
i=1 i=t+1

L’estimateur (2.1) attribue le poids 1 aux unités de valeur aberrante et
corrige les poids des valeurs non aberrantes de sorte que la somme des
poids d’échantillonnage corresponde a N. L’estimateur (2.2) attribue un
poids aux unités de valeur aberrante qui dépend du nombre de valeurs
aberrantes dans 1’échantillon. Finalement, 1’estimateur (2.3) généralise
1’estimateur (2.1) en attribuant un poids optimal r a la valeur aberrante

et aux unités de valeur non aberrante.

Si T est connu a priori, l’estimateur poststratifié est

i=t+] !

Le biais et 1l’erreur quadratique moyenne (EQM) de ces estimateurs sont

donnés dans la section suivante.

3 L’erreur quadratique moyenne des estimateurs

Nous devons d’abord considérer 1’estimateur habituel du total de popu-
lation Y. ¥ peut é&tre exprimé comme la somme des unités aberrantes et

des unités non aberrantes comme suit
- N t n
Y =F{E y. + & y.} . (3.1)

La variance de ?5 sous la forme donnée dans (3.1) est
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Sy el N-T 2
V(Yo) = {f T(m) (1-8)
FN(ETT -y I 2 42
-1 2
-1 N-T-1 .2 .2, =2 3 5
+ N(f Ny ¢ 87 Y, (3.2)

ou f est la fraction de sondage, & est le ratio de la moyenne des unités
aberrantes zi dans la population a la moyenne des unités non aberrantes
Y, dans la population, C, et C, sont les coefficients de variation pour
les unités non aberrantes et les unités aberrantes dans la population

respectivement.

I1 peut facilement é&tre démontré que les biais de ¥,Y et ¥, pour T > 1

sont
B(Ql) = -T(1-f) (8-1) ?U , (3.3)
. -T(8-1) (N-T) Y
B(Y,) = o — (3.4)
3(93) = -T(-rf) (6-1) ¥ . (3.5)

I1 convient de souligner que les estimateurs (2.1) et (2.3) sont cohé-
rents, tandis que 1l’estimateur (2.2) ne 1l’est pas. L’erreur quadratique
moyenne (EQM) de ces estimateurs peut étre présentée de deux manieres,
en fonction de T. Pour T = 1, 1l’erreur quadratique moyenne peut étre
dérivée d’une maniere exacte. Pour T>1, 1'EQM approximative pour ?i et
% est obtenue en utilisant E(t)=1/E(t). Pour T>1, 1'EQM exacte pour ﬁ

a été dérivée.

Nous présentons d’abord les erreurs quadratiques moyennes exactes asso-

ciées a T=1. Les détails des dérivations ne sont pas donnés ici.

EQM(Y,) = {(1-f) (1-6)

+ [f—(:—::l (N-n) + NO-A) (£ - ) e v (3.6)
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R 2

= (V) = Gy pey [0 0 - Ep? e o]
2n
-l _
+ (1-8)% (-9 - j3—-(1 + D124y ¥ (3.7)

et
BOM (V) = ([(1-F) + £(1-r)?1(1-6)
2
* [f(:::-) ::T + NO=F) (£ - N—T}-)] clz} \73. (3.8)

La valeur optimale de r pour (3.8) est donnée sous la forme suivante
(1-6) ¢ + £(1-6)2

r =
o

(1-f) .2 2
N CI + f(1-6)

Ensuite, nous fournissons les expressions pour 1’EQM pour T>1.

EQM (?l) (-2 FO-H) T (O - %) + (T-1) fO1-f) cg 82

(1-f) 2 2.4 .2, .2 2 ;0 2, 32 )
T [(N-FT)“ - 7] ¢y + 17 (-0 (O )} Y7 . (3.9)
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EQM (Qz) _ {[T(I-G)(N—T)(n-l)]z

2n(N-1)
C.s \ 2 2 3
+ (2 ) [Er + 2Et +§t_2
2f n n
3 4
oL (g%, 2B L EL
7 (Et7 + ==+ =—)]
n
C 2 2 3
s =) [en - 2B - B
2f n n
- L (4n? - hnEt - 3E¢% 4 26’ Er! )]
N-T " n 3Et n 2
Ry 2 2\, 2
+ ( Y )T (1-8)7 Vint + t%)} Y, (3.10)

ol V(nt + t%) =n’V(t) + 2n Cov(t, t°) + V(t’) et Et, k=1,2 3,4, sont les moments
obtenus a partir de la distribution hypergéométrique donnée par
N-T, T
n-t (t)
H(t|N,n,T) = ———— , 0 <t < T, N-T> n.
N
™

L’erreur quadratique moyenne de ?5 pour T>1 est

BOM(Y,) 2 (r2(1-6)% £(1-F) T(1 = ) + r2(T - 1) FO-6) ¢2 6°

(1-f) R 2 2.2 2 200 _.e\2 (1_:y2y g2
"WW““ rfT) refoT] c]+T(1 rf)c (1-8)“} YU.(3.11)

La valeur optimale de r pour T>1 est obtenue en minimisant (3.11). En
différenciant (3.11) en ce qui a trait a r et en trouvant la réponse

pour r, nous obtenons
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g] (N,FlTiaicl)
ro= (3.12)

0
9,(N,f,7,6,C,,C,)

ou
_ 2 2 (1-f)TN 2
9, (N, F,T,6,61) = (1-6)% f1° + o (]

et

g,(N,,7,6,6,,C,) = (1-6)% £T [(1-F) (1 - ) + FT]

2 .2 T 2
+ F(l-f)(T-l)[Cz 5 = Cl]'

La variance de 1l’estimateur poststratifié §4 pour T>1 est donnée par
Y . 2 -1 T
U(Yh) = {C] [f "(1=-fF)(N-T) + F?]

+ f )T + — 3.1

4 Une étude empirique des estimateurs

Pour étudier l’efficacité et 1'utilité des estimateurs proposés, nous
avons utilisé une variété de populations artificielles. Nous avons étudié
1’efficacité relative de ces estimateurs pour diverses valeurs de
C,C, 90 £, N et T. L'efficacité relative est définie comme étant le
ratio de la variance de 1’estimateur habituel du total ¥, & 1’erreur
quadratique moyenne de Yﬂ i=1,234. L'étude empirique a été exhaustive
et en vue de la difficulté a présenter un grand nombre de tableaux, seuls
six tableaux sont présentés. Les tableaux 1 a 5 sont construits pour
révéler une différence de comportement des estimateurs i,?&'@ et ?; pour
diverses valeurs de C, C, 6, f et T pour une valeur donnée de N. Dans
chacun de ces tableaux C, et T varient alors que §, f et C, sont fixes.
Les tableaux différent 1’un de 1’autre alors qu’une des variables 9, £
ou C, varie tandis que les deux autres variables sont fixes. Le tableau 6

différe des autres alors qu’une grande valeur de N et une petite fraction
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de sondage f ont été utilisées. Les conclusions tirées de ces tableaux,

en général, devraient s’appliquer aux autres populations.

Tableaux des efficacités relatives

Estimateurs ¥ ¥, ¥, ¥,
1. d =5 £f=0,3 c; =0,5 N = 500

T C2 1,0 2,0 1,0 2,0 1,0 2,0 1,0 2,0
2 1,26 - 1,16 - 1,26(1,10) - 0,62 -
4 1,37 2,32 1,41 2,00 1,41(1,49) 2,32(0,78) 0,77 0,49
10 1,02 2,13 1,30 2,08 1,37(2,15) 2,17(1,32) 1,03 0,74
15 0,75 1,69 1,10 1,89 1,30(2,43) 1,92(1,62) 1,15 0,84
25 0,48 1,18 0,81 1,56 1,20(2,72) 1,61(2,02) 1,28 0,94
80 0,14 0,40 0,35 0,83 1,06(3,12) 1,20(2,77) 1,43 1,07
2. 5 =5 f=0,1 c; =0,5 N = 500
2 1,37 - 1,28 - 1,37(1,19) - 0,40 -
4 1,75 3,22 1,56 2,13 1,75(1,76) 3,22(0,75) 0,53 0,30
10 1,85 4,17 1,85 2,63 2,04(3,22) 4,17(1,406) 0,78 0,53
15 1,53 3,70 1,85 2,63 1,96(4,11) 3,84 (2,00) 0,92 0,65
25 1,06 2,78 1,67 2,00 1,69(5,34) 3,12(2,87) 1,09 0,79
3. 3 =10 £f=0,3 c; =0,5 N = 500
2 1,78 - 1,72 - 1,78(1,16) - 0,48 -
4 1,64 3,12 1,78 2,56 1,78(1,58) 3,12(0,89) 0,75 0,46
10 0,92 2,04 1,30 2,13 1,45(2,24) 2,17(1,47) 1,15 0,76
15 0,64 1,51 1,02 1,82 1,31(2,51) 1,85(1,79) 1,30 0,87
25 0,40 0,99 0,71 1,41 1,19(2,78) 1,51(2,18) 1,45 0,98
80 0,12 0,33 0,31 0,71 1,06(3,14) 1,16(2,86) 1,59 1,10
4. 6 =10 £f=0,1 c; =0,5 N = 500
2 2,43 - 1,92 - 2,43(1,23) - 0,27 -
4 3,03 6,25 2,32 2,94 3,12(1,89) 6,25(0,87) 0,46 0,27
10 2,08 5,00 2,27 2,94 2,56(3,48) 5,26(1,70) 0,82 0,53
15 1,51 3,70 2,08 2,78 2,13(4,41) 4,17(2,30) 1,00 0,66
25 0,94 2,44 1,69 2,50 1,72(5,66) 3,03(3,28) 1,20 0,81
5. d =5 £f=0,3 c; =1,0 N = 500
2 1,06 - 1,06 - 1,06(1,106) - 0,83 -
4 1,12 1,47 1,12 1,39 1,14(1,53) 1,47(0,80) 0,88 0,63
10 1,00 1,67 1,14 1,64 1,18(2,17) 1,69(1,33) 1,02 0,79
15 0,81 1,52 1,05 1,64 1,16(2,44) 1,64 (1,64) 1,10 0,87
25 0,54 1,14 0,84 1,45 1,14(2,73) 1,49(2,03) 1,20 0,95
80 0,16 0,41 0,37 0,83 1,06(3,12) 1,19(2,77) 1,37 1,06
6. 8 =5 f =0,01 c; =0,5 N = 10 000
5 1,06 1,19 1,05 1,14 1,07(2,88) 1,19(1,09) 0,52 0,23
15 1,22 1,64 1,16 1,41 1,22(6,41) 1,64(2,39) 0,57 0,29
25 1,33 2,04 1,25 1,64 1,35(9,75) 2,04 (3,70) 0,62 0,35
25 1,51 2,70 1,41 1,96 1,54(15,79) 2,70(6,22) 0,70 0,45
65 1,01 3,12 1,54 2,17 1,67(21,08) 3,12(8,61) 0,77 0,52
85 1,61 3,33 1,61 2,32 1,75(25,76) 3,45(10,89) 0,83 0,58

Note : Les tirets indiquent que C: est inexistant pour ces cas. Les chiffres entre parenthéeses

sont les valeurs optimales r, obtenues par (3.12).

L’on peut voir dans les tableaux ci-dessus que pour les 9§, £, C, C,, et N
fixes, 1l'’efficacité des estimateurs diminue aprés une amélioration ini-

tiale alors que T augmente. Le gain d’efficacité 1ié a 1l’utilisation de
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ces estimateurs augmente a mesure que le coefficient de variation C, des
unités aberrantes augmente. En comparant les valeurs du tableau 1 a celles
du tableau 5, nous voyons qu’a mesure que C, augmente, les gains d’effi-
cacité des estimateurs diminuent pour 1les petites valeurs de T et
augmentent apres l’atteinte d’un certain nombre de valeurs aberrantes.
En comparant les valeurs dans les tableaux 1 et 3, nous voyons qu’a mesure
que O augmente pour passer de 5 a 10, les gains d’efficacité ne sont pas
uniformes. En fait, pour les grands T, il y a une plus grande perte
d’efficacité. Cela est attribuable au fait que le terme de biais des
estimateurs domine 1’erreur quadratique moyenne a mesure que 0 augmente.
En faisant référence aux tableaux 1 et 2, 3 et 4, on constate gu’a mesure

que f diminue, les gains d’efficacité des estimateurs augmentent.

Pour insister sur 1l’efficacité de ces estimateurs, une population rela-
tivement grande de N = 10 000 et une petite fraction de sondage de f =
0,01 ont été utilisées. Les résultats sont donnés dans le tableau 6.
Notez que pour un petit nombre de valeurs aberrantes dans la population,
le gain découlant de 1l’utilisation de ces estimateurs n’est pas consi-
dérable. Toutefois, a mesure que le nombre de valeurs aberrantes dans la
population augmente, 1’efficacité de ces estimateurs s’améliore considé-

rablement.

I1 est possible de faire les observations générales suivantes. Le
meilleur estimateur & utiliser en ce qui a trait & 1l’efficacité est Y.
% présente une efficacité moindre que % pour un petit nombre de valeurs
aberrantes, cependant, aprés avoir atteint un certain nombre de wvaleurs
aberrantes, Y, est supérieur & Y,. Par conséquent, Y, est & privilégier
par rapport a ?i en présence d’un nombre modéré de valeurs aberrantes.
Pour un petit nombre de valeurs aberrantes, 1l’estimateur poststratifié
i n’est pas aussi bon que les autres estimateurs, car 1l’allocation entre
les strates a posteriori est susceptible d’étre faible, étant treées
différente de 1’allocation optimale dans de tels cas. Toutefois, comme
prévu, dés l’atteinte d’un certain nombre de valeurs aberrantes, 1l est

supérieur a tous les estimateurs y compris Y.

(o]

%, 1’estimateur optimal, exige de connaitre T, C,C, et & Une maniére
de déterminer r, est d’estimer T, C,C, et 0 a partir de 1’échantillon
et de les utiliser dans l’expression (3.12). L’estimation de r, en utili-

sant des wvaleurs d’échantillon pourrait signifier de s’éloigner de
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1’efficacité optimale de i. Pour étudier ce possible éloignement,
l’efficacité de ?3 a été étudiée pour différentes valeurs de r, (1+A4),
ou 0,0<A< 1,0. Deux situations ont été étudiées. La premiere étant une
grande taille de population de 10 000 avec une petite fraction de sondage
de 0,01 et la deuxiéme étant une petite taille de population de 500 avec
une fraction de sondage relativement élevée de 0.3. Les résultats sont

donnés dans les tableaux 7 et 8.

~

Tableaux des efficacités relatives de Y, pour r, (1+ A)

7. §=5 £=0,3 C; =0,5 C;=1,0 N = 500

T 2 4 10 15 25 80
o

" ° 1,10 1,49 2,5 2,43 2,72 3,12
0,0 1,26 1,41 1,37 1,30 1,20 1,06
0,1 1,26 1,41 1,35 1,26 1,15 0,94
0,2 1,26 1,40 1,31 1,19 1,04 0,69
0,3 1,26 1,38 1,23 1,09 0,89 0,47
0,4 1,25 1,35 1,15 0,97 0,74 0,33
0,5 1,25 1,32 1,05 0,85 0,61 0,24
0,6 1,23 1,29 0,95 0,74 0,51 0,18
0,7 1,23 1,25 0,86 0,64 0,42 0,14
0,8 1,21 1,21 0,77 0,56 0,35 0,11
0,9 1,20 1,16 0,69 0,48 0,29 0,09

8. 5= £ =0,01 C; =0,5 C;=1,0 N = 10 000
T 5 15 25 45 65 85

b o

" ° 2,88 6,41 9,75 15,79 21,08 25,76
0,0 1,069 1,216 1,346 1,546 1,678 1,755
0,2 1,069 1,216 1,345 1,545 1,673 1,746
0,4 1,069 1,216 1,344 1,541 1,541 1,664
0,6 1,069 1,216 1,343 1,535 1,648 1,697
0,8 1,069 1,215 1,341 1,527 1,626 1,656

Dans les tableaux précédents, on peut voir que lorsqu’il y a un petit
nombre de valeurs aberrantes, l’efficacité de Y3 n’est pas touchée signi-
ficativement par les éloignements du r, optimal. A mesure que les valeurs
aberrantes augmentent dans la premiere population (N = 500), méme de
petits éloignements du r, optimal donnent lieu a une faible efficaciteé.
I1 convient de mentionner que dans le cas de la seconde population (N =
10 000), les éloignements du r, optimal ne sont pas significatifs, méme

pour un nombre important de valeurs aberrantes dans la population.
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5 Conclusions

Lorsque la fraction de sondage f et le nombre de valeurs aberrantes T
sont petits, 1l’utilisation de 1l’estimateur ?1 donnerait lieu a d’ impor-
tants gains d’efficacité. Si f et T sont moyennement grands, 1’utili-
sation de ¥, est recommandée. ¥, peut étre utilisé avantageusement si les
valeurs de C,C,, 0 et T sont connues de maniere approximative a partir
d’enquétes précédentes. Les déviations du r. optimal associées a i
n’auront pas d’incidence sur 1l’efficacité si T est petit. Si T est grand
et connu, il est évident que 1’estimateur poststratifié ?4 devrait étre

utilisé.
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