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Résumé 

Même quand on fait un tirage sans remise à la première étape d’un sondage à 
plusieurs degrés, on calcule souvent la variance de l’estimation totale en 
supposant qu’on a procédé à une remise. Ce procédé introduit donc une erreur 
dans l’estimation, erreur qui n’est pas négligeable. Dans cet article, on 
présente une méthode qui permet d’obtenir des estimations sans biais de la 
variance en n’utilisant que les totaux estimés à l’échelle des unités 
primaires d’échantillonnage lorsque les échantillonnages de la deuxième 
étape et des suivantes sont de nature aléatoire simple sans remise. Cette 
technique a recours à des sous-échantillons établis à partir des unités déjà 
choisies du deuxième degré et des degrés suivants. 
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1 Introduction 
 

Même quand on fait un tirage sans remise à la première étape d’un sondage 

à plusieurs degrés, il faut calculer les variances de l’unité primaire 

d’échantillonnage (UPE) pour obtenir une estimation sans biais de la 

variance de l’estimation de la population totale. Le calcul de ces va-

riances peut être ardu et coûteux. Souvent, en pratique, on obtient une 

estimation biaisée moins rigoureuse et plus simple de la variance en 

présumant un échantillonnage avec remise à la première étape. Ce biais 

pourrait être assez important dans certaines situations, c’est pour cette 

raison qu’il pourrait être intéressant de tenter de trouver une procédure 

qui est simple et qui donne des estimations sans biais. 
 

Dans le présent article, une telle procédure est proposée lorsque l’échan-

tillonnage de la deuxième étape et des suivantes est un échantillonnage 

aléatoire simple sans remise. Dans cette procédure, un sous-échantillon 

d’unités est tiré de l’échantillon des unités de deuxième étape et des 

suivantes selon une règle de sous-échantillonnage proposée. Un nouvel 

ensemble de totaux d’UPE est obtenu en fonction des sous-échantillons 

sélectionnés. Un estimateur sans biais de la variance de l’estimateur de 

la population totale est alors obtenu en considérant simplement la va-

riance entre les totaux d’UPE estimés en fonction des sous-échantillons 
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sélectionnés. Cette procédure peut être utile lorsqu’une estimation ra-

pide de la variance est requise. Dans le présent article, le biais de 

l’estimation de la variance en tenant compte d’un échantillonnage avec 

remise est aussi examiné. Certaines comparaisons de l’estimateur proposé 

avec l’estimateur sans biais habituel et l’estimateur biaisé sont aussi 

effectuées. 

 
2 Estimateur de variance 
 

Un échantillon de n UPE est tiré de N UPE sans remise et avec des proba-

bilités inégales. Supposons que i correspond à la probabilité de la 

présence de la ie UPE iU  dans l’échantillon. Supposons que ij correspond 

à la probabilité de la présence de iU  et jU  dans l’échantillon. Supposons 

que iT  est un estimateur sans biais du total iY  de la ie UPE en fonction 

du sous-échantillonnage à la deuxième étape et aux suivantes. L’on pré-

sume que l’échantillonnage au cours de ces étapes est un échantillonnage 

aléatoire simple sans remise. 
 

Un estimateur sans biais du total de la population est obtenu à l’aide 

de la distribution 

 

  (2.1) 

 

et la variance de Ŷ est donnée par 

 

  (2.2) 

 

 

où 2
i  correspond à la variance conditionnelle de iT  quel que soit le 

nombre d’étapes. L’estimateur de variance sans biais habituel de (2.2) 

est 

  (2.3) 
 

 

où 2
i
ˆ  est un estimateur sans biais de 2

i. 
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L’estimateur biaisé de ˆV(Y) en présumant un échantillonnage avec remise 

à la première étape est 
 

  (2.4) 

 

où iP  et jP  sont les probabilités de sélection des ie et je UPE dans chacun 

des tirages. Il est facile de montrer que le biais dans 2
ˆv (Y) est égal à 

 

 

 

 

  (2.5) 

 

Pour la situation particulière  i inP  nous obtenons 

 

   

 

La distribution ci-dessus peut être réécrite comme suit : 

 

  (2.6) 

 

C’est-à-dire que le biais dans 2
ˆv (Y) correspond à 

n
n 1  fois la réduction 

de la variance (le cas échéant) obtenue en effectuant un échantillonnage 

sans remise au lieu d’un échantillonnage avec remise à la première étape, 

comme montré par Durbin [3]. Ce biais ne peut pas être négligeable, par-

ticulièrement lorsque des procédures efficaces d’échantillonnage sans 

remise sont utilisées. Un exemple montrant l’ampleur de ce biais pour 

certaines caractéristiques a été donné par Des Raj [1]. 
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2.1 Règle de sous-échantillonnage pour un sondage à 
deux degrés 

 

Dans un sondage à deux degrés quand la sélection est aléatoire simple 

sans remise à la deuxième étape, nous obtenons i i iT M y  où iy  est la moyenne 

en fonction de im  unités tirées de iM  unités appartenant à la ie UPE 

sélectionnée. 
 

 et  (2.7) 

 

où 2
iS  est le carré moyen entre les iM  unités secondaires d’échantillon-

nage (USE) dans la ie UPE sélectionnée et 2
is  est le carré moyen entre les 

im  USE sélectionnées dans la ie UPE sélectionnée. Pour estimer (2.2), en 

utilisant notre procédure, un sous-échantillon aléatoire simple des 

unités 
im  est tiré sans remise des unités im  dans la ie UPE sélectionnée. 

La règle pour déterminer 
im  afin d’obtenir un estimateur sans biais de 

ˆV(Y) se trouve dans (2.11). 
 

Un estimateur sans biais de la variance de Ŷ  dans (2.2) est obtenu à 

l’aide de la distribution 
 

  (2.8) 

 

où  i i iT M y  et 
iy  est la moyenne de l’échantillon selon les unités 

im . La 

preuve du résultat est la suivante. Soit 
 

  (2.9) 

 

où E3 désigne la valeur probable conditionnelle pour toutes les sélections 

de   
i 2 nm ,m , m…  de 1 2 nm ,m , m…  qui sont demeurées fixes, E2 est la valeur 

probable conditionnelle pour toutes les sélections des USE 1 2 nm ,m , m…  

des UPE qui sont demeurées fixes et E1 désigne la valeur probable pour 

tous les échantillons possibles de n UPE de N. Nous obtenons maintenant 

 

 
 

où    
ii

2 2 21 1
mi i m iM s. 
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Puis, 

 

 

 

 

 

Par conséquent, 

 

 

 

  (2.10) 

 

On peut facilement constater à partir de (2.10) et (2.2) qu’en effectuant 

 

  (2.11) 

 

nous obtenons 

 
 

Il est intéressant de mentionner que bien qu’il ne soit pas possible 

d’obtenir un estimateur sans biais de la variance totale en utilisant 

seulement les totaux des UPE en fonction de toutes les USE échantil-

lonnées, il est possible de l’obtenir en utilisant les totaux des UPE en 

fonction d’un sous-échantillon d’USE. 

 
2.2 Règles de sous-échantillonnage pour un sondage à 

plusieurs degrés 
 

Les règles de sous-échantillonnage pour un sondage à plusieurs degrés 

sont une simple extension de la règle pour un sondage à deux degrés. Si 

le plan de sondage comporte u étapes, le nombre de  es unités d’étape à 
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sous-échantillonner à partir de l’échantillon de  es unités d’étape dans 

la ie UPE sélectionnée aux fins d’estimation de la variance est donné 

par : 

 

 

 

 

où ijkq …  est le nombre de  es unités d’étape dans l’échantillon et if   

 ( 2,3, ) …  est la fraction d’échantillonnage à la  e étape dans la ie 

UPE. 

 
3 Étude empirique 
 

Afin d’étudier l’efficacité de l’estimateur proposé par rapport à l’esti-

mateur avec biais et l’estimateur sans biais habituel, nous avons choisi 

deux populations de ménages artificielles. Elles ont été tirées de Som 

[6]. Les tableaux 1 et 2 donnent les valeurs de Mi, Yi, Pi, mi et 
2
wiS  pour 

chacune des UPE dans chacune des deux populations. Les valeurs indivi-

duelles de ijy  ne sont pas montrées. 
 

Nous avons effectué une expérience d’échantillonnage limitée en raison 

du nombre élevé d’échantillons possibles d’USE qui pourraient être tirés 

des ies UPE. Deux sous-échantillons d’USE chacun de taille im  ont été 

tirés de la ie UPE (i 1,2, N).…  Deux sous-échantillons d’USE chacun de 

taille 
im  ont ensuite été tirés de chacun des deux échantillons d’USE 

sélectionnés dans la ie UPE. Ils ont été maintenus fixes, c’est-à-dire 

que chaque fois que la ie UPE est présente dans l’échantillon, les échan-

tillons et sous-échantillons d’USE sont ceux qui ont été tirés précédem-

ment. Tous les échantillons possibles de 2 UPE ont été tirés de chaque 

population en utilisant les deux méthodes d’échantillonnage suivantes : 

i) sélection systématique d’UPE après avoir disposé les unités au hasard; 

ii) sélection de la première UPE en utilisant les probabilités Pi 

(i 1,2, N)…  et de la deuxième avec probabilité égale sans remise. Les 

valeurs de 
im  en suivant ces méthodes sont présentées aux tableaux 1 

et 2. 
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Tableau 1 

Valeurs de i i i iM ,Y,P,m , 2
wiS  et im  

N = 6 n = 2 
 

UPE Mi Yi Pi mi 
2
wiS  

im  

Procédure 

d’échantillonnage 

1 2 

1 18 82 0,1586 8 0,967 6 6 

2 26 116 0,2128 10 1,938 6 7 

3 17 77 0,1257 8 1,514 6 6 

4 20 88 0,1393 9 1,094 7 7 

5 24 109 0,2089 10 2,172 7 7 

6 22 88 0,1549 10 0,952 8 7 

 

Tableau 2 

Valeurs de i i i iM ,Y,P,m , 2
wiS  et im  

N = 10, n = 2 
 

UPE Mi Yi Pi mi 
2
wiS  

im  

Procédure 

d’échantillonnage 

1 2 

1 18 82 0,0932 8 0,967 7 7 

2 26 116 0,1250 10 1,938 8 8 

3 17 77 0,0732 8 1,514 7 7 

4 20 88 0,0818 9 1,094 8 8 

5 24 109 0,1227 10 2,172 8 8 

6 22 88 0,0909 10 0,952 8 8 

7 17 76 0,0784 6 1,639 5 5 

8 18 76 0,0909 8 1,947 7 7 

9 24 111 0,1204 10 1,461 8 8 

10 24 112 0,1227 10 1,275 8 8 

 
Le biais exact dans 2

ˆv (Y) a été calculé en suivant chacune de ces procé-

dures de sélection pour les deux populations. Le biais a aussi été évalué 

selon une troisième procédure qui est un échantillonnage aléatoire simple 

de 2 UPE sans remise. Le biais en pourcentage de ˆV(Y) est montré au 

tableau 3. 
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Tableau 3 

Biais dans 2
ˆv (Y) 

 

Procédure 

d’échantillonnage 

N = 6, n = 2 N = 10, n = 2 

ˆV(Y) 2
ˆEv (Y) % de 

biais 

ˆV(Y) 2
ˆEv (Y) % de 

biais 

1 1 418,9 2 198,7 54,9 4 050,2 5 838,5 44,1 

2 1 519,3 2 221,3 46,2 5 315,2 6 064,2 14,1 

3 3 675,9 5 659,8 53,9 13 204,6 17 379,1 31,6 

 
On constate dans le tableau ci-dessus que le biais dans 2

ˆv (Y) est 

important, en plus de constater qu’il diminue à mesure que la fraction 

d’échantillonnage du premier degré diminue. De plus, la procédure 1 qui 

est en général plus efficace que la procédure 2 affiche un biais plus 

important. 
 

Les estimations de la variance de Ŷ ont été calculées en utilisant 

chacune des expressions (2.3), (2.4) et (2.8) à partir des échantillons 

et des sous-échantillons tirés. Pour la première population, 30 valeurs 

chacune de 1
ˆv (Y) et 2

ˆv (Y) et 60 valeurs de 3
ˆv (Y) ont été calculées pour 

chacune des deux premières procédures. Pour la deuxième population, 

90 valeurs chacune de 1
ˆv (Y) et 2

ˆv (Y) et 180 valeurs de 3
ˆv (Y) ont été 

calculées pour la procédure 1 seulement. Les variances estimées de 1
ˆv (Y) 

et 2
ˆv (Y) et 3

ˆv (Y) reposent sur ces valeurs. Le tableau 4 montre le ratio 

de la variance estimée de 1
ˆv (Y) à la variance estimée de 2

ˆv (Y) de même 

que 3
ˆv (Y) selon les deux premières procédures pour N = 6 et n = 2 et selon 

la procédure 1 pour N = 10 et n = 2. 

 
Tableau 4 

Efficacités relatives 
 

Procédure N = 6, n = 2 N = 10, n = 2 

1
ˆv (Y) 2

ˆv (Y) 3
ˆv (Y) 1

ˆv (Y) 2
ˆv (Y) 3

ˆv (Y) 

1 1,00 0,56 0,69 1,00 0,69 0,92 

2 1,00 0,24 0,94    

 
On constate dans le tableau ci-dessus que le rendement de 3

ˆv (Y) est 

relativement bon. 
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