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Résumé 

Dans cet article, l’auteur présente le problème de Behrens-Fisher et brosse 
un tableau des principales solutions proposées. Le but de l’étude est de 
choisir la solution la plus adéquate pour comparer six ensembles de données 
de l’Enquête sur la population active avec des données correspondantes prove-
nant d’une étude pilote, étant donné que plusieurs études pilotes (par exemple 
le Projet d’expérimentation méthodologique) sont poursuivies durant six 
mois. Des résultats empiriques sont aussi présentés en comparant les données 
du Projet d’expérimentation méthodologique phase III avec des données cor-
respondantes de l’Enquête sur la population active. 

 
Mots-clés : Enquête par panel; étude pilote; problème de Behrens-Fisher. 

 
 

1 Introduction 
 

Dans les enquêtes permanentes, où les mêmes répondants sont interviewés 

de façon répétitive, il est parfois intéressant de tenir compte des 

tendances pour la période complète pendant laquelle les répondants font 

partie de l’échantillon. Ces tendances sont très préoccupantes, plus 

particulièrement dans le cas où les études pilotes sont menées pendant 

une période équivalente à la durée de la participation des répondants à 

l’enquête ordinaire. La moyenne d’une caractéristique sur toute la période 

peut ne pas être significativement différente de celle de l’enquête 

ordinaire, bien que des tendances significatives puissent être remarquées. 
 

C’est notamment le cas pour, par exemple, le Projet d’expérimentation 

méthodologique (PEM) pour l’Enquête sur la population active (EPA), où 

en général, les études pilotes menées sur le PEM sont effectuées pendant 

six mois consécutifs, puisque les répondants à l’EPA demeurent dans 

l’échantillon pendant six mois. Des essais, pour détecter des différences 

importantes entre les données du PEM et de l’EPA, peuvent être effectués 

sur des moyennes de six mois mais, ce faisant, de précieux renseignements 

sont perdus. Dans le présent article, nous proposons de considérer les 
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données comme des vecteurs de dimension six et de tenter de trouver des 

différences importantes entre les ensembles de données. 
 

Des essais pour trouver des différences importantes entre deux moyennes 

de population lorsque le ratio de leurs variances est inconnu et que les 

observations faites sur la population sont distribuées normalement, 

donnent toutefois lieu au problème de Behrens-Fisher. L’article présente 

donc un aperçu du problème et un bref résumé de certaines solutions 

proposées avant de suggérer une approche à adopter pour réaliser des 

essais entre les données du PEM et de l’EPA. De plus, les essais menés 

pour trouver des différences importantes entre le PEM phase III et les 

taux de non-réponse habituels de l’EPA et les taux de réponse par personne 

interposée sont présentés. 

 
2 Le problème de Behrens-Fisher 
 

On désigne le problème de la comparaison de deux moyennes de population 

1 et 2, par exemple, quand le ratio    2 2
1 2/  est inconnu, 2

1  et 2
2  

étant les deux variances de population, et quand les observations faites 

sur les populations sont normalement distribuées par le problème de 

Behrens-Fisher. Pour comprendre la complexité du problème, définissons 

d’abord 
11 n{x x }…  un ensemble de 1n  observations aléatoires indépendantes 

tirées d’une population normale  2
1 1N( , ) et 

21 n{y y }…  un ensemble de 2 1n( n ) 

observations aléatoires indépendantes tirées d’une population normale 

 2
2 2N( , ). Nous présumerons partout dans le texte, sans perte de géné-

ralité, que 1 2n n . L’hypothèse à vérifier est   o 1 2H : . Si 2
1  et 

2
2  sont 

connus, la statistique 

 

  (2.1) 

 

où   1

1

n1
n i 1 ix x  et   2

2

n1
n i 1 iy y  est distribuée sous la forme N(0,1)(sous oH ) 

et est adéquate pour vérifier oH . 
 

Dans le cas désigné comme le problème de Behrens-Fisher, 2
1  et 

2
2  sont 

inconnus, de même que    2 2
1 2/ ; par conséquent, le dénominateur de (1) 

doit être estimé. À première vue, nous serions tentés d’estimer le déno-

minateur de (1) à l’aide de la formule 
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  (2.2) 

où 

 

 

et 

 

 
puisque 

 

 

Mais il faut mentionner que la distribution de 2
is  est  

i

2 2
i f i/f , où  i if n 1 

pour i 1,2 et 
i

2
f  a une distribution khi carré avec if  degrés de liberté. 

Par conséquent, si 2
is  est utilisé comme estimateur de 2

i  dans 1T, la bonne 

statistique, ayant une distribution t de Student avec 1 2f f  degrés de 

liberté, doit être définie par la formule suivante 

 

 

  (2.3) 

 

 

qui est une fonction du paramètre inconnu . 
 

Le raisonnement est le même lorsque les variables aléatoires sont les 

vecteurs de dimension p (disons). Dans ce cas, nous constatons que 

11 n{X X }…  et 
21 n{Y Y }…  sont des ensembles de 1n  et 2n  observations aléa-

toires indépendantes de la population normalement distribuée  1 1N( , ) et 

 2 2N( , ), respectivement, où   est le vecteur moyen et   la matrice de 

variance-covariance. L’analogue multivarié résultant de 2T  s’avère aussi 

une fonction du paramètre inconnu , où    1 2. 
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3 Examen des principales solutions 
 

Des solutions au problème ont été proposées selon deux lignes de pensées. 

Fisher [3], suivant Behrens, a fourni une solution faisant appel à son 

argument principal. La solution n’est pas simple et elle exige des tota-

lisations, dont les premières ont été fournies, pour certaines valeurs 

des paramètres en cause, par P.V. Sukhatme [9]. En revanche, les parti-

sans de l’approche classique en désaccord avec l’argument principal ont 

proposé de nombreuses solutions de leur propre point de vue. Nous pré-

sentons ci-dessous un aperçu de quelques-unes de ces solutions. 
 

Scheffé [5] a proposé, pour le cas univarié, de considérer la variable : 

 

  (3.1) 

 

 
 

Si ix  et iy  sont définis comme dans la section 2, id  a la distribution 

 2
dN( , ) où 

 

  (3.2) 

 

Par conséquent, pour vérifier   o 1 2H :  la statistique  

 

  (3.3) 

 

a la distribution t de Student avec degré de liberté 1f  où 

 

  (3.4) 

 

et 

 
 



Techniques d’enquête, juin 1976 5 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Le désavantage de la solution de Scheffé est que seule 1n  des 2n y  

observations sont utilisées dans 2
ds . En effet, nous pouvons formuler (7) 

comme suit : 

 

 
 

où 

 

 

ainsi 2
ds , et par conséquent la vérification dépend, par le biais de 

2
2s ,  

de la randomisation de leurs observations. Scheffé [6] a lui-même réalisé 

que, même si elle fournit une solution exacte au problème de Behrens-

Fisher, sa solution n’est vraiment pas pratique. 
 

Bennett [2] a généralisé la solution de Scheffé et montre que la 

statistique  

  (3.5) 

 

a la distribution 2T  de Hotteling avec degré de liberté 1f , où D  et ds  

sont, respectivement, l’analogue multivarié de d  et 2
ds . Pfanzagl [4] et 

K et K. Subrahmaniam [8] ont découvert à l’aide d’études empiriques que 

la solution de Bennett est peu puissante alors que la dimension des 

vecteurs augmente (la puissance est déjà faible avec p = 4 ou 5). 
 

La solution de Scheffé (et de Bennett) est la seule solution exacte au 

problème, toutes les autres solutions étant des approximations. Entre 

autres solutions, Pfanzagl [4] a prouvé que la solution approximative de 

Welch est la plus puissante uniformément et de manière asymptotique 

contre des solutions de rechange unilatérales dans la catégorie de tous 

les tests d’invariance de translation. 
 

Welch avait proposé d’utiliser (2) comme estimation du dénominateur de 

1T. Mais puisque (2) ne suit pas une distribution khi carré exacte, il 

l’évalue approximativement par    2 2 2
1 1 2 2 fK( /n /n ) /f, où K est une constante 

et f le nombre de degrés de liberté du khi carré 2f( ). En faisant une 

équation des deux premiers moments, il constate que K 1  et 
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  (3.6) 

 

La valeur désactivée est alors estimée en remplaçant i  par is  dans (9). 

Il est facile de voir que f varie entre 1f  (c’est-à-dire, si la solution 

exacte était utilisée) et 1 2f f  (c’est-à-dire, si  était connu). 
 

Yao [11] a donné l’analogue multivarié à la solution de Welch. Bien que 

n’ayant pas la même propriété asymptotique que la solution de Welch, il 

montre que sa solution est très satisfaisante en ce qui a trait au niveau 

d’erreurs étant proche de la puissance nominale et de son ampleur. La 

statistique pour la vérification de   o 1 2H :  est la suivante 

  (3.7) 

où 

 

 

 

 

 

et 

 

5T  a une distribution 2T  de Hotteling avec degré de liberté f où f est 

estimé comme suit : 

 

  (3.8) 

 

Encore une fois, nous constatons que f varie entre 1f  et 1 2f f. 

 

4 Application aux données du Projet 
d’expérimentation méthodologique phase III  

 

Puisque l’étude du Projet d’expérimentation méthodologique (PEM) phase III 

était une étude de faisabilité d’une procédure de déclaration par personne 

interposée complète, elle a été menée pendant six mois consécutifs, 
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c’est-à-dire, le nombre de mois qu’un répondant demeure généralement dans 

l’échantillon de l’EPA. La base de comparaison était naturellement 

l’échantillon de l’EPA habituelle dans la même région que l’échantillon 

du PEM et au cours de la même période. De plus, les semaines d’interview 

du PEM étaient entre deux semaines d’interview de l’EPA (c’est-à-dire, 

la deuxième semaine après l’EPA habituelle); par conséquent, la compa-

raison d’une caractéristique pour une interview particulière du PEM a 

été effectuée avec la moyenne de l’interview de l’EPA précédent et sui-

vant l’interview du PEM. Pour obtenir des détails sur l’étude du PEM 

phase III, voir [7]. 
 

Les caractéristiques pour lesquelles la statistique de Hotelling 5(T) a 

été découverte sont le taux de non-réponse totale avec répartition selon 

les taux de « temporairement absent » et « personne à la maison » (TA + 

Nl), taux de refus (N2) et autres non-réponses (N3 - N5) ainsi que par 

taux de réponse par personne interposée (la dimension de ces vecteurs 

étant six). Il convient de mentionner que ces caractéristiques estimées 

suivent des distributions binomiales, mais l’approximation normale demeure 

très bonne puisque les tailles d’échantillon moyennes (moyenne sur six 

mois pour le PEM, sept pour l’EPA) sont de 453 ménages pour le PEM et de 

708 ménages pour l’EPA. 
 

Pour trouver les estimations 1S  et 2S , dans le cas présent « 1 » renvoie 

au PEM et « 2 », à l’EPA, nous obtenons  

 

 

et 

 

 

où kijs  renvoie à la (i, j)e entrée de la matrice, i
kS ,x  est la i

e composante 

du vecteur X  (c’est-à-dire les données pour la i
e interview), ix  étant 

la moyenne de ix ,  et 
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la ie composante du vecteur Y ,  est la moyenne de la caractéristique de 

l’EPA pour l’interview précédent et suivant la ie interview du PEM. 

Puisque les variables x et z sont des variables de type zéro-un pour les 

caractéristiques étudiées dans le cas présent, nous constatons que  

 

et 

 
 

  (4.1) 

 

où ijp  est la proportion d’unités ayant la caractéristique dans l’inter-

view i et l’interview j dans l’échantillon du PEM, ip  étant la proportion 

d’unités ayant la caractéristique dans la ie interview. Nous observons 

que ijp  est défini comme ip  quand i = j. La variable q est définie comme 

p, mais renvoie à l’échantillon de l’EPA. Il convient de mentionner que 

pour l’EPA, un sixième de l’échantillon se renouvelle chaque mois, ce 

qui doit être pris en compte dans la définition de ijq  et iq . De plus, en 

définissant la ie composante de D  dans (10) comme ci-après, 

 

  (4.2) 

 

nous constatons que la statistique 5T  peut être utilisée pour vérifier 

les différences importantes entre les ensembles de données de six 

interviews du PEM et de l’EPA. Nous observons que 5T  est approximativement 

distribué en tant que distribution 2T  de Hotelling avec degré de liberté 

f, où f se situe entre 1f 452 et   1 2f f 452 707. Puisqu’une distribution 
2T  de Hotelling est distribuée comme suit  

 

 

où  p,f p 1F  est une distribution F avec p et degré de liberté  f p 1  

(voir Anderson [1], section 5.3) et puisque  f/(f p 1) est très proche 

de un, nous constatons que 5T  est distribué approximativement sous forme 

de distribution khi carré avec p degrés de liberté, où p est la taille 

des vecteurs (six dans ce cas). 
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Le tableau 1 fournit les ensembles de données de six interviews pour le 

PEM et l’EPA, et ce, pour le taux de non-réponse totale (N - R) répartie 

par « temporairement absent » et « personne à la maison » (TA + Nl), 

refus (N2) et autres (N3 - N5) ainsi que par taux de réponse par personne 

interposée; les données sont en pourcentage. De plus, la dernière ligne 

donne la statistique de Hotelling pour la vérification des différences 

importantes entre les ensembles de données. Il convient de mentionner 

que puisque cette statistique est distribuée approximativement sous forme 

de khi carré avec 6 degrés de liberté, le point critique au niveau 

d’erreur de 5 % est 12,59. 

 
Tableau 1 

Taux de non-réponse avec répartition et taux de réponse par personne interposée 

pour six interviews du PEM phase III avec données correspondantes de l’EPA 

(en %) et vérification des différences importantes entre le PEM et l’EPA 
 

Caract. N.-R. TA + N1 N2 N3 - N5 personne 
interposée 

    Enquête 
 
Interview 

PEM EPA PEM EPA PEM EPA PEM EPA PEM EPA 

1 10,4 5,8 5,8 3,0 3,8 2,2 0,8 0,6 14,7 51,7 
2 14,2 8,5 10,3 6,1 3,5 1,9 0,4 0,5 19,2 51,0 
3 16,6 8,9 12,0 7,0 4,4 1,4 0,2 0,5 22,5 50,3 
4 8,9 5,6 3,6 4,0 4,7 1,1 0,7 0,5 18,8 50,7 
5 7,5 4,2 2,7 2,6 4,4 1,2 0,4 0,4 21,9 48,2 
6 8,4 4,0 2,4 2,4 5,5 1,2 0,5 0,4 18,7 46,1 
T2 21,65 15,93 18,74 3,90 317,23 

 
Le tableau 1 indique que l’ensemble des taux de non-réponse du PEM est 

significativement plus élevé que celui de l’EPA. Nous constatons également 

que ces taux de non-réponse plus élevés s’expliquent par des taux de 

réponse plus élevés pour « temporairement absent » et « personne à la 

maison » (TA + Nl) ainsi que refus (N2). En outre, les taux de réponse 

par personne interposée sont considérablement plus faibles dans le PEM 

que dans l’EPA. 

 
5 Conclusion 
 

L’examen de la littérature existante sur les solutions au problème de 

Behrens-Fisher donne à penser qu’il faudrait utiliser la solution ap-

proximative de Welch pour faire des vérifications entre deux moyennes de 

population quand les variances sont inconnues et que l’on soupçonne 
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qu’elles sont inégales (avec une variable normalement distribuée), bien 

qu’il existe une solution exacte présentée par Scheffé. Un analogue à la 

solution de Welch dans le cas multivarié a été fourni par Yao, qui a mis 

en évidence, au moyen d’études empiriques, la supériorité de sa solution 

par rapport à celle de Bennett (qui est l’extension du cas multivarié de 

la solution de Scheffé). L’un des principaux avantages de la solution 

approximative est qu’elle évite la randomisation de l’ensemble de données 

fourni par le plus vaste échantillon, qui peut être très encombrant dans 

le cas de grands échantillons, et qu’elle tire aussi un maximum de 

renseignements des données.  
 

En outre, dans les cas qui nous préoccupent, le nombre de degrés de liberté 

sera dans la plupart des cas assez grand pour permettre une utilisation 

sécuritaire de l’approximation du khi carré, puisqu’il a été démontré 

que le nombre de degrés de liberté est toujours plus grand que la plus 

petite des deux tailles d’échantillon moins un, un résultat qui est 

toujours vrai dans le cas multivarié et le cas univarié. 
 

Finalement, on peut s’opposer à l’utilisation d’une telle statistique en 

raison du coût et du temps nécessaire pour calculer la matrice variance-

covariance. En effet, avec les installations actuelles fournies par l’EPA 

régulière, il n’est pas trop faisable d’utiliser une telle statistique 

à grande échelle. En revanche, il convient de mentionner que l’informa-

tisation introduite pour l’EPA révisée ainsi que la future mise en œuvre 

d’un fichier d’enregistrement des ménages de six mois permettront 

d’utiliser une telle statistique à un coût minimal et selon un temps de 

calcul minimal et, par conséquent, elle pourrait être présentée comme 

procédure de mise à l’essai régulière lorsque des ensembles de données 

doivent être comparés. 
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