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Résumé 

Cet article vise l’amélioration des estimations d’enquête par sondage dans 
le cas précis où l’échantillon d’enquête, où une partie de celui-ci, est 
inclus dans un échantillon plus grand pour lequel de l’information auxiliaire 
est disponible. L’auteur y décrit certaines propriétés d’une méthode d’esti-
mation - méthode d’ailleurs quelquefois employée dans certains cas particu-
liers - établit les conditions de gain en efficacité. L’application de la 
méthode aux plans de sondage rotatifs pour enquêtes continues reçoit une 
attention spéciale dans le cadre de l’estimation composite. 

 
Mots-clés : Estimation composite; information auxiliaire; plan de renouvellement. 

 
 

1 Introduction 
 

Dans le présent document, on étudie une procédure d’estimation qui tient 

compte des renseignements recueillis au cours de la première phase dans 

le but d’améliorer les estimations obtenues au cours de la deuxième phase. 

Cette procédure d’estimation a d’abord été examinée par Tenenbein [1] 

dans le contexte de la correction d’erreurs de classification de données 

multinomiales. Un traitement plus général est fourni dans le présent 

article. La procédure est décrite à la première section et certaines 

propriétés des estimations sont présentées. L’efficacité de la procédure 

est démontrée à la deuxième section. Enfin, l’application de la méthode 

pour produire des estimations composites pour des enquêtes continues est 

examinée à la dernière section.  
 

La procédure, telle qu’elle est présentée, peut être appliquée à plu-

sieurs autres situations, notamment : 1) pour que les données d’enquête 

concordent avec certaines données du recensement; 2) pour améliorer les 

estimations dérivées d’enquêtes à plusieurs phases; 3) pour utiliser des 

données auxiliaires ou administratives en complément des données d’en-

quête; 4) pour corriger les erreurs de classification de données multi-

nomiales, comme l’a proposé Tenenbein. 
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2 Procédure d’estimation 
 

2.1 Problème général 
 

On interroge une population P deux fois. À la phase 1, un échantillon S 

est sélectionné pour estimer la subdivision 1 2 pX (X ,X , ,X ) …  de P, où jX  

est le nombre d’unités de P présentant la caractéristique jC ; jC {C: j   

1, ,p}…  est un ensemble de caractéristiques mutuellement exclusives, de 

sorte que chaque unité de P présente une et une seule des caractéristiques 

de C. À la phase 2, un sous-échantillon 1S S  est sélectionné pour esti-

mer la subdivision 1 2 qZ (Z ,Z , ,Z ) …  de P, où iZ  est le nombre d’unités de 

P présentant la caractéristique iC ;  iC {C :i 1, ,q}   …  est un ensemble de 

caractéristiques mutuellement exclusives, de sorte que chaque unité de 

P présente une et une seule des caractéristiques de C.  De plus, pour 

chaque unité de l’échantillon  1S S,  il est possible d’en connaître la 

caractéristique C. 
 

Nous présumons dans le présent article que les deux échantillons 1S  et 

2S  ont été obtenus au moyen d’un échantillonnage aléatoire simple tiré 

sans remise et que S est l’union de ces deux échantillons indépendants. 

On a toutefois tenté d’élaborer des preuves sous leurs formes les plus 

générales, afin qu’elles puissent être adaptées à d’autres plans d’échan-

tillonnage. On fait référence à certaines situations où S est un recense-

ment complet, puisque de tels cas sont actuellement appliqués; toutefois, 

on ne peut donc plus présumer que S est le regroupement de deux échan-

tillons indépendants.  
 

Pour diviser l’échantillon S en deux composantes indépendantes 1S  et 

2 1S S S , ∼  il est pratique de décrire la procédure d’estimation selon le 

diagramme suivant : 

 

 Échantillon 1S  Échantillon 2 1S S S ∼  

Phase 1 

(1)
1

(1)

(1)
p

X̂

X̂

X̂

 
 

  
 
 

  

(2)
1

(2)

(2)
p

X̂

X̂

X̂

 
 

  
 
 

  

Phase 2 

(1)
1

(1)

(1)
q

Ẑ

Ẑ

Ẑ

 
 

  
 
 

  
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Dans ce diagramme, (1)X̂  (ou (2)X̂ ) et (1)Ẑ  sont les estimations pondérées 

simples de X et de Z des échantillons 1S  (ou 2S ), où 
 

  (2.1) 
 

estime X, comme étant la taille de 1S  par rapport à la taille de S. 

 
2.2 Procédure d’estimation 
 

L’objet est l’amélioration de l’estimateur de Z, en fait (1)Ẑ , qui tien-

drait compte des renseignements recueillis à partir de l’échantillon S 

à la phase 1. La procédure d’estimation peut être divisée en trois 

étapes : 
 

Étape 1 — À l’aide des renseignements recueillis à partir de 1S , estimer 

la matrice ijM (m )  où ij ij j ijm R /X ,R  est le nombre d’unités de la popu-

lation P présentant à la fois les caractéristiques jC  et iC , et jX  est 

le nombre d’unités de P présentant la caractéristique jC . La matrice M 

peut être estimée à partir de l’échantillon 1S  par (1) (1)
ij

ˆ ˆM (m ),  où (1)
ijm̂   

(1)
ij

(1)
j

R (1)

X

ˆ

ˆ ij; R̂  et (1)
jX̂  sont, respectivement, les estimations pondérées de ijR  et 

de jX  tirées de 1S. Il convient de souligner que 
(1) (1) (1)ˆ ˆ ˆZ M X .  

 

Étape 2 — Calculer (2)Ẑ , un estimateur de Z tiré de l’échantillon 2S , à 

l’aide de la formule (2) (1) (2)ˆ ˆ ˆZ M X .  
 

Étape 3 — Combiner les estimateurs (1)Ẑ  et (2)Ẑ  pour obtenir finalement : 

 

                                                      ; 

 

la dernière équation peut facilement être résolue, par exemple, à l’aide 

de (2.1) et de la définition de 
(1)M̂  ci-dessus. 

 

À titre d’exemple, la première composante 1̂Z  de Ẑ peut être formulée 

comme suit : 
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Afin d’étudier les propriétés des estimateurs proposés dans le présent 

article, il est utile de se reporter aux résultats suivants, qui peuvent 

être facilement prouvés en supposant que l’échantillon S est l’union de 

deux échantillons indépendants 1S  et 2S  obtenus selon un plan d’échan-

tillonnage aléatoire simple avec remise. 

 

  (2.2) 

 

  (2.3) 

 

  (2.4) 

 

             pour (2.5) 

 

             pour (2.6) 

 

  (2.7) 

 

Cette dernière égalité est l’approximation lorsque l’on élimine les 

termes inférieurs par ordre de grandeur à la variance relative de (1)
jX . 

Finalement, 

 

                                                        si 

 (2.8) 

                                                        si      . 

 

2.3 Propriétés de la méthode 
 

i) Ẑ est un estimateur sans biais de Z. Il suffit de prouver que (2)
1̂Z  

est sans biais. Les échantillons 1S  et 2S  étant indépendants, nous 

obtenons  
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                                           . 

 

À présent, en appliquant l’équation (2.3) ainsi que la définition 

ou 1jR , nous obtenons 
 

 

 

ii) Pour tous les i î(i 1, ,q), Z …  représente l’estimation du maximum de 

vraisemblance de iZ. Soit i 1.  En tenant compte de l’indépendance 

des échantillons 1S  et 2S , la fonction de vraisemblance de 
(1) (1) (1)
1j j 1j
ˆ ˆ ˆR ,X R  

et de (2)
jX̂  est proportionnelle à 

 
          
 
 
 
 

                                                             , 

 

 

où T correspond à la taille de la population totale et f (1 )/     

est le rapport entre la taille de 2S  et la taille de 1S . On constate 

que l’estimation du maximum de vraisemblance de 1jR  est 
 

 

et les résultats découlent du fait que 
 

 

 

iii) Les estimateurs obtenus au moyen de cette méthode concordent avec 

ceux obtenus à partir de l’échantillon S au cours de la première 

phase; explicitement, nous avons 
 

 

et 
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Cette propriété, appelée additivité, est souvent relativement impor-

tante dans les enquêtes sur échantillon où il est souhaitable que 

la somme des estimations corresponde à des totaux fixes. 

 
3 Efficacité de la procédure 
 
3.1 Variance des estimations 
 

Pour évaluer l’efficacité de la procédure, nous dérivons la variance de 

1̂Z  en tant que fonction de la variance de l’estimateur simple (1)
1̂Z  obtenu 

à partir de l’échantillon 1S. Nous avons 
 

 

 

selon                                        pour s = 1, 2. 
 

Alors, 
 

                                                               . 
 

Écrivons  

 

 

À présent, en appliquant successivement les équations (2.3), (2.4) et 

(2.2), 

 

 

 

 

  (3.1) 
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En utilisant à leur tour les équations (2.6) et (2.7) 

 

 

 

                                                                       

 

 

                                                                      . 

 

Puis, en appliquant l’équation (2.4) et en éliminant les termes infé-

rieurs par ordre de grandeur à la variance relative (1)
jX̂ , la dernière 

expression devient 

 

 

 

En supposant que les variances relatives des (1)
jX̂  sont toutes égales à une 

constante « c », cette expression devient alors, au moyen de l’appli-

cation de l’équation (2.5), 

 

 

               (3.2) 

 

Enfin, l’application des équations (2.8) et (2.5) conduit à 

 

 

 
 

 

 

                            (3.3) 
  

. 

. 
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Donc, d’après les équations (3.1), (3.2) et (3.3), 
 

 

 

L’expression de la variance devient plus explicite si nous définissons 

l’indice d’uniformité 1( )  de la caractéristique iC  dans les catégories 

1 2 pC ,C , ,C…  comme suit : 
 
 
 
 

                                     , 

 

 

où T est la taille totale de la population. 
 

On peut facilement vérifier que 10 1   , que 1 1   si la caractéristique 

1C  est répartie uniformément dans toutes les catégories 1 2 pC ,C , ,C…  (dans 

ce cas 1k 1m Z /T  pour tout k) et, enfin, que 1 0   si la caractéristique 

est entièrement concentrée dans certaines catégories. Plus il y a 

d’uniformité, plus 1  est grand. L’expression de la variance devient 

alors 
 

  (3.4) 

 

Par conséquent, 1̂Z  est plus efficace que (1)
1̂Z  lorsque 1(1 c)   est inférieur 

à 1; c’est le cas lorsqu’une caractéristique étudiée au cours de la deuxième 

phase n’est pas répartie uniformément dans une subdivision estimée au 

cours de la première phase. Le choix de la subdivision joue alors un 

rôle important, comme on s’y attend intuitivement. Par contre, la valeur 

de c devrait en pratique être relativement petite, car si la variance 

relative dépasse 6,25 %, cela sous-entend que la longueur d’un intervalle 

de confiance à 95 % dépasserait l’estimation elle-même. Le gain d’effi-

cacité peut être formulé comme suit : 
 

 

Dans le cas où S est un recensement complet, on peut prouver que 

 

  (3.5) 
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comme auparavant, l’estimateur proposé est plus efficace que (1)
1̂Z  lorsque 

1(1 c)   est inférieur à 1. 
 

Il convient de souligner que la méthode d’estimation spéciale examinée 

dans le présent article est actuellement utilisée dans l’Enquête sur la 

population active (EPA) au Canada pour harmoniser les données de l’EPA 

avec les estimations de projection de la population de 20 groupes d’âge 

et de sexe. 
 

Tenons compte du fait que l’intérêt est l’estimation des trois caracté-

ristiques de la population active suivantes : « personne occupée » (E), 

« personne au chômage » (U) et « personne inactive » (N); dans la procé-

dure d’estimation, on utilise les renseignements du recensement en 

suivant la méthode décrite dans le présent article. La matrice (EPA)M̂  est 

constituée d’éléments (EPA)
ijm̂ (j 1,2, ,20;i 1,2,3) …  égaux à (EPA) (EPA)

ij j
ˆ ˆR /X , où (EPA)

ijR̂  

est l’estimation, tirée de l’échantillon de l’EPA, du nombre total de 

personnes dans le groupe d’âge et de sexe « j » présentant la caracté-

ristique « i » de la population active et (EPA)
jX̂  est l’estimation, tirée 

de l’échantillon de l’EPA, du nombre total de personnes dans le groupe 

d’âge et de sexe « j ». Les estimations définitives sont ensuite obtenues 

au moyen de la relation matricielle suivante : 
 

(EPA)ˆ ˆZ M X.  

 

Plus précisément, le nombre de personnes occupées « E » est estimé à 

l’aide de 
 

20 (EPA) (EPA)
j 1 j j j

ˆ ˆ ˆE (E /X )X ,   

 

où (EPA)
ĵE  est l’estimation de « personnes occupées » dans le groupe 

d’âge et de sexe « j » de l’échantillon de l’EPA; 

 (EPA)
jX̂  est l’estimation de l’EPA du nombre de personnes dans le 

groupe d’âge et de sexe « j »; 

et 

 jX  est la projection de la population du recensement pour le 

groupe d’âge et de sexe « j ». 
 

Nous pouvons examiner l’efficacité de cette méthode en supposant un 

échantillonnage aléatoire simple pour le plan d’échantillonnage de l’EPA 
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et en effectuant une comparaison avec la variance de l’estimation de 

l’échantillon initial 
(EPA)Ẑ . Nous avons établi, selon (3.5), que 

 

(EPA)
E

ˆ ˆVar E (1 c) Var E .    

 

Compte tenu de la taille de l’échantillon de l’EPA, dans les 20 groupes 

d’âge et de sexe, c est négligeable. L’indice E  de l’uniformité de la 

caractéristique « personne occupée » dans les 20 catégories d’âge et de 

sexe définies dans la procédure d’estimation de l’EPA a été calculé et 

est environ égal à 0,67. La réduction de la variance attribuable à 

l’application de la procédure est alors de l’ordre de 1/3. Pour la 

caractéristique « personne au chômage », la réduction de la variance 

n’est pas considérable, l’indice d’uniformité étant proche de 0,98. Pour 

la caractéristique « personne inactive », on a constaté que N  0,63, ce 

qui entraîne une réduction de la variance légèrement supérieure à 1/3. 

Dans des situations comme l’EPA où c est négligeable, on peut s’attendre 

à un gain substantiel, surtout lorsque l’on choisit correctement la 

catégorie des renseignements du recensement. 

 
3.2 Optimisation 
 

Si nous voulons estimer chaque composante de Z séparément, nous pouvons 

envisager l’estimation suivante de, par exemple, 1Z : 
 
 
 

                             , 
 
 
 

où 1r (0 r 1)   est une constante connue. La valeur optimale de 1r  est 

obtenue par 
 

 

 

et la variance minimale est 
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On peut observer qu’avec de petites valeurs de 1  et de c, le choix 

optimal de 1r  est proche de   et le gain d’efficacité lorsque l’on 

utilise *
1̂Z  à la place de 1̂Z  est négligeable; de plus, cette supériorité 

de *
1̂Z  par rapport à 1̂Z  ne tient plus nécessairement dans les situations 

pratiques où il faut estimer 1r, puisque la variance minimale n’est alors 

pas atteinte. L’un des inconvénients d’utiliser *
1̂Z  au lieu de 1̂Z  est que 

la propriété d’additivité ne tient plus; en effet, il n’existe aucune 

certitude que q *
i 1 îZ T,   la taille de la population totale. 

 
4 Application à l’estimation composite 
 

La procédure d’estimation élaborée dans le présent article peut sembler 

présenter des propriétés intéressantes lorsqu’elle est appliquée au 

domaine de l’estimation composite. Dans le cadre d’enquêtes périodiques 

comme l’EPA où les mêmes renseignements de base sont recueillis men-

suellement à partir d’un échantillon avec renouvellement, il est tentant 

d’essayer d’améliorer les estimations du mois en cours, en intégrant 

d’une façon quelconque les renseignements recueillis au cours des mois 

précédents pour tirer parti de la forte corrélation des données d’un mois 

à l’autre. Dans l’EPA, les ménages sélectionnés demeurent dans l’échan-

tillon pendant six mois consécutifs; le modèle de renouvellement est tel 

que chaque mois, un sixième de l’échantillon de l’EPA est renouvelé et 

chacun des groupes dits de renouvellement peut être considéré comme 

formant un échantillon indépendant. Des estimations composites peuvent 

être établies pour un mois donné, en combinant les renseignements re-

cueillis directement de l’échantillon actuel à ceux contenus dans les 

échantillons avec renouvellement supprimés au cours des mois précédents. 

Une approche bien connue consiste à combiner linéairement les estimations 

calculées pour tous les mois à partir de tous les échantillons avec 

renouvellement, en déterminant les paramètres de façon à obtenir des 

estimations (presque) sans biais ayant un minimum de variance. La méthode 

proposée dans le présent document est quelque peu différente; décrivons-

la d’abord, puis examinons ses propriétés. 
 

Supposons que la période de renouvellement est égale à K mois et que 1K  

de l’échantillon est remplacée chaque mois. Par souci de simplicité, 

supposons que les renseignements recueillis au cours du mois « m » 

seulement servent à améliorer les estimations du mois « m + 1 ». Soit Z, 
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la subdivision de la population à estimer (disons, comme auparavant, le 

nombre total de personnes occupées, le nombre total de personnes au 

chômage et le nombre total de personnes inactives). Les estimations de 

Z peuvent alors être présentées dans le diagramme suivant pour les 

différents échantillons avec renouvellement : 

 
 

Échantillon  
S1 

Échantillon  
S2 

Échantillon 
S3 

 
Échantillon 

SK 

Échantillon 

1S  

Mois « m » (1)
mẐ  (2)

mẐ  (3)
mẐ  …  

(K)
mẐ   

Mois « m + 1 »  (2)
m 1Ẑ  (3)

m 1Ẑ  …  
(K)

m 1Ẑ  (1)
m 1Ẑ  

 
Dans ce diagramme, (r)

tẐ  est l’estimation simple sans biais de Z au moment 

« t » tirée de l’échantillon avec renouvellement rS . Au mois « m + 1 », 

l’échantillon avec renouvellement 1S  a remplacé l’échantillon avec re-

nouvellement 1S. Encore une fois, nous devons supposer l’indépendance des 

échantillons et d’un plan d’échantillonnage aléatoire simple tiré avec 

remise. 
 

Notre préoccupation est maintenant l’amélioration de l’estimateur m 1Ẑ   
1 K (r)

r 1 m 1̂K Z
   à l’aide des renseignements disponibles du mois « m ». Paral-

lèlement à ce qui a été présenté plus tôt, examinons les étapes 

suivantes : 
 

Étape 1 — En utilisant les renseignements recueillis au cours des deux 

mois à partir des échantillons 2 3 KS ,S , ,S ,…  estimer la matrice de transi-

tion G (appelée matrice de mouvement brut) = (gij), où ijg  ij m j ijR / Z,R  est 

le nombre de personnes de la population P présentant la caractéristique 

jC au mois « m » et la caractéristique iC  au mois « m + 1 » et m jZ  est 

le nombre de personnes de P présentant la caractéristique jC  au mois 

« m ». Appelons cette matrice Ĝ . 
 

Étape 2 — Calculer 
(G) (1)

m 1Ẑ ,  un estimateur de Z au mois « m + l » à partir 

de l’échantillon 1S  à l’aide de la formule 
 
 

                   . 

 

Étape 3 — Combiner 
(G) (1)

m 1Ẑ  et m 1Ẑ  pour obtenir 
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                                 . 

 

Dans cette situation particulière, le facteur de pondération K/(K 1)    

pourrait être utilisé. Selon l’hypothèse donnée et en déduisant des 

preuves semblables à celles données plus tôt, il est possible de 

démontrer que 
 

i) (G)
m 1Ẑ  est une estimation sans biais de Z pour le mois « m + l »;  

ii) (G)
m 1Ẑ  préserve l’additivité; 

iii) la variance de (G)
m 1 îZ  peut être écrite sous la forme suivante (en 

omettant les termes de l’ordre de la variance relative des esti-

mations publiées) : 
 
 

                                                   , 

 

où i  est, comme on l’a défini précédemment, l’indice d’uniformité de la 

caractéristique iC  au moment « m + 1 » dans les catégories 1 2 qC ,C , ,C  …  au 

moment « m »; pour cette application particulière, i  devrait être appelé 

indice de mouvement brut du mois « m » au mois « m + 1 » pour la ca-

ractéristique iC ; cet indice a une valeur de « 0 » si la population est 

stable par rapport à la caractéristique iC  et pourrait théoriquement 

atteindre la valeur « 1 » dans le cas d’une mobilité extrême de la 

population par rapport à iC .  
 

Aux fins de comparaison, examinons maintenant une estimation composite 

sous la forme d’une estimation par régression. 
 

 

 

où i  est choisi pour réduire au minimum les variances de 
(R)

m 1 îZ.  
 

Le i  optimal obtenu est 
 
 

                                          , 

 

où i  est le coefficient de corrélation entre (r)
mẐ  et (r)

m 1Ẑ .  
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L’expression de la variance minimale est alors 
 

 

 

Les expressions mathématiques pour 2
i  et i  sont, respectivement, 

 

 

et 

 

                                                 , 

 

où T représente la taille totale de la population. 
 

Alors, il s’ensuit que 
 

 

 

On peut alors facilement prouver que chaque fois que 2
i  n’est pas trop 

petit, 
 

                   . 

 

Une procédure d’estimation composite fondée sur le mouvement brut est 

donc avantageusement comparable, du point de vue de la variance, à celle 

fondée sur la régression. De plus, elle présente les deux propriétés 

suivantes :  
 

i) L’absence de biais des estimations est préservée; ce n’est pas 

rigoureusement vrai avec la méthode de régression lorsque i  est 

estimé. 

ii) L’additivité des estimations est préservée; cette propriété ne tient 

pas avec la méthode de régression, puisque le i  optimal varie selon 

la caractéristique iC  étudiée. 
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Les valeurs de i  et de 2
i  ont été calculées à l’aide des données de 

l’EPA pour les catégories mutuellement exclusives « personne occupée », 

« personne au chômage », « tenait maison », « fréquentait l’école » et 

« autre ». Les pourcentages de réduction de la variance d’échantillonnage 

ont été calculés pour le cas simple abordé dans le présent article avec 

les estimateurs composites (R)
m 1 îZ  et (G)

m 1 îZ  (en utilisant K = 6). 

 
Catégorie de la 
population active 

Valeur des 
paramètres 

% de réduction 
de la variance pour 

2
i  i  (R)

m 1 iẐ  (G)
m 1 iẐ  

Personne occupée 0,78 0,21 10,8 11,2 
Personne au chômage 0,37 0,62 5,1 5,2 
Tenait maison 0,87 0,13 12,1 12,4 
Fréquentait l’école 0,84 0,15 11,7 12,0 
Autre 0,78 0,22 10,7 11,1 

 
Ce tableau montre que la différence d’efficacité entre les deux esti-

mateurs n’est pas significative; le besoin d’additivité des estimations 

devient alors le critère important. Mentionnons en outre que pour K = 6, 

comme c’est le cas dans l’EPA, les gains ne sont pas substantiels dans 

la situation simplifiée examinée dans le présent document lorsque l’on 

n’utilise que les données du mois précédent. Une procédure d’estimation 

composite plus complète devrait tenir compte de toutes les données 

historiques disponibles. À cette fin, on pourrait élaborer un processus 

itératif menant à une réduction importante des variances. D’autres tra-

vaux doivent être effectués dans ce domaine. 
 

L’auteur tient à remercier M.P. Singh et l’examinateur pour leurs sug-

gestions qui ont permis de simplifier la présentation. 
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