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Résumé 

J.N.K. Rao (1975) a élaboré une formule générale pour évaluer la variance 
dans les plans d’échantillons à plusieurs degrés. Cette formule vient complé-
ter les travaux de Des Raj (1966) lorsque la variance conditionnelle d’une 
unité primaire d’échantillonnage est une variable aléatoire. Les auteurs ont 
étudié l’application de cette formule aux estimateurs de la variance de 
Horvitz-Thompson et Yates-Grundy de même qu’à l’estimateur de la variance 
pour la méthode du groupe aléatoire de Rao, Hartley et Cochran (1962). Les 
auteurs présentent une version modifiée des estimateurs de la variance de 
Yates-Grundy à la suite du document de Rao. 
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1 Introduction 
 

Des Raj (1966) s’est penché sur l’estimateur général sans biais de 

1 2 NY Y Y Y   …  donné par 

 

  (1.1) 

 

où isa (i 1,2, ,N) …  sont des chiffres réels prédéterminés pour chaque 

échantillon s comportant la restriction selon laquelle isa 0  si i s  et 

it  est un estimateur sans biais de iY. Pour que l’estimateur soit sans 

biais, la condition est que isE(a ) 1  pour tout i. La variance de l’esti-

mateur est alors 
 

 

 

 

                       (1.2) 

 

, 
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où s sE ,V  et sCov  désignent, respectivement, la valeur prévue, la variance 

et la covariance sur tous les échantillons s possibles d’unités du premier 

degré. Un estimateur sans biais de s
ˆV(Y) est donné par 

 

                                                      , (1.3) 

 

où, comme isa , les nombres réels is ijsb ,d  sont des nombres réels prédétermi-

nés, de sorte que isb 0  lorsque ijsi s,d 0   lorsque i ou j s.  En raison 

de la propriété d’absence de biais, il est également nécessaire que 

 

et 

 

Dans ce cas-ci, 2
i  est la variance conditionnelle au sein de la ième 

unité (lorsqu’elle est sélectionnée) et le point important est qu’elle 

ne dépend pas de l’échantillon des unités tirées lors du premier degré. 
 

Rao (1975) a élargi la formule de Des Raj pour inclure les cas où 2
i  

dépend de l’échantillon des unités tirées lors du premier degré. Par 

conséquent, on a ajouté l’indice inférieur supplémentaire s à 2 2
i is( )   pour 

tenir compte de ce point. Un estimateur sans biais de ˆV(Y) est alors 

 

  (1.4) 

 

Rao (1975) fait remarquer que la formule (1.4) est valide quelle que 

soit la nature de 2
is.  Toutefois, pour le cas 2 2

is i,    il suggère que la 

formule (1.3) est préférable, car elle permet d’éviter du travail 

supplémentaire, soit le calcul de isb . 
 

Les auteurs ont appliqué le développement présenté ci-dessus à des plans 

d’échantillonnage particuliers; le plus intéressant est la méthode des 

groupes aléatoires. 
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2 Application aux estimateurs de la variance de 
Horvitz-Thompson et de Yates-Grundy 

 

Dans la présente section, nous abordons les estimations de la variance 

données par Yates-Grundy et Horvitz-Thompson et leur relation avec 

l’estimateur généralisé de Des Raj et Rao. 
 

Une estimation du total bien connue, compte tenu du fait que l’échantil-

lonnage des unités du premier degré est sans remise et proportionnel à 

la taille, est 

 

                                   , (Horvitz-Thompson) 

 

où i  la probabilité d’inclusion de la ième unité du premier degré. 
 

La variance et l’estimation de la variance sont, respectivement, 

 

  (2.1) 

 

et 

 

  (2.2) 

 

où ij  la probabilité d’inclusion conjointe des ième et jième unités du 

premier degré. 
 

Elles peuvent être calculées à l’aide des formules généralisées pour la 

variance de Des Raj et Rao. Dans ce cas, nous constatons que 
 

is i is i i

is i

a 1/ si i s avec P(a 1/ )

0 si i s avec P(a 0) 1 .

      

     
 

 

Nous constatons que isE(a ) 1  pour chaque i. De plus, pour chaque paire 

(i, j), que i = j ou non, 
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  (2.3) 

 

Puisque ij i    lorsque i j,  nous obtenons 
 

  (2.4) 
 

et, enfin,  2
is iE a 1/ .   (2.4a) 

 

En remplaçant (2.3), (2.4) et (2.4a) dans (1.2), nous obtenons (2.1) 

comme prévu. 
 

Pour calculer l’estimateur de la variance de Horvitz-Thompson à l’aide 

de la formule (1.3), il suffit d’obtenir les expressions supplémentaires 

isb  et ijsd . À l’aide des équations (2.3) et (2.4), en divisant isV(a ) par 

i  et s is jsCov(a ,a ) par ij,  nous obtenons 

                                            pour i s  

                                            autrement, 
 

                                              pour i, j s  

                                            autrement, 

et 

                                            pour i s  

                                             autrement. 

 

En tenant compte de la formule (1.4), étant donné les paramètres ci-

dessus, nous obtenons 

 
 

                                            pour i s  

                                            autrement. 
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Par conséquent, dans le cas de l’estimateur de Horvitz-Thompson, les for-

mules (1.3) et (1.4) sont identiques. 
 

Sen (1953) et Yates et Grundy (1953) ont exprimé ˆV(Y) comme suit : 

 

  (2.5) 

 

On peut montrer que, lors de l’expansion et du remaniement des termes, 

celui des plans d’échantillonnage sans remise (2.5) est identique à (2.1). 
 

L’estimation de (2.5), comme elle a été donnée par Sen (1953) et Yates-

Grundy, est 

 

 

 

 

 

  (2.6) 

 

Le point à noter dans (2.6) est que le coefficient de 2
it , isb , est assez 

différent de celui dans (2.2), alors que ijsd  est identique dans (2.2) et 

(2.6). Dans ce cas, 
 

 

 

Il est intéressant de souligner que s is s isE(b ) V(a ).  
 

Rao (1975) a fait remarquer que les deux estimateurs de la variance donnés 

par (1.3) et (1.4) peuvent ne pas être identiques. Dans le cas des esti-

mations de la variance de Horvitz-Thompson, on a constaté qu’elles étaient 

identiques, alors que dans le cas des estimations de la variance de 

Yates-Grundy, elles ne le sont pas. 
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Dans le cas de Yates-Grundy, is ia 1/   comme auparavant, alors que 
 

 
 

Étant donné que la ième unité a été sélectionnée dans l’échantillon, 

l’espérance conditionnelle de 2
is isa b  est 

 

 

 

 

 

                              en notant que                  . 

 

À l’aide de l’équation (1.4), nous obtenons une autre formule pour l’esti-

mation de la variance donnée par 
 

 

 

 

  . 

. 
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3 Plans d’échantillonnage à deux degrés 
 

a) Échantillonnage aléatoire simple sans remise 

Pour illustrer la formule (1.4) de J.N.K. Rao, considérons le cas d’un 

échantillonnage à deux degrés : 

i i

N EAS n

M EAS m



 

Dans ce cas-ci, une estimation sans biais du total de population N
i 1 iY Y   

est donnée par 
 

 

où 

 

 

Selon la notation de Rao, 
 

 

où 

isa N/n  si i s  et à zéro autrement; dans ce cas-ci, i i i.Ŷ M y .  

 

Pour un échantillonnage en grappes à un degré, 

 

                 

est un estimateur sans biais pour ĉV(Y ), où 

 

 et        
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Dans la notation générale de Rao, 

 

 

 

 

 
Dans notre cas, 

2

is

N 1 1
b ( ).

n n N
   À l’aide de la formule (1.4), un estimateur 

sans biais de V(Y) est donné par 
 

 

 

 

 
 

Cet estimateur concorde avec celui fourni dans Cochran [1, page 304]. 
 

b) Méthode des groupes aléatoires 

Une autre méthode utilisée consiste à appliquer la méthode des groupes 

aléatoires de Rao-Hartley-Cochran au premier degré et l’échantillonnage 

aléatoire simple sans remise au deuxième degré 

i i

N R.H.C. n

.
M EAS m




 

Alors, l’estimateur du premier degré du total est 

i
c i

i 1
i

P
Ŷ Y

p
    où  

ei t
i groupe

P p .   

À partir de Rao et coll. (1962), nous constatons que 

 

 

                                           . 
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Donc, 

 
 

Une estimation sans biais du total de population, étant donné que des 

unités secondaires ont été sélectionnées, est 

 

 où         

 

 
 

est l’estimation de la variance pour les unités secondaires au sein de 

l’unité primaire i. Par conséquent, un estimateur sans biais de ˆV(Y) est 

obtenu par 

 

 

 

 

 

 

 

Cet estimateur est différent de celui donné dans Rao et coll. (1962). 

L’estimateur de Rao et coll. a été calculé par Des Raj (1966). Par con-

séquent, pour un estimateur donné, il est possible de construire plu-

sieurs estimateurs sans biais de la variance de cet estimateur. Il faut 

alors examiner les variances de ces estimations de la variance; elles 

peuvent cependant être trop difficiles à calculer, car il faudrait cons-

truire des estimateurs pour ces estimations de la variance. Une solution 

possible serait d’effectuer une simulation. 
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L’estimateur de la variance donné par Rao et coll. (1962) et par Des Raj 

(1966) pour la méthode des groupes aléatoires peut être calculé au moyen 

de la formule (1.3) et est uniquement valide si mi est fixe, quels que 

soient la formation des groupes et l’ensemble d’unités du premier degré 

sélectionnées. J.N.K. Rao a toutefois fait remarquer que dans des échan-

tillons à autopondération, mi dépendra de l’échantillon des unités du 

premier degré, de sorte qu’il faut vraiment définir is i is im M P /p ,   où 

is iP p ,   qui peut varier d’un échantillon à l’autre, selon les groupes 

ainsi formés. Dans ce dernier cas, où mis varie, il n’y a pas d’autre 

choix que d’utiliser la formule (1.4). Au lieu de  

2 2
i i

is i

1 1
M ( )s ,

m M
  

on pourrait utiliser le symbole abrégé 2
is  comme estimation de 2

is  pour 

tout type de plan d’échantillonnage au sein de la ième unité. 
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