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Un algorithme informatique pour les
probabilités de sélection conjointes
(échantillonnage systématique avec
probabilité proportionnelle a la taille)

M.A. Hidiroglou et G.B. Gray!

Résumé

En 1962, Hartley et Rao ont dérivé une formule asymptotique pour la sélection
a probabilités conjointes d’échantillons sélectionnés a 1’aide d’un échan-
tillonnage a probabilités inégales. En 1966, Connor a établi une formule
exacte pour cette probabilité conjointe. Ses formules étaient toutefois tres
complexes. Dans le cadre du présent article, les auteurs calculent, a 1l’aide
d’une formule modifiée de Connor, les probabilités conjointes exactes a
1’7aide d’un algorithme informatique mis au point spécialement pour cette
occasion.

Mots-clés : Echantillonnage & probabilités inégales; échantillonnage systématique
avec PPT; sélection a probabilités conjointes.

1 Introduction

Nous vous présentons, dans le cadre du présent article, un algorithme
informatique qui servira a calculer des probabilités de sélection
conjointes d’unités dans des échantillons systématiques. Les unités en
question dans la population doivent toutefois étre ordonnées de facon
aléatoire avant de procéder a la sélection de 1’échantillon. H.O. Hartley
et J.N.K. Rao [3] ont dérivé une formule asymptotique de sélection a
probabilités conjointes, laquelle est approximativement vraie pour des
paires d’unités sélectionnées dans une grande population. La présente
méthode s’appuie sur 1’algorithme de G.B. Gray [2]. Nous vous présentons
une méthode systématique de calcul de probabilités conjointes, laquelle
s’applique directement a la programmation informatique. Cette méthode
nous permettra de comparer les résultats asymptotiques de Hartley et Rao
avec les résultats exacts que nous avons obtenus a partir de petits

échantillons et de petites populations.

2 Notation

Désignons les unités dans la population par U;,i=1,2, ..., N. Tout ce qui est

associé a U, est une probabilité attribuée p; (il s’agit habituellement
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d’une mesure d’unité de taille U;). Nous supposons qu’un échantillon de
la taille n>2 est sélectionné de facon systématique et sans remise, et
que chaque élément inclus a été choisi proportionnellement a p,. Nous

supposons que np;, <1 pour 1 =1, 2, ..., N.

La probabilité d’inclusion conjointe II,; des wunités U et U, est
intéressante. Dans la sélection réelle de U, et U, dans 1’échantillon,
ces deux unités peuvent avoir été séparées par k=0, 1, 2, ..., N - 2
unités dans la population. L’aspect symétrique découlant du plan d’échan-

tillonnage nous permet de ne tenir compte que de ce qui suit

N3

N=-2 . .
g (k) = 2N‘3 (N impair) (2.1)
k=0
N-4 . N-2
2 N-2
: (k + 1/2 (!%g-) = 2N-3 (N pair) (2.2)
k=0

I1 s’'agit d’agencements distincts des wunités entre 1 et J pour

N-2 . . . . . . .
k=20, 1, 2, ...,—5. Les unités données i et j, un vecteur dimensionnel

(N - 2) constitué de uns et de zéros, doivent étre élaborées. La position
des unités dans ce vecteur permettra d’indiquer les unités que nous
devons inclure dans le calcul de la probabilité conjointe. Comme nous
disposons d’agencements distincts 2'7°, nous élaborons une matrice

2" x(N-2). L'algorithme suivant permet de générer ces éléments.

3 Algorithme

L"algorithme utilisé est basé sur la décomposition des nombres 0, 1, 2, ...,
2""° -1 en un vecteur dimensionnel (N-2) constitué des chiffres 0 ou 1
de 1l’équivalent binaire. De cette maniére, de tels vecteurs 2" sont
générés. Désignée par A, la matrice 2" x(N—-2) est constituée de tels
vecteurs. Les lignes de la matrice A nous donnent le nombre d’unités
entre i et j et leur adresse exacte en termes d’unités de population.
Par exemple, le vecteur nul (0, 0, 0, 0) indique qu’aucune unité ne doit
étre prise entre i et j, alors que (1, 0, 1, 0) indigue que deux unités

doivent étre prises. Nous introduisons un pseudocomplément de A, que nous
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appellerons A et qui se définit comme suit : Supposons que a,; et a

soient le (k, j)© élément de A et A, respectivement, alors,

a, sir<[%2]

kj
- =
akJ

| - akjl sinon
ou rzZ;.tf a,; = est le nombre de 1 dans une ligne donnée
et [n] = partie entiére de n.
Nous réorganisons les unités de population (U, U,, ..., U, ..., Usyeny U,) comme
suit : (U, U, U, U,..,U,_,), et nous définissons le vecteur correspondant

S = (np,, np,, NP, ..., NPy_,) sans perdre le caractére de généralité np, <np,;
décomposons S en S; et S; ou S, =(np, np,) et S, =(np), np;, ..., np,_,); défi-

. N73 . . ~
nissons les 2 vecteurs dimensionnels W; et V, ou

W, =ASZ (en calculant la somme des probabilités dans chague ensemble),

=A1 (en comptant le nombre de 1" dans chaque ensemble),

N

.., 1) (un vecteur de ligne de 2'°° 1.

=
Il
-
s
}—\
i

Nous définissons un vecteur dimensionnel Z (k) 277 « sélectif », dont le
j° élément est
1 siV,. k
2] -
Zj(k) = (3.2)
0 sinon

V,; étant le j° élément de V,.

. . N-3 ) ~ N .
Le vecteur dimensionnel W, 2 est transformé grace a une transformation
. . . . . N-3 P .
linéaire en un vecteur dimensionnel b, 2 °. Tout en désignant le m®

élément de W, comme W, , définissons

dZm = HSm-['H

m=1, 2,..., N3 (3.3)

ol “3111 = HZm +.|1pt + n;:'_i . (3.4)
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. . . . -3 N .
Alors, les éléments du vecteur b, dimensionnel 2" sont obtenus a 1l’'aide

des regles fournies dans les tableaux 1 et 2.

Tableau 1
Valeur de b,, (np; +np;<1)

Fourchette de d,, Valeur de b,,
[0, npi) don
[npi, npj) np;
[nps, np; + np;) np: + np; — dor
[np;: + npy, 1) 0
Tableau 2

Valeur de b,, (np; +np;>1)

Fourchette de d,, Valeur de b,

[0, npi + npy — 1) np; + npy — 1

[npi + npy — 1, np;) dom

[npi, npj) np;

(nps, 1) npi + npj - dan
N-2

I1 convient de définir /(k)=Db)Z(k) et mk) = ( x)

b, ={b,,}, b,, désignant la probabilité de sélection conjointe condition-
nelle de i et j pour une sélection donnée d’unités entre i et j, associée

avec la m® ligne de A.

Alors, la probabilité conjointe =, est simplement,

M
2 % (k)
7wy mik) o

[ _%—] si N est impair

[ &%—] si N est pair

La formule de Rao [3] pour calculer la probabilité conjointe d’inclure

les unités i et j dans 1l’échantillon est la suivante
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Tip = nlDepy 11+ Gy +p)) -5, + 200, + )

- 2Pt 3(p; + pj) S,

ou S =

4 Exemples

Afin de bien illustrer 1’algorithme, nous vous présentons deux exemples,
dont 1’un est tiré de Gray [2] et 1’autre de Connor [1]. Nous comparons
1l’effet de 1’augmentation de la taille d’une population sur les proba-
bilités conjointes qui ont été calculées a 1l’aide de la formule exacte

et de la formule asymptotique de Rao.

Dans notre premier exemple, nous employons les valeurs utilisées par Gray

comme probabilités d’entrée [2].

Tableau 3

Unités et np; connexe

Numéro d’unité 2p;
2 0,28
5 0,38
1 0,20
3 0,34
4 0,36
6 0,44

La taille de la population est N = 6, alors que la taille de 1’échantillon
est n = 2. Par conséquent, dans un tel cas, k=0, 1 ou 2 et 28V-3 =38
pour N = 6. Nous calculons la probabilité conjointe des unités 2 et 5
qui ont été sélectionnées dans 1’échantillon. Les matrices (8 X 4) A et

A sont
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|
!
}
J

0000 0000
0001 0001
0010 0010
A = 0011 ot A = 0011
0100 0100
0101 0101
0110 0110
0111 1000
- - - .

Nous énumérons ensuite les vecteurs et les grandeurs scalaires qui inter-

viennent dans le calcul de T, :

S, = (0,20; 0,34; 0,36; 0,44)"

1 = (1; 1; 1; 1)°

W, = (0,0; 0,44; 0,36; 0,80; 0,34; 0,78; 0,70; 0,20)"
v, = (0; 1; 1, 2; 1, 2; 2; 1)

z(00 = (L; 0; 0; 0; O; O; O; 0O)

z) = (0; 1; 1; 0; 1; O; O; 1)°'

22y = (0; 0; 0; 1; O; 1; 1; 0)'

W, = (0,66; 1,10; 1,02; 1,46; 1,00; 1,44; 1,36; 0,86)"
d, = (0,66; 0,10; 0,02; 0,46; 0,00; 0,44; 0,36; 0,86)"
b, = (0,0; 0,10; 0,02; 0,20; 0,0; 0,22; 0,28; 0,0)"
Q) = 0,00; m(0) =1

/1)y = 0,12; m(1) = 4

£ = 0,70; m(2) = 6.

Ainsi,

2 00 0,12 0,70
T,s = — ( + + )

5 1 4 6
=0

,0586

les probabilités conjointes calculées a 1’aide des formules

(3.6) sont présentées dans le tableau 4.
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Tableau 4
Probabilité conjointe de chaque paire d’unités (Gray)
UNITE [TOTAL
3j 1 2 3 4 5 6
1 - 0,0387~* 0,0387 0,0387 0,0420 0,0420 0,2001
0,0295%** 0,0371 0,0398 0,0426 0,0513 0,2003
=23, 77*%** -4,13 2,84 1,43 22,14
2 0,0387 - 0,0487 0,0553 0,0587 0,0787 0,2801
0,0295 0,0545 0,0584 0,0624 0,0752 0,2800
-23,177 11,91 5,61 6,30 -4,45
3 0,0387 0,0487 - 0,0753 0,0787 0,0987 0,3401
0,0371 0,0545 0,0736 0,0787 0,0948 0,3387
-4,13 11,91 -2,26 0,00 -3,95
4 0,0387 0,0553 0,0753 - 0,0853 0,1053 0,3599
0,0398 0,0584 0,0736 0,0844 0,1016 0,3578
2,84 5,61 -2,26 -1,05 -3,51
5 0,0420 0,0587 0,0787 0,0853 - 0,1153 0,3800
0,0426 0,0624 0,0787 0,0844 0,1087 0,3768
1,43 6,30 0,00 -1,05 -5,72
6 0,0420 0,0787 0,0987 0,1053 0,1153 0 0,4400
0,0513 0,0752 0,0948 0,1016 0,1087 0,4316
22,14 -4,45 -3,95 -3,51 -5,72
* : Probabilité conjointe exacte
** : Probabilité conjointe de Rao
**x%* : FEcart en pourcentage

Afin d’examiner 1l’effet de la taille accrue de la population sur les
probabilités conjointes, nous utilisons 1’exemple suivant tiré de Connor
[1], alors que N = 10 et n = 2. Il convient d’utiliser la formule 7

comme suit

T, T, T3 T, s Ts T, Tg Ty 1o
0,05 0,08 0,10 0,15 0,18 0,20 0,20 0,30 0,34 0,40

Les probabilités conjointes sont calculées a 1l’aide des formules (3.5)

et (3.6); les résultats sont fournis dans le tableau 5.

5 Conclusions

Le tableau 5 présente les probabilités conjointes a 1’aide des formules
(3.5) et (3.6). Dans le tableau 4, 1’écart en pourcentage le plus élevé
entre les valeurs de probabilité conjointes obtenues a 1’aide des for-
mules (3.5) et (3.6) est de 24 %, alors qu’il est de 10 % dans le
tableau 5. Par ailleurs, la moyenne de ces écarts en pourcentage s’éleve
a 0,09 (£ 9,94} dans le tableau 4, alors qu’elle est de -0,16 (£ 2,006)

dans le tableau 5. Ces observations nous permettent de conclure que la
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formule de Rao ne convient pas tres bien pour N < 10. Sa précision
augmentera cependant a mesure que N s’agrandira en raison de ses
propriétés asymptotiques. De plus, a l’aide de la formule de Rao, les
probabilités conjointes sont faciles a calculer, alors que les calculs
2N = 3 doivent étre effectuées pour chaque probabilité conjointe a 1’aide
de la formule (3.5).

Tableau 5
Probabilité conjointe de chaque paire d’unités (Connor)
UNITE 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
J
1 - 0,00190* 0,00248 0,00348 0,00440 0,00483 0,00483 0,00793 0,00907 0,01107
0,00185** (0,00233 0,00359 0,00438 0,00492 0,00492 0,00781 0,00908 0,01110
-2,63 -6,05 3,16 -0,45 1,86 1,86 -1,51 0,11 0,27
2 0,00419 0,00590 0,00683 0,00793 0,00793 0,01279 0,01469 0,01783
0,00379 0,00583 ©0,00711 0,00798 0,00798 0,01259 0,01475 0,01803
-9,55 -1,19 4,10 0,63 0,63 -0,78 0,41 1,12
3 0,00733 0,00893 0,01002 0,01002 0,01545 0,01879 0,02279
0,00736 0,00897 0,01008 0,01008 0,01602 0,01862 0,02278
0,41 0,45 0,60 0,60 3,69 -0,90 0,04
4 0,01360 0,01536 0,01536 0,02460 0,02860 0,03579
0,01381 0,01552 0,01552 0,02469 0,02870 0,03512
1,54 1,04 1,04 0,37 0,35 -1,87
5 0,01895 0,01895 0,03014 0,03481 0,04338
0,01893 0,01893 0,03014 0,03503 0,04286
-0,11 -0,11 0,00 0,63 -1,20
6 0,02110 0,03381 0,03924 0,04876
0,02127 0,03387 0,03937 0,04818
0,81 0,18 0,33 -1,15
7 0,03381 0,03924 0,04876
0,03387 0,03937 0,04818
0,18 0,33 -1,19
8 0,06271 0,07876
0,06276 0,07681
0,08 -2,48
9 0,09286
0,08929
-3,84
* ot Probabilité conjointe exacte
*xo Probabilité conjointe de Rao
KAE Ecart en pourcentage
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