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Une généralisation du paradigme de Fellegi-Holt pour la
localisation automatique des erreurs

Sander Scholtus!

Résumé

La vérification automatique consiste en I’utilisation d’un ordinateur pour déceler et corriger sans intervention
humaine les valeurs erronées dans un ensemble de données. La plupart des méthodes de vérification automatique
actuellement employées aux fins de la statistique officielle sont fondées sur les travaux fondamentaux de Fellegi
et Holt (1976). La mise en application de cette méthode dans la pratique révéle des différences systématiques
entre les données vérifiées manuellement et celles qui sont vérifiées de facon automatisée, car I’humain est en
mesure d’effectuer des opérations de vérification complexes. L’auteur du présent article propose une
généralisation du paradigme de Fellegi-Holt qui permet d’intégrer de facon naturelle une grande catégorie
d’opérations de vérification. 1l présente aussi un algorithme qui résout le probléeme généralisé de localisation des
erreurs qui en découle. 1l est a espérer que cette généralisation puisse améliorer la pertinence des vérifications
automatiques dans la pratique et ainsi accroitre I’efficience des processus de vérification des données. Certains
des premiers résultats obtenus a I’aide de données synthétiques sont prometteurs a cet égard.

Mots-clés : Veérification automatique; opérations de vérification; maximum de vraisemblance; données numériques;
vérifications linéaires.

1 Introduction

Les données recueillies aux fins de la production de statistiques contiennent inévitablement des erreurs.
Il est donc nécessaire de mettre en place un processus de vérification des données pour déceler et corriger
ces erreurs, au moins dans la mesure ou elles ont un effet appréciable sur la qualité des produits statistiques
(Granquist et Kovar 1997). Traditionnellement, la vérification des données se faisait manuellement,
idéalement par des vérificateurs spécialisés ayant une connaissance approfondie du sujet. Pour améliorer
I’efficience, la rapidité et la reproductibilité de la vérification, beaucoup d’instituts de statistique ont tenté
d’automatiser certains segments du processus (Pannekoek, Scholtus et van der Loo 2013). Il en a résulté des
méthodes de correction déductive des erreurs systématiques et des algorithmes de localisation des erreurs
pour les erreurs aléatoires (de Waal, Pannekoek et Scholtus 2011, chapitre 1). Le présent article est axé sur
la vérification automatique des erreurs aléatoires.

Les méthodes pour I’exécution de cette tdche comprennent généralement un ajustement minimal de
chaque enregistrement de données en fonction de certains critéres d’optimisation, afin d’en assurer la
cohérence avec un ensemble déterminé de contraintes que I’on appelle régles de vérification, ou simplement
contréles. Selon I’efficacité des critéres d’optimisation et la puissance des controles, la vérification
automatique peut remplacer en partie la vérification manuelle traditionnelle. Dans les faits, la vérification
automatique est presque toujours jumelée a une forme quelconque de vérification sélective, ce qui signifie
que les erreurs ayant les répercussions les plus importantes sont traitées manuellement (Hidiroglou et
Berthelot 1986; Granquist 1995, 1997; Granquist et Kovar 1997; Lawrence et McKenzie 2000; Hedlin 2003;
de Waal et coll. 2011).

1. Sander Scholtus, Statistics Netherlands, Department of Process Development and Methodology, P.O. Box 24500, 2490 HA, La Haye, Pays-Bas.
Courriel : sshs@chs.nl.
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La plupart des méthodes de vérification automatique actuellement utilisées pour la statistique officielle
sont fondées sur le paradigme de Fellegi et Holt (1976) : pour chaque enregistrement, on trouve le plus petit
sous-ensemble de variables erronées qui peuvent étre imputées de sorte que I’enregistrement satisfasse aux
contrbles. On peut obtenir une légere généralisation en attribuant ce qu’on appelle poids de confiance aux
variables et en minimisant le poids total des variables imputées. Une fois résolu ce probléme de localisation
des erreurs, il faut trouver séparément de nouvelles valeurs qui conviennent pour les variables identifiées
comme étant erronées. C’est ce qu’on appelle le probleme d’imputation cohérente; voir a ce sujet de Waal
et coll. (2011) et les ouvrages cités en référence. Le présent article est axé sur le probleme de localisation
des erreurs.

A Statistics Netherlands, la localisation des erreurs a I’aide du paradigme de Fellegi-Holt fait partie du
processus de vérification des données relatives aux statistiques structurelles sur les entreprises (SSE) depuis
plus de dix ans. Dans le cadre d’études d’évaluation, ou les mémes données sur les SSE ont été vérifiées a
la fois automatiquement et manuellement, on a constaté un certain nombre de différences systématiques
entre les deux processus. Bon nombre de ces différences pouvaient s’expliquer par le fait que les
vérificateurs humains ont apporté certains types de correction qui ne sont pas optimaux selon le paradigme
de Fellegi-Holt. Par exemple, les vérificateurs ont parfois interverti les valeurs de dépenses et de revenus
associés ou transféré une partie des unités déclarées d’une variable a I’autre.

En pratique, le résultat de la vérification manuelle est généralement considéré comme étant la « norme
de référence » pour évaluer la qualité de la vérification automatique. Une évaluation critique de cette
hypothése dépasse le cadre du présent article; toutefois, le lecteur intéressé pourra consulter EDIMBUS
(2007, pages 34-35). On souligne simplement ici qu’en améliorant la capacité des méthodes de vérification
automatique a reproduire les résultats de la vérification manuelle, on accroit leur utilité dans la pratique. Par
ricochet, cela signifie que I’on peut accroitre la part de la vérification automatique pour améliorer
I’efficience du processus de vérification des données (Pannekoek et coll. 2013).

Dans une certaine mesure, les différences systématiques entre la vérification automatique et la
vérification manuelle pourraient étre éliminées par I’application judicieuse de poids de confiance. En régle
générale, toutefois, les effets d’une modification des poids de confiance sur les résultats de la vérification
automatique sont difficiles a prévoir. En outre, si les vérificateurs apportent un certain nombre de corrections
différentes et complexes, il pourrait étre impossible de toutes les modéliser sous le paradigme de Fellegi-
Holt a I’aide d’un seul ensemble de poids de confiance. Une autre solution consiste a essayer de déceler les
erreurs pour lesquelles on sait que le paradigme de Fellegi-Holt donne un résultat insatisfaisant des les
premiéres étapes du processus de vérification des données, c’est-a-dire durant la correction déductive des
erreurs systématiques a I’aide de régles de correction automatique (de Waal et coll. 2011; Scholtus 2011).
Cette méthode comporte toutefois des limites pratiques; elle peut notamment exiger un grand nombre de
regles du type « si-alors », qui peuvent se révéler difficiles & concevoir et a tenir & jour au fil du temps
(Chen, Thibaudeau et Winkler 2003). En outre, il n’est pas nécessairement aisé de trouver des régles de
correction appropriées pour toutes les erreurs qui ne peuvent pas étre traitées en vertu du paradigme de
Fellegi-Holt.

Dans le présent article, on propose une autre approche : une nouvelle définition du probleme de
localisation des erreurs qui tient compte de la possibilité qu’une erreur puisse toucher plus d’une variable &
la fois. On montre que ce probleme contient la localisation des erreurs en vertu du paradigme original de
Fellegi-Holt comme un cas particulier. Le présent article porte principalement sur les données numériques
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et les regles de vérification linéaires; un élargissement possible aux données catégoriques et mixtes est
présenté brievement a la section 8.

Le reste de I’article se présente comme suit. La section 2 passe brievement en revue les travaux antérieurs
pertinents dans le domaine. A la section 3, on présente et on illustre le concept des opérations de vérification.
Le nouveau probléme de localisation des erreurs est formulé en termes de ces opérations a la section 4. La
section 5 énonce une généralisation d’une méthode existante pour trouver des solutions au probléme de
localisation des erreurs fondé sur le paradigme de Fellegi-Holt, et le résultat est utilisé a la section 6 pour
construire un algorithme possible pour la résolution du nouveau probléme. Une étude par simulations de
petite envergure est présentée a la section 7. Enfin, a la section 8, on énonce certaines conclusions et on
formule des questions pour approfondir la recherche.

2 Contexte et travaux connexes

Soit x:(xl,...,xp)’eR” un enregistrement de p variables numériques. Supposons que cet
enregistrement doive satisfaire & K régles de vérification, se présentant sous la forme du systéme
d’(in)égalités linéaires suivant :

Ax+b0O0, (2.1)

ou A= (arj) est une matrice k x p de coefficients et b = (b,,...,b, )’ est un vecteur de constantes. Ici
comme ailleurs, 0 représente un vecteur de zéros de longueur appropriée; de méme, o représente un
vecteur symbolique d’opérateurs de I’ensemble {>,<,=}.

Pour un enregistrement donné X qui ne satisfait pas a toutes les régles de vérification énoncées en (2.1),
le probléme de localisation des erreurs fondée sur le paradigme de Fellegi-Holt consiste a trouver la valeur
minimale de

p
ijgj, (2.2)
i1

ou W; > O est le poids de confiance de la variable X; et 5j €{0,1}, & condition qu’on puisse assurer la
cohérence de I’enregistrement original avec les regles de vérification en imputant uniquement les variables
X; pour lesquelles &; =1 (de Waal et coll. 2011, page 66).

Fellegi et Holt (1976) ont aussi proposé une méthode de résolution du probléme de localisation des
erreurs ci-dessus fondée sur la production d’un ensemble suffisant de vérifications implicites (voir ci-
dessous). Malheureusement, cette méthode exige souvent un trés grand nombre de vérifications implicites.
Au cours des dernieres décennies, divers algorithmes spécialisés ont été élaborés pour le probléme de
localisation des erreurs, notamment par Schaffer (1987), Garfinkel, Kunnathur et Liepins (1988), Kovar et
Whitridge (1990), Ragsdale et McKeown (1996), de Waal (2003), de Waal et Quere (2003), Riera-Ledesma
et Salazar-Gonzalez (2003, 2007), Bruni (2004), ainsi que de Jonge et van der Loo (2014). Les premiers
algorithmes visaient principalement a renforcer la méthode originale de Fellegi et Holt (1976) en réduisant
le nombre de vérifications implicites requises. Les algorithmes plus récents reposent sur le fait que le

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue
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probleme de localisation des erreurs peut étre rédigé sous forme de probléme de programmation mixte en
nombres entiers, ce qui permet I’application de techniques d’optimisation normalisées. VVoir aussi de Waal
et Coutinho (2005) ou de Waal et coll. (2011) pour une vue d’ensemble et une comparaison des divers
algorithmes de localisation des erreurs.

Les vérifications implicites sont des contraintes qui découlent logiquement des regles de Vérification
originales (2.1). Dans le contexte qui nous occupe (données numériques, vérifications linéaires), toutes les
vérifications implicites pertinentes peuvent étre générées par une technique appelée élimination de Fourier-
Motzkin (élimination FM; voir Williams 1986). L’élimination FM transforme un systeme de contraintes
linéaires & p variables en un systéme de contraintes linéaires implicites a au plus p —1 variables; ainsi, au
moins une des variables originales est éliminée. Pour les détails mathématiques, consultez I’annexe.

L’élimination FM est assortie de la propriété fondamentale suivante: le systeme de contraintes
implicites est satisfait par les valeurs des variables non éliminées si et seulement s’il existe une valeur pour
la variable éliminée qui, prise avec les autres valeurs, satisfait au systéme original de contraintes. Dans la
localisation des erreurs en vertu du paradigme de Fellegi-Holt, on peut, en appliquant a répétition cette
propriété fondamentale, vérifier si une combinaison particuliére de variables peut étre imputée pour obtenir
un enregistrement cohérent, compte tenu des valeurs originales des autres variables. L’algorithme de
localisation des erreurs de de Waal et Quere (2003) illustre bien cette utilisation de I’élimination FM.

Pour conclure cette section, il est intéressant d’examiner brievement I’interprétation statistique du
probleme de localisation des erreurs. En fait, Fellegi et Holt (1976) n’ont fourni aucun argument statistique
formel pour expliquer leur paradigme de localisation automatique des erreurs. Leur raisonnement était plutot
intuitif :

« Les données de chaque enregistrement doivent étre corrigées afin de satisfaire a toutes les
regles de vérification en changeant le moins d’éléments de données (champs) possible. Nous
sommes d’avis que cette méthode respecte I’idée de garder telles quelles le plus grand nombre
possible des données originales, compte tenu des contraintes des regles de vérification, et donc
de modifier le moins de données possible. Parallélement, si les erreurs sont relativement rares,
il semble plus probable que I’on puisse identifier les champs réellement erronés. » (Fellegi et
Holt 1976, page 18). [Traduction]

Liepins (1980) ainsi que Liepins, Garfinkel et Kunnathur (1982), en se fondant sur les résultats antérieurs
de Naus, Johnson et Montalvo (1972), ont formulé un argument statistique pour minimiser le nombre
pondéré de variables imputées. Supposons que les erreurs se produisent selon un processus stochastique,
chaque variable X; étant erronée selon une probabilité P; qui ne dépend pas de sa valeur réelle et les
erreurs étant indépendantes d’une variable a I’autre. Supposons en outre que les poids de confiance sont
définis comme suit :

w, = - log (li] 2.3)

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue
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On peut alors montrer que la minimisation de I’expression (2.2) correspond approximativement a la
maximisation de la vraisemblance de I’enregistrement exempt d’erreur non observé. Soulignons que ces
auteurs supposent tacitement qu’une erreur affecte toujours une seule variable a la fois.

D’autres méthodes de localisation des erreurs reposant plus directement sur des modéles statistiques ont
été proposées, notamment par Little et Smith (1987) et par Ghosh-Dastidar et Schafer (2006). Ces méthodes
ont recours a des techniques de détection des valeurs aberrantes et exigent un modele explicite pour les
données réelles. Malheureusement, elles ne peuvent pas tenir compte de facon directe des régles de
vérification comme celle qui est illustrée en (2.1).

3 Opérations de vérification

Poursuivons la notation de la section 2 en définissant une opération de vérification g comme une
fonction affine de forme générale

g(x)=Tx+Sa+c, (3.1)

ol T et S sont des matrices de coefficients connues de dimensions PXP et PXM, respectivement,
a=(a,...,a,)" estun vecteur de parametres libres qui peuvent se produire dans g, et ¢ estun vecteur
de p constantes connues. Dans le cas particulier ou g ne comprend aucun parametre libre (m =0), le
second terme de I’équation (3.1) disparait. 1l est parfois utile d’imposer une ou plusieurs contraintes linéaires
aux parameétres libres de -

Ra+d©0, (3.2)

ol R est une matrice connue et d, un vecteur de constantes connu. (Remarque : La notation matricielle-
vectorielle est utilisée tout au long de I’article parce qu’elle permet de décrire avec concision les résultats;
le recours a des matrices pour représenter les régles et les opérations de vérification ne constitue toutefois
probablement pas le meilleur moyen de traiter ces résultats par ordinateur.)

Comme premier exemple, prenons I’opération qui remplace I’une des valeurs originales de X par une
nouvelle valeur arbitraire (imputation), que nous appellerons opération FH, vu son role central dans la
vérification automatique fondée sur le paradigme de Fellegi-Holt. Soit 1 la matrice identité PxpP et e, le
i° vecteur de base canonique de R". L’opération FH qui impute la variable X; est donnée par (3.1) ou
T=I-e;e;, S=e; et ¢=0. On obtient: g(x)=x+e;(@—X;)=(X....X; 1, & Xj.1,.., X, )" OU
a € R, un parametre libre représentant la valeur imputée. Soulignons que pour un enregistrement de p
variables, on peut définir p opérations FH distinctes.

Pour mieux illustrer le concept d’opération de vérification, d’autres exemples sont présentés ci-dessous.
Pour faciliter la notation, ces exemples sont limités au cas ou p = 3.

e Opération de Vvérification qui change le signe d’une des variables :

X, -1 0 0)(x 0 —X;
gl % |[=] 0 1 0||x,|+]|0]|=]| X,
Xy 0 0 1)(x, 0 Xq
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e Opération de vérification qui intervertit les valeurs de deux éléments adjacents :
X, 0 1 0Y\x 0 X,
gl(X ||=]1 0 Ol x,|+|0]|=]| X
Xg 0 0 1){x, 0 X,

e Opération de vérification qui transfére un nombre d’unités d’un élément a un autre, ou le
nombre d’unités transférées peut équivaloir & au plus K unités dans un sens ou dans
I’autre :

X, 1 0 0)x 1 0 X +a
gl X [|=|10 1 0| X, |+| Ola+|0|=| X, |,
Xq 0 0 1)\x -1 0 X, —
ol la contrainte suivante s’applique : —~K <a <K.
e Opération de Vérification qui impute deux variables simultanément selon un ratio fixe :

X, 0 0 0)\(x 10 0 o,
(24
gx2=000x2+01(1j+0=a2,
a
X, 00 1lx,) o 0)"* (o) (x

ou la contrainte suivante s’applique : @ = («,,«,)’ satisfait 10e;, — &, = 0.

Intuitivement, une opération de vérification est censée « renverser les effets » d’un type particulier
d’erreur qui aurait pu se produire dans les données observées, c’est-a-dire que si I’erreur associée a
I’opération de Vérification g s’est réellement produite dans I’enregistrement X observé, alors g(x)
correspond & I’enregistrement que I’on aurait observé si cette erreur ne s’était pas produite. De fagon un peu
plus formelle, on présume ici que les erreurs qui surviennent dans les données peuvent étre modélisées par
un « processus de génération d’erreurs » stochastique &, et que chaque opération de vérification joue le
role de « correcteur » d’une erreur particuliére qui peut se produire dans &€ (voir la remarque n° 4 a la
section suivante).

Si I’opération de vérification g contient des parametres libres, I’enregistrement g (x) pourrait ne pas
étre déterminé de fagon unique méme lorsque les restrictions (2.1) et (3.2) sont prises en compte. Dans ce
cas, il faut « imputer » des valeurs pour les paramétres libres de I’opération de vérification, ce qui signifie
que certaines des variables de X sont imputées au moyen de la transformation affine donnée par (3.1).
Comme pour la vérification traditionnelle reposant sur le paradigme de Fellegi-Holt, la recherche des
« imputations » appropriées pour les paramétres libres n’est pas considérée ici comme faisant partie du
probléme de localisation des erreurs. En revanche, si g ne contient aucun parametre libre, les valeurs
imputées dans g (x) découlent directement de I’opération de vérification elle-méme et la distinction entre
la localisation des erreurs et I’imputation devient floue.

Pour n’importe quelle application particuliére, seul un petit sous-ensemble d’opérations de Vérification
possibles de la forme donnée en (3.1) pourrait étre interprété de facon considérablement significative, au
sens ou I’on sait que les types d’erreur associés peuvent se produire. Dans ce qui suit, on présume qu’un
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ensemble fini d’opérations de vérification spécifiques de la forme donnée en (3.1) a été déterminé comme
étant pertinent pour une application particuliére. Cet ensemble correspond aux opérations de vérification
autorisées pour cette application. Des suggestions sur la fagon de batir cet ensemble sont présentées a la
section 8.

4 Un probléme généralisé de localisation des erreurs

Soit G un ensemble fini d’opérations de vérification autorisées pour une application donnée de
vérification automatique. De facon informelle, il est proposeé ici de généraliser le probléme de localisation
des erreurs de Fellegi et Holt (1976) en remplagant I’énoncé « le plus petit sous-ensemble de variables qui
peuvent étre imputées pour assurer la cohérence de I’enregistrement » par « la plus courte ségquence
d’opérations de vérification autorisées qui peut étre appliquée pour assurer la cohérence de
I’enregistrement ». Pour donner une définition formelle de ce probleme généralisé de localisation des
erreurs, il faut introduire de nouveaux éléments de notation et quelques concepts.

Supposons une séquence de points x = x,,x,,...,x, = y appartenanta R”. Un cheminallantde X a y
s’entend d’une séquence d’opérations de vérification distinctes g,,...,9, € G de sorte que x, = g, (x,,)
pour tout ne{l,...,t}. (Remarque: Si g, contient des parametres libres, il faut interpréter cette égalité
comme «il existe des valeurs des paramétres réalisables faisant en sorte que g, établisse une
correspondance entre x, , et x, ».) Un chemin est designé par P =[g,,...,9,]. L’ensemble de tous les
chemins possibles allant de X & y est désigné par P(x,y). Cet ensemble peut étre vide. Plus loin, on
utilise P (x;G) pour désigner, pour un sous-ensemble donné G < G, I’ensemble de tous les chemins
partant de X et correspondant aux opérations de vérification de G dans un certain ordre (sans spécifier les
paramétres libres); si G contient t éléments, P (x;G) contient t! chemins.

Pour chaque opération de vérification g € G, on peut associer un poids W, > O représentant le codt de
I’application de I’opération de vérification g. Plus particulierement, le poids d’une opération FH doit étre
égal au poids de confiance de la variable qu’elle impute. La longueur d’un chemin P =[g,,..., g,] peutdonc
étre définie comme la somme des poids des opérations de verification qui la constitue : ¢(P) = Ztn:lwgn :
ou, par convention, le chemin vide a une longueur de zéro. La distance de X a y s’entend de la longueur
du chemin le plus court reliant X a y -

d(x,y) = {zin{g(P)l PeP(xy) siP(xy) =2,

sinon.

En régle générale, d(x,y) satisfait aux axiomes types d’un espace métrique, sauf qu’elle ne doit pas
nécessairement étre symétrique pour X et Y, il s’agit plutdt de ce qu’on appelle un espace quasimétrique
(Scholtus 2014). En conséquence, d (x,y) représente « la distance de X a y » plutdt que « la distance
entre X et y ».

La distance de X & n’importe quel sous-ensemble fermé non vide D < R” s’entend de la distance
jusqu’au plus proche ye D:d(x,D)=min{d(x,y)|y € D}. Aux fins de la localisation des erreurs, le
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sous-ensemble fermé non vide de R” présentant un intérét particulier est I’ensemble D, de tous les points
qui satisfont a (2.1).

On peut maintenant formuler le probléme généralisé de localisation des erreurs.

Probléme. Supposons un ensemble donné d’enregistrements cohérents D,, un ensemble donné
d’opérations de vérification autorisées G et un enregistrement donné x. Si d (x, D, ) = o, alors le probléme
de localisation des erreurs pour X est irréalisable. Sinon, n’importe quel chemin le plus court menant a un
enregistrement y e D, de sorte que d(x,y) <o correspond a une solution réalisable au probleme de
localisation des erreurs pour x. Une solution réalisable est dite optimale si elle produit un enregistrement
x" e D, faisant en sorte que

d (x,x*) =d(x,D,). 4.2)

Le probleme généralisé de la localisation des erreurs consiste donc officiellement a trouver un chemin
optimal d’opérations de vérification.

Remarque n° 1. En régle générale, il peut y avoir un trés grand nombre d’enregistrements X dans D, qui
satisfont a (4.1) et qui peuvent étre atteints par le méme chemin d’opérations de vérification. Pour résoudre
le probléme de localisation des erreurs, il suffit de trouver un chemin optimal. La construction d’un
enregistrement associé x” e D, peut donc étre considérée comme une généralisation du probléme
d’imputation cohérente (voir la discussion sur I’imputation a la fin de la section 3).

Remarque n° 2. Le probléme de localisation des erreurs ci-dessus est irréalisable pour les enregistrements
qui ne peuvent étre mis en correspondance dans D, par aucune combinaison d’opérations de vérification
distinctes de G. Pour éviter cette situation, il faut définir un ensemble G suffisamment vaste pour que
d (x,D,) < « pourtout x € R”. Dans ce qui suit, on présume tacitement que G a cette propriété. Un moyen
simple d’y arriver, mais pas nécessairement le seul, est de s’assurer que G contient au moins toutes les
opérations FH. Cela est suffisant parce que deux points quelconques de R” peuvent toujours étre reliés par
un chemin qui concaténe les opérations FH associées aux coordonnées qui les différencient.

Remarque n° 3. Il n’est pas difficile de voir que le probléme de localisation des erreurs ci-dessus réduit le
probléeme original de Fellegi et Holt (1976) au cas particulier o G contient seulement les opérations FH.

Remarque n° 4. Comme pour le probleme de localisation des erreurs original fondé sur le paradigme de
Fellegi-Holt, on peut montrer que, en vertu de certaines hypothéses, la minimisation de d (x,y) pour tout
y € D, pour un enregistrement observe donne X équivaut approximativement a la maximisation de la
vraisemblance de I’enregistrement exempt d’erreur non observé associé. L’argument est sensiblement le
méme que celui de Kruskal (1983, pages 38-39) pour la distance dite de Levenshtein dans le contexte de
I’appariement approximatif de chaines. Pour cela, il faut d’abord que toutes les vérifications (2.1) soient des
vérifications avec rejet, c’est-a-dire des vérifications auxquelles seules les valeurs erronées échouent. De
plus, il faut présumer que le « processus de génération d’erreurs » stochastique £ dont il est question a la
section 3 a les propriétés suivantes :

o |l existe une correspondance biunivoque entre I’ensemble des erreurs qui peuvent se produire en
vertu de &£ et I’ensemble des opérations de vérification autorisées G qui corrigent les erreurs.

e Leserreurs dans & se produisent de facon indépendante les unes des autres.

e L’erreur correspondant a I’opération g se produit selon une probabilité connue Py,
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Enfin, comme pour (2.3), les poids W, doivent étre choisis comme suit :

w, = —Iog[1 Py j 4.2)

~ My

En vertu de ces hypotheses, Scholtus (2014) a adapté I’argument de Kruskal (1983) pour montrer que la
solution optimale au probléme de localisation des erreurs (4.1) peut étre justifiée comme un estimateur
approximatif du maximum de vraisemblance. [Remarque : Le calcul présenté par Scholtus (2014) suppose
en outre que [y <1 pour toutes les valeurs, auquel cas W, ~—log Py- Cette hypothese n’est pas
nécessaire; voir Liepins (1980).]

5 Vérifications implicites pour les opérations de vérification générales

Dans la présente section, on dérive un résultat qui détermine si un chemin donné d’opérations de
vérification de la forme (3.1) peut étre utilisé pour assurer la cohérence d’un enregistrement particulier avec
un systeme de regles de vérification donné (c’est-a-dire s’il correspond a une solution réalisable au probléme
de localisation des erreurs). Pour obtenir ce résultat, on fait appel a la technique d’élimination FM présentée
a la section 2.

Soit X un enregistrement donné et y, un enregistrement quelconque obtenu en appliquant
séquentiellement les opérations de verification g,,...,g, a x:

Ye=0, 00000 (x). (5.1)
Ecrivons g, (x)=T,x+8S,0, +¢,, pour ne{l,...tl. De I’équation (5.1) ci-dessus, il découle par
induction que :
y, =Tx+Sa +c¢;,
y, =TTx+S,a,+c¢,+T, (S0, +c,),
et, en genéral,
y, =T, Tx+S,a, +c¢, + Zt: T, T, (S,.0,,+¢,,), (5.2)
h2

ol la somme pour tous les n est nulle lorsque t=1. En outre, tous les termes comprenant S a,
disparaissent lorsque g, ne contient aucun paramétre libre.

Le chemin des opérations de veérification P =[g,,...,g,] peut étre appliqué & X pour obtenir un
enregistrement cohérent avec les régles de vérification énoncées en (2.1) si et seulement s’il existe une
valeur y, de la forme (5.2) qui satisfait Ay, + b © 0 et toutes les restrictions supplémentaires pertinentes
de la forme (3.2) s’appliquant a a,, ..., a,. A I’aide de (5.2), on peut écrire Ay, +b© 0 comme suit :

t
(AT, - T))x + (AS)a, + > (AT~ TS, )a,, +b OO0, (5.3)

n=2

N t N
ol b, =b+Ac, +) AT, T, correspond & un vecteur de constantes.
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Fait intéressant, (5.3) et les restrictions supplémentaires possibles de la forme (3.2) constituent un
systéme linéaire de la forme (2.1) appliqué & I’enregistrement élargi (x',a.,...,a;) . En conséquence,
I’élimination FM peut servir a retirer tous les paramétres libres du systéme; on obtient alors un systéme de
contraintes implicites pour x. De plus, I’application répétée de cette propriété fondamentale de I’élimination
FM établit que X satisfait au systéme de régles de vérification implicites si et seulement s’il existe des
valeurs pour les paramétres a,,...,a, qui, avec x, satisfont (5.3) et (3.2). Il s’ensuit que le chemin des
opérations de vérification P =[g,,...,g,] peut déboucher sur un enregistrement cohérent pour X si et
seulement si X satisfait le systeme de régles de vérification implicites obtenues par I’élimination de
a,,...,0, de (5.3) et, s’il y a lieu, les restrictions supplémentaires de la forme (3.2).

Exemple. Supposons les régles de vérification suivantes dans x, et x, :

X, >0, (5.4)
X, >0, (5.5)
X, + X, <5. (5.6)

Soit g I’opération de Vérification qui transfere un nombre d’au plus quatre unités entre x, et x,, dans
I’'une ou I"autre direction: g((x,,X,)") = (X +a,x,—a) ot -4<a<4. Pour cette opération de
vérification unique, le systeme des régles de vérification transformées (5.3) est le suivant :

X, +a =0, (5.7)
X, —a >0, (5.8)
X, + X, <5. (5.9)
On ajoute aussi les restrictions suivantes a la forme (3.2) pour « :
a>-4, (5.10)
a<d. (5.11)

On obtient cing contraintes linéaires (5.7) —(5.11) pour x,, X, et «, desquelles a peut étre retirée par
élimination FM pour obtenir :

X, > —4, (5.12)
X, > -4, (5.13)
X, +X, 20, (5.14)
X, + X, <5. (5.15)

En théorie, tout enregistrement (x,, x,)’ qui satisfait (5.12) —(5.15) peut étre rendu cohérent avec les
régles de vérification originales (5.4) —(5.6) en transférant un certain nombre d’unités <4 <a <4 entre x,
et x,. L’enregistrement (x,,x,)’=(-2,3)" donné en exemple n’est pas cohérent avec les regles de
vérification originales (5.4)—(5.6), mais satisfait (5.12)—(5.15). Cela signifie qu’on peut rendre
I’enregistrement cohérent avec les regles de vérification originales en appliquant g. On peut facilement
constater que cette affirmation est vraie; n’importe quelle valeur 2 < a <3 fera I’affaire.

Il est intéressant de souligner que, dans le cas particulier ou P correspond a I’opération FH unique qui
impute X;, on obtient le systéme transformé de régles de vérification (5.3) en remplagant chaque occurrence
de X; des regles de vérification originales par un parametre non restreint . L’élimination de o de (5.3)
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équivaut dans ce cas a I’élimination directe de X; des regles de vérification originales. En ce sens, le résultat
ci-dessus généralise la propriété fondamentale de I’élimination FM pour les opérations FH a toutes les
opérations de vérification de la forme (3.1).

En général, I’ensemble d’enregistrements défini par I’expression (5.2) dépend de I’ordre d’exécution des
opérations de vérification. Ainsi, deux chemins composés du méme ensemble d’opérations de vérification
exécutées dans un ordre différent ne donnent pas nécessairement la méme solution au probleme de
localisation des erreurs. A cet égard, les opérations de vérification générales différent des opérations FH
(Scholtus 2014).

6 Algorithme de localisation des erreurs

La section qui suit propose un algorithme relativement simple pour résoudre le probléme de localisation
des erreurs de la section 4 a I’aide du résultat théorigue obtenu a la section 5.

Etape 0. Soit X un enregistrement donné et G un ensemble donné d’opérations de vérification
autorisées. Initialiser : £:=, B, :={}; W = w; et t:=1.

Etape 1. Déterminer tous les sous-ensembles GG de cardinalité t qui satisfont aux conditions
suivantes :

1. Chaque sous-ensemble de t — 1 éléments de G appartienta 3,_;.
2. Il est vérifié que aee Wy SW.
Etape2.  Pourchaque G obtenu aI’étape 1, construire P (x;G) et, pour chague chemin P € P(x;G),
déterminer s’il est possible d’obtenir un enregistrement cohérent. Dans I’affirmative :
e si /(P)<W, définir L:={P} et W:=¢(P);
e si ((P)=W, définir L:=LU{P}.

Si aucun des chemins P € P(x;G) ne permet d’obtenir un enregistrement cohérent, ajouter
G ahB.

Etape3.  Sit<R et B =, définir t:= t + 1 et revenir & I’étape 1.

Figure 6.1 Algorithme pour trouver tous les chemins optimaux des opérations de vérification relatives au
probléme (4.1).

Dans le cadre des applications pratiques de localisation des erreurs aux fins de la statistique officielle, il
arrive souvent que les enregistrements contiennent plus de 100 variables. Pour formuler un probleme dont
les calculs sont réalisables, les applications actuelles de vérification automatique fondée sur le paradigme
de Fellegi-Holt définissent généralement une borne supérieure M au nombre de variables qui peuvent étre
imputées dans un méme enregistrement (par exemple M =12 ou M =15). de Waal et Coutinho (2005)
soutiennent que I’introduction d’une telle borne supérieure est raisonnable parce qu’un enregistrement qui
exige plus de quinze imputations, par exemple, ne devrait pas étre considéré admissible a la vérification
automatique de toute maniére. Selon cette convention, on peut aussi fixer une borne supérieure R au nombre
d’opérations de vérification distinctes qui peuvent étre appliquées a un méme enregistrement. Méme en
appliquant cette restriction supplémentaire, I’espace de recherche des solutions possibles a (4.1) est
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généralement trop vaste dans la pratique pour trouver une solution optimale au moyen d’une recherche
exhaustive.

La figure 6.1 présente un résumé de I’algorithme de localisation des erreurs proposé. La formulation de
base est inspirée de I’algorithme apriori établi par Agrawal et Srikant (1994) pour I’exploration de données.
L’exécution de I’algorithme donne un ensemble £ contenant tous les chemins d’opérations de vérification
autorisées qui correspondent & une solution optimale a (4.1), ainsi que la longueur du chemin optimal W.
[Remarque : Un probléme de localisation des erreurs peut avoir plusieurs solutions optimales, et il peut étre
utile de les trouver toutes (Giles 1988; de Waal et coll. 2011, pages 66-67).]

Apreés la définition initiale a I’étape 0, I’algorithme passe par les étapes 1, 2 et 3 au plus R fois. A
I’étape 1 de I’algorithme, I’espace de recherche est limité par ce qui suit : si G comprend un sous-ensemble
approprié H =G pour lequel P (x;H) contient un chemin menant & un enregistrement cohérent, alors
P (x;G) ne peut contenir que des solutions sous-optimales. Ainsi, tout ensemble G contenant un tel sous-
ensemble peut é&tre ignoré par I’algorithme. De méme, G peut aussi étre ignoré lorsque le poids total des
opérations de vérification contenues dans G est supérieur a la longueur du chemin de la meilleure solution
réalisable déja trouvée.

Durant la t° itération, le nombre de sous-ensembles G obtenus a I’étape 1 de I’algorithme est égal &
(’;‘) Pour chacun de ces sous-ensembles, les conditions de I’étape 1 doivent étre vérifiées. Si un sous-
ensemble de G réussit les vérifications, a I’étape 2 tous les chemins t! de 7 (x;G) sont évalués selon la
théorie exposée a la section 5. L algorithme apriori repose sur le principe suivant : a mesure que t augmente,
la majorité des sous-ensembles échouent aux vérifications de la premiére étape, de sorte que le nombre total
de calculs a effectuer demeure limité. Dans le contexte de I’exploration de données, ce comportement
souhaitable a effectivement été observé dans les faits. La question de savoir s’il se produit aussi dans le
contexte de la localisation des erreurs reste & déterminer.

Il est possible d’améliorer I’algorithme si I’on observe que I’ordre dans lequel les opérations de
vérification sont exécutées n’a pas toujours d’importance. Il arrive que deux chemins de P (x;G) soient
équivalents, c’est-a-dire qu’un enregistrement qu’on peut atteindre a partir de X en empruntant le premier
chemin peut aussi étre atteint par le second chemin, et vice versa. Cette propriété définit une relation
d’équivalence dans P(x;G). Soit P (x;G) un ensemble contenant un représentant de chaque catégorie
d’équivalence de P (x;G) en vertu de cette relation. Il est clair que I’algorithme de la figure 6.1 demeure
correct si a I’étape 2 la recherche est limitée & P (x;G) plutdt qu’a P(x;G). Scholtus (2014) présente une
méthode simple pour construire P (x;G) a partir de P(x;G).

Un exemple détaillé illustrant I’algorithme ci-dessus est présenté dans Scholtus (2014).

7 Etude par simulations

Pour mettre a I’essai I’utilité potentielle de la nouvelle méthode de localisation des erreurs, on a mené
une étude par simulations de petite envergure dans I’environnement R pour calcul statistique
(R Development Core Team 2015). Une mise en ceuvre prototype de I’algorithme de la figure 6.1 a été créée
dans R. Dans le cadre de cet exercice, on a largement utilisé la fonctionnalité de vérification automatique
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fondée sur le paradigme de Fellegi-Holt du progiciel editrules (van der Loo et de Jonge 2012; de Jonge
et van der Loo 2014). Le programme n’était pas optimisé pour assurer I’efficacité du calcul, mais il s’est
révélé suffisamment rapide pour les problémes de localisation des erreurs d’envergure relativement petite
de I’étude par simulations. (Remarque : L’auteur peut fournir le code R utilisé sur demande.)

L’étude par simulations a été réalisée a I’aide d’enregistrements contenant cing variables numériques
qui devaient satisfaire les neuf regles de vérification linéaires suivantes :

X, +X, =X,
Xz — X, =X,
X, 20, j€{1,2,3,4},
X, =X,
Xs =-0,1x;,
X <0,5X,.

On trouve généralement ce genre de regles de vérification pour les SSE, dans le cadre d’un ensemble de
régles de vérification beaucoup plus vaste (Scholtus 2014).

Un ensemble aléatoire de données exempt d’erreurs contenant 2 000 enregistrements a été bati a partir
d’une distribution normale multivariée (a I’aide du progiciel mvtnorm) selon les paramétres suivants :

500 10000 -1250 8750 7500 1250
250 -1250 5000 3750 4000 -250
p=[750| et X=| 8750 3750 12500 11500 1000 /.
600 7500 4000 11500 11750 -250
150 1250 -250 1000 -250 1250

Seuls les enregistrements satisfaisant a toutes les régles de vérification susmentionnées ont été inclus dans
I’ensemble de données. Soulignons que X est une matrice singuliére de covariances comprenant les deux
regles de vérification fondées sur une égalité. Techniquement, les données obtenues suivent une distribution
normale singuliére multivariée tronquée; voir de Waal et coll. (2011, pages 318ff) ou Tempelman (2007).

Les neuf opérations de vérification autorisées retenues dans le cadre de I’étude sont présentées au
tableau 7.1. Soulignons que les cing premieres lignes correspondent aux opérations FH pour cet ensemble
de données. Comme il est précisé dans le tableau, chaque opération de vérification est associée a un type
d’erreur. Un ensemble de données synthétiques a vérifier a été créé par I’ajout aléatoire d’erreurs de ces
types a I’ensemble de données exempt d’erreur susmentionné. La probabilité de chaque type d’erreur est
indiquée dans la quatriéme colonne du tableau 7.1. Le poids « idéal » qui y est associé selon (4.2) est précisé
dans la derniére colonne.

Pour restreindre I’ampleur des calculs a effectuer, seuls les enregistrements exigeant trois opérations de
vérification ou moins ont été pris en compte. Les enregistrements ne contenant aucune erreur ont aussi été
retires. Il restait donc 1 025 enregistrements a Vvérifier, chacun contenant une, deux ou trois des erreurs
énumérées au tableau 7.1.
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Tableau 7.1

Opérations de vérification autorisées aux fins de I’étude par simulations

nom opération type d’erreur associé Py W,
FH1  imputer X, valeur erronée de X, 0,10 2,20
FH2  imputer X, valeur erronée de X, 0,08 2,44
FH3  imputer X, valeur erronée de X, 0,06 2,75
FH4  imputer X, valeur erronée de X, 0,04 3,18
FH5  imputer Xg valeur erronée de Xg 0,02 3,89
IC34 intervertir X; et X, valeurs réelles de X, et X, interverties 0,07 2,59

TF21 transférer une partie de X, @ X, partie de la valeur réelle de X, déclarée comme faisant partie de X, 0,09 2,31
CS4  changer le signe de X, erreur de signe dans X, 0,11 2,09
CS5  changer le signe de Xg erreur de signe dans Xg 0,13 1,90

Plusieurs méthodes de localisation des erreurs ont été appliquées a I’ensemble de données. On a tout
d’abord utilisé la méthode de localisation des erreurs fondée sur le paradigme de Fellegi-Holt (c’est-a-dire
a I’aide des opérations de vérification FH1-FH5 uniquement) et sur le nouveau paradigme (c’est-a-dire a
I’aide de toutes les opérations de vérification du tableau 7.1). Les deux méthodes ont été mises a I’essai une
fois a I’aide des poids « idéaux » indiqués dans le tableau 7.1 et une fois a I’aide de poids tous fixés a 1
(«aucun poids »). Ce dernier cas simule une situation ou les opérations de vérification pertinentes sont
connues, mais pas leurs fréquences respectives. Enfin, pour vérifier la robustesse de la nouvelle méthode de
localisation des erreurs en cas de manque d’information a propos des opérations de vérification pertinentes,
la méthode a aussi été appliquée en retirant I’une des opérations non-FH du tableau 7.1 de I’ensemble des
opérations de Vérification autorisées.

La qualité de la localisation des erreurs a été évaluée de deux facons. Tout d’abord, on a évalué dans
quelle mesure les chemins optimaux des opérations de vérification trouvés par I’algorithme correspondaient
a la distribution réelle des erreurs, en utilisant le tableau de contingences ci-dessous pour toutes les
1025x9=9 225 combinaisons possibles des enregistrements et des opérations de Vvérification :

Tableau 7.2
Tableau de contingences des erreurs et des opérations de vérification suggérées par I’algorithme
opération de vérification suggérée opération de vérification non suggérée
I’erreur associée s’est produite VP FN
I’erreur associée ne s’est pas produite FP VN

A partir de ce tableau, on a calculé des indicateurs mesurant la proportion de faux négatifs (FN), de faux
positifs (FP) et de I’ensemble des mauvaises décisions, respectivement :

FN 5 _FP 5 FN + FP
o=—; = =
VP +FN FP+VN VP +FN + FP +VN
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Des indicateurs similaires sont présentés dans de Waal et coll. (2011, pages 410-411). On a aussi calculé
p=1-p, ou o correspond a la fraction des enregistrements de I’ensemble de données pour lesquels
I’algorithme de localisation des erreurs a trouvé exactement la bonne solution. Un bon algorithme de
localisation des erreurs devrait donner des notes faibles pour les quatre indicateurs.

Il importe de souligner que les indicateurs de qualité ci-dessus désavantagent la méthode originale de
Fellegi-Holt, qui ne fait pas appel a toutes les opérations de vérification énumérées au tableau 7.1. On a
donc aussi calculé un deuxiéme ensemble d’indicateurs de qualité «, 7,0 et p portant sur les valeurs
erronées plutdt que sur les opérations de vérification. Dans ce cas, « mesure la proportion des valeurs de
I’ensemble de données comportant des erreurs, mais non modifiées par la solution optimale au probléme de
localisation des erreurs, et de méme pour les autres mesures.

Le tableau 7.3 présente les résultats de I’étude par simulations pour les deux ensembles d’indicateurs de
qualité. Dans les deux cas, on constate une amélioration notable de la qualité des résultats de la localisation
des erreurs de la méthode faisant appel a toutes les opérations de vérification, comparativement a la méthode
utilisant uniquement les opérations FH. En outre, le fait d’omettre une seule opération de vérification
pertinente de I’ensemble des opérations de vérification autorisées compromettait la qualité de la localisation
des erreurs. Dans certains cas, cet effet était assez important — particuliérement en ce qui concerne les
opérations de Vvérification utilisées —, mais les résultats de la nouvelle méthode de localisation des erreurs
demeurent considérablement supérieurs a ceux de la méthode de Fellegi-Holt. Contrairement aux attentes,
le fait de ne pas utiliser des poids de confiance différents a contribué a améliorer légerement la qualité des
résultats de la localisation des erreurs pour cet ensemble de données selon la méthode de Fellegi-Holt (pour
les deux ensembles d’indicateurs) et aussi, dans une certaine mesure, selon la nouvelle méthode (second
ensemble d’indicateurs seulement). Enfin, il semble que I’ utilisation de toutes les opérations de vérification

ait contribué a accroitre le temps de calcul nécessaire par rapport a I’utilisation des opérations FH
uniquement, mais pas de fagon spectaculaire.

Tableau 7.3
Qualité de la localisation des erreurs en fonction des opérations de vérification utilisées et des valeurs erronées

recensées; temps de calcul requis

indicateurs de qualité indicateurs de qualité
(opérations de vérification) (valeurs erronées)
méthode a B 5 7 a B 5 7 temps*
Fellegi-Holt (avec poids) T4% 12% 23% 80% 19% 10% 13% 32% 46
Fellegi-Holt (sans poids) 70% 12% 21% 74% 13% 8% 9% 24% 33
toutes les opérations (avec poids) 14% 3% 5% 24% 10% 5% 7% 17% 98
sauf 1C34 29% 5% 9% 35% 15% 9% 11% 29% 113
sauf TF21 34% 5% 10% 37% 10% 5% 7% 18% 80
sauf CS4 28% 6% 9% 39% 10% 5% 7% 17% 80
sauf CS5 3B% 7% 10% 47% 11% 6% 7% 18% 82
toutes les opérations (sans poids) 27% 5% 8% 36% 6% 4% 5% 13% 99

* Temps total de calcul (en secondes) sur un ordinateur portatif doté d’un processeur a 2,5 GHz sous Windows 7.

8 Conclusion

Le présent article propose une nouvelle formulation du probléme de localisation des erreurs dans le
contexte de la vérification automatique. On suggére de trouver le nombre minimal (pondéré) d’opérations
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de vérification nécessaires pour assurer la cohérence d’un enregistrement observé avec les regles de
vérification. Le nouveau probléme de localisation des erreurs peut étre considéré comme une généralisation
du probléme proposé dans I’article fondamental de Fellegi et Holt (1976), parce que I’opération qui impute
une nouvelle valeur a une seule variable a la fois constitue un important cas particulier d’une opération de
vérification.

L’ objectif principal était de mettre au point la théorie mathématique sur laquelle repose le nouveau
probléme de localisation des erreurs. 1l ressort que I’élimination FM, une technique utilisée par le passé
pour résoudre le probleme de localisation des erreurs fondé sur le paradigme de Fellegi-Holt, peut aussi étre
appliquée dans le contexte du nouveau probléme (voir la section 5). Néanmoins, la résolution du probleme
de localisation des erreurs demeure une tache difficile du point de vue du calcul, du moins pour les quantités
de variables, de régles de vérification et d’opérations de Vérification qui entrent en jeu dans les applications
pratiques au sein des instituts de statistique. Un algorithme de localisation des erreurs possible est proposé
a la section 6. D’autres algorithmes plus efficients pourraient et devraient probablement étre mis au point.
Comme pour I’élimination FM, il pourrait étre possible d’adapter d’autres idées mises en ceuvre pour
résoudre le probléme fondé sur le paradigme de Fellegi-Holt au probléme général étudié ici.

Le présent article ne porte que sur les données numériques et les régles de vérification linéaires. Le
paradigme original de Fellegi-Holt a aussi été appliqué a des données catégoriques et mixtes. Plusieurs
auteurs, dont Bruni (2004) et de Jonge et van der Loo (2014), ont montré qu’une grande catégorie de régles
de vérification s’appliquant a des données mixtes peuvent étre reformulées en fonction de données
numeériques et de regles de vérification linéaires, sous réserve de la restriction supplémentaire que certaines
variables doivent avoir une valeur entiere. En principe, cela signifie que les résultats présentés dans I’article
pourraient aussi s’appliquer a des données mixtes. Pour tenir compte du fait que certaines variables ont une
valeur entiére, on pourrait utiliser I’élargissement de I’élimination FM aux nombres entiers proposé par
Pugh (1992); voir aussi de Waal et coll. (2011) pour en savoir davantage a propos de cette technique
d’élimination élargie dans le contexte de la localisation des erreurs fondée sur le paradigme de Fellegi-Holt.
Il reste a déterminer si les calculs nécessaires en vertu de cette approche sont réalisables.

La remarque n° 4 de la section 4 laisse entrevoir une analogie entre la localisation des erreurs dans les
microdonnées statistiques et le domaine de I’appariement approximatif de chaines. Dans I’appariement
approximatif de chaines, des chaines de caractéres sont comparées en vertu de I’hypothese qu’elles
pourraient avoir été partiellement corrompues (Navarro 2001). Diverses fonctions de distance ont été
proposees pour cette tche. La distance de Hamming, qui correspond au nombre de positions ou deux
chaines différent, peut étre considérée comme analogue a la fonction cible fondée sur le paradigme de
Fellegi-Holt (2.2). Le probléme généralisé de localisation des erreurs défini dans le présent article peut quant
a lui étre considéré comme la contrepartie de I’utilisation de la distance de Levenshtein, ou « distance
d’édition », pour I’appariement approximatif de chaines. Il pourrait étre intéressant d’explorer plus avant
cette analogie. Plus particuliérement, des algorithmes efficients ont été mis au point pour calculer les
distances d’édition entre deux chaines; il pourrait &tre possible d’appliquer certaines idées sous-jacentes au
probleme généralisé de localisation des erreurs.

Le nouvel algorithme de localisation des erreurs a été appliqué avec succés a un petit ensemble
synthétique de données (section 7). Globalement, les résultats de I’étude par simulations indiquent que la
nouvelle méthode de localisation des erreurs pourrait améliorer considérablement la qualité de la
vérification automatique par rapport a la méthode actuellement mise en ceuvre. 1l faut toutefois disposer

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2016 17

d’information suffisante pour déterminer toutes — ou a tout le moins la majorité — des opérations de
vérification pertinentes pour une application particuliére. Les gains possibles en termes de qualité de la
localisation des erreurs doivent aussi étre pondérés dans la pratique par rapport aux exigences supérieures
de calcul du probléme généralisé de localisation des erreurs.

Les SSE constituent un candidat parfait pour I’application de cette nouvelle méthode dans la pratique.
Toutefois, des recherches plus poussées sont nécessaires avant que la méthode puisse étre utilisée dans un
contexte de production courante. Pour appliquer la méthode dans un contexte particulier, il faut d’abord
préciser les opérations de vérification pertinentes. Idéalement, chaque opération de vérification doit
correspondre a une combinaison de modifications aux données que les vérificateurs humains considérent
comme une correction d’une erreur en particulier. De plus, un ensemble approprié de poids W, doit étre
déterminé pour ces opérations de veérification. Pour ce faire, il faut disposer d’information sur les fréquences
relatives des types de modification les plus courants durant la vérification manuelle. Ces deux aspects
pourraient étre déterminés a partir des données historiques avant et apres la vérification manuelle, des
instructions de vérification et des autres sources de référence utilisées par les vérificateurs, ainsi qu’a partir
d’entrevues avec des Vérificateurs et des superviseurs des opérations de vérification.

Sur un plan plus fondamental, il faut encore répondre a la question de la démarcation entre les méthodes
de correction déductives et la vérification automatique en vertu du nouveau probleme de localisation des
erreurs. En principe, bon nombre de types d’erreur connus pourraient étre résolus soit par des regles de
correction automatique, soit par la localisation des erreurs au moyen d’opérations de vérification. Chagque
méthode présente ses propres avantages et inconvénients (Scholtus 2014). Il est probable qu’un compromis
entre les deux donnera les meilleurs résultats, certaines erreurs étant traitées de facon déductive et d’autres,
au moyen d’opérations de vérification. La meilleure facon d’établir un tel compromis dans la pratique
demeure toutefois difficile a déterminer.

En fin de compte, la nouvelle méthode proposée dans I’article vise a accroitre I’utilité de la vérification
automatique dans la pratique. Les résultats obtenus a ce jour sont prometteurs.
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Annexe

Elimination de Fourier-Motzkin

Soit un systéme de contraintes linéaires (2.1) et X;, la variable a éliminer. Supposons d’abord que X;
ne participe qu’a des inégalités. Pour faciliter I’explication, supposons que les régles de vérification sont
normalisées de sorte que toutes les inégalités utilisent I’opérateur > . La méthode d’élimination FM
considere toutes les paires (r,s) d’inégalités pour lesquelles les coefficients de X; ont des signes opposés,
c’est-a-dire a,8; <0. Supposons, sans perte de généralité, que @, <0 et ay >0. A partir de la paire
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originale de regles de vérification, on dérive la contrainte implicite suivante :

p
D ajx; +b >0, (A1)
-1

ou a’; =aya,; —a,a et b"=a,b, —a,b,. Soulignons que a; =0, de sorte que X; ne participe pas a
(A.1). Une inégalité de la forme (A.1) est derivée de chacune des paires (r,s) susmentionnées. La totalite
du systéme de contraintes résultant de I’élimination FM est maintenant composée de ces contraintes

dérivées, ainsi que de toutes les contraintes originales dans lesquelles X; n’intervient pas.

S’il y a des égalités linéaires ou intervient X;, on pourrait appliquer la technique ci-dessus aprés avoir
remplacé chaque égalité linéaire par deux inégalités linéaires équivalentes. de Waal et Quere (2003) ont
proposé une autre solution plus efficiente pour ce cas. Supposons que la r® contrainte en (2.1) soit une
égalité dans laquelle intervient X;. On peut réécrire cette contrainte comme suit :

X, :_—(br+zj¢farjxj). (A2)

arf

En remplacant X; par le terme de droite de I’équation (A.2) pour toutes les autres contraintes, on obtient
de nouveau un systéme implicite de contraintes dans lesquelles X; n’intervient pas et qui peuvent étre
réécrites comme en (2.1).

Pour consulter une preuve que I’élimination FM posséde la propriété fondamentale énoncée a la
section 2, voir entre autres de Waal et coll. (2011, pages 69-70).
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Appariement statistique par imputation fractionnaire

Jae Kwang Kim, Emily Berg et Taesung Park?

Résumé

L’appariement statistique est une technique permettant d’intégrer deux ou plusieurs ensembles de données
lorsque les renseignements nécessaires pour apparier les enregistrements des participants individuels dans les
ensembles de données sont incomplets. On peut considérer I’appariement statistique comme un probléme de
données manquantes en vertu duguel on souhaite effectuer une analyse conjointe de variables qui ne sont jamais
observées ensemble. On utilise souvent une hypothése d’indépendance conditionnelle pour créer des données
imputées aux fins d’appariement statistique. Nous examinons une approche générale de I’appariement statistique
faisant appel a I’imputation fractionnaire paramétrique de Kim (2011) pour créer des données imputées en vertu
de I’hypothése que le modele spécifié est entierement identifié. La méthode proposée ne produit pas une
séquence espérance-maximisation (EM) convergente si le modele n’est pas identifié. Nous présentons aussi des
estimateurs de variance convenant a la procédure d’imputation. Nous expliquons comment la méthode s’applique
directement a I’analyse des données obtenues a partir de plans de sondage a questionnaire scindé et aux modeles
d’erreur de mesure.

Mots-clés : Combinaison de données; fusion de données; imputation hot deck; plan de sondage a questionnaire scindé;
modéle d’erreur de mesure.

1 Introduction

L’échantillonnage d’enquéte est un outil scientifique permettant de faire des inférences a propos de la
population cible. Toutefois, il arrive souvent que toutes les données nécessaires ne soient pas recueillies
dans le cadre d’une méme enquéte, a cause de contraintes de temps et de codt. Dans ce cas, on souhaite
exploiter le plus possible les données existantes provenant d’autres sources portant sur la méme population
cible. L’appariement statistique, que I’on appelle parfois « fusion de données » (Baker, Harris et
O’Brien 1989) ou « combinaison de données » (Ridder et Moffit 2007), vise a intégrer deux ou plusieurs
ensembles de données lorsque les renseignements nécessaires pour apparier les enregistrements des
participants individuels dans les ensembles de données sont incomplets. D’Orazio, Zio et Scanu (2006) ainsi
que Leulescu et Agafitei (2013) présentent un bon apercu des techniques d’appariement statistique dans
I’échantillonnage d’enquéte.

L’ appariement statistique peut étre considéré comme un probléme de données manquantes en vertu
duquel on souhaite effectuer une analyse conjointe de variables qui ne sont jamais observées ensemble.
Moriarity et Scheuren (2001) proposent un cadre théorique pour I’appariement statistique en vertu d’une
hypothése de normalité multivariée. Rassler (2002) a mis au point des techniques d’imputation multiple
pour I’appariement statistique a I’aide de valeurs prédéterminées pour les paramétres non identifiables.
Lahiri et Larsen (2005) traitent de I’analyse par régression a I’aide de données couplées. Ridder et
Moffit (2007) présentent un traitement rigoureux des hypotheses et des approches pour I’appariement
statistique dans le domaine de I’économétrie.

L’appariement statistique vise a construire des fichiers de données entierement augmentées pour
effectuer des analyses conjointes statistiquement valides. Pour simplifier la mise en situation, supposons

1. Jae Kwang Kim, Département de statistique, lowa State University, Ames, IA 50011, Etats-Unis. Courriel : jkim@iastate.edu; Emily Berg,
Département de statistique, lowa State University, Ames, lowa, Etats-Unis. Courriel : emilyb@iastate.edu; Taesung Park, Département de
statistique, Université nationale de Séoul, Séoul, Corée. Courriel : taesungp@gmail.com.
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gue deux enquétes, I’enquéte A et I’enquéte B, offrent des données partielles a propos de la population, et
que I’on observe x et y, dans I’échantillon de I’enquéte A et x et y, dans I’échantillon de I’enquéte B.
Le tableau 1.1 illustre une structure de données simple pour I’appariement. Si I’échantillon de I’enquéte B
(échantillon B) est un sous-ensemble de I’échantillon de I’enquéte A (échantillon A), on peut employer les
techniques de couplage d’enregistrements (Herzog, Scheuren et Winkler 2007) pour obtenir les valeurs de
y, pour I’échantillon de I’enquéte B. Toutefois, dans de nombreux cas, un tel appariement parfait n’est pas
possible (par exemple, parce que les échantillons peuvent contenir des sous-ensembles non chevauchants);
on dépend alors d’une méthode probabiliste d’identification des « jumeaux statistiques » de I’autre
échantillon, c’est-a-dire que I’on doit créer y, pour chaque élément de I’échantillon B en trouvant son plus
proche voisin dans I’échantillon A. L’ imputation par la méthode du plus proche voisin a été examinée par
de nombreux auteurs, dont Chen et Shao (2001) et Beaumont et Bocci (2009), dans le contexte des réponses
manquantes.

Tableau 1.1
Structure de données simple pour I’appariement
X Y, Y,
Echantillon A 0 0
Echantillon B 0 0

La détermination du plus proche voisin repose souvent sur la « proximité » en fonction de la valeur de
X seulement. Ainsi, dans de nombreux cas, I’appariement statistique est fondé sur I’hypothése que vy, et
y, sont indépendants, conditionnellement a x, c’est-a-dire

i Ly, [x 11

L’hypothese (1.1) est souvent appelée « hypothése d’indépendance conditionnelle (IC) » et est trés utilisée
dans la pratique.

Dans le présent article, nous examinons une autre approche, qui ne repose pas sur I’hypothése d’IC.
Nous présentons les hypothéses a la section 2, puis les méthodes proposées a la section 3. Nous examinons
en outre deux extensions de I’approche, I’une aux plans de sondage a questionnaire scindé (section 4) et
I’autre aux modéles d’erreur de mesure (section 5). Les résultats de deux études par simulation sont
présentés a la section 6. La section 7 conclut I’article.

2 Scénario de base

Pour simplifier la présentation, nous considérons deux enquétes indépendantes réalisées aupres de la
méme population cible consistant en N éléments. Comme il est précisé a la section 1, supposons que
I’échantillon A comporte des données uniquement a propos de x et de vy, et que I’échantillon B comporte
des données uniquement a propos de x etde y,.
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Pour illustrer cette idée, supposons pour I’instant que les variables (X,y,,y,) sont générées & partir
d’une distribution normale comme suit :

X ;ux O-xx Glx O-Zx
Y. |~ N{| 44 |, 051 Opp
Y, H Oy

Selon la structure de données présentée dans le tableau 1.1, il est clair que le parameétre o, ne peut pas étre
estimé a partir des échantillons. Il découle de I’hypothése d’indépendance conditionnelle énoncée en (1.1)
que oy, = 0,,0,, /0, etque p, = p,, p,,, c’est-a-dire que o;, est entierement déterminé a partir d’autres
parametres, plut6t qu’estimé directement a partir des échantillons réalisés.

Dans ce cas, I'imputation de données synthétiques en vertu de I’hypothése d’indépendance
conditionnelle peut se faire en deux étapes :

[Etape 1] Estimer f (y,|x) a partir de I’échantillon A, et désigner I’estimation fa(yl|x).

[Etape 2] Pour chaque élément i de I’échantillon B, utiliser la valeur de x, pour générer des valeurs
imputées de y, a partir de f, (y, |x).

Comme les valeurs de y, ne sont jamais observees dans I’échantillon B, des valeurs synthétiques de y, sont
créées pour tous les éléments de I’échantillon B, ce qui donne lieu a une imputation synthétique.
Haziza (2009) présente un bon examen des publications relatives a la méthodologie d’imputation. Kim et
Rao (2012) présentent une approche assistée par modele pour I’imputation synthétique lorsque seul x est
disponible dans I’échantillon B. Une telle imputation synthétique ne tient absolument pas compte des
données observées pour y, dans I’échantillon B.

L’appariement statistique fondé sur I’indépendance conditionnelle suppose que Cov(y;,Y,|x) =0.
Ainsi, la régression de y, sur x et y, a partir des données imputées issues de I’imputation synthétique ci-
dessus estimera un coefficient de régression nul pour y,. Autrement dit, I’estimation ﬁz pour

92 = ﬂAO +ﬂ’\1x+ﬂ’\2yl

donnera une valeur nulle. De telles analyses peuvent étre trompeuses si I’IC n’est pas vérifiée. Pour
comprendre pourquoi, posons un probléme de régression a variable omise :

_ 50 1 1)
Y. = (§+/31“x+,82(z+e1

— 2 2 2
Y. =B+ BOx+ 1 ve,

ol les variables z,e,,e, sont indépendantes et non observées. Sauf si A" = B{? =0, la variable latente z
est un facteur de confusion non observable qui explique pourquoi Cov (y,, Y, |x) # 0. Ainsi, le coefficient
de y, dans la régression de la population de y, sur x et y, n’est pas nul.

Soulignons que I’hypothése d’IC concerne I’identification du modéle. L’hypothése de variable
instrumentale (V1) constitue une autre hypothése d’identification, décrite ci-dessous.
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Remarque 2.1 Nous présentons une description formelle de I’hypothése de VI. D’abord, présumons que x
se décompose en X = (x,,X,) de sorte que

(W) (Y X% y) = T (Y2 %0 y,)
(i) f(yl|X2’X1 :a)i f(y1|X21X1 Zb)

pour a = b. Ainsi, x; est conditionnellement indépendante de y, sachant x, et y,, mais X, est corrélée
avec vy, sachant x,. Soulignons que x, peut étre nulle ou avoir une distribution dégénérée, par exemple
une ordonnée a I’origine. La variable x, satisfaisant aux deux conditions ci-dessus est souvent appelée une
variable instrumentale (VI) pour y,. Le graphe acyclique orienté de la figure 2.1 illustre la structure de
dépendance d’un modele assorti d’une variable instrumentale. Ridder et Moffit (2007) ont utilisé des
« contraintes d’exclusion » pour décrire I’hypothése de variable instrumentale. Les enquétes répétées sont
un exemple de cas ou il est raisonnable de poser une hypothese de variable instrumentale. Supposons une
enquéte répétée ou v, est la variable étudiée & I’année t et Vérifie la propriété de Markov

P(Yerl Yoo Y) = P(Yer [ V),

ou P (y,) désigne une fonction de distribution cumulative. Dans ce cas, Yy, , est une variable instrumentale
pour y,. En fait, la derniére observation de y, (s <t), quelle qu’elle soit, est la variable instrumentale

pour 'y, .

Figure 2.1 Structure de dépendance pour un modéle ou X, est une variable instrumentale pour y, et ou X,
est une covariable supplémentaire dans les modeles pour vy, et y,.

En vertu de I’hypothése de variable instrumentale, on peut utiliser une régression en deux étapes pour
estimer les parameétres de régression d’un modele linéaire. L’exemple suivant présente les concepts de base.

Exemple 2.1 Prenons la structure des données de deux échantillons présentée dans le tableau 1.1. On
présume le modele de régression linéaire suivant :

Yoi = B+ BYy + B Xy T €, (2.1)
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ou e ~ (0103) et e est indépendante de (X,;,X,;,Y,;) pour toutes les valeurs de i, j. Dans ce cas, on
peut obtenir un estimateur convergent de 3 = (4,,4,,3,) & I’aide de la méthode des moindres carrés en
deux étapes (MC2E) comme suit :

1. A partir de I’échantillon A, on ajuste le « modéle de travail » suivant pour y,

Vi T Gy + Xy + @ Xp +U;, U ~(0,07) (2.2)

pour obtenir un estimateur convergent de o = (e, a,)" défini par

a :(&O,&l,o}z)':(XX)’lel

ou X =[X,, X,,X,] est une matrice dont la i° ligne est (1,x;,X,;) et Y, est un vecteur dont
y,; estla i® composante.

2. On obtient un estimateur convergent de S = (4,,5,,/,)" & I’aide de la méthode des moindres
carrés pour la régression de y,; sur (1, V,,X,;) oU Y. = &, + &, Xy + AyXy;.

La question de I’absence asymptotique de biais de I’estimateur par les MC2E en vertu de I’hypothése de
variable instrumentale est abordée a I’annexe A. La méthode des MC2E n’est pas applicable directement si
le modéle de régression (2.1) n’est pas linéaire. En outre, bien que la méthode des MC2E permette d’estimer
les paramétres de régression, elle ne fournit pas des estimateurs convergents pour les parametres plus
généraux comme @ =Pr(y, <1|y, <3). L’imputation stochastique peut constituer une solution pour
estimer une classe plus générale de paramétres. Nous expliqguons comment modifier I’imputation
fractionnaire paramétrique de Kim (2011) pour effectuer une estimation générale dans le contexte d’un
probléme d’appariement statistique.

3 Imputation fractionnaire

Nous allons maintenant décrire les méthodes d’imputation fractionnaire aux fins d’appariement
statistique sans avoir recours a I’hypothése d’IC. L’utilisation de I’imputation fractionnaire pour
I’appariement statistique a été présentée pour la premiére fois dans le chapitre 9 de Kim et Shao (2013) en
vertu de I’hypothése de VI. Dans le présent article, nous présentons la méthodologie sans recourir a
I’hypothése de VI. Nous présumons seulement que le modéle spécifié est entierement identifié.
L’identifiabilité du modéle spécifié peut facilement étre vérifiée dans le calcul de la procédure proposée.

Pour expliquer I’idée, rappelons que la variable y, est absente de I’échantillon B et que le but est de
générer y, a partir de la distribution conditionnelle de y, sachant les observations. Autrement dit, nous
voulons générer y, a partir de

Oy, [Xy,) o0 Oy, [%y,) F (Y |%). (3.1)

Pour ce faire, on peut utiliser la stratégie d’imputation en deux étapes suivante :

1. Geénérer y; apartirde f, (y,|x).
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2. Accepter vy, si f(y2 |X, Yy, ) est suffisamment grande.

Soulignons que la premiére étape est la méthode habituelle en vertu de I’hypothése d’IC. La deuxiéme étape
integre I’information dans y,. Pour déterminer si f (y2 |X, yl) est suffisamment grande a I’étape 2, on
applique souvent une méthode Monte Carlo par chaine de Markov (MCMC), par exemple I’algorithme de
Metropolis-Hastings (Chib et Greenberg 1995). Soit y!'™” la valeur courante de y, dans la chaine de
Markov; on accepte alors y, selon la probabilité

. (y21%.y1)
R(y;,y"? mm{l —}
( 10 J1 ) (y2 |X y(t 1 )
De tels algorithmes peuvent devenir fastidieux a calculer, a cause de la convergence lente de I’algorithme
MCMC.

L’imputation fractionnaire paramétrique de Kim (2011) permet de générer les valeurs imputées en (3.1)
sans recourir a la méthode MCMC. On peut utiliser I’algorithme espérance-maximisation (EM) par
imputation fractionnaire suivant :

1. Pour tout i € B, générer m valeurs imputées de y,,, désignées par y;®,...,y.™ & partir de
f (y, |x;), ou f (y, |x) correspond & la densité estimée pour la distribution conditionnelle de
y, sachant x obtenue a partir de I’échantillon A.

2. Soit 6, la valeur courante du paramétre 6 dans f (y, |X,y,). Pourla j° valeur imputée y,",
affecter le poids fractionnaire
W;(t) oc f (yzi X, y;(j);gr)
m *
de sorte que Y w; =1.

3. Résoudre I’équation de score obtenue par imputation fractionnaire pour 6

ZW Z ij(t) (0' Xi ' y:i(j)1 yzi) = O (32)

ieB
pour obtenir &,,, ol S(&;X,y,,y,)=20log f (Y, |%,y,;6)/06, et w, correspond au poids
d’échantillonnage de I’unité i dans I’échantillon B.

4. Reprendre a I’étape 2 et poursuivre jusqu’a la convergence.

Une fois le modéle identifié, la séquence EM obtenue a partir de la méthode d’imputation fractionnaire
paramétrique ci-dessus converge. Si le modéle spécifié n’est pas identifiable, c’est qu’il n’y a pas de solution
unique pour maximiser la vraisemblance observée et la séquence EM ci-dessus ne converge pas. Soulignons
gu’en (3.2), pour une valeur suffisamment grande de m,

m S(0;%, Y, Vo) T (Vy | %, yi:6,) x.)d
S w5 (@50 ) _J( Yir Vi) (yj()l Vi:0,) f, (v, %) dy,
=1 _[f Y2||X|’y )f (y1|x)dy1
:E{S(91Xi'Yl'y2i X Yai 1}-
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Si y,, est catégorique, le poids fractionnaire peut étre établi par la probabilité conditionnelle correspondant
a la valeur imputée réalisée (Ibrahim 1990). On a recours a I’étape 2 pour intégrer les données observées de
y;, dans I’échantillon B. Précisons que I’étape 1 n’est pas répétée pour chaque itération. Seules les étapes 2
et 3 sont reprises jusqu’a ce qu’il y ait convergence. Comme I’étape 1 n’est pas répétée, la convergence est
garantie et la vraisemblance observée augmente, a condition que le modéle soit identifiable (voir le
théoréme 2 de Kim [2011]).

Remarque 3.1 A la section 2, il est question de VI uniquement parce que c’est la facon la plus répandue
d’assurer I’identifiabilité. La méthode proposée ici ne dépend pas de cette hypothése. Pour illustrer une
situation ou il est possible d’identifier le modéle sans I’hypothese de VI, supposons le modeéle suivant :

Y2 :ﬁ0+ﬂlx+ﬁ2yl+e2
Vi =o,+taX+g

ol e, ~ N(0,x%c7) et e,|e, ~N(0,07). Alors

F(y, DO = [y, 1%y, f (%) dy,
est aussi une distribution normale de moyenne (3, + B,a,) + (B, + B,a,) X et de variance o} + BZolx>.
En vertu de la structure de données présentée dans le tableau 1.1, on peut identifier ce modéle sans poser
I’hypothése de VI. L’hypothése d’absence d’interaction entre y, et x dans le modéle pour y, estessentielle
pour s’assurer que le modele est identifiable.

Al lieu de générer y; & partir de f, (y, |X;), on peut utiliser une méthode d’imputation fractionnaire
hot deck (IFHD), en vertu de laquelle toutes les valeurs observees de y,; dans I’echantillon A sont utilisées
comme valeurs imputées. Dans ce cas, les poids fractionnaires de I’étape 2 sont donnés par

w; (6,) o Wio f (v 1% 25 0,),
ou
W = fa (v [%) _
v Zwkafa(ylj|xk)

keA

(3.3)

Le poids fractionnaire initial W;o en (3.3) est calculé par I’application d’une pondération préférentielle a
I’aide de

yl] If y11| f (X)dXocZAWIa a ylj|Xi)
comme densité proposee pour y,;. L’étape de maximisation est laméme que pour I’imputation fractionnaire
paramétrique. Pour en savoir davantage a propos de I’lFHD, voir Kim et Yang (2014). Dans la pratique, on
peut utiliser une seule valeur imputée pour chaque unité. Dans ce cas, les poids fractionnaires peuvent étre
utilisés comme probabilité de sélection dans I’échantillonnage avec probabilité proportionnelle a la
taille (PPT) de taille m = 1.
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Pour estimer la variance, on peut utiliser une méthode de linéarisation ou une méthode de ré-
échantillonnage. On examine d’abord I’estimation de la variance pour I’estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV) de 6. Si on a recours a un modeéle paramétrique f (y,|x) = f (y,|x;6,) et
f(y,|X, y,;6,), on obtient "EMV de 6 = (6,,6,) en résolvant

[S.(6,).5,(6,.6,)] = (0,0), (3.4)
ot S, ()= WS, (6), Sy (6)=2log f(yy|x:;6,)/6; estlafonction de score de 6,
S,(6,,6,) =E{S,(6,)|X.Y,;6,,6,},

S,(6,) =2, W,,Si,(6,), et S,(6,)=2alog f(yy|%,Yy:6,)/06, est la fonction de score de 6.
Soulignons qu’on peut écrire S, (6,,6,) = ZigB W, E{S,, (6,)]%;,Y,:0}. Ainsi,

—5,(0) = -
2 (0) =2 w 7 %56 F (V2 %00 v2:6,) ly,

00, icB
= ZwibE {8i2(0,) S (6)"[ %, ¥2i:6}

ieB

0 ﬂ Jsiz(ez)f(yllxi;el)f(yzi|Xi’y1;92)dy1
ib 89

_ZwibE {Siz (92) | Xjs yZi;e} E {Sil (91)’ | X y2i;‘9}

ieB

et

0 -
—3S,(0) =
8021 2( ) Z Ibaa

ieB

0 [ [ (8) F (yu1%:0) F (Yo 1%, Y13 6,) dly,
[F %500 T (¥ %0 ¥2:6,) dy,

= S WE |28, (0%, 0]

ieB

+ZwibE {81, (6,)S:,(8,)' %, Y13 6}

_ZwibE{Siz (0,) %2 Y21, 0 E (S, (6,)] %, Yai 3 60}

ieB

Maintenant, on peut estimer de maniére convergente 8S, (6)/06, par

!

ZW.bZW 2ij (é ){ i (él)_s_; (él)} ’ (3:5)

ieB

0b S5y (8) =8, (Bix i), 83y (8)= S, (Bxvilva) et §5(8) = awis, (ix,vi). De
plus, on peut estimer 85, (9)/26, de maniére convergente par

ZWleW $;;(6,)-B (3.6)

ieB
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ou

S.;ij (92)288 (92’ |’y::|()’y2|)/ae et SZI (0) Zjl IjSZIJ (0)

En effectuant un développement en série de Taylor par rappporta 6,,

w)

S,(6..6,) =5,(6,0,)- E{ (9%{ { Z 8(9)}}1&(@)

=$,(0)+Ks,(4),

V(6,)= {E(a%zﬁzj}lv {5, (6) +KS, (91)}{E [8%2, §2)}ly .

S,(0)= Zwibs_zi @),

ieB

on peut écrire

En écrivant

ol 5, (0) = E{S;, (8,)| %, ¥; 6}, on peut obtenir un estimateur convergent de V {S, (6)} en appliquant un

estimateur de la variance convergent par rapport au plan a ZieB w, S, ou §,, = Z 1W,JS2IJ (9 ) En vertu

d’un échantillonnage aléatoire simple pour I’échantillon B, on obtient

{S (9) =n Zzé\ZlA;l

ieB

De plus, on peut estimer de maniére convergente V {KS, (6,)} par
V, =KV (5,)K’,

ol K = B,,i;}, B, estdéfini selon I’équation (3.5), et I,, = —3S, (6,)/ 66, est évalué & 6, = 6,. Comme
les deux termes S, (&) et S, (6,) sont indépendants, on peut estimer la variance par

V(0)=i,[V{5,0)+V,]i,,

ol I,, est défini selon I’équation (3.6).
De fagon plus générale, on pourrait considérer I’estimation d’un paramétre » défini comme une racine
de I’équation d’estimation de recensement ZN U (7;%, Yy, Y, ) =0. L’estimation de la variance de

I’estimateur par imputation fractionnaire de # calculée a partir de > ,bz WU (5%, 91", Y, ) = 0
est présentée a I’annexe B.
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4 Plan de sondage a questionnaire scindé

A la section 3, on examine le cas o0 I’échantillon A et I’échantillon B sont deux échantillons
indépendants de la méme population cible. Nous allons maintenant examiner un autre cas, celui d’un plan
de sondage a questionnaire scindé en vertu duquel I’échantillon initial S est sélectionné a partir d’une
population cible, puis I’échantillon A et I’échantillon B sont sélectionnés au hasard de sorte que AUB =S
et AnB =¢. Onobserve (x,y,) dans I’échantillon A et (x,y,) dans I’échantillon B. On souhaite créer
des données entiérement augmentées avec observation de (x,y,,y,) dans S.

De tels plans de sondage a questionnaire scindé gagnent en popularité parce qu’ils réduisent le fardeau
de réponse (Raghunathan et Grizzle 1995; Chipperfield et Steel 2009). Des plans de sondage a questionnaire
scindé ont notamment été explorés dans le cadre de la Consumer Expenditure Survey (Gonzalez et
Eltinge 2008) et de la National Assessment of Educational Progress (NAEP) Survey aux Etats-Unis. Les
analystes qui utilisent les résultats des enquétes a questionnaire scindé peuvent s’intéresser a des parametres
multiples, comme la moyenne pour Y, et la moyenne pour y,, en plus du coefficient de la régression de
y, sury;.

Nous avons examiné un plan de sondage ou I’échantillon initial S est divisé en deux sous-échantillons :
A et B. On suppose que x; est observé pour i € S, que y,; estrecueilli pour i € A etque y,, est recueilli
pour i € B. La probabilité de sélection dans A ou B peut dépendre de x, mais ne dépend pas de y,. ni de
Y,;. En conséquence, le plan de sondage utilisé pour sélectionner les sous-échantillons A et B est non
informatif pour le modéle specifié (Fuller 2009, chapitre 6). Soit w; le poids d’échantillonnage associé a
I’échantillon complet S. On suppose qu’il existe une procédure pour estimer la variance d’un estimateur de
la forme Y = zies w,y,, et on désigne I"estimateur de la variance par V, (Zies W, yi).

Décrivons maintenant une procédure pour obtenir un ensemble de données entierement imputées.
D’abord, on utilise la méthode décrite a la section 3 pour obtenir les valeurs imputées{y;” :i e B, j =
1,...,m} et une estimation 6 du parametre de la distribution f (y, |y,,X;8). On obtient I’estimation 6 en
résolvant

m
ZB:Wi Z;,W;SZ (‘9; X, Y, Y2i) =0, (4.1)
icB =

ol S,(6;% v, Y,) = élog f(y,|y,, x;0)/66. Sachant 6, on génére les valeurs imputées

Vo ~ £ (Y, |y, %:0), pour ie Aet j=1,..,m.

Si I’on suppose que le modéle est identifié, I’estimateur de paramétre 0 généré par la résolution de (4.1)
est entiérement efficace au sens ou la valeur imputée de y,, pour I’echantillon A ne donne lieu a aucun gain
d’efficacité. Pour le voir, notons que I’équation de score utilisant la valeur imputée de y,. se calcule comme
suit :

m

DWmTYS, (0%, Vi Vol )+ 2 W > Wi S, (65 %, ¥5 Ly, ) = 0. 4.2)

ieA j=1 ieB j=1
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Comme y,",..., y,™ sont générées a partir de f (y, |y, x;:60),

Plim ZWimilzsz (9; Xiy Vi y;j)) = ZWiE {Sz (0%, ¥, Y2) | Vi 'Xi;é}'
M=% je A j=1 icA
Ainsi, en vertu de la propriété de la fonction de score, le premier terme de (4.2) évalué a 6 = 0 est proche
de zéro et la solution de I’équation (4.2) est essentiellement la méme que celle de I’équation (4.1), c’est-a-
dire qu’on ne gagne pas en efficience en utilisant la valeur imputée de y,; pour calculer ’EMV pour &
dans f(y,|y,, x;6).

Toutefois, les valeurs imputées de y,;, peuvent améliorer I’efficience des inférences pour les paramétres
de la distribution conjointe de (y,;, Y,;). A titre d’exemple simple, prenons I’estimation de z,, la moyenne
marginale de y,.. En vertu d’un échantillonnage aléatoire simple, I’estimateur imputé de x = E(Y,) est

1 u
Py = H{Z(m‘lz yZE”J +2 y2i}, (4.3)

ol les valeurs de y,”,...,y,™ sont générées a partir de f(y, |y, %;6). Pour des valeurs de m,

suffisamment grandes, on peut écrire

L RS AA

ieA ieB
1 -
= H{ZE(yz |y1i’Xi;g)+Zy2i}'
ieA ieB

En vertu du scénario de I’exemple 2.1, on peut écrire §,; = A, + B,yy; + By%y; b (B, B, B,) satisfont
Z(y2i = Bo = BuVa _ﬂzxzi) =0
ieB

et §,, = a, + a,X; + a,X,; ou (&,,a,,a,) satisfont ZieA(yli —Qy — O Xy — A, X, ) = 0. Ainsi, en ignorant

les termes d’ordre plus faible, on obtient

\ (:[lloo) = %V (y2)+(ni_%JV (YZ - 92),

b

e X , I : A 4
qui est inferieure a la variance de I’estimateur direct z, = n, ZieB Yoi -

5 Modeles d’erreur de mesure

Examinons maintenant I’application d’un appariement statistique au probléme des modeles d’erreur de
mesure. Supposons que I’on s’intéresse au parametre @ de la distribution conditionnelle f (y, |y,;6#). Dans
I’échantillon initial, au lieu d’observer (y,;,Y,;), on observe (X;,Y,;), ou X; est une version contaminée
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de y,. Comme il est possible que I'inférence pour & fondée sur (x;,y,) soit biaisée, d’autres
renseignements sont nécessaires. L’une des fagons courantes d’obtenir ces renseignements supplémentaires
est de recueillir (x;,y,;) dans le cadre d’une étude de calage externe. Dans ce cas, on observe (X;,y,;) dans
I’échantillon A et (X;,y,) dans I’échantillon B, I’échantillon A étant I’échantillon de calage et
I’échantillon B, I’échantillon principal. Guo et Little (2011) présentent une application d’un calage externe.

Le cadre de calage externe peut s’exprimer sous forme de probléme d’appariement statistique. Le
tableau 5.1 établit de facon explicite le lien entre I’appariement statistique et le calage externe. Une
hypothése de variable instrumentale permet I’inférence pour & en fonction de données selon la structure
présentée dans le tableau 1.1. Dans la notation du modéle d’erreur de mesure, I’hypothese de variable
instrumentale est

f(Yoi Vo) = T (Vi ly) €t f(yy|x =a)= f(y,|x =b), (5.1)

pour certains a = b. L’hypothése de variable instrumentale peut étre considérée raisonnable dans les
applications relatives a I’erreur dans les covariables parce que le modele d’intérét en question est
f (Y, |Yu). et x; estune version contaminée de y,; ne contenant aucun renseignement supplémentaire a
propos de y,, sachant vy,;.

Tableau 5.1
Structure de données pour le modéle d’erreur de mesure
XI yli y2|
Enquéte A (étude de calage) 0 0
Enquéte B (étude principale) 0 0

Dans le cas ou f (y, |yy;) et f(yy;|X) sontentierement paramétriques, on peut utiliser I’imputation
fractionnaire paramétrique pour exécuter I’algorithme EM. Cette méthode exige une évaluation de
I’espérance conditionnelle de la fonction de score des données complétes sachant les valeurs observées.
Pour évaluer I’espérance conditionnelle par imputation fractionnaire, on écrit d’abord la distribution
conditionnelle de y, sachant (X,y,) comme suit :

f Oy 1% y,) o (Y |X) Ty, |Yy) (5.2)

Soit un estimateur f, (Y, |x,) de f(yy;|x) provenant de I’échantillon de calage (échantillon A). La mise
en ceuvre de I’algorithme EM par imputation fractionnaire se déroule comme suit :

1. Pour chaque i € B, générer y;" a partir de fa(y1|xi), pour j=1,...,m.

2. Calculer les poids fractionnaires
W;;(t) oc f (y2i |y;(j);9t)

m *
avec ZHWU—@) =1.
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3. Mettre a jour 8 en résolvant

2 W Z iwS (@ v ¥v2) =0,

ieB

ou S(0:y,.Y,) = 0log f (y,|y,;0)/06.
4. Reprendre a I’étape 2 jusqu’a la convergence.

Cette méthode exige que I’on génere des données a partir de f (y, |x). Dans le cas de certains modéles
non linéaires ou de modeles assortis de variances non constantes, la simulation a partir de la distribution
conditionnelle de y, sachant x peut exiger le recours & des méthodes Monte Carlo comme I’acceptation-
rejet ou I’algorithme de Metropolis-Hastings. La simulation présentée a la section 6.2 est un bon exemple
d’une simulation dans laquelle la distribution conditionnelle de y, |x n’a pas d’expression de forme
explicite. Dans ce cas, on peut envisager une autre solution plus simple a calculer. Pour décrire cette
solution, posons h(y, |x) comme distribution conditionnelle « de travail », par exemple la distribution
normale, a partir de laquelle les échantillons peuvent étre facilement générés. On présume que les
estimations f, (y, |x) et h, (y,|x) de f(y,|x) et h(y,|x), respectivement, peuvent étre obtenues a partir
de I’échantillon A. La mise en ceuvre de I’algorithme EM par imputation fractionnaire s’effectue ensuite
comme suit :

1. Pour chaque i € B, générer x'V & partir de h_ (y,|x), pour j=1,...,m.
2. Calculer les poids fractionnaires
W;(t) oc f (yzi |YL”)?ét) fa (y;(j) |Xi)/ﬁa( Ii(j) |Xi) (5-3)
avec ijlwim) =
3. Mettre & jour & en résolvant

D Wi, Z i0S (6 v Vi) = 0.

ieB

4. Reprendre a I’étape 2 jusqu’a la convergence.

L’estimation de la variance est une application directe de la méthode de linéarisation présentée a la
section 3. La méthode d’imputation fractionnaire hot deck décrite a la section 3 assortie des poids
fractionnaires définis en (3.3) s’applique aussi directement au contexte de I’erreur de mesure.

6 Etudes par simulation

Pour mettre a I’essai notre théorie, nous présentons deux études par simulation limitées. La premiére
porte sur la combinaison de deux enquétes indépendantes avec observation partielle afin d’effectuer une
analyse conjointe. La deuxiéme porte sur la définition de modéles d’erreur de mesure avec calage externe.
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6.1 Premiere simulation

Pour comparer les méthodes proposées avec les méthodes actuelles, nous avons généré
5 000 échantillons Monte Carlo comprenant (X;, Y,;, Y,;) et de taille n = 400, ou

-~ N 1 1
X 3|'lo7 1
Yo = By + BiYu €, (6.1)

e, ~N(0,0%), et g= (ﬂo,ﬂl,az)' = (1,1,1)". Soulignons que dans ce scénario, on trouve f (y, |x,y,) =
f(y,|y,); lavariable x joue donc le role de variable instrumentale pour ;.

Au lieu d’observer (X;,Y,,Y, ) conjointement, on présume que seuls (y,,x) sont observés dans
I’échantillon A, et que seuls (y,,x) sont observés dans I’échantillon B; I’échantillon A est obtenu par
sélection des n, =400 premiers éléments de I’échantillon initial, et I’échantillon B, par sélection des
n, =400 éléments qui restent. On veut estimer quatre paramétres: trois parametres de régression
By, B o’ et x=P(y,<2,y,<3), la proportion de y, <2 et de y, <3. Quatre méthodes sont
envisagées pour estimer ces parametres :

1. Estimation de I’échantillon complet (EEC) : Utiliser toutes les observations de (y,;,Y,;) de
I’échantillon B.

2. Imputation par régression stochastique (IRS): Utiliser la régression de vy, sur x dans
I’échantillon A pour obtenir (do,&l,&f), ou le modéle de régression est y, = o, + ;X + €, avec
e, ~(0,07). Pour chaque ieB, m=10 valeurs imputées sont générées par y,» =
a, +a,x +e ol eV ~ N (0,67).

3. Imputation fractionnaire paramétrique (IFP) avec m =10 selon I’hypothese de variable
instrumentale.

4. Imputation fractionnaire hot deck (IFHD) avec m =10 selon I’hypothése de variable
instrumentale.

Le tableau 6.1 présente les moyennes et les variances Monte Carlo des estimateurs ponctuels des quatre
parametres d’intérét. La méthode IRS comporte des biais importants pour tous les paramétres étudiés, parce
qu’elle repose sur I’hypothése d’indépendance conditionnelle. Les méthodes IFP et IFHD fournissent des
estimateurs presque sans biais pour tous les parametres. Les estimateurs obtenus a I’aide de la méthode
IFHD sont légérement plus efficients que ceux obtenus par la méthode IFP, parce que la démarche en deux
étapes de la méthode IFHD utilise I’ensemble complet des répondants a la premiere étape. La variance
asymptotique théorique de Bl calculée a partir de la méthode IFP est

- 11 0,72 11 ,
V(B)=—5—2|1- +————(1-0,77)=0,0103
(0,7)> 400 2 ) (0,7)° 400

ce qui correspond au résultat de simulation présenté dans le tableau 6.1. En plus de I’estimation ponctuelle,
on calcule aussi les estimateurs de variance pour les méthodes IFP et IFHD. Les estimateurs de variance
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montrent de faibles biais relatifs (moins de 5 % en valeur absolue) pour tous les parameétres. Les résultats
de I’estimation de la variance ne sont pas présentés ici par souci de concision.

Tableau 6.1

Moyennes et variances Monte Carlo des estimateurs ponctuels pour la premiére simulation. (EEC : estimation
de I’échantillon complet; IRS : imputation par régression stochastique; IFP : imputation fractionnaire
paramétrique; IFHD : imputation fractionnaire hot deck)

Paramétre Méthode Moyenne Variance
B EEC 1,00 0,0123
IRS 1,90 0,0869
IFP 1,00 0,0472
IFHD 1,00 0,0465
B EEC 1,00 0,00249
IRS 0,54 0,01648
IFP 1,00 0,01031
IFHD 1,00 0,01026
o’ EEC 1,00 0,00482
IRS 1,73 0,01657
IFP 0,99 0,02411
IFHD 0,99 0,02270
z EEC 0,374 0,00058
IRS 0,305 0,00255
IFP 0,375 0,00059
IFHD 0,375 0,00057

La méthode proposée repose sur I’hypothése de variable instrumentale. Pour déterminer la sensibilité de
la méthode d’imputation fractionnaire proposée aux violations de I’hypothése de variable instrumentale,
nous avons realisé une étude par simulation supplémentaire. Au lieu de générer y,, a partir de (6.1), on
utilise

Yo =05+ Yy, +p(x —3)+¢g, (6.2)

ou e ~N(0,1) et p peuvent prendre des valeurs non nulles. Nous avons utilisé trois valeurs de p,
0 €1{0;0,1,0,2}, pour I’analyse de sensibilité et nous avons employé la méme procédure d’IFP et d’IFHD
fondée sur I’hypothése que x est une variable instrumentale pour y,. Cette hypothése est satisfaite pour
p =0, mais elle est légérement enfreinte pour p =0,1 ou p =0,2. A I’aide des données obtenues par
imputation fractionnaire dans I’échantillon B, nous avons estimé trois parametres, 6, = E(Y,), 6, lapente
de la régression simple de y, sur y,, et 8, =P(y, <2,y, <3), laproportionde y, <2 et y, <3. Le
tableau 6.2 présente les moyennes et les variances Monte Carlo des estimateurs ponctuels pour les trois
parametres en vertu des trois différents modéles. Dans le tableau 6.2, on constate que les valeurs absolues
de I’écart entre I’estimateur obtenu par imputation fractionnaire et I’estimateur obtenu a partir de
I’échantillon complet augmente avec la valeur de p, ce qui est normal puisque I’hypothese de variable
instrumentale est plus gravement enfreinte pour les valeurs élevées de o, mais les écarts sont relativement
faibles dans tous les cas. Plus particuliérement, I’estimateur de &, n’est pas touché par la dérogation a
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I’hypothése de variable instrumentale, parce que I’estimateur par imputation obtenu en vertu du modéle
d’imputation inexact fournit quand méme un estimateur non biaisé pour la moyenne de population, a
condition que le modele d’imputation par régression contienne un terme d’ordonnée a I’origine (Kim et
Rao 2012). Ainsi, cette analyse de sensibilité limitée indique que la méthode proposée semble produire des
estimations comparables lorsque I’hypothése de variable instrumentale est Iégerement enfreinte.

Tableau 6.2

Moyennes et variances Monte Carlo des deux estimateurs ponctuels pour I’analyse de sensibilité de la premiére
simulation (EEC : estimation de I’échantillon complet; IFP : imputation fractionnaire paramétrique; IFHD :
imputation fractionnaire hot deck)

Modele Paramétre Méthode Moyenne Variance
p=0 6, EEC 2,00 0,00235

IFP 2,00 0,00352

IFHD 2,00 0,00249

0, EEC 1,00 0,00249

IFP 1,00 0,01031

IFHD 1,00 0,01026

0, EEC 0,43 0,00061

IFP 0,43 0,00059

IFHD 0,43 0,00057

p=01 6, EEC 2,00 0,00235
IFP 2,00 0,00353

IFHD 2,00 0,00250

0, EEC 1,07 0,00248

IFP 1,14 0,01091

IFHD 1,14 0,01081

0, EEC 0,44 0,00061

IFP 0,45 0,00062

IFHD 0,45 0,00059

p=0,2 6, EEC 2,00 0,00235
IFP 2,00 0,00353

IFHD 2,00 0,00250

0, EEC 1,14 0,00250

IFP 1,28 0,01115

IFHD 1,28 0,01102

0, EEC 0,44 0,00061

IFP 0,46 0,00066

IFHD 0,46 0,00062

6.2 Deuxieme simulation

Dans la deuxieme étude par simulation, on examine une variable de réponse binaire y,,, ou

Yy, ~ Bernoulli(p;), (6.3)

Iogit(pi) =7 7Y
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et y, ~N (yl,o-f). Dans I’échantillon principal, désigné par la lettre B, au lieu d’observer (y,;,Y,;), on
observe (x;,Y,;), ou

X; = By + BiYy +U;, (6.4)

etu ~N (0,o-2 | Vai |2“). On observe (x;,y,;), i =1,...,n, dans un échantillon de calage, désigné par la
lettre A. Aux fins de la simulation, n, =n, =800, 7, =1, 5, =1, 3,=0, B, =1 o°=0,25 a =04,
=0, et 7 =1. Le but principal est d’estimer y, et de mettre a I’essai I’hypothése nulle que », =1. La
taille de I’échantillon Monte Carlo (MC) est 1 000.

On compare les estimateurs IFP de y, aux trois autres estimateurs. Comme la distribution conditionnelle
de vy, sachant x;, n’est pas standard, on utilise les poids de (5.3) pour réaliser I’IFP, ou la distribution
proposée h, (y,; |X;) est une estimation de la distribution marginale de y, fondée sur les données de
I’échantillon A. On considére les quatre estimateurs suivants :

1. IFP: Pour I’IFP, la distribution proposée pour générer y.V est une distribution normale de
moyenne £, et de variance 67, ol /1, et &7 sont les estimations du maximum de vraisemblance
de x4, et o/, respectivement, en fonction de I’échantillon A. Les poids fractionnaires définis en
(5.3) se présentent sous la forme

W; o ﬁiljfzi (1_ ﬁij )1-in fa (yl*i(j) |Xi)' (6.5)

ol P, = {1+exp(—7, —7yi")} " et f,(yy|x) est I'estimation de f(y, |x) fondée sur
I’estimation du maximum de vraisemblance a partir des données de I’échantillon A. La taille de
la classe d’imputation est m = 800.

2. Estimateur naif : Un estimateur naif est I’estimateur de la pente dans la régression logistique de
Y,; sur x; pour i € B.

3. Estimateur bayésien : On utilise I’approche de Guo et Little (2011) pour définir un estimateur
bayésien. Le modéle de notre simulation différe de celui de Guo et Little (2011) par le fait que la
réponse d’intérét est binaire. On établit un échantillonnage de Gibbs a I’aide du programme JAGS
(Plummer 2003), en précisant les distributions a priori diffuses appropriées pour les paramétres
du modeéle. Soit

o, :(|Og(62),|Og(0'12)1,ulvﬂo’ﬂla7/o’71);

on suppose a priori que 6, ~ N (0,106 I7), ou I, est une matrice identité de dimensions 7 x 7 et
ou la notation N (0,V) désigne une distribution normale de moyenne 0 et de matrice de
covariances V. La distribution a priori pour la puissance « est uniforme sur I’intervalle [-5,5].

Pour évaluer la convergence, on examine les tracés des courbes et les facteurs de réduction
d’échelle possibles définis par Gelman, Carlin, Stern et Rubin (2003) pour 10 ensembles de
données simulées préliminaires. On produit trois chaines MCMC, chacune d’une longueur de
1 500, a partir de valeurs initiales aléatoires, et on rejette les 500 premiéres itérations, considérées
comme faisant partie du rodage. Les facteurs de réduction d’échelle possibles dans les

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



38 Kim, Berg et Park : Appariement statistique par imputation fractionnaire

10 ensembles de données simulées vont de 1,0 a 1,1, et les tracés des courbes indiquent que les
chaines se combinent bien. Pour réduire le temps de calcul, on utilise 1 000 itérations d’une seule
chaine pour la simulation principale, apres rejet des 500 premieres itérations de rodage.

4. Un estimateur par calage par régression pondérée (CRP). Cet estimateur par CRP est une
modification de I’estimateur par calage par régression pondérée défini par Guo et Little (2011)
pour une variable de réponse binaire. On calcule I’estimateur par calage par régression pondérée
comme suit :

(i) Al’aide des moindres carrés ordinaires (MCO), effectuer une régression de y,; sur x, pour
I’échantillon de calage.

(i) Effectuer une régression du logarithme des résidus quadratiques obtenus a I’étape (i) sur le
logarithme de x pour I’échantillon de calage. Soit A la pente estimée de la régression.

(iii) A I’aide des moindres carrés pondérés (MCP) avec le poids | x; |2i, effectuer la régression
de y,; sur x, pour I’échantillon de calage. Soient 7, et 7, I’ordonnée a I’origine et la pente
estimées, respectivement, de la régression des MCP.

(iv) Pour chaque unité i de I’échantillon principal, posons §,; = 7, +7,X;.
(v) L’estimation de (y,,7,) est obtenue & partir de la régression logistique de y,; sur ¥,; dans
I’échantillon principal.

Le tableau 6.3 indique le biais, la variance et ’TEQM Monte Carlo des quatre estimateurs de ;.
L’estimateur naif a un biais négatif parce que x; est une version contaminée de y,.. L’estimateur par IFP
est supérieur a I’estimateur bayésien et a I’estimateur par CRP.

On calcule une estimation de la variance des estimateurs par IFP de y, a I’aide de I’expression de la
variance fondée sur I’approximation linéaire. On définit le biais relatif MC comme étant le ratio de la
différence entre la moyenne MC de I’estimateur de variance et la variance MC de I’estimateur a la variance
MC de I’estimateur. Le biais relatif MC des estimateurs de variance pour I’IFP est négligeable (moins de
2 % en valeur absolue).

Tableau 6.3

Moyennes, variances et erreurs quadratiqgues moyennes Monte Carlo des estimateurs ponctuels de y, pour la
deuxieme simulation. (IFP : imputation fractionnaire paramétrique; CRP : calage par régression pondérée;
MC : Monte Carlo; EQM : erreur quadratique moyenne)

Méthode Biais MC Variance MC EQM MC
IFP 0,0239 0,0386 0,0392
Estimateur naif -0,2241 0,0239 0,0742
Estimateur bayésien 0,0406 0,0415 0,0432
Estimateur par CRP 0,112 0,0499 0,0625

7 Conclusion

Nous considérons I’appariement statistique comme un probleme de données manguantes et proposons
la méthode d’IFP pour obtenir des estimateurs convergents et des estimateurs de variance correspondants.
En vertu de I’hypothése que le modéle spécifié est entierement identifié, la méthode proposée permet
d’obtenir les estimateurs du pseudo maximum de vraisemblance des parameétres du modele.
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Pour qu’un modele puisse étre considéré comme identifiable, il suffit qu’il comporte une variable
instrumentale. Le cadre d’erreur de mesure énoncé aux sections 5 et 6.2, en vertu duquel un calage externe
fournit une mesure indépendante de la vraie covariable d’intérét, représente une situation dans laquelle le
plan de sondage peut étre considéré comme soutenant I’hypothése de variable instrumentale. La
méthodologie proposée peut étre appliquée sans hypothese de variable instrumentale, a condition que le
modele soit identifié. Si le modéle n’est pas identifiable, I’algorithme EM pour la méthode d’IFP proposée
ne converge pas nécessairement. Dans la pratique, on peut considérer le modéle spécifié comme étant
identifié si la séquence EM converge. Autrement dit, tant que la séquence EM converge, I’analyse connexe
est convergente sous le modele spécifié. C’est la I’un des nombreux avantages du recours a la méthode axée
sur les fréquences par rapport a la méthode bayésienne. Avec la méthode bayésienne, il est possible d’obtenir
les valeurs a posteriori méme avec des modeles non identifiés et dans ce cas, I’analyse qui en découle peut
étre trompeuse.

En vertu de la structure de données présentée dans le tableau 1.1, il est beaucoup plus difficile, voire
impossible, de déterminer si I’hypothése de VI se vérifie dans les données disponibles. Compte tenu du
modeéle spécifié, on ne peut que vérifier si les paramétres du modele peuvent étre entiérement estimés. En
revanche, il en va autrement de la détermination du caractére approprié du modéle spécifié par rapport aux
données disponibles. Le diagnostic de modéles et la sélection d’un modéle parmi les différents modeles
identifiables constituent d’importants sujets qu’il conviendrait d’approfondir dans le cadre de recherches
futures.

L’appariement statistique peut aussi servir a évaluer les effets de traitements multiples dans les études
d’observation. En utilisant adéquatement les techniques d’appariement statistique, on peut créer un fichier
de données augmentées sur les résultats possibles afin d’étudier I’inférence causale (Morgan et
Winship 2007). De telles utilisations seront présentées ailleurs.
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Annexe
A. Absence asymptotique de biais de I’estimateur par les MC2E

Supposons que I’on observe (y,,x) dans I’échantillon A et (y,,x) dans I’échantillon B. Par souci de
rigueur, on peut écrire (y,,,X,) pour désigner I’observation de (y,,x) dans I’échantillon A, et (y,,,X,)
pour désigner les observations dans I’échantillon B. Dans ce cas, le modele peut s’écrire
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yla = ¢01a + ¢1Xla + ¢2 X2a + ela
Yoo = Boly + BiYay + BoXop + 8y

avec E (e, |x,) =0 et E(e,,|X,,Yy) = 0. Soulignons que y,, n’est pas observée dans I’échantillon. On
utilise plutdt y,, produite grace a I’estimation par les MCO obtenue a partir de I’échantillon A.

En écrivant X, =[L,,x,] et X, =[1,,x,], on obtient §,, = X, (X.X,)" X.y,, = X,4,. L’estimateur
par les MC2E de £ = (B,, 5., B,)’ estdonc

Bucze = (Z02,)" ZyYa

ou Z, =[1,,¥,,X,,]. Ainsi, on obtient

/éMCZE - :3 = (Zt:Zb)il Zt; (Y2b - Zbﬂ)

L X (A1)
=(2,2,) " Zy{By (Yo — T1p) + €5 }-
On peut écrire
Vi = B, + X, +€, = Xg+ey,
ou E(ey|%,) =0. Comme
Ji = X, (XaX,) " X0
= X, (XaX,) " Xy (X p+e,)
= X+ X, (X;Xa)_l X €,
on obtient
Yo = Y1 = € — X, (X;Xa)il Xellela
et (A.1) devient
ﬂAMCZE _ﬂ = (Zt:Zb)_l Zt; {ﬁlelb - ﬂlxb (X;Xa)_l Xe,lela + eZb}' (A2)

Supposons que les deux échantillons sont indépendants. Ainsi, E (e, |X,,X,,V:a) =0. De plus,
E{(Ztl)zb)il Zl;eZb Xa’Xb' yla' ylb} = 0 AinSi’

E {BmczE -p

X X0 Vi | = E{=B1(Z0Z,) 7 ZoX, (XIX,) ™ Xiei X0 X, Vo
et
(Z3Z,) " Zy X, (X X)Xl = (ZoZy) " Zo X,y (XIX) ™ X2 (Ve — X,0)]
=(2,2,) " Z,X, (4, - ¢).

Ce terme a une espérance nulle asymptotiquement parce que n,*Z,Z, et n,'Z; X, sont bornés en probabilité
et que (4, — ¢) converge vers zéro.
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B. Estimation de la variance

. N r e As A . N . _

Soit le parametre d’intérét défini par la solution de U, (77) = Zi:1U (77 Y11+ ¥2;) = 0. On suppose que
oU, (n)/26 =0. Ainsi, le paramétre 7 est indépendant a priori de €, qui est le parametre de la
distribution de production de données de (X, y,,Y,)-

En vertu du scénario de la section 3, on pose 0 = (6,,6,) comme "EMV de 6 = (6,,6,) obtenu par la
résolution de (3.4). De plus, posons 77 comme la solution de U(n |é) =0 ou

U(n|o)= ZzwibW;U (77; y;i(j) ' yzi)’

ieB j=1

et
W; oc f (y;i(j) |Xi;él) f (yzi |y;(j);é2)/h(y;(j) |Xi)

avec Z:_":lwi’; =1. Ici, h(y,|x) est ladistribution proposée pour la génération des valeurs imputées de vy,
dans I’imputation fractionnaire paramétrique. En introduisant la distribution proposée h, on peut sans risque

ignorer la dépendance des valeurs imputées y;'” a la valeur de paramétre estimée 4,.

En effectuant une linéarisation par série de Taylor,
U(n|6)=0 (n]6)+(80/06,)(6, - 6,)+(00/26;)(6, - 6,)

on constate que

él - 01 = {Il (01)}_l S1 (‘91)
ou 1,(6,)=-05,(6,)/06,. De plus,

n o _ o
‘92 - 92 = {_ﬁsz (‘9)} Sz (‘9)
2

ou

S,(0)= ZZWiW; (0)S, (‘92; yi", y2i)-
ieB j=1
Ainsi, on peut établir

U(716)=0 (710)+K,S,(6)+K,S, (0),

ol K, = D, 1} et K, =Dy,l,, avec I, =-E(3S,/08,), 1,, =—-E(35,/06,), D,, =E{U (17)S,(6,)"}
et D,, =E{U(7)S,(6,)'}, on obtient

VIT(n|0)) =V, +V ot
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ol r =-E{oU (]0)/on'},
Vo=V S (1K)
ieB

0 = E[U @ Yy Vo) | ¥2i:0] et V, =V{K, Y wS,}. Unestimateur convergent de chague composante

peut étre élaboré selon la technique décrite a la section 3.
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Comparaison d’estimateurs sur petits domaines au niveau de
I’unité et au niveau du domaine

Michael A. Hidiroglou et Yong You'

Résumé

Les auteurs comparent les estimateurs EBLUP et pseudo-EBLUP pour I’estimation sur petits domaines en vertu
d’un modele de régression a erreur emboitée, ainsi que trois autres estimateurs fondés sur un modéle au niveau
du domaine a I’aide du modele de Fay-Herriot. lls réalisent une étude par simulations fondée sur un plan de
sondage pour comparer les estimateurs fondés sur un modéle pour des modéles au niveau de I’unité et au niveau
du domaine sous un échantillonnage informatif et non informatif. Ils s’intéressent particulierement aux taux de
couverture des intervalles de confiance des estimateurs au niveau de I’unité et au niveau du domaine. Les auteurs
comparent aussi les estimateurs sous un modéle dont la spécification est inexacte. Les résultats de la simulation
montrent que les estimateurs au niveau de I’unité sont plus efficaces que les estimateurs au niveau du domaine.
L’estimateur pseudo-EBLUP donne les meilleurs résultats a la fois au niveau de I’unité et au niveau du domaine.

Mots-clés : Intervalle de confiance; convergence sous le plan de sondage; modéle de Fay-Herriot; échantillonnage
informatif; spécification inexacte du modéle; modéle de régression & erreur emboitée; racine de I’erreur
quadratique moyenne relative (REQMR); poids d’enquéte.

1 Introduction

Ces derniéres années, les chercheurs ont eu largement recours a des estimateurs sur petits domaines
fondés sur des modeles pour obtenir des estimations indirectes fiables sur de petits domaines. Les
estimateurs fondés sur des modéles reposent sur des modeles explicites qui établissent des liens avec de
petits domaines connexes grace a des données supplémentaires, comme des données de recensement et des
données administratives. On peut classer les modeles d’estimation sur petits domaines en deux grandes
catégories : (i) les modeles au niveau de I’unité, qui établissent des liens entre les valeurs unitaires de la
variable étudiée et des variables auxiliaires propres a I’unité et (ii) les modeles au niveau du domaine, qui
établissent des liens entre les estimateurs directs de la variable étudiée du petit domaine et les variables
auxiliaires propres au domaine correspondantes. En général, les modeles au niveau du domaine servent a
améliorer les estimateurs directs lorsqu’il n’y a pas de données disponibles au niveau de I’unité.
L’échantillonnage est établi selon la méthode de Rao (2003), c’est-a-dire qu’un univers U de taille N est
divisé en m petits domaines non chevauchants U, de taille N,, ou i=1,...,m. L’échantillonnage est
réalisé dans chaque petit domaine selon un mécanisme probabiliste pour produire des échantillons s, de
taille n,. La probabilité de sélection associée a chaque élément j =1,...,n, sélectionné dans I’échantillon
s; est désignée par p;. Les poids de sondage qui en découlent sont donnés par w;; = n' pi}l. En pratique,
ces poids peuvent étre ajustés pour tenir compte de la non-réponse et de données auxiliaires. Les poids
obtenus correspondent aux poids de I’enquéte. Dans le présent article, on présume une réponse totale a
I’enquéte et aucun ajustement pour tenir compte de données auxiliaires. Les estimations directes au niveau
du domaine pour chaque domaine sont obtenues a partir des poids de I’enquéte et des unités observées dans

1. Michael A. Hidiroglou, Division des méthodes d’enquétes auprés des entreprises, Statistique Canada, Ottawa (Ontario), K1A 0T6, Canada.
Courriel : hidirog@yahoo.ca; Yong You, Division de la coopération internationale et des méthodes statistiques institutionnelles, Statistique
Canada, Ottawa (Ontario), K1A 0T6, Canada. Courriel : yong.you@canada.ca.
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le domaine. Le plan d’enquéte peut étre intégré de différentes maniéres aux modeles d’estimation sur petits
domaines. Au niveau du domaine, les estimateurs directs fondés sur le plan de sondage sont modélisés
directement et la variance de sondage de I’estimateur direct connexe est intégrée au modéle au moyen des
erreurs fondées sur le plan de sondage. Au niveau de I’unité, les observations peuvent &tre pondérées a I’aide
du poids de I’enquéte. Un certain nombre de facteurs influent sur I’efficacité des estimateurs. Deux facteurs
importants sont I’exactitude lors de la spécification du modele et la corrélation entre la variable d’intérét et
les probabilités de sélection associées au processus d’échantillonnage, c’est-a-dire le caractére informatif
du processus d’échantillonnage. Dans le présent article, les auteurs comparent, au moyen d’une étude par
simulations, I’incidence de la spécification inexacte du modele et du caractére informatif du plan
d’échantillonnage pour deux méthodes de base utilisées pour I’estimation sur petits domaines au niveau de
I’unité et au niveau du domaine en termes de biais, d’erreur quadratique moyenne estimée et de taux de
couverture des intervalles de confiance. Un plan d’échantillonnage est informatif si les probabilités de
sélection p; demeurent reliées a la variable d’intérét y;, méme apres conditionnement sur les covariables
x;. Dans un tel cas, on dit que I’échantillonnage est informatif parce que le modele de population n’est
plus Vérifié pour I’échantillon. Pfeffermann et Sverchkov (2007) tiennent compte de cette possibilité en
ajustant la méthode d’estimation sur petits domaines. Verret, Rao et Hidiroglou (2015) ont simplifié la
méthode. Dans le présent article, les méthodes d’estimation sur petits domaines ne sont pas ajustées en
fonction du caractére informatif; on étudie plutdt leur impact.

La présentation de I’article est la suivante. Les estimateurs ponctuels et les estimateurs de I’erreur
guadratique moyenne associés pour les modeles d’estimation au niveau de I’unité et au niveau du domaine
sont décrits a la section 2 et a la section 3 respectivement. La simulation et les résultats sont présentés a la
section 4. La simulation calcule les estimateurs ponctuels et les erreurs quadratiques moyennes associées
pour un plan d’échantillonnage avec probabilités proportionnelles a la taille avec remise (PPTAR) en faisant
varier les deux facteurs suivants : (a) le modele supposé est exact ou inexact, et (b) le plan de sondage est
présumé non informatif ou trés informatif. La section 5 présente un exemple d’utilisation des données de
Battese, Harter et Fuller (1988) pour comparer les estimations au niveau de I’unité et au niveau du domaine.
Enfin, les conclusions des travaux sont exposées a la section 6.

2 Mod¢le d’estimation au niveau de ’unité

L’un des modeles de base pour I’estimation sur petits domaines au niveau de I’unité est le modele de

régression a erreur emboitée (Battese etcoll. 1988) donné par vy, =x;B+Vv, +e;, j=1...,N

i=1...,m ol vy, est la variable d’interét pour la j° unit¢ de population du i° petit domaine,

i
X; = (X1 X5 )" €St un vecteur px1 de variables auxiliaires ou x;, =1, B=(A,,....8,,)" estun
vecteur px1 de paramétres de régression et N, est le nombre d’unités de population dans le i° petit
domaine. Les effets aléatoires v, sont présumés indépendants et identiquement distribués (i.i.d.) N (O,O'VZ)
et indépendants des erreurs au niveau de Iunite e;, quisont préesumées i.i.d. N (0,0-92). A supposer que
N, est grand, le paramétre d’intérét correspond a la moyenne pour le i° domaine, Y, = Ni’lz?z'l Y, qui
peut étre approximeée par :
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0 =XB+v,, (2.1)

ou X, = ZLXH /Ni est le vecteur des moyennes de population connues de x;; pour le i domaine. On
présume que les échantillons sont tirés indépendamment dans chaque petit domaine selon un plan
d’échantillonnage spécifié. Sous un échantillonnage non informatif, les données d’échantillon (yij , Xij) sont
présumées obéir au modele de population, c’est-a-dire

yijzxi’jB+vi+eij, j=1...,n, i=1...,m, (2.2)

ol w; est le poids de sondage de base associé a I’unité (i, j) et n; est la taille de I’échantillon dans le i

petit domaine.

2.1 Estimation EBLUP

Selon le modele de régression a erreur emboitée (2.2), I’estimateur de la meilleure prédiction linéaire
sans biais (BLUP) de la moyenne d’un petit domaine, 6, = X'B +v,, est donné par

B, (2.3)
),

p= (Zm‘,ii'vilxi]_ Zm:iirvilyij = B(O-e2 ' O-vz)’ (24)

ol X{ = (X X )1 Vi

' By i

=oll, +o1, 1, ¥, =(Yisoon ¥in )'» i =1,...,m. Les deux estimations &, et

B dépendent des paramétres de variance inconnus o et o>. On peut utiliser la méthode d’ajustement des
; 2 2. ; A ~2 -INT M A2
constantes pour estimer o et oy ; les estimateurs résultants sont 6, =(n—m—-p+1) Zi=lzj=l‘91 et
A2 ~2 N ~2 - m N A2 ~2 _ )1 m o 2_ —r r_
&2 =max(67,0), ol &2 =n; [zizlzjzlu.j —(n- p)oe], n. = n—tr[(XX) L xixi], X'=
(X,...,x;) etn=>"n,.
i=1

Les résidus {é } sont obtenus par la régression par les moindres carrés ordinaires (MCO) de y; -V,

ij

X,,} et les résidus {d;}, par la régression par les MCO de y; sur {X;,...,X;,}-

SUr {X;; = X;z,..., X » Xijp

ijp — Yip

Plus pour de détails, voir Rao (2003, page 138).

En remplagant o’ et o par les estimateurs &2 et 6 dans I’équation (2.3), on obtient I’estimateur
EBLUP de la moyenne de petit domaine &, suivant :

o =1y, +(X, - ix,) B, (2.5)

ou f,=67/(62+62/n) et p=p(62,67). Lerreur quadratique moyenne (EQM) de I’estimateur
EBLUP 9% est donnée par

EQM(6") = 9y (07.07) + 951 (07 .07) + 95 (07 o)
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voir Prasad et Rao (1990). Les termes g sont

9y (07.07) =@A-r)oy,

0. (02,02) =(% - %) (Trxvix) (X -rx)
et

0 (02,0%) = n* (oF +oin ) *h(o2,0%),
ol h(o?,02) =0V (67)-200; cov(62,62)+ o,V (62). Les variances et la covariance de 67 et 6!
sont données par

V(62)= 2(n-m-p+]) ol

V(6l)= 2n?[(n-m-p+1) 7 (m-1)(n-p)o;, +2n.c70] + N0, |,
et

cov(6Z,62)=-(m-1)nV (67),
ol n. =tr(Z’Mz)*, M=1I,-X(X'X)" X',- Z=diag(1,,....1, ).

Un estimateur de deuxiéme ordre sans biais de I’EQM (Prasad et Rao 1990) est donné par

eqm(éiEBLUP) =0y (OA'ezv&f) + 0y (6516-\/2)"‘ 295 (5_3’6'5)- (2.6)

Soulignons que I"estimateur EBLUP 65®-"" donné par (2.5) dépend du modéle d’estimation au niveau de
I"unité (2.2). 1l est sans biais par rapport au modéle, mais il n’est pas convergent par rapport au plan de
sondage sauf si ce dernier repose sur un échantillonnage aléatoire simple. Si le modéle (2.2) n’est plus vérifié
pour les données échantillonnées, I’estimateur EBLUP A" peut alors étre biaisé, c’est-a-dire qu’il
comprend un biais additionnel attribuable a la spécification inexacte du modele.

2.2 Estimation pseudo-EBLUP

You et Rao (2002) ont proposé un estimateur pseudo-EBLUP de la moyenne de petit domaine 6,
combinant les poids de I’enquéte et le modele d’estimation au niveau de I’unité (2.2) afin d’atteindre la
convergence par rapport au plan. Soient w;; les poids associés a chaque unité (i, j). Un estimateur direct
fondé sur le plan de sondage de la moyenne de petit domaine est donné par

2wy
Viw - J nli k. ZWU yl] ’ (27)
i= 1W' =

ol W, W”/ZJ Wy =w /w et Z?:lwij =1. L’estimateur pondéré v, est aussi appelé « estimateur
pondéré de Hajek ». En combinant I’estimateur direct (2.7) et le modeéle d’estimation au niveau de
I’unité (2.2), on peut obtenir le modéle au niveau du domaine agrégé (pondéré par les poids d’enquéte)
suivant :
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Viw = Y|IWB + Vi +8

iw?

i=1,...,m, (2.8)

ol & z W,e; avec E(g,)=0, V(QW)=U§Z?;1W§ =57 et X,, Z W,x;;. Soulignons que le
parametre de régression B et les composantes de variance o’ et &’ ne sont pas connus dans le
modéle (2.8). Selon le modele (2.8), en supposant que les paramétres B, o et o sont connus, I’estimateur
BLUP de 6, est donné par

eiw = riwyiw + (XI - riwiiw), B = éiw (B’O-ezio-vz)’ (29)

ol r, =0 /(o +57). Lestimateur BLUP 6, dépend de B, o et o. Pour estimer le parameétre de
régression, You et Rao (2002) ont proposé une méthode d’équation d’estimation pondérée, qui permet
d’obtenir un estimateur de § comme suit :

b2 3w () | [ s <ot o).

i=1 j=1

B, =B, (o, 02) dépend de o7 et 0. Enremplagant o’ et o7 dans B, par les estimateurs dajustement
des constantes &7 et 7, on obtient B, = B,,(67,67); voir Rao (2003, page 149). En remplagant B, o?
et o dans (2.9) par B,, 62 et 62, I’estimateur pseudo-EBLUP de la moyenne de petit domaine 6, est

donné par
é\iP_EBLU éél - IWin +(Xi - i‘\iwiiw) BW' (210)

A mesure que la taille de I’échantillon n, augmente, I’estimateur 67 %-“" devient convergent par
rapport au plan de sondage. Il a aussi une propriété d’autocalage lorsque les poids w;; sont ajustés de fagon
a correspondre au total de population connu. Ainsi, si Z:‘:lwij =N,, ZLNiéP‘EBLUP correspond a
I’estimateur direct de régression du total global

I A

" 1N HP EBLUP Y‘W +(X_iw) B,
ouY, =" > Wy, et X, =3 3 Pour plus de détails, voir You et Rao (2002).

j=1 'J |J

L’EQM de 67 5B est donnée par

OL‘] gliw( ) (1 )G et ngw (O':,Uf) = (xl - rtiiW),CDW (Xl f ) Le terme q) est

w IW
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ol z; =w,(x; —,%,) et gy, (c0l)=r,(1-1,) 0, c.’h(c?,07). Le facteur h(c? 0?)

\

correspond a la méme fonction que pour P’EQM de I’estimateur EBLUP donné a la section 2.1. Un
estimateur de deuxieme ordre presque sans biais de I’EQM peut s’écrire

eam (67 %") = 9, (67.67) + 921 (67, 67) + 205, (67.67). (211)

(Voir Rao 2003, page 150 et You et Rao 2002, page 435). Soulignons que I’estimateur de I’EQM (2.11) ne
tient pas compte des termes du produit vectoriel. Torabi et Rao (2010) ont obtenu un estimateur de deuxiéme
ordre de I’lEQM exact tenant compte des termes du produit vectoriel a I’aide des méthodes de linéarisation
et de « bootstrap ». Le produit vectoriel compte deux termes. Le premier est simple et a une forme explicite.
Bien que la méthode de linéarisation fonctionne bien, la forme explicite du deuxiéme terme du produit
vectoriel est trés longue; de plus, les formules fondées sur la méthode de linéarisation ne sont pas fournies
dans I’article de Torabi et Rao (2010). La méthode « bootstrap » sous-estime toujours I’lEQM réelle. Pour
obtenir un estimateur non biaisé de I'EQM, il faut appliquer une méthode bootstrap double exigeant
beaucoup de calculs. L’estimateur de I’EQM (2.11) se comporte comme |’estimateur par linéarisation de
Torabi et Rao (2010) lorsque la variation des poids d’enquéte est faible. Dans le cas de I’autopondération a
I’intérieur des domaines, I’un des termes du produit vectoriel est zéro et I’autre est de I’ordre o(m’l). En
conséquence, I’estimateur de I’EQM (2.11) est presque sans biais; d’autres détails sont présentés dans
Torabi et Rao (2010). C’est pour ces raisons que les termes du produit vectoriel n’ont pas été inclus dans
I’estimateur de I’'EQM donné en (2.11) dans le cadre de I’étude.

Soulignons qu’en vertu du modéle (2.2), I’estimateur pseudo-EBLUP 67 %-Y" est légérement moins
efficient que I’estimateur EBLUP §%%-“". Toutefois, cet estimateur pseudo-EBLUP est convergent par
rapport au plan et est donc plus robuste a une spécification inexacte du modele. L’efficacité des estimateurs
EBLUP et pseudo-EBLUP a été évaluée a I’aide d’une étude par simulations.

3 Modéle d’estimation au niveau du domaine

Le modéle de Fay-Herriot (Fay et Herriot 1979) est un modele d’estimation au niveau du domaine de
base couramment utilisé pour I’estimation sur petits domaines afin d’améliorer les estimations d’enquéte
directes. Le modele de Fay-Herriot a deux composantes, soit un modele d’échantillonnage pour les
estimations d’enquéte directes et un modeéle de lien pour les paramétres d’intérét du petit domaine. Le
modele d’échantillonnage suppose que pour une taille d’échantillon de domaine spécifique n, > 1, il existe
un estimateur d’enquéte direct QD'R. Cet estimateur d’enquéte direct est sans biais sous le plan pour le
parametre de petit domaine &,. Le modéle d’echantillonnage est donné par

PR =6 +e,i=1..m, (3.1)

oll e est I'erreur d’échantillonnage associée a I’estimateur direct 6°% et m est le nombre de petits
domaines. Dans la pratique, il est courant de supposer que les variables e, sont des variables aléatoires
normales indépendantes de moyenne E (g;) = 0 et de variance d’échantillonnage var (g,) = o7. Le modele
de lien est obtenu en supposant que le paramétre de petit domaine d’intérét 0. est lié aux variables auxiliaires
au niveau du domaine z;, =(z,,,...,z;,)" par le modéle de régression linéaire suivant :
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0 =zB+v, i=1..m, (3.2)

ou B= (ﬂl,...,,b’p)' est un vecteur p x1 de coefficients de régression et ou les termes v, sont des effets
aléatoires propres au domaine présumés étre i.i.d., avec E(v;)=0 et var(v,)=o’. On émet aussi
généralement une hypothése de normalité, méme si elle est plus difficile a justifier. Une telle hypothése est
nécessaire pour obtenir I’estimation de I’EQM. La variance du modéle &> est inconnue et doit étre estimée
a partir des données. L’effet aléatoire au niveau du domaine v, rend compte de I’hétérogénéité non
structurée entre les domaines que n’expliquent pas les variances d’échantillonnage. La combinaison des
modeles (3.1) et (3.2) produit un modele linéaire mixte au niveau du domaine donné par

PR = ZB+v, +e,. (3.3)

Le modéle (3.3) comprend des erreurs aléatoires fondées sur le plan e, et des effets aléatoires fondés sur
le modéle v,. Aux fins du modele de Fay-Herriot, la variance d’échantillonnage o est présumée étre
connue dans le modéle (3.3). Il s’agit d’une hypothése trés forte. On utilise généralement des estimateurs
lissés des variances d’échantillonnage dans le modéle de Fay-Herriot; les paramétres & sont ensuite
considérés comme connus. Toutefois, si des estimateurs directs des variances d’échantillonnage sont utilisés
dans le modele de Fay-Herriot, il faut ajouter un terme a I’estimateur de I’EQM pour tenir compte de la
variation additionnelle (Wang et Fuller 2003).

Si I’on suppose que la variance du modéle o est connue, le meilleur prédicteur linéaire sans biais
(BLUP) du parametre de petit domaine &, peut s’écrire

6, =7 AiDIR + (1= 7)ZBuce (3.4)

oll y; =0 [(0? + 7). et Bycp est I’estimateur des moindres carrés pondérés (MCP) de B donné par

m
i—1

Il existe plusieurs méthodes pour estimer la variance du modéle inconnue o; You (2010) présente une
vue d’ensemble de ces méthodes. Les auteurs ont choisi la méthode du maximum de vraisemblance restreint
(méthode REML) mise au point par Cressie (1992) pour estimer la variance du modele en vertu du modéle
de Fay-Herriot. A I’aide de I’algorithme de score, on obtient I’estimateur REML &7 suivant :

\

1 = 02+ 1y (0] 8¢ (o). pour k=12...,

ol I (02)=1/2tr[PP], et S, (c?)=1/2y'PPy ~1/2tr[P], et P=V '~ V'Z(Z'V'Z) Z'V™. Sion
utilise une valeur supposée pour o> comme valeur de départ, I’algorithme converge trés rapidement.

En remplagant &> dans I’équation (3.4) par I’estimateur REML &, on obtient I’estimateur EBLUP du
paramétre de petit domaine & fondé sur le modele de Fay-Herriot suivant :

éiFH :fiéiDlR +(1_7;i)zi,ﬁMCP' (3.5)
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ou 7, =67 /(62 +07). L estimateur de ’'EQM de 6™ est donné par (voir Rao 2003)

eqm(éiFH) =0y + 0, + 205, (3.6)

ou g,; est le terme principal, g,, rend compte de la variabilité attribuable & I’estimation du paramétre de
régression S, et g, est attribuable a I’estimation de la variance du modéle. Ces termes g sont définis
comme suit :

m -1
Oy = 7107, 9y = (1_7;i)2 Z;Var(BMCP)Zi =6, (1- 7Ai)2 z (Z?izizi,j z
i1

et g, = (02) (62 +0?) var(62).

La variance estimée de &7 est donnée par var(?)= Z(ZL(&VZ +ai2)_2)_ ; voir Datta et Lahiri
(2000).

Jusqu’a maintenant, on a supposé que la variance d’échantillonnage o’ est présumée connue sous le
modeéle de Fay-Herriot (3.3). Il s’agit d’une hypothése trés forte. En régle générale, on connait un estimateur
d’enquéte direct, disons s?, de la variance d’échantillonnage 7. Comme ces variances estimées peuvent
étre tres variables, elles sont lissées au moyen de modéles externes et de fonctions généralisées de variance;
ces variances lissées sont désignées §”. Les estimations lissées de la variance d’échantillonnage §7 sont
utilisées dans le modéle de Fay-Herriot et considérées comme connues. La valeur eqm(éf”) associée est
obtenue en remplagant o> par §° dans I’équation (3.6). Rivest et VVandal (2003) et Wang et Fuller (2003)
ont étudié I’estimation de petit domaine sous le modele de Fay-Herriot a I’aide des estimations directes de
la variance d’échantillonnage s’ en vertu de I’hypothése que les estimateurs s’ sont indépendants des
estimateurs d’enquéte directs y, et d s’ ~ af;(i , o0 d, =n, —1etn, estlataille de I’échantillon pour le
i® domaine. Quand on utilise I’estimation directe de la variance d’échantillonnage s’ au lieu de la variance
d’échantillonnage réelle &2, un terme additionnel rendant compte de I’incertitude liée a I’ utilisation de s’
doit étre intégré a I’estimateur de I’lEQM (3.6); ce terme, désigné par g,;, est donné par

4 &ist

v i

T G sy

voir Rivest et Vandal (2003) et Wang et Fuller (2003) pour les détails.

Pour appliquer le modéle de Fay-Herriot, il faut obtenir les estimations directes au niveau du domaine et
les estimations de la variance d’échantillonnage correspondantes, qui serviront de valeurs d’entrée au
modeéle de Fay-Herriot. On tient compte de trois estimateurs directs au niveau du domaine, soit I’estimateur
direct de la moyenne de I’échantillon en supposant un échantillonnage aléatoire simple (EAS), I’estimateur
de Horvitz-Thompson (HT) et I’estimateur pondéré de Hajek (HA). L’estimateur pondéré de Hajek est aussi
utilisé dans I’estimateur pseudo-EBLUP pour le modele d’estimation au niveau de I’unité désigné par y,,
dans I’équation (2.7). Le tableau 3.1 présente ces trois estimateurs directs au niveau du domaine et les
estimateurs de la variance d’échantillonnage correspondants.
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Tableau 3.1
Estimateurs directs au niveau du domaine et variances d’échantillonnage
Estimateur ponctuel Estimateur de la variance d’échantillonnage
R 1 n; R l n;
Moyenne directe (EAS 08 = : var (%) = ——— -0
y ( ) I;yl ( ) n, (n, _1);()/1 )
n n 2
Esti ; — — 1< Vi HHT yij HHT
stimateur de Horvitz-Thompson (HT) 6" = —z Vi = —z— var (6, ) Z -N,6,
N; 5 N; 93 mipy (” -D)Epy
~ " i Yii 1 0 i R 1 n o éHA 2
Estimateur pondéré de Hajek (HA) o = ZJ 2 07 =TZL var(@i““) = — > Yy G
Z] Lwy NP Nem (=D =0 Py

Ces estimateurs au niveau du domaine servent de valeurs d’entrée au modele de Fay-Herriot. Les trois
estimateurs fondés sur le modéle au niveau du domaine sont désignés comme suit : FH-EAS, FH-HT et
FH-HA. On remplace donc 6°'® par 655, 6" ou 6" dans (3.5) pour obtenir I’estimateur fondé sur le
modéle correspondant 874, GFHT ou GFHA | estimateur direct sous EAS 6.5 ne tient pas compte
du plan d’échantillonnage et ne converge pas par rapport au plan, sauf si ce dernier repose sur un
échantillonnage aléatoire simple. Soulignons que les estimateurs éHT et éi“A convergent par rapport au
plan. 11 s’ensuit que les estimateurs fondés sur le modéle correspondants 67" et 67" convergent par
rapport au plan a mesure que la taille de I’échantillon augmente. En outre, cela signifie que ces estimateurs
sont robustes a la spécification inexacte du modele.

Dans la section qui suit, on compare le modéle au niveau de I’unité avec le modéle de Fay-Herriot au
moyen d’une étude par simulations. Les parametres statistiques utilisés pour ces comparaisons sont le biais,
la racine de I’'EQM relative et les intervalles de confiance des estimateurs fondés sur le modéle.

4 Etude par simulations

4.1 Génération des données

Pour comparer les estimateurs sur petits domaines au niveau de I’unité et au niveau du domaine, les
auteurs ont réalisé une étude par simulations fondée sur le plan. A partir des conditions de simulation de
You, Rao et Kovacevic (2003), deux populations finies ont été établies. Chaque population finie comptait
m =30 domaines, et chaque domaine consistait en N, =200 unités de population. Chacune des
populations finies a été produite a I’aide du modéle d’estimation au niveau de I’unité y; = B, + X,; 8, +
v, +¢;. Lavariable auxiliaire x,; a été généerée selon une loi exponentielle de moyenne 4 et de variance 8,
et les composantes aléatoires ont été générées selon une loi normale avec v, ~ N (0,67) et e; ~ N (0,07),
oll o2 =100 et o’ = 225. Pour la premiére population, les effets fixes de régression ont été établis a
B, =50 et B, =10 pour les 30 domaines. Pour la deuxiéme population, des effets fixes de différentes
valeurs ont éte utilisés : B, =50 et £, =10 pour les domaines m=1,...,10; £, =75 et B, =15 pour les
domaines m=11,...,20; et B, =100 et B, =20 pour les domaines m=21,...,30. Il y avait trois
moyennes différentes pour les effets fixes 3, + x,; B, dans la deuxieme population, alors qu’il n’y en avait
qu’une dans la premiere population. Les échantillons PPTAR dans chaque domaine ont été tirés
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indépendamment de chaque population construite. Pour mettre en ceuvre I’échantillonnage PPTAR, on a
d’abord defini une mesure de taille z; pour une unité donnée (i, j). A I’aide de ces valeurs z;, onacalculé
les probabilités de selection p; = Zi,-/Z,. z; pour chaque uniteé (i, j), qui ont ensuite servi a sélectionner
des échantillons PPTAR de tailles égales n, =n. Dans chaque population générée, on a sélectionné des
echantillons de taille n =10 et 30. Le poids de sondage de base est donné par w; = n*t pigl, de sorte que
le poids normalisé correspond a W; = pgl/zj pi}l. On a choisi la mesure de taille z; comme une
combinaison linéaire de la variable auxiliaire x;; et des donnees produites selon une loi exponentielle de
moyenne 4 et de variance 16. Le coefficient de corrélation p entre y; et la probabilité de selection p;
dans chague domaine variait entre 0,02 et 0,95. La fourchette des probabilités p;; va de la sélection non
informative (p =0,02) a la sélection fortement informative (p =0,95) des échantillons PPTAR.
L’échantillonnage est non informatif lorsque la corrélation entre y; et la probabilité de sélection p; est
tres faible, ce qui signifie que I’échantillon et le modéle de population coincident. Si la probabilité de
sélection p;; est fortement corrélée avec I’observation y;, I’échantillonnage est informatif, et le modéle de
population n’est peut-étre plus vérifié pour I’échantillon. Pour chaque population, le processus
d’échantillonnage PPTAR a été répété R =3000 fois. Comme dans Prasad et Rao (1990), I’étude par
simulations est fondée sur le plan, puisque les deux populations ont été générées une seule fois, et que des
échantillons répétés ont été produits a partir de la méme population.

Pour la modélisation au niveau de I’unité, on a ajusté le modele de régression a erreur emboitée en
fonction des données d’échantillonnage PPTAR générées a partir de chaque population. On a obtenu les
estimations EBLUP et pseudo-EBLUP correspondantes ainsi que les estimations de I’'EQM a I’aide des
formules énoncées a la section 2. On a ensuite établi les estimations des intervalles de confiance en calculant
la racine carrée des estimations de I’'EQM); les détails du calcul sont présentés a la section 4.2.3. Pour la
modélisation au niveau du domaine, on a d’abord calculé les estimations directes au niveau du domaine
65, 6N et 6™ ainsi que les variances d’échantillonnage correspondantes. On a ensuite appliqué le
modeéle de Fay-Herriot pour obtenir les estimateurs fondés sur le modele 67EAS, GFHT et GFHHA | g
moyenne de population de la variable auxiliaire x; de chaque domaine a €eté utiliste comme variable
auxiliaire dans le modéle de Fay-Herriot. On a additionné g,; a I’estimateur de I’lEQM pour tenir compte
du recours a des variances d’échantillonnage non lissées dans le modele de Fay-Herriot. Les intervalles de
confiance correspondants ont été obtenus de fagon similaire pour les estimateurs EBLUP et pseudo-EBLUP
au niveau de I’unité.

L’ajustement du modele aux deux niveaux (unité et domaine) est fondé sur deux scénarios. Le premier
(scénario I) suppose que la modélisation est exacte; les données ont été générées a partir de la premiére
population et les modéles d’ajustement étaient le modéle au niveau de I’unité (2.2) et le modéle au niveau
du domaine (3.3), tous deux avec le méme vecteur B = (5,,5,)’. Le deuxiéme (scénario Il) suppose que la
modélisation est inexacte; les données ont été générées a partir de la deuxiéme population avec des
moyennes différentes pour les effets fixes et les mémes modeles d’ajustement que pour le scénario |, avec
un méme vecteur B = (5,, 5,)’. Soulignons qu’en vertu du scénario |, I’échantillonnage n’est pas informatif
lorsque le niveau d’unité exact (2.2) est ajusté en fonction des données de I’échantillon pour obtenir
I’estimateur EBLUP; cela est vrai pour tous les coefficient de corrélation p entre y; et p;.
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4.2 Résultats

Dans la section qui suit, on compare certaines données statistiques des estimations au niveau de I’unité
et au niveau du domaine en vertu du scénario | (modélisation exacte) et du scénario Il (modélisation
inexacte).

4.2.1 Comparaison a ’intérieur de chaque petit domaine

A la figure 4.1, on compare les moyennes de population avec les estimations au niveau de I’unité et au
niveau du domaine lorsque n =10 pour le scénario I. Les résultats sont fondés sur un plan d’échantillonnage
fortement informatif ou le coefficient de corrélation entre y;; et la probabilite de sélection p; est o = 0,88.
Les estimations fondées sur le modéle reposent sur la moyenne de R =3 000 simulations. Les résultats
présentés a la figure 4.1 indiquent clairement que les estimateurs EBLUP (équation 2.5) et pseudo-EBLUP
(équation 2.10) au niveau de I’unité sont presque sans biais. Les résultats montrent que si la modélisation
est exacte, I’échantillonnage n’est pas informatif pour le modéle au niveau de I’unité (2.2) et I’estimateur
EBLUP est sans biais. L’estimateur FH-EAS au niveau du domaine surestime systématiquement la moyenne
de population, ce qui entraine un biais important. L’estimateur FH-HT au niveau du domaine sous-estime
généralement la moyenne de population et entraine un biais Iégérement plus grand que celui de I’estimateur
FH-HA. On obtient des résultats similaires pour n = 30.

Moyennes de population et estimations au niveau de I’unité
. MOY. POP. s EBLUP Pseudo-EBLUP

130

110

90 N H/\ ~ /_\‘7/\_/—\ A y.
o NS vV VN

50
12345678 910111213141516171819202122232425262728293031
Moyennes de population et estimations au niveau du domaine
e VIOY. POP. o FH-H T s FH-H A s FH-EAS
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1234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930

Figure 4.1 Comparaison des moyennes en vertu du scénario I pour n=10.
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A lafigure 4.2, on compare la racine carrée moyenne de I’ eqm pour les estimateurs au niveau de I’unité
et au niveau du domaine pour le scénario | lorsque n =10 et n = 30. La racine de I’egm correspond a la
racine carrée de I’EQM estimée donnée aux sections 2 et 3 pour les estimateurs au niveau de I’unité et au
niveau du domaine. Il est clair que la racine de I’egm des estimateurs EBLUP et pseudo-EBLUP est
beaucoup plus faible que celle des estimateurs FH au niveau du domaine pour n =10 et n = 30. Comme
on s’y attendait (You et Rao 2002), I’estimateur EBLUP a la plus petite racine de I’eqm et I’estimateur
pseudo-EBLUP, une racine de I’egm Iégérement supérieure. Les estimateurs FH-EAS au niveau du
domaine ont une racine de I’eqm élevée et affichent des variations importantes. Les estimateurs FH-HT et
FH-HA ont en moyenne & peu prés la méme racine de I’ egm, mais, comme I’illustrent les deux figures,
I’estimateur FH-HT est plus variable que I’estimateur FH-HA, particuliérement lorsque n =10. Lorsque
n =30, la variabilité de la racine de I’eqm pour les estimateurs FH-HT et FH-HA est considérablement
réduite, mais il est clair que I’estimateur FH-HA est plus stable que I’estimateur FH-HT.

Racine de I’eqm, n =10
———EBLUP == Pseudo-EBLUP FH-HT ===FH-HA = FH-EAS
30
y 7\ N\
C/ A\/\ ~ \ 3
15 B —
/
10 —
5 —%‘ﬁs‘*—
0
1 2345 6 7 8 9101112131415161718192021222324252627282930
Racine de I’eqm, n =30
=——EBLUP == Pseudo-EBLUP FH-HT ====FH-HA == FH-EAS
25
15 / v\ Y — \ N\ \ /\ / \
10 a
s M M
0
123 456 7 8 9101112131415161718192021222324252627282930

Figure 4.2 Comparaison de la racine de I’eqm en vertu du scénario I pour n =10 et n = 30.

A la figure 4.3, on compare les estimations au niveau de I’unité et au niveau du domaine avec les
moyennes de population lorsque n =10 en vertu du scénario Il. Dans le cas des modéles au niveau de
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I"unité, il est clair que I’estimateur EBLUP sous-estime et surestime a la fois la moyenne de population
lorsque la spécification du modele est inexacte, alors que I’estimateur pseudo-EBLUP est sans biais (les
estimations pseudo-EBLUP et les moyennes de population sont superposées a la figure 4.3). En ce qui
concerne les estimateurs au niveau du domaine, I’estimateur FH-EAS surestime systématiquement les
moyennes réelles, alors que I’estimateur FH-HT sous-estime davantage les valeurs que I’estimateur FH-HA
lorsque la spécification du modéle est inexacte.

Moyennes de population et estimations au niveau de ’unité
Moy. pop. EBLUP Pseudo-EBLUP
250
200 SN
150 -
N~

100 //\\V/

50

0
1234567 8 910111213141516171819202122232425262728293031
Moyennes de population et estimations au niveau du domaine
Moy. pop. FH-HT FH-HA === FH-EAS
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J—, ————
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0
1234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930

Figure 4.3 Comparaison des moyennes en vertu du scénario II sous une modélisation inexacte pour n = 10.

A la figure 4.4, on compare les racines de I’eqm des estimateurs au niveau de I’unité et au niveau du
domaine pour les échantillons de taille n =10 et n = 30 en vertu d’une modélisation inexacte. On voit bien
a la figure 4.4 que I’estimateur pseudo-EBLUP a la plus petite racine de I’ eqm lorsque la modélisation est
inexacte. L’estimateur EBLUP a une trés grande racine de I’eqm lorsque la spécification du modele est
inexacte; de fait, pour les domaines 1 a 10 et 21 a 30, la racine moyenne de I’ eqgm est 10,01, alors que pour
I’estimateur pseudo-EBLUP, la racine correspondante de I’ eqm est 7,38 lorsque I’échantillon est de taille
n =10. Lorsque I’échantillon est de taille n =30, la racine moyenne de I’ egm est 8,85 pour I’estimateur
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EBLUP et seulement 4,38 pour I’estimateur pseudo-EBLUP lorsque le modele est inexact. En résumé, les
résultats montrent que I’estimateur EBLUP donne lieu a des estimations biaisées et a une racine de I’ egm
élevée lorsque la modélisation est inexacte.

Racine de I’eqm, n =10
e EBLUP == Pseudo-EBLUP FH-HT FH-HA === FH-EAS

1234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930

Racine de I’eqm, n =30
o= EBLUP &= Pseudo-EBLUP === FH-HT === FH-HA === FH-EAS

35

- /\V/\A /- v
j \4

\Vd

20 /] -
15

10

(6]

123456 7 8 9101112131415161718192021222324252627282930

Figure 4.4 Comparaison de la racine de I’eqm en vertu du scénario Il pour n =10 et n = 30.

4.2.2 Comparaison entre petits domaines

Pour comparer les estimateurs entre domaines, on a examiné le biais relatif absolu (BRA) moyen pour
un estimateur spécifié é’, de la moyenne de population simulée Y, calculé comme suit: BRA =
(X7,BRA,) /m, ot
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r=1 i

BRA, =

et 6 est I’estimation fondée sur le r® échantillon simulé, R = 3000,m = 30. Le tableau 4.1 présente le
pourcentage du biais relatif absolu moyen BRA des estimateurs au niveau de I’unité et au niveau du
domaine pour les 30 domaines en vertu du scénario |. Les résultats sont fondés sur des échantillons
sélectionnés de taille 10 et 30 respectivement dans chaque domaine.

Tableau 4.1
Biais relatif absolu moyen BRA en pourcentage en vertu du scénario I
Type Estimateur n=10 n=30
Au niveau de I’'unité EBLUP 1,71 0,75
Pseudo-EBLUP 2,14 0,86
Au niveau du domaine FH-EAS 17,51 18,64
FH-HT 6,02 312
FH-HA 4,33 2,59

Dans le cas des modéles au niveau de I’unité, il est clair que si le modéle est exact, I’échantillon devient
non informatif en ce qui concerne le modéle au niveau de I’unité (2.2), et les estimateurs EBLUP et
pseudo-EBLUP sont sans biais. Le biais relatif absolu moyen BRA pour I’estimateur EBLUP estde 1,71 %
lorsque I’échantillon est de taille n=10 et de 0,75 % lorsque I’échantillon est de taille n=30. Pour
I’estimateur pseudo-EBLUP, le BRA est de 2,14 % lorsque n=10 et de 0,86 % lorsque n = 30.
L’estimateur pseudo-EBLUP est associé a un biais légérement plus élevé que celui de I’estimateur EBLUP.
Dans le cas des modeles au niveau du domaine, I’estimateur FH-EAS surestime grandement les moyennes,
le BRA atteignant jusqu’a 17,51 % lorsque n =10 et 18,6 % lorsque n =30. Les deux estimateurs au
niveau du domaine FH-HT et FH-HA donnent des estimations raisonnables : (i) le BRA pour I’estimateur
FH-HT est de 6,02 % lorsque n =10 et de 3,12 % lorsque n = 30; (ii) le BRA pour I’estimateur FH-HA
est de 4,33 % lorsque n=10 et de 2,59 % lorsque n=30. L’estimateur FH-HA donne de meilleurs
résultats que I’estimateur FH-HT. Le biais relatif absolu pour les estimateurs au niveau du domaine est plus
grand que celui qui est associé aux estimateurs au niveau de I’unité.

Le tableau 4.2 présente le BRA de divers estimateurs en vertu du scénario I1. Il est clair que I’estimateur
pseudo-EBLUP est assorti d’un BRA beaucoup plus faible que celui de I’estimateur EBLUP lorsque la
modélisation est inexacte. Les BRA de I"estimateur EBLUP en vertu d’une modélisation inexacte sont de
431% (n=10) et de 4,52% (n=230). Pour I’estimateur pseudo-EBLUP, les BRA s’établissent a
seulement 0,25 % (n =10) et 0,12 % (n =30). Les deux estimateurs FH-HT et FH-HA donnent de trés
bons résultats. Leurs BRA sont de 3,91 % et 3,48 % respectivement lorsque n =10 et diminuent & 1,51%
eta 1,47 % lorsque n = 30. L’estimateur FH-EAS donne des résultats médiocres. Les deux estimateurs au
niveau du domaine FH-HT et FH-HA donnent de bons résultats, en plus de converger par rapport au plan.
Encore une fois, I’estimateur FH-HA est 1égérement plus intéressant que I’estimateur FH-HT en termes de
BRA. Les résultats montrent que le recours a des poids d’enquéte dans la modélisation au niveau de I’unité
joue unr6le tres important lorsque la spécification du modéle au niveau de I’unité est inexacte. L’estimateur
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pseudo-EBLUP est sans biais méme lorsque la spécification du modéle est inexacte. Il s’agit du meilleur
estimateur lorsque le modele est inexact.

Tableau 4.2
Biais relatif absolu moyen BRA en pourcentage en vertu du scénario 11
Type Estimateur n=10 n=30
Au niveau de I'unité EBLUP 4,31 4,52
Pseudo-EBLUP 0,25 0,12
Au niveau du domaine FH-EAS 17,11 17,87
FH-HT 3,91 151
FH-HA 3,48 1,47

On a ensuite comparé la racine de I’EQM relative (REQMR) pour tous les estimateurs. On a notamment
calculé la REQMR réelle pour la simulation et la REQMR estimée a partir des estimateurs de ’lEQM. La
REQMR réelle moyenne pour la simulation est calculée comme suit : REQMR = (ZLREQMRi)/m, ou

REQMR, =—VEVQM et EQM, =%Z(é§” Y.

i r=1

La racine de I’EQM relative estimée moyenne est calculée comme suit : ReqmR = (Zim:lRequi )/m ou

Jeqm, 18 ~ 1 &L
RegmR, =%, et eqm, =EZeqm§”, et 6, =EZ¢9§”.
i r=1 r=1

Le paramétre eqm” correspond & ’EQM estimée de " pour le i° domaine. 1l est calculé & I’aide des
formules énoncées aux sections 2 et 3.

Le tableau 4.3 indique la REQMR et la ReqmR pour les 30 petits domaines. Quand I’échantillon est
de taille n=10, la REQMR est de 4,98 % pour I’estimateur EBLUP et de 5,49 % pour I’estimateur
pseudo-EBLUP. Comme prévu (You et Rao 2002), I’estimateur pseudo-EBLUP a une REQMR légérement
supérieure a celle de I’estimateur EBLUP. Au niveau de I'unité, les deux estimateurs EBLUP et
pseudo-EBLUP ont une REQMR beaucoup plus faible qu’au niveau du domaine. Dans le cas des modeles
au niveau du domaine, les estimateurs FH-HT et FH-HA ont un rendement similaire, la REQMR réelle
moyenne correspondante s’établissant a 9,72 % et a 9,68 % respectivement lorsque n =10. L’estimateur
FH-EAS ne donne pas de bons résultats sous un échantillonnage informatif, la REQMR réelle moyenne
s’établissant a 18,89 % lorsque n =10. Méme lorsque n =30, la REQMR moyenne pour I’estimateur
FH-EAS peut atteindre jusqu’a 18,62 %. Soulignons que la ReqmR est trés proche de sa valeur réelle.

En resumé, les résultats présentés au tableau 4.3 montrent que les estimateurs EBLUP et pseudo-EBLUP
au niveau de I’unité donnent de meilleurs résultats que les estimateurs FH-HT et FH-HA au niveau du
domaine lorsque la modélisation est exacte. Les deux estimateurs FH-HT et FH-HA au niveau du domaine
donnent des résultats raisonnablement satisfaisants sous un échantillonnage informatif. Comme prévu,
I’estimateur FH-EAS ne donne pas de bons résultats.
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Tableau 4.3
REQMR moyenne en pourcentage en vertu du scénario I
n=10 n=30
Type Estimateur REQMR RegqmR REQMR ReqmR
AU niveau de I’unité EBLUP 4,98 5,09 3,01 3,13
Pseudo-EBLUP 5,49 5,66 3,58 3,67
Au niveau du domaine FH-EAS 18,89 17,53 18,62 16,34
FH-HT 9,72 10,25 6,67 6,69
FH-HA 9,68 9,71 6,51 6,63

Le tableau 4.4 présente les résultats de la REQMR moyenne en vertu du scénario Il. L’ estimateur
pseudo-EBLUP est le plus robuste et a les plus faibles REQMR : les REQMR sontde 5,42 % etde 3,21 %
pour n =10 et n=30 respectivement. Les estimateurs au niveau du domaine FH-HT et FH-HA ont un
rendement similaire, alors que I’estimateur FH-EAS ne donne pas de bons résultats. Lorsque n =10, la
REQMR est de 11,68 % pour I’estimateur FH-HT et de 11,21 % pour I’estimateur FH-HA. Lorsque
n=30, la REQMR est de 7,24 % pour I’estimateur FH-HT et de 6,79 % pour I’estimateur FH-HA.
Comme prévu, I’estimateur FH-EAS a une REQMR élevée sous un échantillonnage informatif.
L’estimateur pseudo-EBLUP donne les meilleurs résultats en termes de biais, d’erreur type et de REQMR
lorsque la spécification du modele est inexacte. L’estimateur FH-HA donne des résultats légérement
meilleurs que ceux de I’estimateur FH-HT. La ReqmR estimée est trés proche de la REQMR réelle pour
tous les estimateurs.

Tableau 4.4
REQMR moyenne en pourcentage en vertu du scénario 11
n=10 n=30
Type Estimateur REQMR ReqmR REQMR ReqmR
Au niveau de I’unité EBLUP 6,78 6,94 5,62 5,81
Pseudo-EBLUP 5,42 5,45 3,21 3,26
Au niveau du domaine FH-EAS 19,76 17,43 19,06 16,24
FH-HT 11,68 11,78 7,24 7,26
FH-HA 11,21 11,27 6,79 6,91

4.2.3 Comparaison des intervalles de confiance

On a ensuite comparé les intervalles de confiance associés aux estimateurs au niveau de I’unité et au
niveau du domaine. L’intervalle de confiance se présente sous la forme estimateur+z,,+/eqm, ou z,,
correspond au 100(1— a/2)% centile de la distribution normale centrée réduite. Par exemple, I’intervalle
de confiance & 95 % de I’estimateur EBLUP 6" est obtenu par 67" +1,96. eqm (67°%), ou
eqm (éiEBLUP) est donnée par (2.6). Les intervalles de confiance sont calculés comme ci-dessous. Pour un
estimateur donné 8", r=1,...,R, i=1...,m, lavariable indicatrice 1" est définie comme suit :

o)1 si 0, ¢ (ém 1,96,/ eqm(8),6" +1,96,/ eqm(ei(f)))

0 sinon
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Le taux de couverture des intervalles de confiance correspond & la moyenne des variables 1" pour
I’ensemble des R =3000 simulations. Les tableaux 4.5 et 4.6 présentent les taux de couverture des
intervalles de confiance a 95 % pour les estimateurs au niveau de I’unité et au niveau du domaine en vertu
du scénario 1. Le coefficient de corrélation p entre les probabilités de sélection p; et y; est présente dans
la premiére colonne pour refléter le degré du caractére informatif de I’échantillonnage PPT.

Tableau 4.5
Taux de couverture des intervalles de confiance en vertu du scénario I pour n=10
Coefficient de corrélation (p) EBLUP Pseudo-EBLUP FH-EAS FH-HT FH-HA
0,95 0,932 0,946 0,618 0,898 0,911
0,88 0,945 0,948 0,649 0,882 0,908
0,75 0,948 0,948 0,705 0,863 0,911
0,51 0,944 0,949 0,825 0,845 0,916
0,28 0,947 0,951 0,901 0,822 0,917
0,12 0,948 0,949 0,924 0,778 0,893
0,02 0,948 0,951 0,925 0,595 0,886
Taux moyen 0,945 0,949 0,792 0,812 0,906

Discutons d’abord des propriétés de couverture associées aux estimateurs au niveau de I’unité EBLUP
et pseudo-EBLUP. Les tableaux montrent que, lorsque le modele est exact, les taux de couverture des
estimateurs EBLUP et pseudo-EBLUP sont assez stables : I’estimateur pseudo-EBLUP a un taux de
couverture Iégerement meilleur que celui de I’estimateur EBLUP. Lorsque I’échantillon est de taille n =10,
le taux de couverture moyen est de 94,5 % pour I’estimateur EBLUP et de 94,9 % pour I’estimateur
pseudo-EBLUP. Lorsque I’échantillon est de taille n = 30, il est de 93,4 % pour I’estimateur EBLUP et de
94,8 % pour I’estimateur pseudo-EBLUP. Lorsque la taille de I’échantillon passe de n =10 a n =30, les
taux de couverture de I’estimateur EBLUP se détériorent légérement plus que ceux de I’estimateur
pseudo-EBLUP. L’estimateur pseudo-EBLUP n’est pas aussi influencé par I’importance du caractére
informatif découlant de I’échantillonnage PPT. Les taux de couverture relativement stables de I’estimateur
EBLUP montrent que I’échantillon n’est pas informatif en ce qui concerne le modele au niveau de I’unité
exact. Toutefois, lorsque n =30, I’estimateur EBLUP est associé a un taux de couverture légérement
inférieur.

Tableau 4.6
Taux de couverture des intervalles de confiance en vertu du scénario I pour n = 30
Coefficient de corrélation (p) EBLUP Pseudo-EBLUP FH-EAS FH-HT FH-HA
0,95 0,905 0,946 0,265 0,932 0,926
0,88 0,938 0,948 0,286 0,915 0,921
0,75 0,941 0,949 0,377 0,911 0,924
0,51 0,940 0,951 0,625 0,895 0,931
0,28 0,941 0,950 0,806 0,874 0,929
0,12 0,939 0,945 0,923 0,866 0,922
0,02 0,937 0,948 0,937 0,772 0,917
Taux moyen 0,934 0,948 0,603 0,881 0,924
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Passons maintenant aux taux de couverture associés aux estimateurs au niveau du domaine. Comme
prévu, les estimateurs FH-EAS ont des taux de couverture faibles lorsque I’échantillonnage est informatif;
le taux de couverture augmente a mesure que le plan d’échantillonnage devient non informatif. L’estimateur
FH-HA a un meilleur taux de couverture que I’estimateur FH-HT. Le taux de couverture de I’estimateur
FH-HT diminue a mesure que le plan d’échantillonnage devient non informatif. Par exemple, lorsque
I’échantillon est de taille n =10, le taux de couverture pour I’estimateur FH-HT n’est que de 59,5 % lorsque
I’échantillonnage est non informatif, comparativement a 88,6 % pour I’estimateur FH-HA. A mesure que la
taille de I’échantillon augmente, le taux de couverture pour les estimateurs FH-HT et FH-HA s’améliore.
Le taux de couverture moyen pour I’estimateur FH-HA est de 90,6 % lorsque n =10 et de 92,4 % lorsque
n =30. L’estimateur FH-HT a un taux de couverture inférieur & celui de I’estimateur FH-HA. Le taux de
couverture moyen n’est que de 81,2 % pour I’estimateur FH-HT lorsque n =10. Le taux de couverture pour
I’estimateur FH-EAS est tres faible, soit 61,8 % sous un échantillonnage informatif lorsque n=10 et
26,5 % lorsque n =30. A mesure que la taille de I’échantillon augmente, le taux de couverture diminue
pour I’estimateur FH-EAS sous un échantillonnage informatif. Comme prévu, le taux de couverture
augmente graduellement pour I’estimateur FH-EAS a mesure que I’échantillonnage devient non informatif.
De tous les estimateurs, que I’échantillon soit de taille n =10 ou n = 30, I’estimateur pseudo-EBLUP a le
meilleur taux de couverture, et I’estimateur FH-HA, le deuxiéme meilleur taux de couverture.

Les tableaux 4.7 et 4.8 présentent les taux de couverture en vertu du scénario Il. Les résultats montrent
que I’estimateur EBLUP a un faible taux de couverture sous un échantillonnage informatif, alors que
I’estimateur pseudo-EBLUP a des taux de couverture trés stables et élevés (tous autour de 95 % et plus)
sous un échantillonnage informatif ou non informatif. Par exemple, lorsque n =10, I’estimateur EBLUP a
un taux de couverture de 84,6 % sous un échantillonnage informatif (coefficient de corrélation de 0,95), qui
diminue a 62,9 % lorsque la taille de I’échantillon augmente a n = 30. Sous une modélisation inexacte, le
taux de couverture moyen de I’estimateur EBLUP est de 90,4 % pour n =10 et de 79,6 % pour n = 30.
Les résultats montrent que I’estimateur EBLUP est sensible a la modélisation lorsque I’échantillonnage est
informatif, ce qui s’explique par le fait que cet estimateur repose entiérement sur le modéle et ne dépend
pas du tout du plan d’échantillonnage.

Tableau 4.7
Taux de couverture des intervalles de confiance en vertu du scénario II pour n =10
Coefficient de corrélation (p) EBLUP Pseudo-EBLUP FH-EAS FH-HT FH-HA
0,95 0,846 0,965 0,701 0,865 0,896
0,88 0,855 0,964 0,729 0,887 0,893
0,75 0,881 0,962 0,787 0,873 0,898
0,51 0,921 0,961 0,872 0,848 0,898
0,28 0,936 0,961 0,912 0,843 0,887
0,12 0,945 0,955 0,917 0,765 0,867
0,02 0,943 0,951 0,913 0,592 0,838
Taux moyen 0,904 0,959 0,833 0,811 0,883
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Tableau 4.8
Taux de couverture des intervalles de confiance en vertu du scénario Il pour n = 30
Coefficient de corrélation (p) EBLUP Pseudo-EBLUP FH-EAS FH-HT FH-HA
0,95 0,629 0,969 0,239 0,913 0,923
0,88 0,638 0,965 0,275 0,895 0,919
0,75 0,708 0,964 0,406 0,908 0,923
0,51 0,829 0,963 0,701 0,923 0,926
0,28 0,902 0,964 0,854 0,911 0,921
0,12 0,931 0,958 0,921 0,884 0,912
0,02 0,937 0,953 0,918 0,778 0,894
Taux moyen 0,796 0,962 0,616 0,887 0,918

Des trois estimateurs au niveau du domaine, c’est I’estimateur FH-HA qui donne les meilleurs résultats.
Le taux de couverture pour I’estimateur FH-HA est trés stable; le taux de couverture moyen est de 88,3 %
lorsque n =10 et de 91,8 % lorsque n =30. L’estimateur FH-HT a le taux de couverture le plus faible
lorsque I’échantillonnage est trés peu informatif, particulierement lorsque I’échantillon est de taille n = 10.
Le taux de couverture moyen pour I’estimateur FH-HT n’est que de 81,1 % lorsque n =10 et de 88,7 %
lorsque n = 30. Les résultats montrent que I’estimateur FH-HA est supérieur a I’estimateur FH-HT. Quant
a l’estimateur FH-EAS, il donne des résultats médiocres lorsque I’échantillonnage est informatif,
particulierement lorsque I’échantillon est de taille n=30. Toutefois, I’estimateur FH-EAS donne des
résultats relativement bons lorsque I’échantillonnage devient non informatif. Le taux de couverture moyen
pour I’estimateur FH-EAS est de 83,3 % lorsque n =10, mais seulement de 61,6 % lorsque I’échantillon
est de taille n = 30.

Il est clair que I’estimateur pseudo-EBLUP a un taux de couverture trés élevé et stable sous une
modélisation inexacte. L’estimateur FH-HA a aussi un taux de couverture trés stable, mais légérement
inférieur. Les taux de couverture des estimateurs EBLUP et FH-EAS diminuent a mesure que la taille de
I’échantillon augmente, particuliérement lorsque I’échantillonnage est informatif.

5 Application aux données réelles

Dans la section qui suit, on compare les estimations au niveau de I’unité et au niveau du domaine au
moyen d’une analyse de données réelles. L’ensemble de données étudié est celui présenté par Battese et coll.
(1988) dans le cadre d’une étude estimant le nombre moyen d’hectares consacrés a la culture du malis et du
soja par segment dans douze comtés du Centre-Nord de I’lowa. De ces douze comtés, trois ne comportaient
gu’un seul segment échantillonné. Aux fins de la présente étude, les données de ces trois comtés ont été
regroupées en un seul, ce qui donne un ensemble de données contenant 10 comtés dont la taille d’échantillon
n, varie entre 2 et 5 dans chaque comté. Le nombre total de segments N, (taille de la population) dans
chaque comté allait de 402 & 1505. Suivant la méthode de You et Rao (2002), on a présumé un
échantillonnage aléatoire simple (EAS) dans chaque comté, et le poids d’enquéte de base a été calculé
comme suit : w; = N, /n;. Pour la modélisation au niveau de I’unité, y, correspond au nombre d’hectares
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de mais (ou de soja) dans le j* segment du i° comté, les variables auxiliaires étant le nombre de pixels
classés comme étant du mais ou du soja selon Battese et coll. (1988). On a appliqué le modéle au niveau de
I’unité a I’ensemble de données modifié et calculé les estimations EBLUP et pseudo-EBLUP. Pour la
modélisation au niveau du domaine, on a d’abord calculé les estimations directes sur échantillon éEAS
fondées sur I’EAS. On a ensuite appliqué le modéle de Fay-Herriot aux estimations directes au niveau du
domaine et calculé les estimations FH-EAS au niveau du domaine. La figure 5.1 illustre la comparaison
entre les estimations directes au niveau du domaine et les estimations fondées sur le modéle au niveau de
I’unité et au niveau du domaine. En termes d’estimation ponctuelle, les estimations EBLUP et
pseudo-EBLUP sont presque identiques, comme dans You et Rao (2002). Ce résultat s’explique par le fait
gue le modéle au niveau de I’unité est exact pour ces données (Battese et coll. 1988). Les estimations
FH-EAS au niveau du domaine fondées sur le modele et les estimations directes au niveau du domaine
concordent assez bien dans cet exemple.

Estimations directes et fondées sur le modéle
s Directes === EBLUP Pseudo-EBLUP = H-EAS

140
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80
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20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 5.1 Comparaison des estimations directes et des estimations fondées sur le modeéle.

La figure 5.2 illustre la comparaison entre les erreurs types des estimateurs directs et fondés sur le
modeéle. Les erreurs types des estimateurs fondés sur le modéle correspondent a la racine carrée de ’'EQM
estimée. Les deux estimateurs au niveau de I’unité, EBLUP et pseudo-EBLUP, ont des erreurs types faibles
et stables. Comme prévu, I’estimateur pseudo-EBLUP est assorti d’erreurs types légérement plus grandes
que celles de I’estimateur EBLUP. Il est clair que les erreurs types des estimateurs directs et FH-EAS sont
trés variables et trés instables. Cet exemple illustre I’efficacité des estimateurs au niveau de I’unité EBLUP
et pseudo-EBLUP.
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Erreurs types des estimations directes et fondées sur le modéle
e Directes e EBL UP Pseudo-EBLUP === FH-EAS
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Figure 5.2 Comparaison des erreurs types des estimations directes et des estimations fondées sur le modéle.

6 Conclusions

Dans le présent article, les auteurs ont comparé I’efficacité des estimateurs fondés sur un modéle de
régression a erreur emboitée au niveau de I’unité et sur le modéle de Fay-Herriot au niveau du domaine a
I’aide d’une étude par simulations fondée sur le plan. Ils ont comparé les estimations ponctuelles et les taux
de couverture des intervalles de confiance des estimateurs au niveau de I’unité et au niveau du domaine.
Dans I’ensemble, I’estimateur pseudo-EBLUP au niveau de I’unité est le plus efficace en termes de biais et
de taux de couverture, que I’échantillonnage soit ou non informatif. L’ estimateur EBLUP est efficace sous
une modélisation exacte, puisque I’échantillonnage est non informatif en vertu du modéle au niveau de
I’unité exact décrit en (2.2). L’estimateur pseudo-EBLUP est également assez robuste a une spécification
inexacte du modeéle. En pratique, les auteurs recommandent de construire les estimateurs pseudo-EBLUP a
I’aide des poids d’enquéte et des observations au niveau de I’unité dont il est question a la section 2.2. Dans
le cas des modeles au niveau du domaine, I’estimateur FH-HA donne de meilleurs résultats que I’estimateur
FH-HT; I’estimateur FH-EAS donne des résultats médiocres. On recommande donc de construire les
estimateurs HA pondérés et d’appliquer ensuite le modéle de Fay-Herriot pour obtenir les estimateurs fondés
sur le modele correspondants si on utilise des estimateurs sur petits domaines au niveau du domaine.
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Comparaison de certains estimateurs de variance positifs
pour le modele d’estimation sur petits domaines Fay-Herriot

Susana Rubin-Bleuer et Yong You!

Résumé

La méthode du maximum de vraisemblance restreint (méthode REML pour restricted maximum likelihood) est
généralement utilisée pour estimer la variance de I’effet aléatoire de domaine sous le modele de Fay-Herriot (Fay
et Herriot 1979) afin d’obtenir le meilleur estimateur linéaire sans biais empirique (estimateur EBLUP pour
empirical best linear unbiased predictor) d’une moyenne de petit domaine. Lorsque I’estimation REML
correspond a zéro, le poids de I’estimateur d’échantillon direct est zéro et I’'EBLUP devient un estimateur
synthétique, ce qui est rarement souhaitable. Pour résoudre le probléme, Li et Lahiri (2011) et Yoshimori et Lahiri
(2014) ont élaboré des estimateurs de variance constante par la méthode du maximum de vraisemblance ajusté
(méthode ADM pour adjusted maximum likelihood), qui produisent toujours des estimations de variance
positives. Certains des estimateurs ADM produisent toujours des estimations positives, mais générent un biais
élevé, ce qui influe sur I’estimation de I’erreur quadratique moyenne (EQM) de I’estimateur EBLUP. Nous
proposons d’utiliser un estimateur de variance MIX, défini comme étant une combinaison des méthodes REML
et ADM. Nous montrons que cet estimateur est sans biais jusqu’a I’ordre deux et qu’il produit toujours une
estimation de variance positive. Nous proposons également un estimateur de I’/EQM sous la méthode MIX et
montrons au moyen d’une simulation fondée sur un modele que, dans de nombreuses situations, cet estimateur
donne de meilleurs résultats que d’autres estimateurs de I’EQM par « linéarisation de Taylor »
récemment proposeés.

Mots-clés : Estimation de variance; maximum de vraisemblance ajusté; REML; ordre du biais; estimation de I’'EQM.

1 Introduction

Le modéle de Fay-Herriot (Fay et Herriot 1979) est un modele de base au niveau du domaine utilisé pour
estimer les moyennes de petit domaine lorsque les estimations d’enquéte directes disponibles sont
imprécises en raison de la petite taille des échantillons. Dans ce modeéle, la moyenne de petit domaine est
représentée par un terme linéaire non aléatoire dans les covariables, avec un effet aléatoire de domaine.
Dans le modeéle de Fay-Herriot, on peut obtenir le meilleur estimateur linéaire sans biais (estimateur BLUP
pour best linear unbiased predictor) d’une moyenne de petit domaine en minimisant I’erreur quadratique
moyenne (EQM) dans la classe des estimateurs linéaires sans biais. L’estimateur BLUP correspond a une
moyenne pondérée de I’estimateur d’enquéte direct et de I’estimateur synthétique de type régression, les
poids dépendant de la variance des effets aléatoires de domaine, o>. En régle générale, cette variance doit
étre estimée a partir des données sous le modéle de Fay-Herriot. On obtient le meilleur estimateur linéaire
sans biais empirique (EBLUP) de la moyenne de petit domaine en remplacant la variance dans la formule
de I’estimateur BLUP par une estimation. De nombreuses méthodes bien connues d’estimation de variance
sont utilisées dans ce contexte, mais la plus courante est la méthode du maximum de vraisemblance restreint
(méthode REML pour restricted maximum likelihood), car elle tient compte de la perte des degrés de liberté
attribuable a I’estimation du coefficient de régression. De plus, cette méthode est sans biais jusqu’a
I’ordre deux et exige moins d’itérations, car elle converge plus rapidement. Malgré ces caractéristiques

1. Susana Rubin-Bleuer et Yong You, Division de la coopération internationale et des méthodes statistiques institutionnelles, Statistique Canada.
Courriel : susana.rubin-bleuer@canada.ca; yong.you@canada.ca.
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importantes, il arrive parfois, particulierement lorsque le nombre de domaines, m, est petit ou modéré, que
la méthode REML produise une estimation de variance nulle. Cela donnerait un poids nul a I’estimateur
d’enquéte direct dans la formule EBLUP, et I’estimateur EBLUP devient donc un estimateur synthétique de
type régression. La plupart des praticiens hésitent toutefois a utiliser les estimateurs synthétiques pour les
moyennes de petit domaine, car ceux-ci ne tiennent pas compte des données d’enquéte et sont souvent trés
biaisés. Lorsqu’on a affaire a des ensembles de données réels, pour lesquels les modéles ne sont jamais
parfaits, une estimation positive pour o> réduit le biais de I’estimateur EBLUP par rapport au modele
synthétique. Certes, une estimation positive de la variance des effets aléatoires produit un estimateur EBLUP
« prudent », en ce sens qu’elle attribue un poids positif a I’estimateur d’enquéte direct. Elle peut également
étre considérée comme la somme de I’estimateur de régression et du terme non nul qui tient compte d’une
partie du « biais de modele ». Cette caractéristique donne lieu a une série de méthodes d’estimation de
variance qui donnent des estimations positives.

Dans cet article, nous mettons I’accent sur les estimateurs de variance par maximum de vraisemblable
ajusté mis au point par Lahiri et Li (2009), et nous proposons un estimateur de variance MIX. Notre
estimateur de variance MIX combine un estimateur REML et une des méthodes d’estimation par maximum
de vraisemblance ajusté. Nous proposons également un estimateur de I’'EQM de I’EBLUP sous la méthode
MIX et examinons les propriétés théoriques et en échantillon fini de I’estimateur de variance MIX et de
I’estimateur de I’TEQM.

Morris (2006) et Lahiri et Li (2009) ont proposé des estimateurs de variance par maximum de
vraisemblable ajusté découlant de I’optimisation de la vraisemblance profilée et de la vraisemblance
résiduelle ajustée par un facteur h(cﬁ),cﬁ >0. Liet Lahiri (2011) ont proposé deux méthodes d’estimation
de variance (méthodes AM.LL et AR.LL, associées respectivement a la vraisemblance profilée et a la
vraisemblance résiduelle) qui garantissent des estimations positives avec un facteur d’ajustement
h., (cz)zcz. Yoshimori et Lahiri (2014) ont proposé deux autres méthodes d’estimation de variance

\ )

(méthodes AM.YL et AR.YL) par ajustement de la vraisemblance profilée et de la vraisemblance résiduelle

avec le facteur
m 1/m
hy (o2) = {arctan {Z o’ /(03 + \ui)}

i=1

ou , est la variance d’échantillonnage pour le i* domaine. Il est bien connu que les estimateurs LL sont
biaisés, particuliérement lorsque le nombre de domaines est faible ou modéré (Lahiri et Pramanik 2011). La
méthode YL, qui ajuste la vraisemblance profilée, produit aussi un estimateur biaisé de o>. Le biais de
I’estimateur de variance n’affecte toutefois pas I’EQM de I’EBLUP. En effet, I’approximation asymptotique
d’ordre deux de 'EQM montre que I’'EQM dépend de la variance asymptotique et non du biais de
I’estimateur de variance. Cependant, le biais des estimateurs de variance affecte les estimateurs de ’'EQM
par linéarisation de Taylor et peut produire des estimateurs de I’lEQM présentant un biais négatif. 1l est alors
souhaitable d’examiner d’autres estimateurs de variance positifs.

Yuan (2009) a été le premier a mentionner la méthode consistant a combiner les estimateurs de variance
AM.LL et REML pour le modele Fay-Herriot, mais il n’a pas étudié ses propriétés, empiriques ou autres.
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Rubin-Bleuer, Yung et Landry (2010, 2011 et 2012) ont effectué des comparaisons empiriques d’un
estimateur de variance MIX dans un modéle chronologique et transversal au niveau du domaine, tandis que
Rubin-Bleuer et You (2012) ont étudié les propriétés asymptotiques et en échantillon fini de I’estimateur de
variance MIX pour le modéle de Fay-Herriot.

Dans cet article, nous formalisons la méthode MIX pour le modele de Fay-Herriot et prouvons que
I’estimateur de variance MIX est sans biais jusqu’a I’ordre deux. En outre, nous proposons un estimateur de
I’EQM par linéarisation de Taylor. Nous examinons également les résultats empiriques de I’estimateur M1X
pour un nombre faible ou modéré de domaines. En ce qui concerne I’estimation de I’'EQM, Rubin-Bleuer et
You (2012) et Molina, Rao et Datta (2015) ont tous proposé des estimateurs d’EQM « fractionnés »
différents sous I’estimation de variance MIX. Nous montrons que les estimateurs de I’EQM de Rubin-Bleuer
et You (2012) et de Molina et coll. (2015) sont sans biais jusqu’a I’ordre deux. Ces estimateurs d’EQM
« fractionnés » ont été assujettis a une régle pour les populations qui a donné des estimations nulles sous
I’estimation de variance REML et a une autre régle pour les populations qui a donné des estimations
positives sous I’estimation de variance REML. Les deux articles susmentionnés ont montré que, pour un
petit nombre de domaines, ces estimateurs « fractionnés » ont donné de bons résultats empiriques en termes
de biais relatif moyen. Or, ce résultat pourrait étre trompeur, car les estimateurs de I’'EQM présentent
généralement un biais négatif pour les populations ou I’estimation de variance REML est nulle, et un biais
positif pour les populations ol I’estimation REML est positive, le biais s’annulant en moyenne. Etant donné
ce qui précede, nous proposons un nouvel estimateur de I’lEQM, et nous le comparons a d’autres pour les
populations ot I’estimation REML est nulle.

Dans la section 2, nous présentons le modele de Fay-Herriot, I’estimateur EBLUP de la moyenne de petit
domaine et une approximation d’ordre deux de I’'EQM de I’EBLUP sous le modéle. Dans la section 3, nous
décrivons I’estimateur REML et les estimateurs de variance *.LL et *.YL. Dans la section 4, nous
présentons un estimateur de variance MI1X général et prouvons que son biais est du méme ordre que celui
de I’estimateur REML. Nous proposons un estimateur sans biais (jusqu’a I’ordre deux) de ’'EQM sous la
méthode MIX. Dans la section 5, nous menons une étude empirique afin de comparer les différents
estimateurs de variance. Il est a noter que nous avons défini I’estimateur de variance MI1X comme étant une
combinaison de I’estimateur REML et d’un des estimateurs de variance par maximum de vraisemblable
ajusté, mais I’estimateur de variance MIX que nous avons choisi pour cette étude combine I’estimateur
REML et I’estimateur de variance AM.LL. Nous avons sélectionné cette combinaison, parce que Li et Lahiri
(2011) ont déclaré que la méthode de la vraisemblance profilée ajustée avait donné de meilleurs résultats
que celle de la vraisemblance résiduelle ajustée (AR.LL) et que le facteur d’ajustement des estimateurs de
variance de Yoshimori et Lahiri (2014) était trop proche de zéro (en termes logarithmiques) pour améliorer
de fagon significative la méthode REML. Enfin, dans la section 6, nous présentons et analysons les résultats
de la simulation et tirons des conclusions.

2 EBLUP et EQM de PEBLUP sous le modé¢le de Fay-Herriot

Soit y;,i=1,...,m, les estimateurs d’enquéte directs des moyennes de petit domaine 6,,i=1,...,m. Le
modele de Fay-Herriot se compose des modéles d’échantillonnage et de lien suivants :
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id.
Modele d’échantillonnage : y, =6, +¢,,e/0, ~(0,y;), i=1...,m, (2.1)

irvi
iid.

Modéle delien: 6, = zB +Vv,, v, ~ (0,67), of >0, i=1..,m, (2.2)

ou les e sont les erreurs d’échantillonnage, independamment distribuees de moyenne de zero et de
variances d’échantillonnage « connues » ,, z; (p x 1) sontdes vecteurs connus de valeurs de covariables;
B est un vecteur p x1 de coefficients de régression fixes inconnus; et v, sont des effets aléatoires
indépendants et identiquement distribués avec une moyenne de zéro et une variance de modéle 2. La
combinaison de (2.1) et (2.2) donne :

y, =zB+v, +e, i=1..m, (2.3)

avec des erreurs de modele et d’échantillonnage. Les y,,i = 1,...,m, peuvent étre considérés comme des
résultats dans I’espace conjoint plan de sondage-modele (Rubin-Bleuer et Schiopu-Kratina 2005).

Dans le modele (2.3), I’estimateur EBLUP de la moyenne de petit domaine 0, est donné par :

éi (63) = Z{ﬁ(éi) + 7 I:yi - Zfﬁ(éi)] =7y + (- ?i)zi’l’i(é\zl)l i=1..,m, (2.4)

oll 62 est un estimateur convergent de o2,

5= 62/(62 + ). et B(6?) = {Zzz /(as +\,,i)y [Zzy /(as +Wi)}. 2.5)

Pour calculer I’erreur quadratique moyenne (EQM) de I’EBLUP, nous posons les conditions de
régularité suivantes :

1) Les w, ontune borne supérieure et sont loin de zéro;
2) Les z;,1<i < m sontbornés;

3) liminfa,, (1/m> z -z)>0 ol k

(A) = valeur propre minimum de la matrice A.

min

Sous la normalité des erreurs d’échantillonnage e, associées au modéle (2.3) et les conditions de
régularité ci-dessus, une approximation d’ordre deux de I’/EQM est donnée par :

QM 0, (52)} = 0 02) + 92 (%) + 9. (07) + o[ = | @6
avec g (0\2/) =YiVin Oy (0'3) ={-v )2 z; |:Z,m:1 7,7 /(03 + Wi):|_1 z; et
O (0\2/) = (v )2\7(83)/(63 + \Vi)3 ; (2.7)

ol V (67) est la variance asymptotique de G2 (Das, Jiang et Rao 2004).
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3 Examen des méthodes REML et du maximum de vraisemblance
ajusté

3.1 Méthode REML

Nous examinons le modele combiné de Fay-Herriot (2.3) oli 6> >0. On obtient I’estimateur de variance
REML de o en maximisant la fonction de vraisemblance résiduelle pour o :

{Zmlllilf /(05 + wi)} [T +w,) eXp{—;y'Py}

Ol y=(YyeosY)s P=VE=VIZ(Z'V'Z) Z'V?, V = Var(y), et Z=(z,,...,z,)". (Cressie 1992;
Datta et Lahiri 2000; Rao 2003, chapitre 6). L’estimateur de variance REML est donné par :

-1/2

Lreme (53) oc

8\2/REML = max (6\2/REML'0)' (3-1)

ol &2y €St la valeur convergente de I’algorithme REML. Le biais asymptotique et la variance de
I’estimateur REML jusqu’a I’ordre deux sont donnés respectivement par :

m

. 1 i 2 1
Biais(Glpeyy ) = O(mj etV (8w ) = (V) - o(j. (3.2

Un estimateur sans biais d’ordre deux de ’EQM de I’EBLUP sous I’estimation de variance REML est
donné par (Datta et Lahiri 2000; Chen et Lahiri 2008, 2011) :

eqm{éi (65REML)} _ {gli (6$REML) + 0y (6§REML) +29,, (63REML) S? Sorem > 0 (33)
9, (0) Sl 6_3REM|_: 0.

Remarque 3.1. Quand 6> =0, I’EBLUP est réduit a I’estimateur synthétique. Cependant, lorsque

m -1
6, = 0,9, (63) =0, gy (6\2/) =1z {Zzils/\lﬁ} zZ;,
i=1
et gy (62)=V(62)/w; >0, c’est-a-dire que eqm {6, (57)} nest pas une fonction continue de &. Nous
verrons dans I’étude empirique que, lorsque nous procédons au conditionnement sur {63 = 0}, I’estimateur
de ’EQM en (3.3) présente un biais négatif significatif, & moins que le rapport signal/bruit sous-jacent
o2 [y, ne soit négligeable.

3.2 Méthodes du maximum de vraisemblance ajusté

On obtient les estimateurs de variance par maximum de vraisemblance ajusté en optimisant soit la
vraisemblance profilée ajustée (AM pour adjusted maximum), soit la vraisemblance résiduelle ajustée (AR
pour adjusted residual) avec le facteur h(cs). Comme il est mentionné dans I’introduction, les estimateurs
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AM.LL et AR.LL utilisent le facteur d’ajustement h, (03) = o, tandis que les estimateurs AM.YL et
AR.YL utilisent le facteur d’ajustement

hy. (c2) = Jarctan Zm:cs (o2 + ;) 1/m'
fren| 3 fet + 0]

Nous désignons par G2,y . €t Goay v les estimateurs de variance obtenus par maximisation des fonctions
de vraisemblance profilée ajustée, pour &~ :

. /2 1,
Lo (01) (1) T T +)  exp {5 y'pyl: 4

ol h(c?)=h (c2) et h(c?)=h, (c?) pour AM.LL et AM.YL respectivement. La matrice P est comme
en (3.1). Le biais des estimateurs AM jusqu’a I’ordre deux (désigné par =) correspond a :

o rP-vTe2/el 1 L, _trfp-vE
B(GVAM.LL)~ tl’(V_z) _o(m) et B(GvAM.YL)~tr(V_2)—O(mj' (3.5)

(Li et Lahiri 2011; Yoshimori et Lahiri 2014). On obtient les estimateurs de variance AR.LL et AR.YL,
désignés par 62, ,, €t Go.nyL. €N maximisant les fonctions de vraisemblance résiduelle ajustée (AR)

2 .
pour o, :

-1/2

il mo -1/2 1,
L (00) e (07) | St fiot = )| TLL (6 +w) "om -5y o)

i=1

ol h(s2)=h, (o) et h(c?)=h, (o) pour AR.LL et AR.YL respectivement, et P est comme en (3.1).
Les biais asymptotiques des estimateurs AR sont donnés respectivement par :

N 2/ 2 1 N 1
B(6%u )~ tr(/\fz) -0 [mj et B(8%ay )= o(mj. (3.7)

Sous les conditions de régularité données dans la section 2 et sous o> >0, les deux LL et les deux
estimateurs de variance YL existent et sont ~' m —convergents (Li et Lahiri 2011; Yoshimori et Lahiri
2014). Lahiri et ses coauteurs ont proposeé les estimateurs de I’/EQM suivants :

eqm{éi ()} =0y ()+ 95 () +295 () -7 - B()/( +\Vi)2 (3.8)

ol I’argument en () ci-dessus est Soit G2,y . » GoarL OU Goamye SOUS les estimateurs de variance AM.LL,
AR.LL et AM.YL respectivement et sous 62, ¢, :

eqm {él (65AR.YL)} = 0y (63AR.YL) + 0y (6§AR,YL) + 20y (GsAR.YL)' 3.9)

Les estimateurs (3.8) et (3.9) sont sans biais jusqu’a I’ordre deux.
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Remarque 3.2. 1l n’est pas nécessaire que les erreurs d’échantillonnage aient une distribution normale pour
assurer la convergence et la normalité asymptotique des estimateurs LL et YL (voir, par exemple,
Rubin-Bleuer et coll. 2011).

3.3 Algorithmes d’optimisation

Vu les données, la fonction de vraisesmblance REML peut atteindre sa valeur maximale & 03 =0, méme
lorsque la valeur sous-jacente réelle de o> est positive. Par ailleurs, les vraisemblances LL et YL atteignent
toujours leur valeur maximale & o >0. Pourtant, la vraisemblance résiduelle YL est trés proche de la
vraisemblance REML. Des études empiriques montrent que I’algorithme de score sous AR.YL donne
62ar v =0 dans une proportion presque aussi importante que sous REML pour les ensembles de données
suivant un modele de Fay-Herriot avec une variance sous-jacente réelle faible mais non nulle. Cela se
produit lorsque I’algorithme de score passe a c6té de la valeur maximale positive de la vraisemblance
AR.YL et produit une valeur nulle (pour plus de détails, voir I’annexe B). Pour éviter ce probléme, nous
utilisons une méthode de grille pour I’optimisation (Estevao 2014). Dans notre étude, nous établissons la
limite supérieure de I’intervalle de recherche a 1000x G2, car nous connaissons o> a priori. Pour les
applications avec des données réelles, nous suggérons d’obtenir une estimation initiale 6,,,,, en utilisant
la méthode de score et de fixer la limite supérieure a 1000x62,,,,,, puis d’augmenter graduellement la
limite jusqu’a ce que I’estimation de variance se situe dans I’intervalle de recherche.

4 Estimateur de variance MIX

4.1 Estimation de variance

L’estimateur de variance MIX est une procédure qui commence par calculer I’estimation de variance
REML et qui la remplace par I’estimation de variance par le maximum de vraisemblance ajusté seulement
lorsque I’estimation REML est négative. L’estimateur de variance MIX est toujours positif et sans biais
jusqu’a un terme d’ordre o(1/m). L’estimateur de variance MIX de o’ est défini par :

~2 . A2
s Curemt SI Oyrem >0
Oymix = (4.1)

~2 . A2 _
Gladj SI Gurem = 0,

ol &7, estun des estimateurs de la vraisemblance ajustée définis dans la section 3.

Remarque 4.1. L’estimateur de variance MIX présente automatiquement certaines des propriétés
communes partagées par I’estimateur REML et I’estimateur de variance par le maximum de vraisemblance
ajusté. Par exemple, il est pair et invariant de translation. Ainsi, sous I’hypothése de normalité des erreurs
d’échantillonnage, I’approximation d’ordre deux (2.6) de I’'EQM de I’'EBLUP est également valide : le
théoréme 4.1 ci-apres montre que I’EQM de I’EBLUP sous I’estimateur de variance MIX hérite des mémes
propriétés asymptotiques que I’EQM sous I’estimateur de variance REML.
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Théoréme 4.1. Sous les conditions de régularité 1 a 3 données dans la section 2 et I’hypothése que o> >0,
I’EQM de I"EBLUP sous I’estimateur de variance MIX est égale a I’EQM sous I’estimateur de variance
REML jusqu’a I’ordre deux. Le théoréme découle du fait que la variance asymptotique de G2, coincide
avec la variance asymptotique de G, (pour obtenir plus de détails, voir I’annexe A).

Théoréme 4.2. Sous les conditions du théoreme 4.1, le Bias(c‘sﬁM,x) =0(1/m). La preuve est présentée a
I’annexe A.

4.2 Estimation de PEQM
Le fait que I’estimateur MIX &72,,,,, est sans biais jusqu’a I’ordre deux est essentiel pour démontrer que

I’estimateur d’EQM que nous proposons est lui aussi sans biais jusqu’a I’ordre deux.

Corollaire 4.2. L’estimateur de ’'EQM de I’'EBLUP sous &7, donné par :

eqm[éi (aiMIX ):| =0y (63MIX) + 0y (Giwx)"' 293i (Gswux) (4-2)

est sans biais jusqu’a I’ordre deux. Etant donné que &?,,,, est sans biais jusqu’a I’ordre deux, le résultat suit
le modéle de Datta et Lahiri (2000).

4.3 Autres estimateurs de PEQM

Dans I’équation qui suit, I’estimateur de variance MIX est la combinaison des estimateurs REML et
AM.LL.

Rubin-Bleuer et You (2012) ont suggéré un autre estimateur de I’EQM, qui est lui aussi sans biais jusqu’a
I’ordre deux. Il s’agit d’un estimateur de I’'EQM « fractionné » qui prend la forme :

9 (65M|x)+ P} (63M|x)+293i (6§MIX) Si 65,\/”)( = 6§REML,
A s A A
eqm*[ei (GV'V”X )} =19 (Gslvux)"‘ 0, (G§M|x) (4.3)
+ 2g3i (8$MIX)_(1_§/iMIX )2 : Blals(a\leIX) SI é\$\2,|\/||)( = é}\Z,A|\/|.|_|_-
L’estimateur egm* présente un biais relatif moyen (BRM) plus faible que I’estimateur de I’EQM donné
en (4.2). Le BRM est plus faible parce que I’'EQM est surestimée lorsque le REML est positif et sous-

estimée lorsque le REML est nul. L’estimateur eqgm™* est généralement satisfaisant, mais il peut prendre
des valeurs négatives pour un ensemble particulier de données.

Molina et coll. (2015) ont proposé deux estimateurs de I’'EQM pour I’EBLUP sous la méthode MIX.
Dans I’équation qui suit, le test préliminaire proposé de I’hypothése de variance nulle est représenté par le
sigle TP, et les estimateurs sont :

eqm{éi (6\2/REML)} si 6$REML >0

gZi (0) S é\Y\eREML: 0

(4.4)

eqm, {6, (6% )} = {
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et

~2 )} _ {eqm{éi (6§REML)} Si 62y, > 0 et le TP est rejeté

eqmy, {é| (GVMIX (4.5)

g, (0) Si 62g. = 0 OU le TP n’est pas rejeté.

La justification de eqm, et eqm;, se fonde sur ’EQM du BLUP ol 2= 0. Molina et coll. (2015) ont
montré dans une étude empirique que les estimateurs de I’EQM proposés donnaient de bons résultats en
moyenne lorsque o> et le nombre de domaines m étaient faibles.

Remarque 4.2. Les estimateurs eqm, et eqm,, sont eux aussi sans biais jusqu’a I’ordre deux (I’annexe
contient une preuve abrégée de cette propriété). Notre argument contre eqm{éi (63)} (en 3.3) s’applique
aussi a eqm, et a egqmy, : pour un nombre modéré de domaines, le pourcentage de populations ou
62 =0 peut étre significatif, méme si o2 /\, n’est pas négligeable. Dans ce cas-ci, I’estimateur de
I’EQM de I’EBLUP doit aussi tenir compte de la variation due a I’estimation de variance ou a la sous-

estimation du risque.

5 Conditions de simulation et mesures de performance

5.1 Conditions de simulation

Nous avons réalisé une simulation Monte Carlo fondée sur un modeéle, en suivant I’exemple de
Rubin-Bleuer et You (2012), afin d’examiner la performance en échantillon fini des différentes méthodes.
Les estimations « directes » (Y,,...,Y,) o0 m=15m=45 et m=100, sont générées a partir du modéle
de Fay-Herriot en (2.3) ou B’ = (5,4,3,2,1) et les covariables z = (1, ziz,...,zip), générées une fois a
partir de distributions normales z, ~ k + N(1,1), k=2,...,5, i=1...,m, et maintenues fixes sur les
populations répétées. Les effets aléatoires normaux indépendants de domaine v, sont générés avec la
variance - = 1. Des erreurs d’échantillonnage indépendantes e, sont générées avec des variances
d’échantillonnage v, £50/n;, ol n, est la taille de I’échantillon pour le domaine i,i=1,....m. Il'y a
cing groupes de variances d’échantillonnage déterminés par n,=3, 5, 7, 10 ou 15, ou les rapports
signal/bruit csf /\|/i = 0,06; 0,1; 0,14; 0,2 et 0,3, respectivement. Ainsi, lorsque m=100, il y a
20 domaines par rapport signal/bruit. Nous avons d’abord généré 50 000 ensembles d’estimateurs directs
pour chaque cas, puis calculé ’TEBLUP et I’lEQM Monte Carlo réelle de ’EBLUP a I’aide des estimateurs
de variance REML, AM.LL, MIX, AM.YL et AR.YL. Nous n’avons pas étudié I’estimateur AR.LL en
raison de sa performance médiocre mentionnée par Li et Lahiri (2011). Nous avons ensuite généré
10 000 ensembles d’estimateurs directs indépendamment des 50 000 premiers. Pour chaque ensemble
généré, nous avons calculé les cing estimateurs de variance. Pour I’estimateur de variance MIX, nous avons
examiné trois des quatre estimateurs de I’EQM par linéarisation qui font I’objet d’une discussion dans la
section 4. Comme il arrive souvent que les estimateurs de I’EQM par linéarisation n’estiment pas le biais
de facon exacte, nous avons également jeté un coup d’ceil & I’estimateur bootstrap paramétrique de I’'EQM
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(BP EQM) corrigé pour le biais en utilisant la méthode de Pfeffermann et Glickman (2004) ainsi que
I’estimateur BP naif de I’EQM avec 500 répétitions chacune (voir I’annexe B pour la construction des poids
bootstrap). Les mesures de performance Monte Carlo sont définies ci-apres.

1. L’EQM de ’'EBLUP, EQM, (éi), par groupe de variances d’échantillonnage :

50 000

EQM(d,)= 1 (60 —0")’, EQM, (8)=

50 000 = > EQM(), ¢=1..5.

elirv;=50/n;}

2. E(82) =Zl°°°°‘2<f> /10000, Vv (87) = 317 (620 — E(8%))° /10 000, ou 327 est la

r=1
valeur de & pour la r® simulation (r =1,...,10 000).

S
Mig(;

3. Le biais relatif moyen (BRM) de I’lEQM par groupe de variances d’échantillonnage :

BRM, (eqm) =

S| o

> BR(egm(6,)). ¢=1,..5

ie{jiy;=50/n,}
ou BR (eqm (6,)) = [Zifooeqm (B /10 000 - EQM (6 ]/EQM

4. La racine de I'EQM relative des estimateurs de I’EQM par groupe de variances
d’échantillonnage :

10 000 1/2
> (eqm(8) - EQM(8,))’ /10 000
Z r=1

ie{j:y;=50/n,} EQM (ei)

REQMR, (eqm) =

3|

Nous examinons également le biais des estimateurs conditionnels de I’EQM étant donné que
{6§REML = 0}, car ce sont les populations pour lesquelles les estimateurs positifs ont été élaborés.

5. Le biais relatif moyen des estimateurs conditionnels de I’'EQM :

BRM,, = ZE[eqm( vREML_O]/ [(6,-0)

Ief

vREML O} -1

6 Résultats de la simulation et analyse

6.1 Distribution Monte Carlo des estimateurs de variance

Le tableau 6.1 montre que I’estimateur de variance REML présente le biais le plus faible (cf = 1) etla
variance la plus élevée. L efficacité plus faible du REML pourrait étre attribuable au fait qu’il ne s’agit pas
d’une fonction lisse des données causée par sa définition fractionnée (3.1). L’estimateur MIX hérite d’une
partie de cette efficacité faible. Les autres estimateurs de variance ont une variabilité plus faible et un biais
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positif plus élevé, mais I’espérance conditionnelle des estimateurs AM.YL et AR.YL étant donné que
&ren. = 0 est proche de zéro. Le biais inconditionnel de I’estimateur AM.LL est plus élevé que celui du
MIX. Selon la définition de I'estimateur MIX, les biais conditionnels des estimateurs MIX et AM.LL
coincident. En outre, le MIX converge plus rapidement que les autres estimateurs. Par exemple, étant donné
la distribution des probabilités sur les 10 000 estimations de la variance ou m =45, nous avons calculé la
probabilité que les estimations se situent dans un intervalle contenant o2 =1. La probabilité que les
estimations se situent entre 0,6 et 1,4 est de 0,47 pour le MIX et de 0,16 pour ’AM.YL. Par ailleurs, la

probabilité que les estimations soient inférieures a 0,2 est de 0,05 pour le MIX et de 0,53 pour ’AM.YL.

Tableau 6.1
Espérance, variance et espérance et variance conditionnelle de &’
Méthede m  E(&])  V(8)) %REML = 0 E (6] /REML = 0) V (5] /REML = 0)
REML 15 1,48 3,38 43 % N/A N/A
45 121 1,67 29 % N/A N/A
100 1,07 0,81 16 % N/A N/A
AM.LL 15 2,80 1,37 43 % 1,80 0,11
45 1,88 1,01 29 % 0,94 0,03
100 1,49 0,51 16 % 0,63 0,01
MIX 15 2,28 1,87 43 % 1,80 0,11
45 1,48 1,31 29 % 0,94 0,03
100 117 0,66 16 % 0,63 0,01
AR.YL 15 1,66 2,99 43 % 0,27 0,01
45 1,24 1,72 29% 0,06 0,00
100 1,08 0,80 16 % 0,02 0,00
AM.YL 15 0,52 0,84 43 % 0,10 0,00
45 0,65 0,85 29% 0,03 0,00
100 0,76 0,59 16 % 0,01 0,00

6.2 EQM réelle de PEBLUP, biais relatif moyen et racine de ’EQM relative
moyenne des estimateurs de P’EQM

Tous les estimateurs de variance sont convergents et asymptotiguement normaux, la variance
convergeant au méme rythme. Leurs biais sont différents : ceux des estimateurs REML, AR.YL et MIX sont
de I’ordre 0(1/m), tandis que ceux des estimateurs AM.LL et AM.YL sont de I’ordre O (1/m). Le biais
inhérent aux trois derniéres méthodes ont un impact sur I’estimation de I’EQM de I’'EBLUP, méme pour un
nombre modéré de domaines.

Pour m =100, les tableaux 6.2a et 6.2b montrent que I’EQM de I’EBLUP diminue a mesure que o’ /\|/i
augmente, et que cette relation se maintient quel que soit le nombre de domaines. Nous observons que
I’EQM de éi sous les estimateurs de variance REML et MIX est Iégerement plus élevée que le reste des
EQM en raison de la plus grande variabilité inhérente a ces estimateurs de variance. Le tableau 6.2a présente
les résultats pour I’estimateur de I’lEQM par linéarisation de Taylor et les deux estimateurs paramétriques
de ’EQM sous les estimateurs de variance REML, AM.LL, AR.YL et AM.YL. Le tableau 6.2b présente les
résultats pour les estimateurs suivants de I’EQM sous I’estimation de variance MIX : RB_Y1 défini en (4.3),
RB_Y2 défini en (4.2), M_et_coll défini en (4.5), BP EQM et BP EQM naif. Parmi les estimateurs de
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I’EQM de Taylor, RB_Y1 et M_et_coll sous la méthode MIX présentent le biais le plus faible. Parmi les
estimateurs bootstrap de I’lEQM, BP sous MIX et BP naif sous AR.YL présentent le biais le plus faible.
Quant a la racine de I’erreur quadratique moyenne relative (REQMR) des estimateurs de I’EQM, elle
diminue a mesure que o’ /\yi augmente. Les différences entre I’estimateur RB_Y2 de I’/EQM sous le MIX
et I’estimateur de I’lEQM de Taylor sous I’AM.YL semblent faibles mais consistantes. Alors que le RB_Y1,
le M_et_coll et les estimateurs naifs de I’EQM sous la méthode MIX présentent un BRM plus faible que le
RB_Y2 sous la méme méthode, et que le BRM de I’estimateur de Taylor et de I’estimateur BP naif sous la
méthode AR.YL est plus faible que celui du RB_Y2 sous la méthode MIX, c’est le contraire pour la
REQMR. Cela s’explique en partie par le biais conditionnel négatif extréme de ces estimateurs de I’EQM
(c’est-a-dire les estimateurs RB_Y1 et M_et_coll sous la méthode MIX et les estimateurs de Taylor et BP
naif sous la méthode AR.YL), comme le montre le tableau 6.3. Méme pour m=100, une proportion
relativement élevée (16 %) des populations donnent 62, =0 et, dans ces populations, les estimations
obtenues au moyen de la plupart des méthodes d’estimation de variance et la plupart des estimateurs de
I’EQM sont les plus inférieures a la valeur réelle. C’est-a-dire que, pour ces estimateurs de I’EQM, les
estimateurs conditionnels ne donnent pas de bons résultats. L’estimateur BP EQM semble corriger pour le
biais de facon satisfaisante, mais il est plus variable que le BP EQM naif. Lorsque nous incluons le BRM,
la REQMR et le BRM, dans I’évaluation, c’est le RB_Y2 sous la méthode MIX, suivi de prés par
I’estimateur BP naif, qui I’emporte sous la méthode MIX qui semble donner les meilleurs résultats. Nous
pourrions donc conclure a la supériorité des estimateurs RB_Y2 et naif sous la méthode MIX pour m =100,
ce qui est un nombre modéré de domaines pour les données de ce genre.

Tableau 6.2a
EQM, BRM et REQMR (pourcentage) des estimateurs de PEQM, m = 100

Estimateur de PEQM de Taylor Estimateur BP Estimateur BP naif

Méthode o’ / vy, EQM BRM REQMR BRM REQMR| BRM REQMR
REML 0,06 135,4 51 71,1 -4,4 80,7 1,6 69,9
0,1 132,1 53 64,7 -4,7 74,0 -0,2 63,0
0,14 119,5 6,0 61,9 -55 71,3 -1,8 59,9
0,2 119,2 6,5 53,6 -5,8 62,4 -3,4 51,7
0,3 106,6 8,2 46,7 -6,8 55,0 -5,6 44.8
AM.LL 0,06 134,9 6,1 75,4 8,2 66,9 31,3 63,8
0,1 131,2 6,8 68,1 7,8 59,5 27,5 55,7
0,14 118,3 8,1 64,6 7,8 55,6 26,5 51,2
0,2 117,6 8,4 55,4 6,5 46,7 21,6 42,1
0,3 104,5 10,2 46,7 5,5 38,8 18,2 34,0
AR.YL 0,06 135,4 6,6 69,3 -4,3 80,2 2,1 69,4
0,1 132,0 7,4 61,9 -4,5 73,4 0,3 62,5
0,14 119,4 9,0 58,0 -5,3 70,6 -1,2 59,3
0,2 119,0 10,6 48,2 -5,6 61,8 -2,9 51,1
0,3 106,4 14,7 38,5 -6,6 54,3 -51 441
AML.YL 0,06 134,7 10,0 63,2 -12,3 81,0 -19,6 65,9
0,1 131,3 12,0 56,6 -12,5 75,2 -19,7 61,2
0,14 118,8 15,0 53,1 -13,7 73,3 -21,4 59,8
0,2 118,6 18,1 448 -134 65,2 -20,7 53,5
0,3 106,4 25,2 38,4 -14,4 58,8 -21,7 48,6
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Tableau 6.2b
EQM, BRM et REQMR (pourcentage) des estimateurs de PEQM, m = 100
RB_Y1 RB_Y2 M_et_coll Estimateur BP | Estimateur BP naif
ol / y;, EQM |[BRM REQMR |BRM REQMR |BRM REQMR [BRM REQMR | BRM REQMR
MIX 0,06 1354 | 2,7 75,7 13,6 63,0 52 71,1 -3,0 75,3 8,8 62,4
0,1 1321 | 3,6 68,3 14,9 56,1 53 64,7 -3,2 68,3 6,6 55,4
0,14 1195 | 49 64,7 16,0 52,4 6,0 61,9 -3,9 65,1 53 51,8
0,2 119,1 | 6,3 55,2 16,7 43,8 6,5 53,6 -4,4 56,3 2,9 43,7
0,3 1065 | 9,4 46,2 19,9 36,0 8,3 46,7 -5,4 48,6 0,6 36,7
Tableau 6.3 ,
EQM, (E [(ei -0 |82 = 0}) et BRM,, (pourcentage), m = 100
Méthode o / v, EQM¢ Estlmatel}gsleol EQM de Estimateur BP  Estimateur BP naif
REML 0,06 135,6 -76,5 -98,6 -74.8
0,1 133,0 -74,5 -94.4 71,8
0,14 121,5 -78,6 -98,0 -74,9
0,2 120,4 -73,1 -89,8 -68,6
0,3 108,0 -73,6 -88,2 -67,3
AM.LL 0,06 135,0 -92,0 -67,6 -26,1
0,1 132,2 -85,2 -62,0 -24,6
0,14 120,2 -85,4 -62,3 -25,4
0,2 118,8 -74,4 -54,1 -22,1
0,3 105,9 -65,9 -49,7 -20,6
AR.YL 0,06 135,5 -68,6 -96,9 -73,0
0,1 132,9 -62,4 -92,6 -70,0
0,14 1214 -61,1 -96,1 -73,0
0,2 120,2 -48,9 -87,9 -66,7
0,3 107,8 -34,5 -86,1 -65,4
AM.YL 0,06 1349 -45,9 -88,6 -74,7
0,1 132,1 -39,4 -85,4 -72,2
0,14 120,4 -36,0 -89,3 -75,7
0,2 119,6 -23,6 -82,3 -69,7
0,3 107,6 -6,5 -81,7 -69,3
RB_Y1 RB_Y2 M_et_coll Estimateur BP Estimateur BP naif
MIX 0,06 135,0 -92,0 -22,0 -76,4 -46,0 -27,0
0,1 132,2 -85,2 -17,7 -74,3 -42.7 -25,9
0,14 120,2 -85,4 -15,0 -78,3 -43,3 -27,0
0,2 118,8 -74,4 -7,6 -72,8 -37,6 -23,9
0,3 105,9 -65,9 15 -73,1 -34,6 -22,6

Les tableaux 6.4a et 6.4b ci-dessous présentent les résultats pour m = 45 avec 9 domaines par G- / v, .
L’estimateur AM.YL donne des EQM plus petites que le MIX, les différences ne dépassant pas 2 %. Le
biais des estimateurs de variance augmente a mesure que le nombre de domaines diminue, ce qui a un impact
sur les estimateurs de I’EQM. En effet, les BRM de tous les estimateurs de I’EQM ont augmenté. En
particulier, le BRM des estimateurs de I’lEQM de Taylor sous I’estimation de variance YL et LL et le BRM
de I’estimateur RB_Y2 ont augmenté de 100 % par rapport au BRM avec 100 domaines. En ce qui concerne
la REQMR, I’estimateur de I’'EQM de Taylor sous AM.YL a une REQMR légérement inférieure a celle du
RB_Y2 sous la méthode MIX pour une o2 /vy, trés faible. En général, la variabilité (en termes de REQMR)
du RB_Y?2 est plus faible que celle de I’estimateur de Taylor sous LL et YL et des estimateurs RB_Y1 et
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M_et_coll. Cela pourrait étre attribuable en partie a la sous-estimation des EQM pour les populations avec
des estimations REML nulles, dont le pourcentage tourne autour de 30 % lorsque m=45. Le tableau 6.5
est plus instructif a cet égard : étant donné G2, =0, RB_Y1 et M_et_coll conduisent & une sous-
estimation importante.

Tableau 6.4a
EQM, BRM et REQMR (pourcentage) des estimateurs de PEQM, m = 45 domaines

Estimateur de PEQM de Taylor Estimateur BP Estimateur BP naif

Méthode o’ /y, EQM BRM REQMR BRM REQMR | BRM REQMR
REML 0,06 171,4 11,8 94,7 -4,7 107,0 6,2 89,2
0,1 174,1 11,9 83,9 -5,3 93,8 3,0 76,2
0,14 171,3 12,6 74,5 -5,4 81,9 11 65,3
0,2 166,6 13,9 63,4 -5,8 66,7 -1,2 52,0
0,3 128,9 20,1 63,0 -7,0 61,4 -31 46,7
AM.LL 0,06 171,1 15,5 100,0 16,0 84,9 43,5 83,3
0,1 1734 16,8 87,0 14,4 71,1 36,7 68,5
0,14 170,4 17,7 75,7 12,6 59,7 30,7 56,7
0,2 165,3 18,2 61,7 9,9 46,2 23,5 43,2
0,3 127,5 25,6 55,0 10,0 39,7 22,6 36,6
AR.YL 0,06 1711 17,2 89,9 -3,7 105,0 8,0 87,6
01 173,6 19,6 76,9 -4,3 91,8 4,8 74,6
0,14 170,8 22,6 65,8 -4,4 79,9 2,7 63,7
0,2 166,0 27,3 53,7 -4,8 64,8 0,3 50,5
0,3 128,3 43,8 54,8 -5,7 59,3 -1,3 45,0
AM.YL 0,06 167,5 30,2 78,4 -18,0 97,3 -23,8 73,3
0,1 169,6 36,5 72,2 -18,0 87,7 -23,6 66,7
0,14 167,0 42,7 69,3 -17,2 78,0 -22,3 59,7
0,2 162,8 52,1 70,8 -15,8 65,4 -20,3 50,6
0,3 126,0 81,3 91,1 -18,0 62,3 -22,9 48,4

Tableau 6.4b
EQM, BRM et REQMR (pourcentage) des estimateurs de PEQM, m = 45 domaines
RB_Y1 RB_Y2 M_et_coll Estimateur BP | Estimateur BP naif
c’/v, EQM | BRM REQMR/ BRM REQMR| BRM REQMR| BRM REQMR| BRM REQMR
MIX 0,06 1714 | 9,8 99,4 31,9 84,0 11,8 94,7 3,5 93,8 21,9 78,5
0,1 1740 | 121 86,2 33,2 73,1 119 83,9 2,6 80,4 17,5 65,1
0,14 171,2 14,5 74,9 34,4 64,6 12,6 74,5 2,0 68,7 14,0 54,4
0,2 166,5 | 17,7 61,7 36,0 55,8 13,9 63,4 0,7 54,5 9,8 41,8
0,3 128,9 | 28,8 57,6 48,8 58,2 20,2 63,1 0,3 48,6 8,7 35,9

Compte tenu du BRM, de la REQMR et du BRM,. des estimateurs de I’lEQM, c’est I’estimateur BP
naif de I’EQM sous la méthode MIX qui donne les meilleurs résultats pour les G2 /\Vi plus importantes. Le
tableau 6.6 présente la moyenne des mesures de performance, calculée sur les cing groupes de variances
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d’échantillonnage, pour les trois estimateurs de I’'EQM de Taylor sous la méthode MIX avec des données
du modele décrit en 5.1, mais avec trois valeurs différentes de o2. L’estimateur RB_Y2 donne de meilleurs
résultats quand o> =1, mais lorsque o> diminue, c’est I’estimateur de I’'EQM de M_et_coll qui prend le
dessus, précisément parce qu’il a été construit en partant du principe que o> est d’environ zéro.

Tableau 6.5
EQM_ et BRM_ (pourcentage). m = 45 domaines
Méthode o / v, EQM, Estlmatel}g;fol EQM de Estimateur BP  Estimateur BP naif
REML 0,06 170,2 -64,3 -89,7 -60,7
0,1 173,0 -62,4 -83,7 -57,1
0,14 170,2 -58,1 -75,5 -51,8
0,2 165,8 -51,9 -65,1 -44.8
0,3 1311 -59,0 -70,5 -49,2
AM.LL 0,06 170,0 -715 -49,0 231
0,1 172,3 -61,5 -42,1 -2,3
0,14 169,1 -511 -35,7 -2,1
0,2 164,7 -38,3 -28,3 -1,6
0,3 129,9 -28,8 -29,1 -3,7
AR.YL 0,06 169,9 -48,3 -86,2 -56,7
0,1 172,6 -38,0 -80,2 -53,2
0,14 169,7 -25,9 -72,2 -48,2
0,2 165,3 -1,4 -61,9 -41,5
0,3 130,5 19,3 -66,8 -45,5
AM.YL 0,06 166,6 -8,2 -73,5 -60,7
0,1 168,8 38 -70,1 -58,1
0,14 166,1 16,1 -64,1 -53,3
0,2 162,2 35,9 -56,1 -46,8
0,3 128,1 72,8 -62,5 -52,5
RB_Y1 RB_Y2 M_et_coll
MIX 0,06 170,0 -71,5 6,2 -64,3 -28,1 -4,0
0,1 172,3 -61,5 13,2 -62,3 -23,8 -3,5
0,14 169,1 -51,1 18,9 -57,8 -20,0 -3,3
0,2 164,7  -38,3 26,8 -51,6 -15,7 -2,9
0,3 1299  -288 40,4 -58,7 -16,7 51
Tableau 6.6
EQM, BRM, BRM, et REQMR (pourcentage), 45 domaines
RB Y1 RB_Y2 M_et_coll
%REML=0 o EQM |BRM BRM; REQMR |BRM BRM, REQMR |[BRM BRM, REQMR
29 1 108 16 -50 75 36 21 66 14 -59 75
48 0,2 99 48 -36 101 113 88 114 47 -38 94
51 0,1 91 58 -33 108 137 107 127 58 -32 100

Les tableaux 6.7a et 6.7b ci-dessous montrent les résultats pour m =15 domaines avec 3 domaines par

2
Gv /WI '
variance utilisée.

Les EQM ne varient pas de plus de 5%, quelle que soit la méthode d’estimation de

Il n’existe pas de relation monotone entre le BRM ou la REQMR et 03/% , Ce qui pourrait indiquer
gue I’approximation d’ordre deux pour estimer I’EQM est médiocre, quelle que soit la méthode d’estimation
de variance utilisée. Les BRM des estimateurs de I’EQM de Taylor sous les méthodes d’estimation de
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variance de LL et YL sont trop élevés, et il en va de méme pour la REQMR. L’estimateur RB_Y2 sous la
méthode MIX ne s’en sort pas trés bien non plus. La raison de ce résultat est claire : le pourcentage élevé
d’estimations REML nulles (43 %) suggere que le MIX coincide avec I’AM.LL pour les populations REML
nulles. Ainsi, le MIX a un biais positif pour m=15, et le RB_Y2 ne tient pas compte de ce biais. Le RB_Y1
tient compte du biais dans le MIX, mais I’estimateur du biais n’est pas tres précis pour m = 15.
L’estimateur de I’lEQM de M_et_coll coincide presque avec le BRM et laREQMR de I’estimateur de I’TEQM
de Taylor sous I’estimation de variance REML, car ils sont égaux par définition lorsque &2, =0. Le
BRM,. des trois estimateurs de I’/EQM de Taylor sous la méthode MIX laisse & désirer. Compte tenu de
toutes les mesures de performance, les estimateurs bootstrap de I’lEQM donnent de meilleurs résultats que
les estimateurs de I’EQM de Taylor. Pour m =15 domaines avec 3 domaines par o> /Wi , I’estimateur BP
sous la méthode MIX donne les meilleurs résultats, I’estimateur BP naif sous AR.YL et AM.YL venant en
deuxieme place.

Tableau 6.7a
EQM, BRM et REQMR (pourcentage) des estimateurs de PEQM, m = 15 domaines

Estimateur de PEQM de Estimateur BP Estimateur BP naif
Taylor
Méthode A EQM BRM REQMR BRM REQMR BRM REQMR
REML 0,06 584,8 12,6 87,9 1,2 85,9 6,9 64,5
0,1 376,7 26,5 106,3 2,3 85,6 9,6 62,8
0,14 352,5 25,2 90,1 0,7 54,1 4,3 39,3
0,2 209,4 43,0 123,0 04 74,0 6,3 51,1
0,3 198,7 50,6 124,7 -1,0 46,3 2,6 31,5
AML.LL 0,06 589,3 24,1 89,3 13,7 61,2 24,1 65,8
0,1 380,7 48,3 107,1 194 58,6 32,5 62,9
0,14 355,7 40,2 88,6 10,0 36,2 16,8 38,1
0,2 2125 76,3 117,9 17,8 451 28,7 47,3
0,3 200,7 76,5 105,1 10,7 26,9 17,2 27,6
AR.YL 0,06 583,3 23,8 83,3 3,2 79,5 3,2 61,6
0,1 375,1 53,3 106,7 54 78,6 54 59,7
0,14 351,3 53,3 102,7 2,4 49,4 2,4 37,1
0,2 207,7 107,3 153,1 4,1 66,2 4,1 47,2
0,3 197,5 142,0 199,4 1,9 411 1,9 28,9
AM.YL 0,06 5714 41,6 103,5 -8,0 61,2 -9,2 43,3
0,1 363,3 95,0 161,4 -11,3 62,9 -13,2 441
0,14 342,0 97,2 179,7 -6,7 40,4 -7,8 29,3
0,2 197,0 198,4 274,6 -14,5 58,2 -16,7 41,7
0,3 1914 270,2 362,4 -11,5 38,4 -13,1 28,7
Tableau 6.7b
EQM, BRM et REQMR (pourcentage) des estimateurs de PEQM, m = 15 domaines
RB_Y1 RB_Y2 M_et_coll Estimateur BP | Estimateur BP naif
c’/w, EQM |BRM REQMR|BRM REQMR| BRM REQMR |%BRM %REQMR|%BRM %REQMR
MIX 0,06 584,9 | 21,0 84,7 354 93,7 12,6 87,9 10,0 53,8 19,3 62,1
0,1 377,1 | 46,0 103,9 68,4 1226 | 26,4 106,1 14,8 52,7 26,6 59,9
0,14 353,0 | 41,9 91,5 59,4 112,7 | 25,0 89,9 7,6 33,2 13,7 36,7
0,2 209,7 | 83,2 127,8 | 1089 1558 | 42,8 122,8 14,0 42,5 23,7 46,0
0,3 198,9 | 94,8 136,7 |117,1 162,2 | 50,4 124,6 8,7 26,6 14,5 27,7
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En résumé, sous le modéle de Fay-Herriot avec une o> positive, MIX et AR.YL sont les seuls
estimateurs de variance positifs a I’étude qui présentent un biais asymptotique négligeable. Le biais
asymptotique des estimateurs de variance AM.YL et LL est plus grand. En revanche, notre simulation a
démontré que, pour un nombre modéré de domaines et pour les populations qui donnent des estimations
REML nulles, les deux estimateurs de variance de YL présentaient un biais négatif et produisaient des
EBLUP proches de I’estimateur synthétique de la moyenne. Par contre, le MIX, qui combine les estimateurs
AM.LL et REML, ne présentait qu’un biais légérement négatif dans ces populations. De plus, la distribution
inconditionnelle du MIX approchait de la normalité beaucoup plus rapidement que celle des autres
estimateurs de variance.

Tableau 6.8
EQM, et BRM_. m = 15 domaines
Méthode o, / v, EQM¢ EStlmatel’;;Sﬁ) i EQM de Estimateur BP  Estimateur BP naif
REML 0,06 594,2 -22,6 -31,7 -16,5
01 381,2 -32,9 -43,2 -22,5
0,14 345,1 -17,7 -22,7 -10,7
0,2 212,7 -41,1 -47,3 -25,5
0,3 197,9 -30,4 -32,7 -17,6
AM.LL 0,06 595,6 -4,1 -5,7 12,1
01 385,7 8,6 -7,0 15,6
0,14 351,2 18,9 -2,0 10,4
0,2 216,0 46,4 -5,8 14,4
0,3 199,5 67,0 -2,9 9,8
AR.YL 0,06 592,2 -0,8 -27,1 -11,0
01 379,7 21,0 -36,5 -14,8
0,14 3445 44,0 -18,6 -6,3
0,2 210,9 98,2 -38,6 -16,4
0,3 196,6 1773 -26,1 -11,0
AM.YL 0,06 581,7 30,7 -21,9 -18,0
01 368,6 79,8 -31,5 -25,8
0,14 333,9 98,3 -15,2 -11,9
0,2 198,9 198,0 -36,4 -30,0
0,3 190,0 296,3 -26,2 -21,5
RB_Y1 RB_Y2 M_et_coll Estimateur BP  Estimateur BP naif
MIX 0,06 595,6 -4,1 27,9 -22,9 3,4 17,8
01 3857 8,6 57,1 -33,7 51 22,8
0,14 351,2 18,9 58,5 -19,1 4,9 14,3
0,2 216,0 46,4 102,4 -42,0 59 20,4
0,3 199,5 67,0 116,3 -30,9 4,8 13,4

En ce qui concerne I’estimateur de I’'EQM de I’EBLUP, il était beaucoup plus précis que I’estimateur
direct, sous toutes les méthodes d’estimation de variance examinées ici, méme pour un petit nombre de
domaines. Les estimateurs de variance AM.LL, AM.YL et AR.YL étaient tous moins variables que le
REML et le MIX. L’ impact sur I’EQM de I’EBLUP était minime, car il y avait peu de différences entre les
EQM pour le méme rapport signal/bruit. Ces différences s’accentuaient a mesure que le nombre de domaines
ou le rapport signal/bruit diminuait. Ainsi, pour un rapport signal/bruit extrémement faible, I’'EQM sous la
méthode MIX pourrait &tre un peu plus grande que sous I’estimateur de variance AM.YL.
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Sous la méthode MIX d’estimation de variance, nous avons compareé trois estimateurs de I’lEQM de type
Taylor et deux estimateurs de I’/EQM bootstrap. Les trois estimateurs de I’'EQM de Taylor sous la méthode
MIX (RB_Y1,RB_Y2et M_et_coll) sont sans biais jusqu’a I’ordre deux. Les estimateurs de I’lEQM de type
Taylor sous LL et YL sont eux aussi sans biais jusqu’a I’ordre deux. Les estimateurs RB_Y1, AM.LL et
AM.YL peuvent produire des estimations négatives de I’lEQM.

L’estimateur de I’EQM de Taylor sous la méthode REML d’estimation de variance et I’estimateur
M_et _coll sous la méthode MIX coincidant par définition, les différences entre leurs mesures de
performance sont négligeables (leurs EQM réelles sont différentes; dans notre étude cependant, pour
m =100, I’estimateur MIX coincidait avec le REML 84 % du temps). Pour un nombre modéré de domaines,
qui pourrait étre m=45 ou 100 pour ces données, et pour les populations qui donnent des estimations
REML nulles, les deux estimateurs de ’'EQM de Taylor sous le REML et les estimateurs de I’'EQM de
M_et_coll ne tiennent pas compte de la variation attribuable & I’estimation de o2, ce qui se refléte dans leur
BRM,, tres négatif, qui est inférieur a -60 % pour les rapports signal/bruit plus petits. Par ailleurs,
I’estimateur RB_Y1 tient compte de la variation due a I’estimation de o2, mais son BRM_. est lui aussi
trés négatif. En effet, le RB_Y1 est un estimateur de I’'EQM fractionné qui, pour les populations ou
&ren = 0, soustrait un facteur du biais inconditionnel de I’ AM.LL, qui est toujours positif. Une meilleure
formule pour un estimateur de I’EQM fractionné serait d’utiliser un estimateur du biais conditionnel
E(c‘si /6L = O). En fait, méme pour un nombre modéré de domaines (m=100), le tableau 6.1 montre
que I’estimateur MIX a un biais inconditionnel de 49 %, mais un biais conditionnel de -37 %.

L’estimateur BP de I’EQM sous les méthodes AR.YL et MIX était bien corrigé pour le biais, mais la
variance en souffrait. Le bootstrap naif semble étre I’estimateur de I’'EQM qui donne les meilleurs résultats,
et ces résultats sont encore meilleurs sous I’estimation de variance MIX, méme lorsque les trois mesures
(BRM, BRM_ et REQMR) sont prises en compte. Nous avons constaté que, pour un nombre modéré de
domaines, le RB_Y?2 était I’estimateur de Taylor sous la méthode MIX qui présentait la REQMR la plus
faible. Par ailleurs, I’estimateur de M_et_coll est le plus fiable lorsque la variance sous-jacente réelle o’
est tres faible : dans ce cas-ci, M_et coll est effectivement I’estimateur de I'EQM de I’estimateur
synthétique de la moyenne de petit domaine. Nous ne recommandons pas de compter sur I’approximation
d’ordre deux de I’'EQM lorsque m est petit : I’approximation (2.6) de I’EQM ne tient pas nécessairement,
les mesures de performance obtenues dans notre étude sont tres instables, et elles peuvent varier d’un
ensemble de données a I’autre.

En conclusion, sous I’hypothése o2 >0, les performances relatives des estimateurs de variance positifs
comparés dépendent de la taille de o2, du rapport signal/bruit, du nombre de domaines et de la fonction
objectif. Pour un nombre modéré de domaines, I’estimateur de variance MI1X semblait donner de meilleurs
résultats que les estimateurs LL et YL dans cette étude. Sous la méthode MIX, I’estimateur BP naif de
I’EQM presentait la combinaison BRM. et REQMR la plus faible. L estimateur de I’/EQM de M_et_coll
sous I’estimateur de variance MIX donnait des résultats légérement meilleurs que le RB_Y1 lorsque la
variance o> sous-jacente était trés petite. Cependant, le pourcentage de REML nuls produits sous le modéle
de simulation montre qu’un résultat de 62, =0 et/ou que des tests d’hypothéses négatifs ne signifient
pas nécessairement que la variance o> est assez faible pour que I’on puisse se fier a I’estimateur de
M_et_coll. En I’absence d’autres renseignements, I’estimateur BP naif sous la méthode MIX semble donner
de meilleurs résultats.
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Annexe A

Preuve du théoréme 4.1
R . A2 ’ - (A2 . ~AD 2312
La variance asymptotique de &2, est donnée par : V (&7« ) = lim E (62,x — o2)

Nous montrons que E (&2, — 03)2 < E (&%rem. — O )’ + 0(1/m) &mesure que m — .

2 212 ~2 2\2 ~2 2\2
E (levux - Gv) = J. (GVREML - c5\/) dP + _[ (GVAM.LL - Gv) dP
{66REML>O} {6\2/REML=O}

= j(éiREML - 03)2 dP + J. (6$AM.LL - 03)2 dP = E (65REM|_ - 03)2 (A1)
o

{65REML:0}
&
+0|—].
m

En effet, par les inégalités de Holder et Minkowski, avec 1< p<ow,1/p+1/g=1 et si X =

- 2 - A . -
(82w — 05) = O, (1/m) etlindicateur | (G5ne,, = 0) des populations avec &2, =0, nousavons :

p
_[ (63AM.LL - 03 )2 dP < (_[ (63AM.LL - 63 )ZP dpj '(P{asREML = 0})1/q

{65REML<0} Q

(o) oo ft

P
. ~ 2 - , . ~ N -
puisque (GiAM.LL -c ) est uniformément borné et G2\, —> o5 > 0. Il est & noter que les estimateurs

Y

(A2)

AM.LL et REML de o’ sont uniformément bornés en conséquence de leur convergence presque certaine
vers o> (voir, par exemple, Yuan et Jennrich 1998).

Preuve du théoreme 4.2

Nous désignons par 62, I’estimateur de variance par le maximum de vraisemblance.
Nous montrons d’abord que 6%y, — 64y =0, (1/m). Soit G, (¢%)=0log(L.)/de’ =0 Iéquation

d’estimation qui donne I’estimateur de variance *. L’équation (3.4) implique que :
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1 1
Gamwe (62) — Gy, (62) = dlog el /o6l = — = O(E). (A.3)

Avec Gy, (-) £ (6G,, /062)(-)et Gy () = (0Gy,. /062)(-), I'équation (A.3) implique que :
1

GI(IIL (Gv)_G;AMALL (Gv) :Otmj- (A4)

Maintenant, en utilisant I’équation (A.4), la ' m —convergence des estimateurs ML et AM.LL de o2,
le développement en série de Taylor a deux termes de G,, (-) et G, () & o> et G, (ci) =0() a
mesure que m — oo, le cdté gauche de I’équation en (A.3) est égal a :

' A , - 1
= Gy, (63)(0\2/ML - 63) = Game (63)(0\2/AM.LL - 63) + op [Hj

! ~ ~ ! ’ ~ 1
=G (63)(65ML - GSAM.LL) + (GML (63) - GamL (63 )) (GiAM.LL - 65) + Op (HJ

, . . 1 1
= G (63)(651\/& - GsAM.LL) + Op (WJ + Op (Ej

La derniére égalité ci-dessus implique que :

A . 1),
SeamiL — O =0, (m a mesure que m — oo, (A.5)

De méme, nous établissons une relation entre Ggg, (62) et G, (of): étant donné que

tr (V’1Z (Z’V’lz)f1 Z’V’l) = O (1) découle des conditions 1 a 3 de la section 3 et de I’équation (3.1), nous
avons :

1 - 1
Grewm (62) =Gy (02) = —tr(V*Z(Z’V*Z) ' Z'V’l) = O() amesure que m— o, (A.6)
m m
I’équation (A.6) et le méme argument que pour I’estimateur AM.LL impliquent que :

- . 1y |
6 el — 6oL = o, (m a mesure que m — oo, (A.7)

Ensemble, les équations (A.5) et (A.7) donnent :

- . 1
(G\%REML - GiAM.LL) = Op (E) (A.8)

Nous exprimons maintenant le biais de I’estimateur MIX comme suit :

Buix (63MIX) = _[ (63REML - Gi)dp + _[ (63AM.LL - Gi)dp-

{&\ZIREML>0} {&\%REML:O}
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Nous ajoutons et soustrayons _[ }(GiREML - ci)dP du coté droit de I’équation ci-dessus pour

GVREML

obtenir :

(6§REML - Gi) dP + I (65AM.LL - 6\a:zElvu_)dP

{&3}? EML :0}

Buwix (GSMIX) ZI
Q
(A.9)

= Biais (62 )+ f (GoamiL —Girem ) dP.

{65REML=0}

Puisque 62, . — G-renm €St Uniformément borné, nous appliquons I’inégalité de Holder et Minkowski
avec p = g = 2 et I’équation (A.8) au dernier terme en (A.9) pour obtenir :

12
Buix (6$MIX) = BIaIS( vREML) + (j (asAMALL - GVREML) dpj P {63REML = 0}1/2
Q

(A.10)

Biais (62 ) + O[;j 0(1) = Biais(Glren ) + o(i).

m

Preuve de la remarque 4.2 : eqm, est sans biais jusqu’a I’ordre deux

E(eqmo)_EQM(éi) = J (gli+gzi+zg3i)(&3REML)dP+ I g2|(vREML)dP EQM

{&5REML>O} {&SREML 0}

= |:J(gli +0y + ngi)(&SREML)dP - EQM}

+ I gZ|(vREML)dP_ J (91|+92|+293|)( vREML)dP

{&GREML 0} {&5REML 0}

a1 e

vREML_O}

(A11)

puisque g;; (65xem ) = 9y (0) = 0 en {67y =0} et g, (6%:cy, ) S"annulent en (A.11). Mais

9y (lrems) = 9ai (0) = \,EO) O”(i)

i m

et est uniformément borné sous les conditions de régularité données dans la section 2. Le dernier terme en
(A.11) est donc aussi un o(1/m), ce qui rend egm, sans biais jusqu’a I’ordre deux.
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Annexe B

B.1 Comparaison entre les estimateurs REML et AR.YL au moyen de I’algorithme
de score

L’ algorithme de score donnait parfois des estimations nulles pour la vraisesmblance de I’estimateur
AR.YL. En effet, pour les ensembles de données simulés sous le modele donné dans la section 5, ou m =45
et 2 =1, les algorithmes de score REML et AR.YL produisaient 28 % et 26 % d’estimations nulles
respectivement. On peut voir pourquoi dans les figures B.1 a B.3 : les vraisemblances correspondent a une
seule population générée sous le modele avec o> =1 pour lequel 62, = 0.

Vraisemblance REML Vraisemblance AR.YL
0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
. o,
Figure B.1 L = Ly, (0] Viseens Vis) - Figure B.2 L = Ly, (0] Viseoes Vis) -
Vraisemblance AM.LL
0 T T
0 1 2 3 4 5 6
02

FigureB3 L = L, (o}

Yiseors Yas) -
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La figure B.2 montre que la valeur maximale de la vraisemblance AR.YL est trés proche de la limite. Il
arrive parfois que I’algorithme de score passe a c6té du maximum et donne une valeur nulle. La figure B.3
montre que la vraisemblance AM.LL a une valeur maximale qui se différencie mieux de la limite.

B.2 Traitement des zéros dans I’estimateur bootstrap paramétrique

Pour chaque estimation 65 = 63 (y“)), r=1,...10K, et chaque méthode d’estimation de variance :

ii.d

i. Geénérer un grand nombre B d’effets aléatoires de domaine v® '~”N (0,62),b=1,...,B, et
générer, indépendamment de v*, des erreurs d’échantillonnage e® ~ N (0,v,), L., m,
b = 1,..., B. Générer des données bootstrap y® =6® +e® 6 = xB+v®, i=1..m. Si

S2rem (V) = 0, générer (y”,6”), b=1,...,B, apartir du modéle synthétique (voir aussi Rao
et Molina 2015).

~-2(0) .

ii. Adapter le modéle aux données bootstrap et obtenir &,"; pour I’estimateur MIX, calculer

&2 =620 si 62 est positif et 620, = 624, autrement.

iii. Obtenir B, I’'EBLUP correspondant 6, les composantes bootstrap g = g, (62 (y")),
08 =9, (65 (y?)) et gy =B™) g, i=12.

iv. L’estimateur bootstrap naif de I’lEQM est eqm .. = B‘lz::l(éfb) —e§b>)2.

v. L’estimateur BP de I'EQM (qui est corrigé du biais (Pfeffermann et Glickman 2004)) est :
eqmg, (8,) = 9, (83) + 9, (62) - T — o + eqm, .

vi. Pour calculer le BRM_, faire la moyenne de (eqmy) ( - EQM( ))/EQM( ;) pour les
populations ou (r)/&iREML (y") = 0 et faire de méme pour le BRM,. de eqm, ;..
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Une comparaison d’estimateurs non paramétriques pour les
fonctions de répartition de populations finies

Leo Pasquazzi et Lucio de Capitani

Résumé

Le présent travail a pour objet de comparer des estimateurs non paramétriques pour des fonctions de répartition
de populations finies fondés sur deux types de valeurs prédites, a savoir celles données par I’estimateur bien
connu de Kuo et une version modifiée de ces derniéres, qui intégre une estimation non paramétrique de la fonction
de régression a la moyenne. Pour chaque type de valeurs prédites, nous considérons I’estimateur fondé sur un
modele correspondant et, apres incorporation des poids de sondage, I’estimateur par la différence généralisée.
Nous montrons sous des conditions assez générales que le terme principal de I’erreur quadratique moyenne sous
le modele n’est pas affecté par la modification des valeurs prédites, méme si cette modification réduit la vitesse
de convergence pour le biais sous le modéle. Les termes d’ordre deux des erreurs quadratiques moyennes sous
le modéle sont difficiles a obtenir et ne seront pas calculés dans le présent article. La question est de savoir si les
valeurs prédites modifiées offrent un certain avantage du point de vue de I’approche fondée sur un modele. Nous
examinons aussi les propriétés des estimateurs sous le plan de sondage et proposons pour I’estimateur par la
différence généralisée un estimateur de variance fondé sur les valeurs prédites modifiées. Enfin, nous effectuons
une étude en simulation. Les résultats des simulations laissent entendre que les valeurs prédites modifiées
entrainent une réduction importante de I’erreur quadratique moyenne si I’échantillon est de petite taille.

Mots-clés : Echantillonnage en population finie; estimateur de fonction de répartition; valeur prédite; estimateur de Kuo.

1 Introduction

Depuis la publication de I’article fondamental de Chambers et Dunstan (1986), plusieurs estimateurs ont
été proposés pour les fonctions de répartition de populations finies. La plupart sont fondés sur différents
types de valeurs prédites ou sur différents moyens de combiner ces valeurs en un estimateur. Ainsi,
I’estimateur proposé par Chambers et Dunstan (1986) s’appuie sur des valeurs prédites tirées d’un modéle
de superpopulation dans lequel le lien entre la variable étudiée et une variable auxiliaire est donné par un
modele de régression linéaire a composantes d’erreur indépendantes dont les variances sont supposées
connues. En remplacant les fonctions indicatrices non observées par les valeurs prédites dans la définition
de la fonction de répartition de la population de la variable étudiée, on obtient I’estimateur de Chambers et
Dunstan. Rao, Kovar et Mantel (1990) intégrent les poids de sondage dans les valeurs prédites de Chambers
et Dunstan, puis utilisent celles-ci dans un estimateur par la différence généralisée. Kuo (1988) recourt a la
régression non paramétrique pour estimer directement la relation de régression entre les fonctions
indicatrices et la variable auxiliaire, et obtient des valeurs prédites qui admettent pratiquement n’importe
guel modeéle de superpopulation. Comme Chambers et Dunstan, elle remplace les fonctions indicatrices non
observées par les valeurs prédites correspondantes et obtient un estimateur fondé sur un modéle. Chambers,
Dorfman et Wehrly (1993) combinent les valeurs prédites de Chambers et Dunstan (1986) et de Kuo (1988)
et proposent un autre estimateur fondé sur un modele qui vise a étre plus efficace que I’estimateur de Kuo
si le modeéle de superpopulation linéaire supposé par Chambers et Dunstan est vérifié, et qui ne souffre pas
d’un biais de spécification incorrecte du modéle autrement. A la suite de ces premiers travaux, un assez
grand nombre de propositions ont été faites en vue de réaliser un gain d’efficacité par rapport a I’estimateur

1. Leo Pasquazzi et Lucio de Capitani, Universita degli Studi di Milano-Bicocca, Milan, Italie. Courriel : leo.pasquazzi@unimib.it,
lucio.decapitanil@unimib.it.
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de Horvitz-Thompson, tout en préservant la robustesse de ce dernier et parfois aussi I’une de ses propriétés
souhaitables suivantes ou les deux, a savoir i) le fait qu’il s’agit d’une combinaison linéaire des fonctions
indicatrices dans I’échantillon dont les coefficients ne dépendent pas de la variable étudiée et ii) le fait qu’il
produit toujours des estimations non décroissantes pour la fonction de répartition.

Le présent travail part de I’idée d’améliorer les valeurs prédites proposées par Kuo (1988) en y
incorporant une estimation de la fonction de régression a la moyenne (voir la section 2). Cette idée, avancée
dans un ouvrage récent de Chambers et Clark (2012), repose sur I’hypothése d’un modéle de
superpopulation sous-jacent caractérisé par une relation de régression lisse entre la variable étudiée et une
variable auxiliaire, ainsi qu’une variation lisse des distributions des composantes de I’erreur. Selon cette
idée, les valeurs prédites sont le résultat d’une procédure en deux étapes : a la premiere étape, la fonction
de régression a la moyenne est estimée par régression paramétrique ou non paramétrique, et a la deuxieme
étape, en utilisant les résidus de cette régression, les fonctions de répartition des composantes de I’erreur
sont estimées par régression non paramétrique afin de tenir compte de la possibilité d’une variation lisse des
distributions des composantes de I’erreur. En combinant les deux estimations, on peut calculer les valeurs
prédites pour les fonctions indicatrices qui figurent dans la fonction de répartition de la population finie de
la variable étudiée. Chambers et Clark (2012) analysent I’estimateur fondé sur un modele obtenu en
remplacant les fonctions indicatrices non observées par les valeurs prédites correspondantes, et ils esquissent
une preuve qui mene a une expression pour la variance sous le modéle de I’estimateur résultant. Dans cette
preuve, ils supposent que la fonction de régression a la moyenne est estimée au moyen d’un estimateur
convergent et que la contribution de son erreur d’estimation a la variance sous le modele de I’estimateur de
la fonction de répartition finale peut étre négligée. Dans le présent travail, nous considérons la régression
linéaire locale pour estimer a la fois la fonction de régression a la moyenne sous le modele et les distributions
des composantes de I’erreur. Nous donnons des développements asymptotiques pour le biais et pour la
variance sous le modéle de I’estimateur résultant et les comparons a ceux correspondant a I’estimateur de
Kuo fondé sur la régression linéaire locale. Il s’avére que les termes principaux dans les variances sous le
modele sont les mémes et que, pour des suites de fenétres de lissage choisies comme il convient, le carré du
biais sous le modéle des deux estimateurs tend vers zéro plus rapidement que la variance sous le modele.
Pour établir quel estimateur est asymptotiquement plus efficace du point de vue de la modélisation, il est
donc nécessaire de connaitre les termes d’ordre deux des variances sous le modéle. Cependant, ces derniers
dépendent d’hypothéses plus précises que celles considérées dans le présent travail et, du moins pour
I’estimateur fondé sur les valeurs prédites modifiées, il semble que la détermination des termes d’ordre deux
des variances sous le modéle ne soit pas une tache facile. La question de savoir quel estimateur est le plus
efficace du point de vue de la modélisation reste donc a résoudre.

En plus des estimateurs fondés sur un modele susmentionnés, nous analysons les estimateurs par la
différence généralisée fondés sur les deux types de valeurs prédites dans leurs versions pondéréees selon le
plan de sondage. Les résultats présentés a la section 3 montrent que les vitesses de convergence de leurs
biais et de leurs variances sous le modéle sont les mémes que pour leurs équivalents fondés sur un modele.
Les propriétés sous le plan de sondage sont discutées dans une certaine mesure a la section 4, de méme que
la question de I’estimation de la variance. Il serait évidemment intéressant d’établir et de comparer les
développements asymptotiques pour les biais et les variances sous le plan de sondage. Breidt et Opsomer
(2000) obtiennent sous des conditions faibles une expression générale pour le terme d’ordre un dans I’erreur
quadratique moyenne sous le plan des estimateurs de régression par polyndémes locaux, dont I’estimateur
par la différence généralisée fondé sur les valeurs prédites de Kuo est un cas particulier. L estimateur par la
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différence généralisée fondé sur les valeurs prédites modifiées ne rentre toutefois pas dans cette classe. A
I’instar de Sarndal, Swensson et Wretman (1992), nous conjecturons que, sous des conditions générales, le
terme d’ordre un de son erreur quadratique moyenne sous le plan est le méme que celui de I’estimateur par
la différence généralisée fondé sur les valeurs prédites de Kuo. Des preuves formelles pourraient peut-étre
étre obtenues en adaptant et en étendant certains résultats présentés dans Wang et Opsomer (2011). Pour
vérifier cette conjecture et comparer la performance de I’estimateur par la différence généralisée et de
I’estimateur fondé sur un modéle dans diverses conditions, nous effectuons une étude en simulation dont les
résultats sont présentés a la section 5.

2 Définition des estimateurs

Soit (y;,x;) les valeurs prises par une variable étudiée Y et une variable auxiliaire X sur I'unité i
d’une population finie U :={1,2,...,N}. Supposons que

yi=m(x)+e, ieU, (2.1)

ou m(x) est une fonction lisse et ou les & sont des variables aleatoires independantes de moyenne nulle
dont les fonctions de répartition P (s, <&)=G(g|x,) varient continiment en fonction de x,. Soit ScU
un échantillon tiré de la population U selon un certain plan de sondage. Comme d’habitude dans le contexte
de I’information auxiliaire compléte, nous supposons que les valeurs x, sont connues pour toutes les unites
de la population, tandis que les valeurs y, sont observées uniquement pour les unités de la population qui
appartiennent a I’échantillon s.

Pour estimer la fonction de répartition inconnue de la population
1
Fy (t):= NZI (y, <t),
ieU
Kuo (1988) propose I’estimateur donné par

A 1

F(t)::N(ZI(yj <t)+ D > w1 (y, St)], (2.2)
jes igs jes

ou, a la place de W ;, elle propose d’utiliser soit les poids de régression constants locaux

X — X,
K|l )
7

W. .

kes

avec une fonction noyau (intégrable) a la place de K (u) et A >0, soit les poids des K plus proches voisins

{l/k, si_ x; est I'un des k plus proches voisins de x;
W, i=

0, sinon.
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Notons que, dans la définition F (t),
G, (t):=> wl(y, <t) (2.3)
jes
est utilisé comme valeur prédite remplagant la fonction indicatrice non observée 1 (y, <t) pour i ¢ s.
En nous inspirant d’une idée avancee dans I’ouvrage de Chambers et Clark (2012), nous allons analyser
un estimateur de F, (t) basé sur des valeurs prédites de rechange qui intégrent une estimation non

paramétrique de la fonction de régression & la moyenne m(x). Les valeurs prédites en question sont
données par

G (t):=> w, I (y, -, <t-m,) (2.4)
jes
ou
ﬁ‘li ::zwi,jyj
kes

est un estimateur non parameétrique de m(x) a x=x;, et I’estimateur résultant de F (t) est donné par

F™(t) ::;(ZI (y; <t)+D > w1 (y; —m, st—rﬁi)]. (2.5)

jes igs jes

Les valeurs prédites en (2.3) et (2.4), ou leurs versions modifiées de maniére appropriée comprenant
I’intégration des probabilités d’inclusion dans I’échantillon dans les poids de régression W ;, peuvent de
toute évidence étre calculées également pour 1 €S, et elles peuvent étre utilisées, par exemple, dans les
estimateurs par la différence généralisée (Sarndal et coll. 1992, page 221) ou dans les estimateurs calés sur
un modeéle (voir par exemple Wu et Sitter 2001; Chen et Wu 2002; Wu 2003; Montanari et Ranalli 2005;
Rueda, Martinez, Martinez et Arcos 2007; Rueda, Sanchez-Borrego, Arcos et Martinez 2010). En plus des
estimateurs fondés sur un modéle donné en (2.2) et (2.5), nous examinerons les estimateurs par la différence
généralisée donnés par

ﬁ(t)::;LZZWHI (v, St)}ZﬂilLl (v <=2, 1 (y, St))

ieU jes ies jes

et par

- 1

F (t)::N(ZZWHI (y;—m, St—mi)]+27ri‘1(l (y; <t) =D w1y, —m, st—mi)]
ieU jes ies jes

ou 7; désigne les probabilités d’inclusion d’ordre un dans I’échantillon, W, ; désigne les poids de régression

pondérés selon le plan de sondage dont la définition est donnée plus bas, et M, = Zkeswivk Y- Notons que,

F (t) et F™(t) sont fondes sur les équivalents des valeurs predites pondérées selon le plan de sondage

G (t) et G (t) qui sont donnés par
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G ()= w1 (y; <t)

jes
et
G (t):=>w I(y,-m <t-m),
jes
respectivement.

Quant aux poids de régression W, ; et W ;, nous les remplagons dans le présent travail par des poids de
régression lingaires locaux. Dans la suite de I’exposé, W, ; et W ;, sont donc définis par

Xi—Xj

ni M, (%) My, (%) = M2 (%)
et

X; — X,

o 00~ )
W, . = K ol 7 Y ’
b ﬁjnﬂ A jMz,s(xi)MO,s(Xi)_MES(Xi)

ou n est le nombre d’unités dans I’échantillon s,

e 1 (x=x\(x=x Y _
Mr,s (X)_ZMK[ l j(ﬂj [} r_011!21

kes

et

ML (0=Y K(X;XKJ(X;ijr, r=0,1,2.

ks T NA

Il convient de souligner que les estimateurs non paramétriques de la présente section ne sont pas bien définis
si les poids de régression W, ; et W ;, inclus dans leurs définitions ne sont pas bien définis. Ce probléme se
pose, par exemple, quand le support de la fonction noyau K(u) est donné par I’intervalle [-11]
(par exemple, noyau uniforme, noyau d’Epanechnikov), et quand il n’existe pas au moins deux j €S tels
que \xi —X;j|<A. Pour contourner ce probléme, on peut utiliser une fonction noyau dont le support
correspond a la courbe réelle entiére (par exemple, noyau gaussien) ou choisir la fenétre de lissage de
maniére adaptative. La derniére solution peut aussi aboutir a des estimateurs plus efficaces (voir
par exemple, Fan et Gijbels 1992). Pour ce qui est des estimateurs F* (t) et F " (t) fondés sur les valeurs
prédites modifiées, il convient en outre de noter que I’on pourrait en principe appliquer différentes fenétres
de lissage et (ou) differents poids de régression aux valeurs y, et aux fonctions indicatrices. Par souci de
simplicité, nous ne considérerons ici ni la sélection adaptative de la fenétre de lissage ni la possibilité de
différents poids de régression pour estimer la fonction de régression a la moyenne et les distributions des
composantes de I’erreur.
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Si I’on compare les définitions des estimateurs fondés sur les deux types de valeurs prédites, il saute aux
yeux que F (t) et F (t) sont plus faciles a calculer puisqu’il s’agit de combinaisons linéaires des fonctions
indicatrices observées I(yj St). Les coefficients de ces combinaisons linéaires ne dépendent pas de la
variable étudiée Y et peuvent par conséquent étre utilisés pour estimer les moyennes d’autres fonctions que
les fonctions indicatrices, ou de fonctions de plusieurs variables étudiées, en particulier quand il y a tout lieu
de croire que ces derniéres sont reliées a la variable auxiliaire X. Ce fait est particuliérement précieux pour
les praticiens qui veulent que les estimations reliées a plusieurs variables étudiées soient cohérentes.
Néanmoins, il existe aussi un argument puissant en faveur des estimateurs F* (t) et F " (t) fondés sur les
valeurs prédites modifiées : si y, = a+ bx, pour tout i €U, il s’ensuit que F"(t)=F"(t)=F, (t) pour
chaque échantillon s tel que les estimateurs sont bien définis. On s’attendrait donc a ce que F~(t) et

F " (t) soient plus efficaces que F (t) et F (t) quand il existe une forte relation de régression entre Y et
X.

3 Proprietés sous le modeéle

A la présente section, nous donnons des développements asymptotiques pour le biais et la variance sous
le modéle des estimateurs présentés a la section précédente. Ces développements s’appuient sur les
hypothéses suivantes :

(C1) N —00 et les suites de valeurs x, et de plans de sondage sont telles que
1
Hy o (x):= HZI (X, < X)
et

1
N—-n

D (% <X)

igs

Hys (%)=

convergent vers des fonctions de répartition absolument continues H,(X):= J.: h,(z)dz et
H, (x):= J':hg(z)dz respectivement. Le supportde H, (x) et H (x) estdonné par un intervalle
borné [a,b] et les dérivées premiéres des fonctions de densité h, (x) et N (X) sont bornées pour
x € (a,b). hy(x) posséde une borne inférieure strictement positive.

(C2) La fonction noyau K (u) est symétrique, a pour support [-11] et posséde une dérivée bornée
pour u e (-1,1). La suite de fenétres de lissage A tend vers zéro suffisamment lentement pour
que

o= max{supHNys(x)—Hs(x) ,sup [Hy s (x)— Hg(x)}

xe[a,b] xela,b]

soit d’ordre o(A4).
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(C3) Les valeurs 'y, de la population sont générées a partir du modéle (2.1). La fonction m(x) est
telle que

m(x)— m(xo)—m’(xo)(x— Xo)_;m”(xo)(x_ Xo)2 SC‘X_ Xo ‘z+a‘

pour un certain d >0, et la famille des fonctions de répartition des composantes de I’erreur
G (g|x) esttelle que

G (£]x) = G (£0]%,) = G (o] %, ) (£ = £9) = G (0] %o ) (X = Xo)
—;(G(z'o) (£0l%0) (€ = )" +2G ™ (£]%,) (£ = £5) (X = X,) + G P (£] %)) (X — %, )°)
SC(le—&/"" +[x=x|*")
pour C>0et >0, ou

G (g]x):=0"*G(e|x)/(0"ox*) pour r,5=0,1,2.

L’hypothése (C1) impose une contrainte sur la facon dont les valeurs x; dans I’échantillon et hors de
celui-ci sont générées. Conjuguée a I’hypothése (C2), elle fait en sorte que les erreurs d’estimation des
estimateurs & noyau de la densité pour h (x) et N (X) tendent vers zéro uniformément pour
x € [a+ 4,b— 4] et qu’elles sont bornées uniformément pour x € [a,b]. Le remplacement de (C1) par des
hypothéses plus précises pourrait permettre de relacher (C2) et d’accroitre la vitesse de convergence
uniforme pour I’erreur d’estimation des estimateurs a noyau de la densité (voir par exemple les résultats
dans Hansen 2008). Enfin, I’hypothése (C3) est nécessaire pour que les erreurs quadratiques moyennes des
deux estimateurs sous le modéle convergent vers zéro. Elle peut étre relachée au prix d’une réduction des
vitesses de convergence. En plus des hypothéses (C1) a (C3), nous aurons besoin de I’hypothése (C4) qui
suit pour nous assurer que les erreurs quadratiques moyennes des estimateurs par la différence généralisée
sous le modele tendent vers zéro :

(C4) Les probabilités d’inclusion d’ordre un dans I’échantillon sont données par

g = )

o 2m(x)

jeU

ieU,

ol n” est la taille d’échantillon espérée et 7 (x) est une fonction dont la borne inférieure est
strictement positive et qui posséde une dérivée premiére bornée pour x € (a,b).
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Proposition 1. Sous les hypothéses (C1) a (C3), il s’ensuit que :

N-n s

E(F()-Fy(t) =47 N 2

[°[6% (t-m(x)|x)(m'(x))" =G (t-m(x) [ x)m"(x)

26 (t—-m(x) )M’ (x)+ G (t—m(x)[x)]h, (x)dx +0(4%)

et

var(F (t)—F, (1) = i(N

nfnj ['[6(t=m(01%)-G* (t-m(x)[)][h, (x)/h, ()]h (x)dx

* Nl_n(NhIn] ,[:[G(t_m(x)\x)—ez(t—m(X)\X)]h§(x)dx+o(n‘1),

ol u, = J':llK(u)urdu pour r=0,1,2.

En ajoutant I’hypothése (C4), on peut montrer que

EFO-Fu(0) =2 " JT65 (- ) (m'(0) -6 (- mO m' (9

—2GU (t - m(x)\x)m'(x)+G(°’2) (t— m(x)\x)]h(x)dx+0(ﬂ,2),

ou

et I’on peut montrer que

var (F (t)— Fy (t)) = var(F (t) - Fy (t))+o(n™).

Proposition 2. Sous les hypothéses (C1) a (C3) et en supposant que

i) lafonction

o’ (X):= _[_zgsz (&]x)

possede une derivee premiére bornee pour x € (a,b),

sup Jm £'dG(g|x) < o0,

xefa,b]® ~

on peut montrer que
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E(F()-F () =4°~ ”chs“”)(t m(x)|x)h, (x)dx

1 N-n
+

ni N {K((L) SEIEE[ 60 (t-m(x) ) (t - mEO)h;* (), (X)dx

+K#0 'G29 (t—m(x)|x)o? (\)h (x)h, (x)dx}+o( +(n2)™),

ol K= .[711 K?(u)du et 8:= J:ll K (V)Jll1 K (u+v)K(u)dudv, eton peut montrer que

var (F'(t)— F (t)) = var(F (t) - F, (t))+o(n™" + 2°).

En ajoutant I’hypothése (C4), on peut également montrer que

E(F (t)-F () =2 N - nﬂz‘[ G2 (t - m(x) x)h (x)dx
+n1,1N|\In[K(O) KI G (t —m(x)|x)(t—m(x))h;* (x)h(x)dx

+K—ZQJ:G(2*°) (t—m(x)|x)o* (x)h;* (x)h(x)dx}
+0(4% +(n2)™)
et que

var (F'(t) - F (1)) = var (F (t) - Fy (t)) +o(n ™"+ 2°).

Les preuves des propositions sont données en annexe. Dorfman et Hall (1993) ont dérivé des
développements similaires pour I’estimateur de Kuo en utilisant des poids de régression locaux constants
au lieu de linéaires.

Notons qu’étant donné les développements asymptotiques, il est possible de choisir des suites de fenétres
de lissage A de maniére a étre certain que les carrés des biais de modéle soient d’un ordre de grandeur
inférieur aux variances sous le modele correspondantes. Pour les estimateurs fondés sur les valeurs prédites
de Kuo, cette condition est réalisée quand A = o(n‘l”), tandis que pour les estimateurs utilisant les valeurs
prédites modifiées, cela exige que A tende vers zéro plus rapidement que O(n‘“) et plus lentement que
O(n'l/z). Les vitesses de convergence pour les biais des derniers estimateurs sous le modele sont
optimisées quand /1=O(n‘]/3) et, dans ce cas, les biais sous le modéle résultants sont tous deux d’ordre
O(n‘2/3). Pour les estimateurs fondés sur les valeurs prédites de Kuo, la convergence des biais sous le
modéle peut étre rendue plus rapide, en fonction des suites H , , (x) et Hy s (X) et de la suite de fenétres
de lissage A.
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Etant donné les considérations susmentionnées concernant les biais sous le modéle et vu que les termes
principaux des variances sous le modele sont les mémes pour les deux types de valeurs prédites, il serait
intéressant de connaitre les termes d’ordre deux de ces variances afin d’établir quel estimateur est le plus
efficace sous I’angle de I’approche fondée sur un modele. Les preuves présentées en annexe font toutefois
penser que les termes d’ordre deux dépendent d’hypotheses plus spécifiques que (C1) a (C3) et que, en
particulier pour les estimateurs fondés sur les valeurs prédites modifiées, ils sont difficiles a déterminer.

4 Propriétés sous le plan de sondage

A la section précédente, nous avons montré que les estimateurs fondés sur le modéle F (t) et F " (t)
sont asymptotiquement sans biais sous le modéle et convergents en termes d’erreur quadratique moyenne
sous le modéle. Cependant, ils ne sont pas sans biais sous le plan de sondage en général et ne devraient donc
pas étre utilisés quand les probabilités d’inclusion dans I’échantillon ne sont pas constantes. Dans ces cas,
il convient de se servir des estimateurs par la différence généralisée F (t) et F™(t). En fait, il découle des
résultats présentés dans Breidt et Opsomer (2000) que, sous des conditions assez genérales, F (t) est
asymptotiquement sans biais sous le plan de sondage et que son erreur quadratique moyenne sous le plan
est donnée par

E,(FO)-F (0= Iy PR (y, <) -6, ][1(y; <)~ 6, (1] +o(n),

N2
N ijeu i

ou E,(-) désigne I’espérance par rapport au plan de sondage, 7; ; désigne la probabilité d’inclusion
conjointe des unités i et j dans I’échantillon (il est entendu que 7; ; =7Z'i), etou

G (t):=> w I (y, <t).

jeu

Les poids de régression W; ; qui figurent dans la définition de G, (t) s’appliquent a la population finie
entiére U et sont donnés par

X =X

1 K(x,—ijMz,s(Xi)( le,s(Xi)
M, (%) My, (%) - MZ (%)’

ol

En outre, selon Breidt et Opsomer (2000),
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VEO)= 5 3™ 1y, 06,010 (v <06, )]

ijes 7707

est un estimateur convergent pour I’erreur quadratique moyenne sous le plan de F (t).

Malheureusement, on ne peut appliquer les résultats de Breidt et Opsomer (2000) a I’estimateur par la
différence genéralisée F~ (t), puisque celui-ci ne rentre pas dans la classe des estimateurs de régression par
polynémes locaux en raison de la présence des estimateurs des fonctions de régression m;, et M; a
I’intérieur des fonctions indicatrices dans les valeurs prédites G; (t). Cependant, les résultats pour F (t)
donnent a penser que, dans les grands échantillons, G, (t) et

G/ (1):= 2wl (y; - m; <t—m,),
jeu

oules m, := Z WY sont approximativement les mémes et que

& (F -R0F)= 5 X ™ 1y, <9-6 0T (v, <0~ ]+ ofn).

ijeu 7T

Partant de cette conjecture, nous avons testé

V(E )= o X (<06 0] (v, <061 )]

ijes 7T jﬂ.lﬂj

comme estimateur pour I’erreur quadratique moyenne sous le plan de I’estimateur par la différence
genéralisée F~ (t) dans I’étude en simulation décrite a la section suivante.

5 Etude en simulation

A la présente section, nous analysons certains résultats de simulation. Notre objectif est de comparer
I’efficacité par rapport au plan de sondage des estimateurs des fonctions de répartition présentés a la
section 2 et des estimateurs de la variance présentés a la section 4. Les résultats des simulations s’appliquent
a I’échantillonnage aléatoire simple sans remise et & I’échantillonnage de Poisson avec probabilités
d’inclusion inégales. A titre de référence, nous avons également inclus dans I’étude en simulation
I’estimateur de la fonction de répartition de Horvitz-Thompson

et I’estimateur de variance correspondant

V(F,(1):= sz T T (y; <t (y, <t).

i jes I]I]
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Nous avons considéré des populations artificielles ainsi que réelles. Les premiéres ont été obtenues en
générant N =1000 valeurs x, & partir de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme avec support sur
I’intervalle (0,1) et en les combinant avec trois types de fonction de régression m(x) et deux types de
composantes de I’erreur &,. Les fonctions de régression sont i) m(x)=0 (uniforme), ii) m(x)=10x
(linaire) et iii) m(x)=10x"* (concave), tandis que les composantes de I’erreur &; sont soit des réalisations
indépendantes tirées d’une loi t de Student unique & V=5 dl, ou des réalisations indépendantes tirées de
N lois t de Student non centrales décalées & V=25 dl et avec paramétres de non-centralité donnés par
1 =15x,. Les décalages appliqués aux composantes de I’erreur dans le dernier cas font en sorte que les
moyennes des lois t de Student non centrales & partir desquelles elles sont générées soient nulles. Les
populations artificielles sont présentées aux figures 5.1 a 5.3. En ce qui concerne les populations réelles,
nous avons pris la population MUZ284 de municipalités suédoises de Sarndal et coll. (1992) (taille de la
population N = 284) et considéré le logarithme naturel de RMT85= Revenus de I’imposition municipale
de 1985 (en millions de couronnes) comme variable étudiée Y, et le logarithme naturel de P85=
population de 1985 (en milliers) ou de REV84 = valeurs immobiliéres selon les évaluations de 1984 (en
millions de couronnes) comme variable auxiliaire X. Les populations réelles sont présentées a la figure 5.4.

o < +]
© a o
o o o
(32
o 6 % "o @
N o = o
>
o
—
o
o
T T T T T T —
00 02 04 06 08 10 '
X X
Figure 5.1 Populations générées a partir de y, = &;, ou & ~i.i.d. t de Student avec v =5 (& gauche) et g, ~

indép. t de Student non centrale avec v =5 et g =15x; (adroite).

Figure 5.2 Populations générées a partir de y, =10X, +¢&,, ou & ~i.i.d. t de Student avec v = 5 (a gauche) et
& ~indép. t de Student non centrale avec v = 5 et #=15x; (adroite).
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Figure 5.3 Populations générées a partir de y, =10x"* + ¢, oU & ~i.i.d. t de Student avec v = 5 (a gauche)
et g ~indép. t de Student non centrale avec v =5 et x=15x; (adroite).

6

10 11

Figure 5.4 Population MU284 de municipalités suédoises de S&rndal et coll. (1992). y, =InRMT 85, pour la
i° municipalité, et x, =InP85, (a gauche) ou x, =INREV 84, (a droite).

Pour chaque population, nous avons sélectionné indépendamment B =1000 échantillons. Pour le tirage
d’échantillons a partir des populations artificielles, en cas d’échantillonnage aléatoire simple sans remise,
nous avons fixé la taille d’échantillon a N =100, et en cas d’échantillonnage de Poisson, nous avons fixé
la taille d’échantillon espérée & n” =100 et fait en sorte que les probabilités d’inclusion dans I’échantillon
soient proportionnelles aux écarts-types des lois t de Student non centrales décalées susmentionnées. Pour
le tirage d’échantillons dans les populations réelles, nous avons fixé la taille d’échantillon 8 N=30 en cas
d’échantillonnage aléatoire simple sans remise. Pour I’échantillonnage de Poisson, nous avons fixé la taille
d’échantillon espérée a n” =30 et fait en sorte que les probabilités d’inclusion dans I’échantillon soient
proportionnelles aux valeurs absolues des résidus des régressions linéaires par les moindres carrés des
valeurs vy, de la population sur les valeurs x; de la population.
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Comme pour la définition des estimateurs non paramétriques, nous avons utilisé la fonction noyau
d’Epanechnikov K(u):= 0,75(1— u2) avec 4=0,15 ou 4=0,3 pour les échantillons tirés des populations
artificielles et la fonction noyau gaussienne K(u):= 1/\/2_7ze’(]/2)“2 avec A=1 ou A=2 pour les
échantillons tirés des populations réelles. Dans les tableaux présentant les résultats des simulations, les
estimateurs non paramétriques correspondant aux petites et aux grandes valeurs de fenétre de lissage sont
désignés parun s (pour small) ou par un | (pour large), respectivement, dans I’indice inférieur. Nous avons
recouru a la fonction noyau gaussienne pour les échantillons tirés des populations réelles afin d’éviter les
problémes de singularité qui se posent en cas de vides dans le jeu de valeurs x, échantillonnées. De tels
vides sont nettement plus susceptibles d’exister dans le cas des populations réelles que dans celui des
populations artificielles, parce que les lois des variables auxiliaires sont asymétriques dans les premieres.
En fait, dans les populations artificielles, les estimateurs non paramétriques étaient bien définis pour chacun
des B=1000 échantillons sélectionnés selon le plan d’échantillonnage aléatoire simple sans remise. Pour
le plan d’échantillonnage de Poisson, par contre, 47 des B =1000 échantillons simulés étaient tels que les
estimateurs non paramétriques avec la petite valeur de fenétre de lissage n’ont pas pu étre calculés et
seulement un de ces échantillons était tel que les estimateurs non paramétriques avec la grande valeur de
fenétre de lissage étaient indéfinis. Les résultats des simulations s’appliquant aux estimateurs non
paramétriques dans les tableaux 5.2 et 5.5 tiennent compte uniquement des échantillons pour lesquels les
estimateurs étaient bien définis et sont donc fondés sur un peu moins que les B =1000 réalisations.

Les tableaux 5.1 a 5.4 donnent le biais simulé (BIAIS) et la racine carrée de I’erreur quadratique
moyenne simulée (REQM) pour chaque estimateur de la fonction de répartition a différents niveaux de t
auxquels F, (t) a été estimée : en se basant, par exemple, sur les valeurs F, (t), b=12,...,B, tirées de
I’estimateur F(t),

B

BIAIS = %Z(Ifb (t)- Fy ())x10 000

b=1

et

REQM := \/ éi(ﬁb (t)— Fy (1) 10 000.

La REQM montre que les estimateurs fondés sur les valeurs prédites modifiées sont habituellement plus
efficaces. Dans le cas de I'échantillonnage dans les populations réelles, I'augmentation des REQM est parfois
assez grande. Comme prévu, les estimateurs fondés sur le modéle ont tendance a étre plus efficaces que les
estimateurs par la différence généralisée sous échantillonnage aléatoire simple sans remise quand les deux
types d’estimateurs sont approximativement sans biais. Sous échantillonnage de Poisson, le BIAIS des
estimateurs fondés sur le modéle augmente, mais demeure néanmoins concurrentiel. Une plus grande
variabilité des probabilités d’inclusion dans I’échantillon modifierait certainement ce résultat, car elle
augmenterait le BIAIS des estimateurs fondés sur le modéle. Les résultats des simulations ne doivent donc
pas étre considérés comme contredisant Johnson, Breidt et Opsomer (2008) qui se prononcent en faveur des
estimateurs par la différence généralisée (appelés estimateurs assistés par modele dans leur article),
soutenant qu’il s’agit d’« un bon choix global pour les estimateurs de la fonction de répartition ».

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2016 109

Tableau 5.1
Populations artificielles (taille de population N =1000). BIAIS et REQM des estimateurs de la fonction de
répartition sous échantillonnage aléatoire simple sans remise. Taille d’échantillon n =100

t=F;"(0,05) t=F;"(0,25) t="F;"(0,50) t=F;'(0,75) t=F;"(0,95)
BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM
y, = &, avec g ~ i.i.d. t de Student centrale avec V=5
F(t) 6 216 -3 433 31 512 23 434 12 207
F (1) 15 219 10 430 0 502 -10 429 3 213
F (1) 6 209 -30 411 22 484 22 414 3 200
R () 15 214 -9 409 10 477 1 407 -10 207
F.(1) 6 213 8 425 24 504 -4 430 8 207
F(t) 6 210 10 417 22 494 -8 422 6 206
E (1) 8 213 9 426 25 503 -5 432 5 206
F (1) 7 210 10 417 23 494 -6 424 4 206
= (1) 7 208 11 411 19 489 -5 417 6 200
y, = &, avec g ~ indép. t de Student non centrale avec V=5 et 4 =15x,
F(t) 26 225 33 376 8 477 26 419 33 209
F (1) 52 236 23 374 5 475 38 421 29 213
F (1) 20 195 -29 351 -89 471 1 407 30 202
R () 36 201 11 357 -94 473 28 410 21 204
F.(1) 8 211 11 370 7 473 4 415 16 211
= (1) 5 208 8 367 -5 468 5 411 16 212
E (1) 11 210 11 372 -1 475 4 416 15 210
F (1) 7 208 11 368 -7 468 8 412 15 211
= (1) 1 211 1 391 -6 477 8 399 18 210
y, =10x, +¢&,;, avec g ~ i.i.d. t de Studentavec v =5
F(t) 32 201 25 275 13 250 -14 264 -36 217
F(t) 114 250 152 304 12 236 -180 312 -86 242
F (1) -50 165 12 226 51 216 26 230 13 172
R () -46 155 -14 199 69 195 23 211 17 156
F.(t) 5 186 4 275 15 248 1 269 -2 201
F(t) -5 184 7 274 17 250 5 269 -2 196
= (1) -10 180 5 275 16 245 14 266 -1 200
F (1) -9 176 3 272 15 242 13 262 -1 194
- () -7 203 14 413 37 472 17 405 1 206
y, =10x, +¢&,;, avec g ~ indép. t de Student non centrale avec v =5 et 4 = 15x,
F(t) 24 204 23 351 27 403 26 382 29 208
F(t) 94 242 135 372 51 392 13 380 15 212
F (1) 55 182 -9 301 -18 368 -23 359 37 202
R () 124 210 -31 278 -63 363 -8 356 48 200
F.(1) 2 194 -4 349 1 401 18 377 13 208
= (1) 2 190 -5 345 12 398 17 374 1 209
= (1) 0 191 -5 352 14 401 20 376 13 207
R () -1 189 -6 344 13 397 18 375 12 209
- (1) -4 205 -5 401 21 470 24 401 14 207
y, =10x"* +&, avec & ~ id.d. t deStudentavec v =5
R (t) 81 207 44 316 17 384 -2 376 23 203
F (1) 138 258 183 356 35 367 -50 374 8 208
F (1) 7 146 -14 274 16 352 -8 358 15 197
R (1) 9 144 10 246 -2 323 -18 339 24 186
F.(1) 3 175 3 319 10 383 17 374 10 203
F (1) 0 178 5 316 11 380 17 370 8 202
= (1) 1 167 5 320 12 383 17 374 9 203
R () -1 164 6 316 13 379 20 368 8 201
- (1) 4 209 11 412 25 477 27 422 10 200
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Tableau 5.1 (suite)
Populations artificielles (taille de population N =1000). BIAIS et REQM des estimateurs de la fonction de
répartition sous échantillonnage aléatoire simple sans remise. Taille d’échantillon n =100

t=F;"(0,05) t=F;"(0,25) t=F;*(0,50) t=F;'(0,75) t=F;"(0,95)
BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM
y, =10x +&, avec & ~ indép. t de Student non centrale avec v =5 et y = 15x,
F(t) 59 234 95 402 66 455 51 395 26 208
F (1) 94 259 190 441 147 467 98 400 16 212
F (1) 30 184 33 343 -123 435 -34 385 40 203
F () 57 201 58 331 -148 437 2 382 34 203
F.(t) 1 205 7 386 12 449 17 392 13 208
= (1) -1 204 0 385 9 445 20 389 11 209
E (1) 3 201 8 389 7 449 13 392 14 207
F (1) 198 6 383 9 446 19 390 13 208
- (1) 0 205 -2 399 9 463 25 398 14 208
Tableau 5.2

Populations artificielles (taille de population N =1000). BIAIS et REQM des estimateurs de la fonction de
répartition sous échantillonnage de Poisson avec probabilités d’inclusion dans I’échantillon z; proportionnelles
aux écarts-types des lois t de Student non centralesavec v = 5 dl et avec paramétres de non-centralité g =15x;.
Taille espérée d’échantillon n" =100

t=F;"(0,05) t=F;"(0,25) t="F;"(0,50) t=F;'(0,75) t=F;"(0,95)
BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM
y, = &, avec g ~ i.i.d. t de Student centrale avec V=5
F,(t) -10 252 -11 593 -22 738 -20 743 6 357
F (t) -1 237 9 543 -15 621 -5 590 11 302
F (1) 22 244 -29 485 -3 555 9 515 -17 297
R () 14 238 -10 492 5 564 14 524 -1 283
F.(1) -6 247 0 579 -27 724 -40 736 3 349
- (1) -2 231 11 526 -1 598 -10 566 7 285
E (1) 23 248 23 505 -4 562 -27 531 -20 304
F(t) 12 240 20 504 1 573 -13 538 -6 287
- (1) ¥ 220 -7 543 -37 741 -44 929 -48 1058
y, = &, avec g ~ indép. t de Student non centrale avec v=>5 et 4 =15x,
R (t) 17 164 30 411 4 749 14 590 15 190
F (1) 47 173 19 383 -1 602 57 498 15 187
F (1) 21 175 -7 378 -89 554 11 473 3 192
F(t) 29 152 -3 367 -99 555 27 481 3 184
F.(t) 1 159 10 406 -11 737 -5 579 -2 194
- (1) 1 158 9 388 5 586 14 482 -1 192
F (1) 14 186 27 409 -3 562 -17 487 -10 200
F(t) 3 160 22 399 -11 566 -5 482 -2 193
= (1) -3 162 -7 451 31 738 -29 980 -55 1067
y; =10x, +¢&;, avec g ~ i.i.d. t de Studentavec v =5
F(t) 8 461 21 561 -12 259 -18 218 -30 164
F (1) 78 429 183 451 2 248 -161 261 -79 189
F (1) -69 306 12 340 10 267 15 199 6 143
R () -59 294 4 302 56 205 15 172 17 124
F.(1) -25 441 4 560 -10 257 9 219 5 153
= (1) -14 372 35 410 -10 262 4 219 5 151
E (1) -31 333 -2 386 -29 294 4 227 -1 161
F(t) -20 339 15 372 -10 259 11 215 4 151
= () -15 385 3 746 -37 917 -35 1004 -48 1070
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Tableau 5.2 (suite)

Populations artificielles (taille de population N =1000). BIAIS et REQM des estimateurs de la fonction de
répartition sous échantillonnage de Poisson avec probabilités d’inclusion dans I’échantillon z; proportionnelles
aux écarts-types des lois t de Student non centralesavec v = 5 dl et avec paramétres de non-centralité g =15x;.
Taille espérée d’échantillon n" =100

t="F;(0,05) t=F;(0,25) t="F;(0,50) t=F;*(0,75) t="F;(0,95)
BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM BIAIS REQM
y, =10x, +¢&,;, avec g ~ indép. t de Student non centrale avec v =5 et 4 = 15x,

R () -4 516 30 671 7 453 11 344 6 182
F (1) 63 409 129 539 61 421 9 341 1 180
R (1) 44 300 29 433 -45 422 -47 345 12 180
F () 107 314 -41 420 -60 397 -22 323 31 1
R () 27 502 8 667 -8 450 0 344 8 185
F (1) -10 364 16 510 11 425 -2 345 -7 182
(1) -6 325 -9 479 -25 447 -14 356 -10 187
F (1) 7 332 -9 489 -5 426 -3 344 -6 182

- (1) -16 349 -2 705 -21 886 -42 1013 -61 1069

y, =10x" +&, avec & ~ id.d. t deStudentavec v =5
K (1) 36 497 47 629 9 418 -1 320 15 191
R ) 56 393 186 490 43 383 -48 308 13 184
R -29 276 -19 383 -18 380 -43 335 1 204
F () -29 274 10 355 7 336 -29 290 23 179
R -30 475 12 630 4 421 7 317 6 191
R -42 336 31 452 11 390 8 312 8 186
= (1) -31 306 5 429 -18 406 -14 344 8 210
U -28 308 14 424 7 387 5 315 7 191
- (t) -15 380 10 739 -23 891 -37 993 -47 1064
Y, =10X1-]/4 +&, avec ¢ ~ indép. t de Student non centrale avec v =5 et 4 = 15x,
Q] 24 308 69 687 53 690 38 406 2 188
F (t) 47 301 131 553 139 561 91 393 -2 186
R (1) 15 237 2 435 -135 513 -59 411 12 186
(1) 27 235 18 435 -149 506 -5 374 13 179
R () -28 274 -8 673 4 688 3 403 -10 191
F (1) -29 251 -12 512 17 541 7 395 -9 188
F (1) -3 255 -12 481 -7 536 -20 422 -12 196
F (1) -12 251 -16 489 2 538 -4 399 -9 189
- (1) -10 267 -8 608 -4 860 -38 1009 -63 1066
Tableau 5.3

Populations réelles (taille de population N =284). BIAIS et REQM des estimateurs de la fonction de
répartition sous échantillonnage aléatoire simple sans remise. Taille d’échantillon n = 30

t=F;*(0,05) t=F;'(0,25) t=F3'(0,50) t=F*(0,75) t=F3'(0,95)
BIAIS REQM BIAIS REQM BIAISR REQM BIAIS REQM BIAIS REQM
Population MU284 avec Y =InRMT85 et X =InP85
F.(t) 133 421 339 625 180 529 -265 490 -187 439
F (1) 52 380 67 588 45 555 -63 469 -87 370
F (1) 8 81 -154 203 90 130 62 123 6 54
F (1) 28 66 -170 212 69 112 57 109 2 50
F(t) -28 300 -24 497 8 483 -48 421 -38 319
F (1) -28 326 -96 569 -52 544 3 466 1 319
F (1) 26 177 -1 302 0 244 1 308 -18 102
F (1) 29 179 -10 302 -2 243 -1 308 -21 104
= (t) 22 388 -10 771 9 864 5 731 -43 394
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Tableau 5.3 (suite)
Populations réelles (taille de population N =284). BIAIS et REQM des estimateurs de la fonction de
répartition sous échantillonnage aléatoire simple sans remise. Taille d’échantillon n = 30

t=F;"(0,05) t=F;'(0,25) t="F;"(0,50) t=F.'(0,75) t=F;"(0,95)
BIAIS REQM BIAIS REQM BIAISR REQM BIAIS REQM BIAIS REQM
Population MU284 avec Y =InRMT85 et X =InREV 84
K (t) 143 449 303 643 138 554 -217 543 -166 446
F (t) 62 395 62 611 36 582 -49 519 -71 376
E (1) -11 204 -32 300 -101 328 42 285 31 155
F (1) 36 183 -40 288 -149 345 6 261 34 122
F.() 5 340 22 548 4 557 -30 498 -23 332
F (t) -2 349 -78 599 -36 588 10 522 8 331
E (1) 24 303 7 446 -6 494 2 439 -13 209
F (1) 29 304 4 443 -6 495 -1 432 -18 192
- (1) 34 395 1 766 16 880 9 744 -37 398
Tableau 5.4

Populations réelles (taille de population N =284). BIAIS et REQM des estimateurs de la fonction de
répartition sous échantillonnage de Poisson avec probabilités d’inclusion proportionnelles a la valeur absolue
des résidus de la régression linéaire des valeurs Y, de la population sur les valeurs x, de la population. Taille
espérée N =30

t="F;'(0,05) t=F;'(0,25) t=F;"(0,50) t=F;*(0,75) t=F;"(0,95)
BIAIS REQM BIAIS REQM BIAISR REQM BIAIS REQM BIAIS REQM
Population MU284 avec Y =InRMT85 et X =InP85
F(t) 204 420 485 668 239 519 -412 626 -90 317
F (1) 180 424 417 684 319 614 -239 548 -148 348
F (1) -41 97 -118 199 132 178 40 140 71 104
F (1) 1 70 -147 211 63 128 -25 122 -85 106
F(t) 24 360 30 649 0 675 -68 614 58 368
F (1) 9 390 -63 737 -64 774 -7 682 75 414
E (1) 16 184 -14 307 36 283 16 323 -11 103
F (1) 25 187 -15 312 30 286 14 328 -11 112
= (1) 40 445 73 1983 12 2498 -43 3004 -49 3341
Population MU284 avec Y =InRMT85 et X =InREV 84
F.(t) 349 660 1185 1373 890 1059 458 654 -32 270
F (1) 287 601 1003 1236 771 989 484 695 42 263
E (1) 317 453 739 866 761 879 624 701 159 207
F () 364 471 720 842 718 824 572 647 96 158
F.(t) 35 488 82 818 -31 772 7 634 -8 326
F (t) 22 500 3 878 -98 852 40 704 27 354
E (1) 37 317 32 498 -13 513 32 412 7 157
F () 51 313 30 498 -30 518 12 411 -10 149
= (1) 32 671 19 1658 -172 2354 -173 2787 -191 2935

Considérons enfin les résultats des simulations concernant les estimateurs de variance de la section 4.
Les tableaux 5.5 & 5.8 donnent le biais relatif (BIAISR) et la racine carrée de I’erreur quadratique moyenne
relative (REQMR) pour chacun d’eux. Par exemple, selon les estimations de variance \7b(|f(t)),
b=1,2,...,B, obtenues au moyen de Iestimateur V (F (t)),

BiAIsR = - 3 Ve (FO) Ve (F()

— x10 000
B& Ve (F()

et
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B
(F(v):= Z (Fy (- Fy (1)’
b:
A titre de référence, nous donnons également les BIAISR et REQMR de I’estimateur

7 —7Z'7Z'

V(F, ()= NZZ L(y, <t)I(y, <t)

i,jes

T, (TG

pour la variance de I’estimateur de Horvitz-Thompson.

Tableau 5.5
Populations artificielles (taille de population N =1000). BIAISR et REQMR des estimateurs de variance sous
échantillonnage aléatoire simple sans remise. Taille d’échantillon n =100

t=F;*(0,05) t=F;'(0,25) t=F;*(0,50) t=F;*(0,75) t=F;"(0,95)
BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR  REQOMR
y, = &, avVec ¢ ~ i.i.d. t de Student centrale avec V=5
V(F,(1) -1092 32 442 -1249 3895 1714 3077 -1536 3828 -824 34 601
V(R (1) -576 31726 -603 3838 1122 3374 -951 3758 -441 33055
V(F (1) -1001 32579 1292 3914 -1708 3085 -1640 3828 -802 34 809
V(F'(1) -556 31881 622 3857 -1148 3361 -1025 3749 -425 33184
V(F, (1) 42 30 952 57 3928 -592 3776 -287 3825 551 33462
y, = &, avec g ~ indép. t de Student non centrale avec V=5 et 4 =15x,
V(E(1) -1900 29622 50 4707 -017 3557 -998 3695 -1480 29417
V(R (1) -1359 29623 535 4572 -395 3881 527 3736 1277 28267
V(F (1) -1832 30119 -101 4710 -991 3530 1077 3704 -1398 29927
V(R (1) -1362 29713 465 4559 -420 3865 591 3718 -1236 28 489
V(F, (1) -351 29132 1096 4215 -78 4074 574 4067 -638 29507
y; =10x, +&;, avec g ~ i.i.d. t de Studentavec v =5
V(F,(1) 2170 11624 1027 2480 -816 3274 -1424 2583 -1946 8681
V(R (1) -1534 11605 529 2632 -148 2975 -859 2590 -1151 9015
V(F (1) -1765 12107 -1108 2529 714 3366 -1318 2 660 -1905 8 658
V(F'(1) -1062 11948 671 2735 -212 3201 762 2785 -1048 8590
V(F, (1) 254 31545 52 3726 136 4152 267 3992 35 30264
y, =10x, +&,, avec g ~ indép. t de Student non centrale avec v =5 et = 15x,
V(E(1) -1642 25 809 -855 3541 -1076 3038 -1081 3030 -1361 21157
V(R (1) -950 25 692 -323 3509 -597 3312 617 3164 1124 20231
V(F (1) -1385 26 406 997 3505 -1089 3045 -1096 3033 -1310 21393
V(R (1) -832 26212 202 3556 -614 3317 716 3154 1135 20 286
V(F, (1) 105 29621 507 3857 209 4244 425 3910 -337 29082
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Tableau 5.5 (suite)
Populations artificielles (taille de population N =1000). BIAISR et REQMR des estimateurs de variance sous
échantillonnage aléatoire simple sans remise. Taille d’échantillon n =100

t=F;'(0,05) t=F;'(0,25) t=F;'(0,50) t=F(0,75) t=F'(0,95)
BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR
y, =10x"* +&, avec & ~ i.i.d. t de Studentavec v =5
V(F(1) -2 465 30612 1121 4594 -1512 3183 -1958 3076 -863 19720
V(R (1) -1780 28103 -663 4420 -1092 3319 -1491 3140 -439 18 985
V(F' (1) 2052 33980 -1150 4619 -1537 3217 -1948 3127 -954 19637
V(R (1) 1194 33573 -691 4472 1124 3368 -1438 3228 -357 19 245
V(F.(1) -81 30001 9 3756 -110 3996 -508 3661 440 32455
y, =10x" +&, avec & ~ Indép. t de Student non centrale avec v =5 et y = 15x,
V(F,(1) -1873 29437 -758 3759 -621 3476 -709 3599 -1298 27679
V(E (1) -1267 28511 -284 3661 -131 3758 -321 3552 -1075 26 790
V(E (1) 1710 30670 -928 3741 -628 3510 777 3603 -1245 27972
V(F' () -939 30 486 -270 3764 71 3803 -375 3581 -1014 26 926
V(F.(1) 178 29640 599 3816 533 4324 590 3874 -404 28917
Tableau 5.6

Populations artificielles (taille de population N =1000). BIAISR et REQMR des estimateurs de variance sous
échantillonnage de Poisson avec probabilités d’inclusion dans I’échantillon z; proportionnelles aux écarts-types
des lois t de Student non centrale avec v = 5 dl et avec paramétre de non-centralité g =15x;. Taille espérée
d’échantillon n" =100

t="F;*(0,05) t=F;"(0,25) t="F;'(0,50) t=F.'(0,75) t=F;"(0,95)
BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR  REQMR
y, = &, avVec ¢ ~ i.i.d. t de Student centrale avec V=5
V(F(1) -3306 65777 -4248 8032 -5003 4242 -6258 4844 -5 652 32037
V(R (t) -2048 47035 -2 656 4705 2434 3116 -3310 3939 -3002 29380
V(F (1) -3362 36855 -2488 4409 -1910 3147 -2869 3910 -4329 23247
V(F(t) -2 696 39509 -2076 4450 -1768 3163 -2648 3811 -3244 26343
V(F, (1) 113 129 637 259 15120 618 6327 193 5429 273 6097
y, = &, avec g ~ indép. t de Student non centrale avec V=5 et 4 =15x,
V(K (1) -740 125975 2522 14 864 -5 466 3658 -4 896 6 691 -1551 83 262
V(R (1) -391 83047 -1503 8946 -2428 4099 -2228 5526 1154 54680
V(E (1) -3260 58 072 -2649 7661 -2 260 3936 -2795 5011 -2116 48739
V(F'(1) 716 77935 -2.000 7979 -1934 4235 2279 5243 1243 52531
V(F, (1) 666 251134 -564 26553 -87 7344 2 6029 407 6610
y; =10x, +&;, avec g ~ i.i.d. t de Studentavec v =5
V(F(1) -6 801 7898 -6 470 4281 -1059 22596 -398 32401 -1650 72632
V(R (t) -4978 5826 -2898 4473 -603 9530 206 15226 1157 40 466
V(F (1) -4520 6 601 2710 4213 -3245 6723 -1156 12681 -2458 32907
V(F(t) -4226 6 206 1674 5062 -978 7874 55 12781 -1283 33737
V(F, (1) 707 47550 118 7214 609 4409 743 4628 435 4800
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Tableau 5.6 (suite)

Populations artificielles (taille de population N =1000). BIAISR et REQMR des estimateurs de variance sous
échantillonnage de Poisson avec probabilités d’inclusion dans I’échantillon z; proportionnelles aux écarts-types
des lois t de Student non centrale avec v = 5 dl et avec paramétre de non-centralité u=15x;. Taille espérée
d’échantillon n" =100

t="F;(0,05) t=F;(0,25) t="F;(0,50) t=F;(0,75) t=F;(0,95)
BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR

y, =10x, +&,;, avec g ~ indép. t de Student non centrale avec v =5 et 4 = 15x,

V(F (1) 7398 8847 6235 3667 -2493 8171 1051 16209  -1440 71943
V(F(t) 4548 9463 3136 3282 1187 4246 832 7638 -082 45182
V(E (1) -3902 11727 -2808 3409 2411 3501 1721 6737 1671 41389
V(F'(1) 3508 10771 -2610 3462 -1284 3988 -852 7008 972 43017
V(F, (1) 146 57 044 42 8708 520 4784 214 4686 390 5085
Y, :lOXij/4 +&, avec ¢, ~ i.i.d. t de Studentavec v =5
V(K (1) 7731 8568 -6597 3484 -2442 7775 -903 16 067 -1967 56 480
V(R (1) 4611 9378 -2990 3252 874 4119 -347 7420 1310 35051
V(E'(1) 4747 11909 -2679 3208 -1896 3272 -2248 5747 3382 27222
V(R (1) 4223 10380  -2100 3494 -788 3731 -550 5975 1795 29856
V(F.(1) -428 47038 -206 7350 641 4504 738 4708 487 4943
Vi =10X1-]/4 +&,, avec ¢ ~ indép. t de Student non centrale avec v =5 et 4 = 15x,
V(F (1) 493 40696  -6111 4579 5549 4035 1864 14381  -1509 84892
V(F (1) 3004 29404  -2764 3962 -2436 3606 1234 7357 1103 53875
V(E (1) 4328 27704  -2516 4235 2671 3332 -2586 5955 1939 47601
V(F'(t) 3454 28267  -2263 4160 -2329 3574 -1433 6 682 1171 50985
V(F, (1) 152 98 607 663 12879 15 5376 20 5080 429 5619
Tableau 5.7

Populations réelles (taille de population N =284). BIAISR et REQMR des estimateurs de variance sous
échantillonnage aléatoire simple sans remise. Taille d’échantillon n = 30

t= Fh]l(0,0S) t= F§1(0,25) t= FN'1(0,50) t= F§1(0,75) t= FN'1(0,95)
BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR
Population MU284 avec Y =InRMT85 et X =InP85

V(R (1) -2 853 16 809 -1700 3037 -1554 2984 -1100 4633 -5503 16 257
V(R () 1110 16 374 1827 2760 -1683 2847 -927 4387 -3016 18685
V(F (1) -1043 19081 -91 7728 -448 9120 -484 7715 1877 65 298
V(F(1) -424 18971 104 7819 -382 9110 -301 7799 -1058 62 968
V(E, (1) -186 29720 -603 3901 31 3971 500 4383 74 28418
Population MU284 avec Y =InRMT85 et X =InREV 84
V(E(1) 2283 16 303 -1450 3538 -945 3526 1071 4300 -4832 19401
V(R () -1005 16 755 1427 3181 -938 3390 780 4051 2753 20551
V(F (1) 1737 14642 -298 5648 -546 5282 736 5679 -3564 38 344
V(F'(1) 1174 14111 27 5856 -422 5452 228 5974 -1433 43923
V(F, (1) -307 28421 -460 3963 -344 3850 112 4235 -401 27 987
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Tableau 5.8

Populations réelles (taille de population N =284). BIAISR et REQMR des estimateurs de variance sous
échantillonnage de Poisson avec probabilités d’inclusion proportionnelles a la valeur absolue des résidus de la
régression linéaire des valeurs Y. de la population sur les valeurs X. de la population. Taille espérée n° =30

t=F;"(0,05) t=F;'(0,25) t="F;*(0,50) t=F.'(0,75) t=F;"(0,95)
BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR BIAISR REQMR
Population MU284 avec Y =InRMT85 et X =InP85

V(R (1) -3502 26 342 -1841 14037 -2601 12 087 -3415 9674 -5932 26823
V(R (1) -2159 27610 1782 14010 -2.840 12002 -3186 10177 -4 455 26 802
V(F (1) -434 22 455 515 15503 -506 31296 -1460 23496 -2649 78527
V(R (1) -80 22921 677 15575 280 33294 1283 26612 1507 72 166
V(E, (1) -204 361991 522 75891 43 48764 241 36 354 90 32354
Population MU284 avec Y =InRMT85 et X =InREV 84
V(R (1) -5220 18 699 -3 667 8749 3222 7537 -3018 9279 -4 955 44597
V(F () -4.254 20 765 -3100 9180 -3435 7231 -3196 8540 -3461 43 206
V(F (1) -2938 18922 -1110 11828 -1265 8726 -1040 10 963 -3682 89 262
V(R (1) -1938 19997 -699 12641 -1003 9305 -599 11545 -1558 98 798
V(F, (1) -143 128 401 493 33934 -255 18 473 91 17 904 327 16 463

Comme le montrent les résultats des simulations, les estimateurs de variance souffrent d’une grande
variabilité. Ce probleme touche aussi I’estimateur de variance pour I’estimateur de Horvitz-Thompson qui,
a I’occasion, présente de trés grandes REQMR. Il est en outre intéressant de noter que, si le BIAISR des
estimateurs de variance pour les estimateurs par la différence généralisée est presque toujours négatif et
parfois assez grand en valeur absolue, celui de I’estimateur de variance pour I’estimateur de Horvitz-
Thompson est positif dans la plupart des cas considérés.

Remerciements

La présente étude a été financée en partie par la subvention FAR 2014-ATE-0200 octroyée par
University of Milano-Bicocca.

Annexe

Soit £ une suite de nombres réels. Tout au long de la présente annexe, nous désignerons par O‘l,ip...,ik V)
les termes de reste qui peuvent dépendre de X ,X; ,....X;, et qui sont de méme ordre que la suite
uniformément pour i,,i,,...,i, €U. Formellement, R(xil,xiz,...,xik) =01, i () si

it .

sup  |R(X;, %, 1. X, )| =O(B).

ifip 1. €U

En outre, pour simplifier la notation, nous écrirons m, alaplace de m(x;) et o7 alaplace de &*(x,).
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Biais de I’estimateur fondé sur le modele de Kuo

E(F()-Fy (1) = ( ZZW,JD( —mj)—l(giSt—mi)jj

_7ZZW'J|:G( m;[x;) =G (t-m|x)]
"N 2[5 (t=mx)(m)* -G (t-m/x)m’
—2G*Y (t-my|x)m{ + G (t—m|x, )JZW, (% —x) +0(2?)
=72 NN nzluz J' I:G(ZO) (t m(x)\x)(m (X)) _gwo (t—m(X)‘X)m”(X)

—2GM (t—m(x) )’ (x)+ G2 (t—m(x)[x)]h, (x)dx +0(4%).

Biais de I’estimateur par la différence généralisee de Kuo

Ecrivons

F)-Fy(t) = {ZZW,JD( t-m)—1(g <t-m)]

igs jes

+Z(1_JZWH[I(5 <tom .)—I(eigt—mi)]}.

ies jes

Des étapes similaires a celles suivies pour F (t) montrent que

E(FO-Fu(0) =2 65 (-mG0 b (0) -6 (1-m(x) bom' (1)

—2G™ (t—m(x)|x)m’(x)+ G (t - m(x)\x)]h(x)dx + O(/lz),
ou
h(%):= hg (x) +(1=77 () h, (X).

Variance de I’estimateur fondé sur le modele de Kuo

var (F (1) - Fy (1)) -var( ZZW,JI( - )—Zl(yl<t)]

Nzéé%‘”n W [G(t—mj|x;)-G*(t—-m[x;)]
Z[G(t m|x) -G (t—mx,)]
=A1+A21
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ou
Nzéééw'ﬂw'zl[e(t_ i1%;)=G* (t=m|x; )]
NZE[G( J"XJ') G ( J‘X )][Iezswljj
:i(NhInj J':[G(t—m(x)\x)—Gz(t—m(X)\X)][hg(x)/hs(x)]hg(x)dx
+0((n2)" )
et
= X[6(t-mx) 67 (t-mjx,)]
:Nl_n(N n) [[6t-m(x)[x) -G (t-m(x)[x)]h, () dx+O(n""a).
Donc,
war(FO-Fu0) =[5 n) Jo[6t-mx) -6 t-m(0| x)][hs (), (0], (x)x
+N_n(N,\InJ _[:[G(t—m(x)\X)—Gz(t—m(x)\x)]hg(x)dx+0((n/l)'la),

Variance de I’estimateur par la différence généralisée de Kuo

Notons que,
0-Fu 0= o S0, 5] T0, - 3, (5 Y (57 -3 |- <)
de sorte que

var(E (0= F, (1) —varL Ty, t){zwu+(ﬂjl_1)_zwi,j(ﬂil_1)D

jes igs ies

+var( DIy <t)]

igs
=B+ A,

ou le terme A, est le méme que dans la variance de F (t), et ou
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-var[ 21y, t){ZWu #la Y- (n )D

jes igs ies

- LB ()67 (- m xS (72w -

jes igs ies

INE Z[G( m;|x;)-G*(t-m; Xj)J[ZWi,j +(z —1)(1—ZWL,~H2 +0(4n™)

jes igs ies
_1(N n\?
ny. N

- j I:[G (t—=m(x)[x)=G* (t=m(x)| x)][hs (x)/h, (x) ]h, (x)dx
+0((n4) "+ 4An)

=A+0((n2) " a+an™).

Donc,
var (F (t) - Fy (1)) = var (F (t) - Fy (1)) + O ((n2) " a + An ).
Biais de I’estimateur fondé sur le modele avec valeurs prédites modifiées

SO|t mi ::Zkeswiykmk, Ci,j :1_Wj,j +\Nl,j et

Observons que w, ; = O, ; ((n4)™) d"od

est (asymptotiquement, aussitot que C, ; >O) équivalent a
g <t—m +d; ;.
Comme d, j ne dépend pas de &;, il s’ensuit que

E(I(y; - <t—mh)) =E(I(¢; <t-m +d,;))

E(E(1(¢; <t—-m +d,;)|&.k = ])) (A1)
=E(G(t-m +d, [ x;)).

Or, en utilisant le fait que

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



120 Pasquazzi et de Capitani : Une comparaison d’estimateurs non paramétriques pour les fonctions de répartition

di;=(-c ;) t—m)+(h, —m)=(d -m)+ > _(wj,k ~w,, )& +R(d)), (A2)
ou |
E““(\R(di,j)\“):oi,j(,1n-1+(n/1)‘3/2), (A.3)

on voit en examinant (A.1) que
E(1(y; -, <t-m)) =E(G(t-m +d,,) x,)

=G(t—m]x;)+G"? (t—m|x,)E(d, ;) (A.4)

+;G(2'°) (t=mx,)E(d?;)+o0,; (4* +(n2) ™).

Donc,

E(F'()-Fy (1) = ( S w (H(y, -y <t—m) =1 (y; St))j

igs jes

*ZZWIJ[G( mi‘xj)_G(t_mi‘Xi)]

+ = ZZWIJG(N)( mi| x;)E(d; ) (A5)
ZZW'JG(ZO( mi\Xj)E(diz,j)Jro(ﬂJr(n/l)il)

1=C,+C, +Cy+0(2" +(n2)™).
Considérons d’abord C, et notons que

—ZZW,J[G( m|x;) -G (t—m x)]

igs jes

ZG(“ t-mlx)>w,, (x;-x) +0(2?)

igs jes

;tzN nﬂz.[ G (t—m(x)| x)hg (x)dx +0(4%).

Considérons ensuite C,. (A.2) et (A.3) impliquent que
E(d,,) = (1—ciyj)(t—m.)+(nﬁw. —m.)—(rﬁ -m)+0, (ﬁn‘1+(n;t)’3/2)
=(w,, —w, ) t—m)+m] S w, (= %) —m > w (% —X,)°
kes kes

+0;;(47)+0; (/’Ln‘l + (n/’t)’a/z)

= (W —wi ) (E=m)+(mf=m!) X owy (%, - )

kes

+ miﬂ(zwj,k (% - Xj)2 =2 Wy (% Xi)zj

kes kes

+0,;(4%)+0, ; (An" +(n4)*?)
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de sorte que
Cz = Cz,a +C2,b +C2,c + 0(/12)+O(/1n‘1 4 (nl)-s/Z),

ou

—ZZW, GO (t—mx; ) (w,; —w, ;) (t-m)

= IiIZG(LO) (t—m|x)(t- mi)Zwiyj (w;; —w,;)+0(n™?)
= o O 16 - m0 =) i, 00, (o

O((na)* 2 a+n)

avec x = JLKZ (u)du,

*ZZW G (t=m|x;)(m] —mi”)kZWj,k (%~ Xj)z
igs jes =

=o(2)

et

—ZZW, G (t=m]x;)m i"(Zijk (X =%,) =D w,, (% — xi)zj

igs jes kes kes
1 "
= NZG(LO) (t—m| x)m, (Zwi,jkzzwj,k (Xk - Xj)z _kZ:Wi,k (X = Xi)z}"o(ﬂ“z)
igs jes es es

=0(2%).
Considérons enfin C,. Notons que, d’apreés (A.2) et (A.3),

E(d?)=Y (W, —w,, ) a2 +0,;(4* +(n2)?) (A.6)

kes
d’ou

ZZW, G (t-mx,)> (w,, —wi’k)2 of +O(;t4 +(n4)?)

igs jes kes

oN ZG(Z O (t-m|x )t > W > (W, —w, ) +o((nA) ) +0(2%)

igs jes kes

I N-nx-0

n,”t N HOZ J.G(ZO)(t m(X)‘x)a (X)[h (X)/h (X)]dx+o((n,1) )+o(14)
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avec 0:= _[_11K (V)J'_llK (u+Vv)K(u)dudv.

En substituant les développements susmentionnés & C,,C, et C, dans (A.5), on obtient finalement

E ('f*(t) - FN (t))

=2 N N nzzj G2 (t—m(x)| x)h, (x)dx
0

ni N

1N- [K(O) KI G (t—m(x)| x)(t—=m(x))h;* (x)h, (x)dx

K—0 b
+

(2.0) (t _ m(x)‘ X)gz (X) h;l (X)h§ (X)dX:l

+0(4%+(na)™).

Biais de I’estimateur par la différence généralisée avec valeurs prédites modifiées

Soit d~i'j I’équivalent pondéré selon le plan de sondage de di,j et observons que

F'()-F,(t) = {ZZW,J( (¢; <t—m +d; ;)—1(y; <t))

igs jes

(A7)
> (1=27)Dw (e <t=m+d )= 1(y; < t))}.
ies jes
En adaptant la preuve qui méne a (A.4), on voit que le développement asymptotique en (A.4) est également

vérifié en prenant d}j a la place de di'j. L’adaptation de la partie restante de la preuve mene en bout de

ligne a
E(FO-F ) =4 TR 60 (=m( On e
+n1,1N,\Tn{K(O) KI G (t—m(x)| x)(t—m(x))h;* (x)h(x)dx
k-0 BI G2 (t-m(x)|x)a? (x)h; (x)h(x)dx}
,Uo
+ 0(/12 + (n/i)'l),
ou
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h(x):=h, (X)+(1=7 (X)) hy (X).

Variance de I’estimateur fondé sur le modele avec valeurs prédites modifiées

Ecrivons

F(t)-F, (t)-(ZZwyjl (6, <t-m+d,;)-DI(5 st—mi)j

igs jes igs

et observons que
var(F'(t)-F, (1)) =D, +D, + D,

ou

1' NZZZZ i, j ' JCOV( (gjSt_mi1+di1vj)’l<gjSt_miz+di2vj))'

ihesies jes

2' NZZZZ z i1 '2 J2 XCOV('(ghSt_mii-i-dip ) |(8 st- m +d'z Jz))

iesiyes jies joes, jo#

etou D, := A, provenant de la variance de I’estimateur fondé sur le modele de Kuo.

Considérons D,. Observons que

cov(l(g;<t-m +d, ;),1(¢;<t-m_+d, ;) = E(G(t—mi1+dilyj/\t—mi2+di21j\xj))

~E(G(t-m, +d, %)) E(G(t-m, +d, x;)). a0

Puisque

t-m +d ;At-m +d; ;)-(t-m At-m
1 1] 2 2]

' i

il découle de (A.6) que
E(G(t-m, +d,jat—m +d, [x))=G(t—-m at-m|x;)+0,, ;(2>+(n2) ™).  (A9)
En outre, de (A.1), (A.4) et (A.6), il découle que
E(G(t—m +d;;|x;)) =G (t—mx;)+0O; (4> +(n2)™?). (A.10)

En utilisant (A.9) et (A.10) pour obtenir un développement asymptotique pour la covariance en (A.8) et en
introduisant par substitution le résultat dans la définition de D,, on obtient
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ZZZW. Wi, eov(l (g <t—m +d; ;)1 (e; <t-m, +d, ;))

ijgsiyes jes
NZZZZWHJ ip.] |:E( (t_mii +di1:j /\t_miz +dizrj Xj))
X;))E(G(t—m, +d; |

ijgsi,es jes

~E(G(t-m, +d,

x;))]
ZZZW. Wi, [G(t-m, At=—m,|x;)=G(t-m|x)G(t-m,|x;)]

ihesipes jes (All)
+O(}tzn T (na) " n )

- 6t m 1) - m ) S, | o (e )

jes igs

:i( ,\Tnj I:EG(t—m(X)\x)—Gz(t—m(x)\x)][hg(x)/hs(x)]hg(x)dx

+0((nA) " a+na+n™ (nA)™?).

Considérons ensuite
D, -NZZZZ D oww xcov(l(g, <t—m +d, ), 1(e, <t-m_+d, ).
i1 #Siyes j1es jres, jr#
Puisque
cov(l(e, <t-m +d, ), 1(, <t-m +d, ,))=0

X. — X

I

il sensuit que les termes de reste R ;. ., dont la contribution & la covariance
(/) pour une suite S qui tend vers zéro, apportent a D, un terme

si
susmentlonnee est d ordre G, ; i,
d’ordre O(4p). Or, soit

b'yhvl' C' i (Wji I2 _\Nivjz)’

a'lllJz =t= mi+d lllngJz
et notons que
t-m+d;, =a,;, +h; ;&
Puisque & ; ; ne dépend pas de &; nide &; , il s’ensuit que
E(1(e, st-m, +d, )l (g, <t-m_+d, ;)
=E(E(I(e;, <a,;,p, +bpnen)V (6, <a, . +0, 5 0650) | &0k # 0 dy))

)46 x,)| A
X, )dG (¢ |x, )j
Xj, ))

PRPRNY iz, )2, 11

:EU::"““ZG(& ip

+E jgi’ii'jz’le(a. o +b e
_ LRy 101002

X;,)G (&5 i .i

~E(G(e,

'1 iy 012
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ou

a

* e s +ai2,j2,j1bi1,j1,j2

gilxithxiz T 1-b

LR R P PR PR

Notons que les deux espérances aux troisiéme et quatriéme lignes de (A.12) sont les mémes si i, et j, sont
remplacés par i, et j,, respectivement. Donc, il suffit d’analyser la premiére espérance. Etant donné que

*

Eripiny, =My +0; +B o (E=m —e )+ R(e, )
ou
EY* (‘R(g;iz,n,jz) 4) =0, (A7 +(n2)*),
on voit que
EUiiz’h'sz(aiz,jz,h +b, ;, ¢ sz)dG(gxh)j
=G(t-m |x;)G(t-m, |x,,)
+G (t=m, |x; )G (t=m, [x; )[E(d, ;) +by ; 5, (t-m, )]
+G (t-m |x;, )G (t-m, |x; JE(d, ;) +G*? (t-m, ij)biz,iz,h_[_:milgdG(5"(11) (A.13)
#5850 (t-m, [x, )6 (t-m, [x, JE(dE, )+ 6% (t-m, [x,)6(t-m, x, )E(d],,)
+G(t-m, x; )G (t-m, |x; JE(d, ;d; ;)
+ Oi1xi2vj1sz (/14 +(nl)_l)'
et que
E(G (&0 %) G (& X5,))
=G(t-m, [x;,)G(t-m, |x;)

+GH0 (t—m,

X, )G(t—m,

h

X;, )LE(dy ;) +by 5, (t=m,)]
X;, L E(d, ;,)+ by 5, (t-m, )]
X;, JE(dg ;)
X, )E(di ;,)

0 JE(, 4

I h 'z:jz)

+G40 (t—m,

X;,)G(t-m,

1 (A.14)
+-G29(t—m,
2 1

X, )G(t—m,

I

X, )G(t—m,

J2

1
+ EG(Z*O) (t—m,

+GH0 (t—m,

x,,)GH (t=m,

+0 (2 +(na)™).

g i da

En utilisant les développements asymptotiques en (A.4), (A.13) et (A.14), on obtient
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cov(I (e, st—m +d, ;)1 (e, <t-m, +d; ;)

Observons maintenant que

et que

de sorte que

ou

DZa

et

=G (t-m, [x; )by j, ;71 GO (t=my |x; )by 7,
(A.15)
+G (t-m, [x; )G (t-m, |x; )eov(d, ;.d ;)
+ Oiirizyh,jz (14 + (nﬂ)_l)’
Vij = J:m'gdG(g\xj).
b S Wi, ~Wig, 0, ((”’1)72)
1
Cov(dibh 'diz’jz) = C Z . (Whvk _Wiirk)(Werk _Wink)O-kz
iy, Jy iy Jp Kesik# g, d;
= Z(thk _Willk)(WjZlk _Wizxk)o-kz +Oi1,i2,j1,j2 ((nﬂ“)_z)
kes
D, =2D,, +D,, +0(4° +n™), (A.16)

1
= WZZZ 2w w, GO (t-m,

h2siyes ji€s Jpes,jo# ]y

- lezzz 2 W W, G (t-m,

s i,¢s jes jpes

Xh)(whvjz _Wilij )j/izsz

X, )W, =W, ;)75 +O(n7 (02)7)

) (A17)
Xi,)7 zwjyjzzwiyhzwizsz _(Zwivhj }

igs

= Zer (e,

Jaes jres ies i,es
+0(n*A+n™*(n2)™)

=0((n2)"a+n*A+n*(n2)")
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1
D, = LYY T w60,

i1 €5 1,5 J1€S jp€5, )% 1

X Z(thk - Wi1vk )(Wijk - Wink)Ukz

kes

1
) WZZZ 2w W, G (t-m,

i gsiyes jjes jpes

)68 (t-m

Iz

X, )

)G (t-m

ij)

i

X DW= W) (Wi =W o +O (07 (n2) ) (A18)

- |\:|L220k2 (G (t-m, [, )]2 [ZZWU (Wi _Wi'k)j +O(n’1/1 +n7! (n/i)’l)

kes igs jes

= N1220k2 (G (t—m, |x)] (ij'k W - ZWWJZ +0(n*A+n*(n2)™)

kes jes igs igs
=0((nA)"a+n™4).

En regroupant tout, on obtient finalement

var(lf*(t)— Fy (t)) = r11(NI\I nj j:[G (t—m(x)|x)-G*(t - m(x)\x):[h§ (x)/h, (x)]h,§ (x)dx

+ Nl_n(N,\Tnj I:[G(t—m(X)\X)—GZ(t—m(x)\x)]hg(x)dx+o(/15 +n7).

Variance de I’estimateur par la différence généralisée avec valeurs prédites modifiées

Etant donné (A.7), nous allons montrer que

var (F'(t)— F, (1)) = var(F(t) - F, (t))+o(n™) (A.19)
en démontrant que
var(;Z(l—nil)Zwi,j (1(; <t—m+d; ;)= 1(y, < t))j =o(n™). (A.20)

Pour prouver (A.20), observons que la variance dans le premier membre peut s’écrire
E, +E, +E, - 2E, - 2E,,

ou
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E, = szzz W (1 ﬂi;l)(l—ﬂizl)XCOVU (5j <t-m +o~lilyj),l(gj <t-m, +di2’j)),

ihesiyes jes

E,:= NZZZZ DWW (-7 )(1-7 ) xcov(1 (g, <t-m +d; )1 (e, <t-m,_+d, ),

ies ipes jies jpes, jr#jp

E, =

Z(l—ﬂi’l)2 var(l (g <t-m,)),

ies

1
N?

ZZW ( fri’l)(l—ﬂ'j'l)cov(l(g <t-m, +d, ) (g <t-m j)),

ies jes

et finalement
E, = szz > W, -, )(1 T )xcov(l(g <t-m, +d, i)l (,th—miz)).
iiesiyes jes, j#iy

Pour commencer, considérons E, et E,. Notons que, a part i) le fait que les indices de sommation i,
et i, s’étendent sur s au lieu du complément de s dans U, ii) la présence des facteurs (1 ﬁ’l) et iii) le
fait que les W; ; et les d, ; sont remplacés par leurs équivalents pondérés selon le plan de sondage W, ;
d”, E, et E, sont semblables a D, et D, provenant de var(F (t)—Fy (t)), respectlvement
L’adaptation des preuves qui menent aux développements asymptotiques pour D, et D, montre donc que

E, i(N nj f [G(t—m(x)[x) =G (t-m(x)|x) [1- 7 (x)] h, (x)dx+0(n")
et que

E,=0(A°+n™).
Comme pour E,, on constate immédiatement que

E;=E,+o(n),

tandis que, pour traiter E, et E,, on a besoin des développements asymptotiques pour
cov(l (g <t-m +d, ;). 1(g <t-m)) (A.21)

pour le cas ou j=i, et celui ot j=i,. Dans le premier cas, nous pouvons faire appel a des arguments
similaires a ceux utilisés pour prouver (A.9) et (A.10), ce qui donne

cov(l(g; <t—-m +d, ;).1(¢; <t—m,))
=G(t—mi1At—mj\xj)—G(t—m<

L1

X;)G(t—m;|x;)+0(2° +(n2)™?).
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Par contre, quand j=i,, la covariance dans (A.21) différe de zéro uniquement si \xj —Xiz\g/i ou

E(1(g; <t-m,_+d, )I(s, <t-m))

= ( ( ( <a 1 +6i1,j,i26‘i )|(8i St—miz)‘gk,k;ﬁi,j))
( a, . +biiie ‘x )dG (£]x, ))

G(t- ) (t-m, x, )G (t-m, |x;)E(d, ;)
e<1°>( M, 5)Biis,, + 56 (t-m, [x, )62 (t-m, x))E(d?)
+0,; 5 (4 +(n2)7),

ou & ;) et bijx sont les équivalents pondérés selon le plan de sondage de a; et Q,j,k, respectivement. En
adaptant également (A.4) pour tenir compte des poids de sondage, on constate que

+

X, )+G(t—m

cov(l(g; <t-m +d, ;). 1(s

[

<t-m.)) =G0 (t—m, |x;)bi.isz, ;, +0,, ;(4*+(n2)")
= G(LO) (t - mi ‘Xj)(wjviz _Wiviz)]/izviz '1 iz.] (14 +(n/l) )

de sorte que (voir les étapes qui menent aux développements asymptotiques des termes D, et D, dans la
variance de I’estimateur en deux étapes fondé sur le modele)

E,=E +o(n?)
et
E;=0(4°+n™).

Cela achéve la preuve de (A.20) et donc (A.19) s’ensuit.
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Remarque concernant I’estimation par régression lorsque la
taille de la population est inconnue

Michael A. Hidiroglou, Jae Kwang Kim et Christian Olivier Nambeu'

Résumé

L’estimateur par régression est utilisé de fagon intensive en pratique, car il peut améliorer la fiabilité de
I’estimation des parameétres d’intérét tels que les moyennes ou les totaux. Il utilise les totaux de contrdle des
variables connues au niveau de la population qui sont incluses dans le modéle de régression. Dans cet article,
nous examinons les propriétés de I’estimateur par régression qui utilise les totaux de contréle estimés a partir de
I’échantillon, ainsi que ceux connus au niveau de la population. Cet estimateur est comparé aux estimateurs par
régression qui utilisent uniquement les totaux connus du point de vue théorique et par simulation.

Mots-clés : Estimateur optimal; échantillonnage; pondération.

1 Introduction

Les grands organismes statistiques utilisent de plus en plus I’estimation par régression afin d’améliorer
la fiabilité des estimateurs des paramétres d’intérét (comme les totaux et les moyennes) lorsque des variables
auxiliaires sont disponibles a I’échelle de la population. Cassel, Sarndal et Wretman (1976) ainsi que Fuller
(2009), entre autres, donnent un apercu détaillé de I’estimateur par régression dans le contexte de
I’échantillonnage. Nous montrons comment utiliser I’estimateur par régression pour estimer le total, Y =
Zieu y; ou U ={1,...,N} désigne la population cible. Un échantillon s de taille attendue n est
sélectionné selon un plan de sondage p(s) de U, ou =; est la probabilité d’inclusion du premier ordre. En
I’absence de variables auxiliaires, nous utilisons I’estimateur d’Horvitz-Thompson donné par \fn =
Ziesdiyi (Horvitz et Thompson 1952), ou d; = 1/m est le poids de sondage associé & I’unité i.
L’estimateur par régression est donné par

Y. =V, +(X-X,) B, (1.1)

RE

oo X=> x, X, =Y dx, x =(LX;...x;) , et B est un vecteur de coefficients de

. . L . . , . . . . T
régression estimés de dimension p, s’exprimant comme une fonction des variables observées (yi,xiT)
dans I’échantillon s.

Il est & noter que les composantes du vecteur du total de population X sont connues pour chacune des

. T e 7 - . .
variables correspondantes du vecteur x;, = (1, x2i,...,xpi) utilisé pour calculer B. Cependant, il arrive
parfois qu’il y ait plus de variables auxiliaires observées dans I’échantillon que dans la population.

Supposons que I’échantillon comprend q variables observées (q > p), et que les p variables de la

1. Michael A. Hidiroglou, Division des méthodes d’enquétes aupres des entreprises, Statistique Canada, (Ontario), Canada K1A 0T6. Courriel :
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Olivier Nambeu, Division des méthodes d'enquétes auprés des entreprises, Statistique Canada, (Ontario), Canada K1A 0T6. Courriel :
christianolivier.nambeu@canada.ca.
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population sont un sous-ensemble des q variables observées dans I’échantillon. Supposons par ailleurs que
certaines des q — p variables supplémentaires de I’échantillon sont bien corrélées avec la variable
d’intérét y. Ces variables supplémentaires peuvent-elles étre incorporées dans I’estimateur par régression
afin d’en accroftre I’efficacité ? Singh et Raghunath (2011) ont essayé de répondre a cette question lorsque
g = p + 1. Lavariable supplémentaire de I’échantillon était I’ordonnée a I’origine, qu’ils ont utilisée pour
estimer la taille de population inconnue N au moyen de I’équation N = Z

jes 1”

Dans cet article, nous comparons I’estimateur proposé par Singh et Raghunath (2011) a d’autres
estimateurs par régression lorsque N est connu et lorsqu’il ne I’est pas. Dans la section 2, nous décrivons
les estimateurs par régression standard pour I’estimation des totaux lorsque N est connu, ainsi que par la
régression proposée par Singh et Raghunath (2011) lorsque N est inconnu. Dans la section 3, nous
proposons un autre estimateur lorsque N est inconnu. Dans la section 4, nous procédons a une étude par
simulations afin d’illustrer la performance des différents estimateurs examinés en termes de biais et d’erreur
quadratique moyenne. Enfin, dans la section 5, nous présentons nos conclusions et recommandations

générales.

2 Estimateurs par régression

Sous des conditions générales de régularité (Isaki et Fuller 1982; Montanari 1987), une approximation
de I’estimateur par régression (1.1) est

~ A

Yeeo =V, + (X -X,)'B, (2.1)

ol B est la limite en probabilité de B lorsque la taille de I’échantillon et celle de la population tendent vers
I’infini. Pour de grands échantillons, la variance de I’estimateur par régression (1.1) peut étre étudiée avec
(2.1). Notons que Yg.. est sans biais sous le plan de sondage p(s) et peut étre réexprimé sous la forme :

Yees = X'B+ ) d.E;, (2.2)

ies
ou E, =y, —x/B.
Une approximation de la variance par rapport au plan de VREG peut étre donnée par

AV, (YREG) =220 =

icU jeu T

E;
—, (2.3)
T

ol Ay = m; — mm; et m; estla probabilité d’inclusion du second ordre pour les unités i et j. Notons que
B peut étre estimée selon I’approche assistée par modéle (Sérndal, Swensson et Wretman 1992) et
I’approche de la variance optimale (Montanari 1987). Les deux méthodes permettent d’obtenir des
estimateurs approximativement sans biais. Dans le cas de I’approche assistée par modele, les propriétés de
base (biais et variance) sont valides méme lorsque le modéle n’est pas spécifié correctement. Sous
I’approche de la variance optimale, aucune hypothése n’est formulée au sujet de la variable d’intérét.

L’estimateur assisté par modéle de Sarndal et coll. (1992) suppose un modéle de travail entre la variable
d’intérét (y) et les variables auxiliaires (x). Le modele de travail est désigné par m: y, = x/B + ¢, ol
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B estun vecteur de p paramétres inconnus, E,, (g |x;) = 0, V, (g |x;) = of, et Cov,, (&, &, |xi,xj) =
0,i # j. Sous cette approche, B dans I’équation (2.1) est I’estimateur des moindres carrés ordinaires de
B dans la population et est donné par

Bopee = (Z CX, J_l (Z cixiyi), (2.4)

ieU ieU

oli ¢; = 5;°. Cela donne I’estimateur suivant pour le total Y

~ ~ T ~
Yores = Yo + (X - Xn) Bires (2.5)

Bopee = (ZC,d,X,X, ) l (Zcidixiyij. (2.6)

ies ies

L’estimateur optimal de Montanari (1987), obtenu en minimisant la variance par rapport au plan de

est

YOPT i P (X - Xn )T BOPT’ (2'7)

ou

2.8
|€UJ€U ﬂ: T[: IEU]EU

L’estimateur optimal pour le total Y est estimé par

~

YOPT = YAn + (X - er )T EOPT’ (2.9)

Ay x; X Ay x; Y
ho - (Zr el (zrpnd) e

Il est & noter que, pour que nous puissions calculer les vecteurs de régression, la premiére composante
qui les définit doit étre inversible. Nous pouvons nous assurer qu’elle I’est en réduisant le nombre de
variables auxiliaires qui entrent dans la régression si I’efficience de I’estimateur par régression qui en
découle n’en souffre pas trop. Par contre, si la perte d’efficience est importante, nous pouvons inverser ces
matrices singulieres en utilisant des inverses genéralisés.
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Comme il est mentionné dans I’introduction, les totaux de population ne sont pas nécessairement connus
pour toutes les composantes du vecteur auxiliaire x. La régression utilise normalement les variables
auxiliaires pour lesquelles un total de population correspondant est connu. En décomposant x; en (1, xfT)T
ol x; = (x2i,..., X, )T , Singh et Raghunath (2011) ont proposé un estimateur semblable au GREG qui
suppose une régression fondée sur une ordonnée a I’origine et la variable x, méme si seul le total de
population de x” est connu.

Si N est inconnu et que le total de population de x~ est connu, leur estimateur est

~ A~ ~

* AT
YSREG = Yn + (X - Xn) BZ,GREG' (2-11)

ou X" =) x et X' = ... dx;. Le vecteur de régression des coefficients estimés B, gre €StODtenU
a partir de Bgpe = (éLGREG , fs;GREG )T donné par (2.6). La variance approximative par rapport au plan de
Yeeo Prend la méme forme que I’équation (2.3), ol E, = y, — X; B, crec . €t

Baowe = {30 (5 - X - X'} X (- Ky

ieU ieU
et X, = Zieux:/N.
Nous pouvons obtenir les propriétés de (2.11) en notant que

* A~

Yeres =Y =Y, =Y + (X - X;)T ﬁZ,GREG
=Y —Y + (X* - )A(; )T B, crec t+ (X* - X;)T (ﬁz,GREG - BZ,GREG)'

Etant donné que ﬁZ,GREG — B,grec = O, (n‘l/z) sous certaines conditions de régularité examinées dans
Fuller (2009, chapitre 2), le dernier terme est d’ordre plus faible. Ainsi, en ignorant les termes d’ordre plus
faible, nous obtenons I’approximation

Veres — Y = D 4,E - D E, (2.12)
ies ieU

ol E =y, — x;'B,cpec. Par conséquent, \?SREG est approximativement sans biais sous le plan. Nous
pouvons calculer la variance asymptotique en utilisant

2

V{ZdiEi —ZEi} = E{[ZdiEi —ZEJ }
ies ieU ies ieU

Comme nous pouvons le voir, la variance asymptotique peut étre assez importante a moins que

E, =0.

ieU

Remarque2.1 Si y, = a+bx, nous avons Ve, —Y = (N —N)a, ce qui implique que
V (Yaee) = @V (N,). Cela signifie que si V(N_) >0, nous pouvons accroitre artificiellement
a’Vv (I\Aln), la variance de Yqqe, en choisissant des valeurs élevées de a.
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\ 9 - , - - - * T - .
Il est & noter que I’estimateur par régression optimal obtenu en utilisant x = (x2 ooy xp) est lui aussi
approximativement sans biais sous le plan, car

*

+ (X* - }A{; )T BOPT + (X* - 5(; )T (ﬁ;PT - B:)PT)'

ol B, est obtenu en remplagant x; par x; dans I’équation (2.8). Etant donné que B, — Bl,, =
o, (n’l/z) sous certaines conditions de régularité examinées dans Fuller (2009, chapitre 2), en ignorant les
termes d’ordre plus faible, nous obtenons

*

Yorr =Y =Y, =Y + (X - )A(R)T By,

La variance asymptotique de Y., est plus faible que celle de Y., car I’estimateur optimal minimise
la variance asymptotique dans la classe d’estimateurs de la forme

Yo=YV +(X -X))'B (2.13)

indexée par B.

3 Estimateur par régression alternatif

Nous examinons maintenant un estimateur alternatif qui n’utilise pas I’information sur la taille de

population (N). Il utilise plutdt les probabilités d’inclusion connues =;, a condition qu’elles soient connues
iz - - 7 ags *7\T
pour chaque unité de la population. Etant donné que zieu T, = n, nous pouvons utiliser z, = (ni , xiT)
comme données auxiliaires dans le modele
- 7T
Yi =z +e,
ind

ou e ~ (0, o'm, ) Cela signifie que I’introduction de la structure de variance c;, de I’erreur dans le vecteur
de régression est donnée par ¢, = d, /c?. L’estimateur qui en découle est donné par

A

~ ~ T ~
YKREG = Yn + (Z - Zn) BKREG’ (3-1)

ouZ = Zieu z,, 1= Ziesdizi et

-1
]}'KREG = (ZcidiZiZiTJ zcidiziyi' (3.2)

ies ies
Cet estimateur correspond exactement a celui fourni par Isaki et Fuller (1982).

Remarque 3.1 Par construction,

> df (yi - ZiTﬁKREG)Zi =0

ies
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T" _ - - N
et, comme m; est une composante de z;, nous avons Zigsdi (yi -z BKREG) = 0, ce qui aboutit a
R o1
YKREG =7 BKREG'
Y . J T .- .. N N
Ainsi, Y,z est le meilleur prédicteur linéaire sans biaisde Y = Zizl y; sous le modele

—_ *T
Vi =P +x B, + 6,

ou e ~ (O,GZTEi).

Il est & noter que nous pouvons exprimer B, sous la forme Bgq., en posant que ¢, = d, /o® et
X; = z;,. L’estimateur par régression proposé peut donc étre considéré comme un cas spécial de I’estimateur

GREG. En utilisant un argument semblable a (2.12), nous obtenons

KREG Y - Z dl EI Z E:’ (33)

ies ieU

Byrec = (ZC. zz j RTAR

ieU ieU

L’estimateur proposé est approximativement sans biais, et sa variance asymptotique

_J

DXTVETLISIES 3 s

ies ieU jeU j

est souvent plus faible que celle de I’estimateur de Singh et Raghunath (2011).

. - 2 .- *T\T , . ,
La version optimale de Y, utilise z, = (ni , xiT) en tant que donnees auxiliaires. Elle est donnée par
~ ~ ~ T ~

Yeorr = Yo +(Z = Z,) Byopr, (3.4)

A~

U B,opr €st obtenu en remplagant x; par z; dans I’équation (2.10).

Remarque 3.2 Pour les plans de sondage de taille fixe, nous avons V, (Zigs dini) = 0. Dans ce cas, le
vecteur du coefficient de régression optimal B,y =V, (Zn)fl Cov, (Z[,\?n) ne peut pas étre calcule,
car la matrice de variances-covariances V, (27[) n’est pas inversible. En conséquence, I’estimateur optimal

<

*\T T . . -
ouz = (ni,xiT) se réduit a I’estimateur optimal (2.9) seulement si nous utilisons x

Remarque 3.3 Pour les plans de sondage de taille aléatoire, V, (Z d,ni) > 0. Dans ce cas, toutes les

les

composantes de z, = (ni,xi*T)T peuvent étre utilisées dans I’estimateur par régression optimal sous le
plan (2.9).

Une difficulté liée & I’utilisation de I’estimateur optimal Y,., est qu’il faut calculer les probabilités

d’inclusion conjointe m;;, ce qui peut s’avérer difficile sous certains plans de sondage. Nous pouvons obtenir
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un estimateur qui ne nous oblige pas a calculer les probabilités d’inclusion conjointe en supposant que

m; = mm;. Nous donnons a cet estimateur le nom d’estimateur pseudo-optimal Y.opr- |l est donné par

~ ~ T ~
YPOPT = Yrc + (Z N Zn) BPOPT' (3-5)

)
ﬁPOPT = (Zcidizizrj Zcidiziyi

ies ies

et

En général, I’estimateur pseudo-optimal Y,,., devrait produire des estimations proches de celles
produites par Y, .. lorsque la fraction de sondage est faible. Il est & noter que Y,.,; est exactement égal &
I’estimateur optimal VKOPT dans le cas d’un plan de sondage de Poisson. Sous ce plan, les probabilités
d’inclusion des unités de I’échantillon sont indépendantes. La variance approximative par rapport au plan
poUr Yyees, Yiopr €t Yooy ala méme forme que celle donnée par I’équation (2.3) ot les E, sont donnés
respectivement par y; — Z;rﬁKREG' Yi — ZiTﬁKOPT ety - Z;rﬁPOPT'

4 Simulations

Nous avons réalisé deux études par simulations. La premiére utilisait un ensemble de données fourni
dans I’ouvrage de Rosner (2006), tandis que la deuxiéme se fondait sur une population artificielle créée
selon un modeéle de régression linéaire simple. La premiere simulation évaluait la performance de tous les
estimateurs sous les différents plans de sondage, alors que la deuxiéme mettait I’accent sur I’impact de la
modification de la valeur de I’ordonnée a I’origine dans le modele.

Le paramétre d’intérét pour ces deux simulations est le total de la variable d’intérét y: Y = Zieu Y;.
Tous les estimateurs (Ygees  Yorr  Yeorr  Yerea » Yires €t Yeopr) ONE €t€ utilisés avec les données auxiliaires
disponibles. Le tableau 4.1 résume les données auxiliaires et la structure de variance des erreurs (s’il y a
lieu) qui sont associées aux estimateurs utilisés dans les deux études.

Tableau 4.1
Estimateurs utilisés dans I’étude de simulation

N connu N inconnu

Yorea, définipar (2.5) ot x; = (1,%,)" etc = ¢ V<neo, défini comme étant un cas spécial de (2.11) ol x; = (X,;)
{ oor, défini par (2.9) ol x; = (1,%,)" Yoor, défini par (2.9) ol x; = (X,;)

Yoprs défini par (2.9) ot x, = (1,7, %,;)" rec, EFini par (3.1) ol z, = (m,,%,;)" et ¢, = d,/c?

ooprs défini par (35) ot z, = (1,7, %,) €t ¢, = d, =1 | Yo, défini par (3.4) o z, = (m;, x,,)"

Voopr, définipar (3.5) 0l z, = (m;,x,) etc, =d, —1

La performance de tous les estimateurs a été évaluée en fonction du biais relatif, de I’efficacité relative
de Monte Carlo et de I’efficacité relative approximative. Des expressions de ces quantités sont présentées
ci-dessous.

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



138 Hidiroglou, Kim et Nambeu : Estimation par régression lorsque la taille de la population est inconnue

1. Biais relatif :
. o
RB(7,) = 205 e 2Y) @y

i=1

ou YAEST(r) représente un des estimateurs présentés au tableau 4.1 tel que calculé dans le r°
échantillon de Monte Carlo.
2. Efficacité relative Monte Carlo
7 MSEMC (YEST)

RE (Yeer) = , (4.2)
Ver) = st Wanee)
ou
R
MSEMC( EST) - Z( EST(r) — ) :
r=1
RE mesure I’efficacité relative de I’estimateur Y., en ce qui concerne Yqec,-
3. Efficacité relative approximative
R AV (Y,
AR (Yeer ) = » (Ve , (4.3)

AVp (YAGREGZ)
ou

Vy () = T3 4 2,

ieU jeU i

A

est la variance approximative de Y, ol E, = y, — x| BEST. L’efficacité relative approximative
(AR) mesure le gain d’efficacité relatif de Y., par rapport & Yeqcq, en utilisant le résidu de

population obtenu au moyen de la technique de linéarisation de Taylor. On s’attend a ce que RE
et AR donnent des résultats comparables. Cependant, comme nous allons le voir, ce n’est pas
nécessairement le cas.

4.1 Simulation 1

La population était I’ensemble de données (FEV.DAT) disponible sur le CD qui accompagne I’ouvrage
de Rosner (2006). Le fichier de données contient 654 enregistrements tirés d’une étude réalisée a Boston
sur les maladies respiratoires des enfants. Les variables du fichier étaient I’age, la taille, le sexe (masculin
ou féminin), le tabagisme (c’est-a-dire si la personne fume ou non) et le volume expiratoire maximal (VEM).
Singh et Raghunath (2011) ont utilisé le méme ensemble de données. Le paramétre d’intérét est la taille
totale (y) de la population. La variable age (x,) a été utilisée comme variable auxiliaire dans la régression.
La variable VEM (x,) a été choisie comme variable de taille pour calculer les probabilités de sélection sous
les plans de sondage examinés dans cette simulation. Les variables sexe et tabagisme ont été écartées. Le
tableau 4.2 résume les mesures de la tendance centrale des trois variables dans la population. La moyenne
et la médiane étaient similaires pour chaque variable, ce qui indique une répartition symétrique des
trois variables.
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Tableau 4.2
Statistiques descriptives de Y, X, et X,
Minimum Q1 Meédiane Moyenne Q3 Maximum
y 46 57 61,5 61,14 65,5 74
X, 3 8 10 9,931 12 19
X, 0,79 1,98 2,55 2,64 3,12 5,79

La figure 4.1 illustre la relation entre la variable d’intérét y et la variable auxiliaire x,. La relation entre
la taille (y) et I’age (x,) semble linéaire, mais ne passe pas par I’origine. Le coefficient de corrélation de
Pearson entre y et X, était de 0,79.
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Figure 4.1 Relation entre la variable d’intérét Taille et la variable auxiliaire Age.

L’objectif de cette étude par simulations était d’évaluer la performance des estimateurs présentés au
tableau 4.1 en utilisant différents plans de sondage. Nous avons examiné les plans de sondage de Midzuno,
de Sampford et de Poisson. La variable x, a été utilisée comme mesure de taille sous les trois plans de
sondage pour calculer les probabilités d’inclusion. Ces plans de sondage se présentent comme suit :

1. Plan de sondage de Midzuno (voir Midzuno 1952) : La premiere unité est échantillonnée avec la
probabilité¢ p, et les n —1 unités restantes sont sélectionnées par échantillonnage aléatoire
simple sans remise parmi les N —1 unités restantes de la population. Les probabilités de
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sélection p, pour I’unité i sont données par p, = xZi/Zieu X,;, . La probabilité d’inclusion de
premier ordre pour I’unité i est donnée par m, = (N —1) '[(N —n) p, + (n - 1)].

2. Plan de sondage de Sampford (voir Sampford 1967): Dans I’algorithme de sélection de
I’échantillon, la premiere unité est sélectionnée avec la probabilité p, = x2i/zieu X, tandis
que les n—1 unités restantes sont sélectionnées avec remise et avec la probabilite A, =
(1-np,)" p,. S’il y a des unités qui ont été sélectionnées plus d’une fois, la procédure est
répétée jusqu’a ce que tous les éléments de I’échantillon soient différents. La probabilité
d’inclusion de premier ordre est donnée par w, = np,.

3. Plan de sondage de Poisson : Chaque unité est sélectionnée indépendamment, ce qui donne une

taille d’échantillon aléatoire. La probabilité de sélection de I’unité i est p, = XZi/Z X,; . La

ieU
probabilité d’inclusion associée a I'unite i est m, = np,. Une bonne description de cette
procédure figure dans I’ouvrage de Sarndal et coll. (1992).

Le paramétre d’intérét était le total de Y = Zieu

nous avons sélectionné R = 2 000 échantillons Monte Carlo de taille n = 50. Nous avons ensuite calculé

y;. En nous basant sur chacun de ces plans de sondage,

les estimateurs du tableau 4.1 pour chaque échantillon, puis avons évalué leur performance en utilisant le
biais relatif, I’efficacité relative Monte Carlo et I’efficacité relative approximative tels que décrits dans les
équations (4.1), (4.2) et (4.3) respectivement.

4.2 Résultats de la simulation 1

Les résultats de la simulation sont présentés au tableau 4.3. Tous les estimateurs étudiés sont
approximativement sans biais, et leur biais relatif est inférieur a 1 %. Nous aborderons séparément
I’efficacité relative approximative (AR) et I’efficacité relative (RE) des estimateurs lorsque la taille de la
population N est connue et lorsqu’elle est inconnue.

Cas 1 : Lataille de la population N est connue

Nous comparons les efficacités AR et RE des estimateurs Yeqeq,, Yoprs: Yoprs €t Yeoprs POUF chacun des
trois plans de sondage. Nous pouvons le faire pour presque tous ces estimateurs sauf \fom sous les plans
de sondage de Midzuno et de Sampford. En I’occurrence, nous ne pouvons pas calculer B,,;, pour une
raison semblable a celle décrite dans la remarque 3.2.

Selon les efficacités AR et RE, I’estimateur pseudo-optimal Y., est I’estimateur le plus fiable, quel
que soit le plan de sondage. Il est proche de I’estimateur optimal \fom seulement pour AR. Les efficacités
RE et AR de I’estimateur optimal YAopTz n’étaient pas aussi proches que prévu dans le plan de sondage de
Midzuno. Montanari (1998) a lui aussi observé la faible efficacité relative de I’estimateur optimal Yo,
La figure 4.2 montre ce qui se passe. Nous pouvons observer que la plupart des estimations obtenues au
moyen de I’estimateur optimal \fom pour les 2 000 échantillons Monte Carlo sont proches de la moyenne.
Cependant, dans certains échantillons, les estimations sont tres éloignées de la moyenne. Cela contraste avec
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Yooprs. OU les valeurs sont concentrées autour de la moyenne. Il est & noter que les efficacités RE et AR
associées sont tres proches I’une de I’autre.

OPT2 POPT3
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Figure 4.2 Nuages de points des estimateurs Monte Carlo sous le plan de sondage de Midzuno.

L"estimateur optimal Y., est équivalent & I’estimateur pseudo-optimal Y,..,, sous le plan de sondage
de Poisson. Il faut se rappeler que I’estimateur optimal Y,,,, utilisait x, = (1,x,;)" comme données
auxiliaires, tandis que I’estimateur optimal Y,,, utilisait x, = (1,7, X, )" . L’ajout de w, a beaucoup
amélioré I’efficacité de I’estimateur optimal sous le plan de sondage de Poisson.

Singh et Raghunath (2011) utilisaient Ygu.o, lorsque N était connu, mais ne I’incluaient pas comme
total de contréle. Ils ont néanmoins observé que Yqq.., était assez comparable & Yqqcs, €N ce qui a trait aux
efficacités AR et RB sous le plan de sondage de Midzuno. Pourquoi ? Parce que ce plan de sondage
ressemble beaucoup a I’échantillonnage aléatoire simple sans remise. Cependant, si nous utilisons ces
deux mesures, Ygqcq, st de loin le pire estimateur sous les deux autres plans de sondage.

Cas 2 : La taille de la population N est inconnue

Cing estimateurs sont présentés au tableau 4.3 pour ce cas. Toutefois, comme Y, ..., est trés proche de
YKOPTZ et Yoopr,, NOUS cOmmentons les résultats obtenus pour Yepee;, Yoprs €6 Yire,- LES estimateurs
Yerearr Yoprs €t Yirea, SON trés semblables pour ce qui est de Iefficacité relative et de Iefficacité relative
approximative sous le plan de sondage de Midzuno. Sous le plan de sondage de Sampford, Yopr;, Yireos
et Y,opr, Gtaient comparables et donnaient des résultats légérement meilleurs que ceux de I’estimateur
Yereor- Sous le plan de sondage de Poisson, Y., et Y.qeq, 6taient plus efficaces que Ygneo,. NOUS
constatons également que Yo, tait trés inefficace, son efficacité relative étant au moins 10 fois plus
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élevée que celles associées & Y, qeq, €t Yoopr,- NOtONs que Y, ..., donnait de meilleurs résultats que Yy,q,,
ce qui est raisonnable puisque Y, g, utilise deux variables auxiliaires, tandis que Y,,,, utilise seulement
la variable auxiliaire x,;.

Tableau 4.3
Comparaison des estimateurs en ce qui concerne le biais relatif et les efficacités relatives
Taille de population connue Taille de population inconnue
YGREGZ Y()PTZ YOPT3 YPOPT3 YSREGI YOPT] YKREGZ YK()PTZ YP()PTZ
Midzuno RB (en %) 0,08 0,04 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07
RE 1,00 5,84 0,54 0,94 0,93 0,93 0,93
AR 1,00 0,55 0,55 0,94 0,93 0,93 0,93
Sampford RB (en %) 0,11 0,11 0,07 -0,01 0,07 0,02 0,02
RE 1,00 0,59 0,58 14,72 13,69 13,55 13,56
AR 1,00 0,55 0,56 15,77 14,39 14,39 14,40
Poisson  RB (en %) 0,11 0,11 0,08 0,08 0,09 0,14 0,16 0,16 0,16
RE 1,00 0,96 0,57 0,57 160,47 15,49 13,85 13,85 13,85
AR 1,00 0,96 0,55 0,56 180,36 16,73 14,40 14,39 15,73

Note : Nous n’avons pas produits des résultats pour les estimateurs Yo,r, et Y,oor, S0us les plans de Midzuno et de Sampford car
la matrice de variance-covariance n’était pas inversible.

4.3 Simulation 2

La performance des estimateurs a été évaluée pour différentes valeurs de I’ordonnée a I’origine dans le
modeéle. Nous nous sommes limités au plan de sondage de Poisson afin d’illustrer la remarque 2.1 de la
section 2, & savoir que I'efficacité de Y., se détériore au fur et & mesure que I’ordonnée & I’origine
augmente. La population a été générée selon le modéle suivant :

y, =a+x +e. (4.4)

Les valeurs e, ont été générées a partir de la loi normale de moyenne 0 et de variance o’ = 1. Les
valeurs x ont été générées suivant une loi du chi-carré a un degré de liberté. Trois populations de
taille N = 5 000 ont été générées a I’aide de I’équation (4.4) avec différentes valeurs de I’ordonnée a
I’origine a. Il est & noter que les valeurs x ont été générées a nouveau pour chaque population. Les
trois populations étaient désignées A, B et C selon I’ordonnée a I’origine utilisée. Les valeurs de I’ordonnée
a I’origine ont été fixées a 3, 5 et 10 respectivement pour les populations A, B et C. Dans chacune de ces
populations, nous avons prélevé R = 2 000 échantillons Monte Carlo d’une taille prévue n = 50 en
utilisant le plan de sondage de Poisson. La premiére probabilité d’inclusion était égale a ©; = nz /Zieu Z;
pour chaque unité i. Les valeurs z ont été générées suivant le modele

z, = 0,5y, +u,
ou u; est une erreur aléatoire générée selon la loi exponentielle de moyenne k égale a 0,5 ou 1.

4.4 Résultats de la simulation 2

Les résultats numériques sont présentés au tableau 4.4 pour k = 1 et au tableau 4.5 pour k = 0,5. Tous
les estimateurs sont approximativement sans biais, les biais relatifs étant inférieurs a 1 %.
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Cas 1 : Lataille de la population N est connue

Comme prévu, les estimateurs optimaux Y,,., et Y., sont plus efficaces que Yqqeq,. L’estimateur optimal
Y,pr, fondé sur (1,x,,)" donne des résultats légérement meilleurs que ceux de Ygqeq,. L’inclusion de la
variable supplémentaire m, engendrant Y,,,, permet d’améliorer considérablement les efficacités RE et
AR : ces gains diminuent au fur et a mesure que I’ordonnée a I’origine augmente. La encore, \?SREGI est
trés inefficace et, comme nous le soulignons dans la remarque 2.1, cette inefficacité augmente avec
I’ordonnée a I’origine. Les observations qui précedent restent valables, quelle que soit k. L’efficacité des
estimateurs optimaux Y.y, €t Yo.r,, quant a elle, diminue avec k.

Cas 2 : La taille de la population N est inconnue

L’estimateur le plus efficace est Y,qcq,. Il Surpasse Y., car il utilise plus de variables auxiliaires.
L’estimateur Y., est de loin le plus inefficace. Lorsque I’ordonnée & I’origine dans le modéle de
population augmente, les efficacités relatives RE et AR restent assez stables pour Y,..,. Par contre, les
efficacités relatives associées & Yypeq, €t Yooy, S détériorent rapidement & mesure que I’ordonnée & I’origine
dans le modéle de population augmente. L’effet de k sur les efficacités des estimateurs est tel que décrit
lorsque la taille de la population est connue.

Tableau 4.4
Biais relatif et efficacités relatives des estimateurs pour k = 1 sous le plan de sondage de Poisson
Ordonnée Taille de la population connue Taille de la population inconnue
a Dorigine
YGREGZ YOPTZ YOPT3 YPOPT3 YSREGI YOPTl YKREGZ YKOPTZ YPOPTZ
3 RB (en %) 0,23 0,38 0,56 0,56 0,18 0,77 0,22 0,22 0,22
RE 1,00 0,95 0,67 0,67 7,72 5,42 0,94 0,94 0,94
AR 1,00 0,94 0,60 0,98 7,08 5,01 0,85 0,85 0,91
5 RB (en %) 0,04 0,07 0,18 0,18 -0,01 0,67 -0,07 -0,07 -0,07
RE 1,00 0,99 0,76 0,76 23,91 16,63 1,50 1,50 1,50
AR 1,00 0,98 0,70 0,73 23,48 16,20 1,45 1,45 1,52
10 RB(en%) -001 -0,02 0,06 0,06 -0,57 0,79 -0,02 -0,02 -0,02
RE 1,00 1,00 0,80 0,80 88,30 67,47 2,20 2,20 2,20
AR 1,00 0,99 0,73 0,74 97,92 66,13 2,15 2,15 2,20
Tableau 4.5
Biais relatif et efficacités relatives des estimateurs pour k = 0,5 sous le plan de sondage de Poisson
Ordonnée Taille de la population connue Taille de la population inconnue
a P’origine
YGREGZ YOPTZ YOPT3 YPOPT3 YSREG] YOPTI YKREGZ YKOPTZ YPOPTZ
3 RB (en %) 0,13 0,25 0,42 0,42 -0,18 0,54 -0,02 -0,02 -0,02
RE 1,00 0,99 0,89 0,89 8,42 5,93 1,78 1,78 1,78
AR 1,00 0,96 0,83 0,95 8,30 5,83 1,79 1,79 2,10
5 RB (en %) 0,03 0,09 0,22 0,22 0,72 1,49 0,18 0,18 0,18
RE 1,00 1,00 0,91 0,91 24,35 17,39 3,26 3,26 3,26
AR 1,00 0,98 0,88 0,94 23,83 16,41 3,15 3,15 3,54
10  RB (en %) 0,06 0,07 0,12 0,12 0,33 1,42 0,13 0,13 0,13
RE 1,00 1,00 0,96 0,96 98,69 73,93 6,26 6,26 6,26
AR 1,00 0,99 0,91 0,92 98,65 66,20 5,89 5,89 6,24
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5 Conclusions

L’estimateur par régression peut étre trés efficace lorsque les données auxiliaires qu’il utilise sont bien
corrélées avec la variable d’intérét. 1l faut aussi que les totaux de population correspondant aux variables
auxiliaires soient disponibles. Dans cet article, nous avons examiné le comportement de I’estimateur par
régression (YSREG) proposé par Singh et Raghunath (2011). Cet estimateur utilise le total estimé de la
population comme total de contréle et les totaux de population connus des variables auxiliaires. Nous
I’avons comparé & I"estimateur par régression généralisée (Ygqeq ), son analogue optimal (Yo, ), et un
estimateur de rechange (VKREG) qui utilise les probabilités d’inclusion de premier ordre et les données
auxiliaires pour lesquelles les totaux de population sont connus. Comme I’estimateur par régression
optimale nécessite le calcul des probabilités d’inclusion de second ordre, nous avons aussi inclus un
estimateur pseudo-optimal (YPOPT) qui n’utilise pas ces probabilités. Nous avons examiné les propriétés de
ces estimateurs en termes de biais et d’efficacité au moyen d’une simulation incluant différents plans de
sondage et différentes valeurs de I’ordonnée a I’origine dans le modele pour une population artificielle

générée. Nous avons compareé les résultats obtenus lorsque la taille de la population était connue et inconnue.

Lorsque la taille de population est connue, I’estimateur optimal \fOPT est le plus efficace. Cependant,
comme cet estimateur peut étre instable, I’estimateur pseudo-optimal Y,.,, est un bon substitut. Notre
conclusion concorde avec celle de Rao (1994), qui préférait Iestimateur optimal Y., & I’estimateur par
régression généralisée \fGREG. La proposition de Singh et Raghunath (2011), qui recommandaient d’utiliser

Yo, NSt pas viable, car cet estimateur peut étre tres inefficace. Lorsque la taille de la population est
inconnue, I"estimateur de rechange par régression Y, ... donne les meilleurs résultats.
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Echantillonnage fondé sur des registres
pour les panels aupreés des ménages

Jan A. van den Brakel!

Résumé

Aux Pays-Bas, les données statistiques sur le revenu et le patrimoine reposent sur deux grands panels aupres des
ménages qui sont entiérement dérivés de données administratives. L’utilisation de ménages comme unités
d’échantillonnage dans les plans de sondage des panels pose probléme en raison de I’instabilité de ces unités au
fil du temps. Les changements dans la composition des ménages influent sur les probabilités d’inclusion
nécessaires aux méthodes d’inférence fondées sur le plan et assistées par modéle. Dans les deux panels auprés
des ménages susmentionnés, ces problémes sont surmontés par la sélection de personnes que I’on suit au fil du
temps. A chaque période, les membres des ménages auxquels appartiennent les personnes choisies sont inclus
dans I’échantillon. 1l s’agit d’une méthode équivalente a un échantillonnage selon des probabilités
proportionnelles a la taille du ménage, selon laquelle les ménages peuvent étre sélectionnés plus d’une fois
jusqu’a concurrence du nombre de membres du ménage. Dans le présent article, nous décrivons les propriétés de
ce plan d’échantillonnage et les comparons avec la méthode généralisée du partage des poids pour
I’échantillonnage indirect (Lavallée 1995, 2007). Les méthodes sont illustrées au moyen d’une application a la
Dutch Regional Income Survey.

Mots-clés : Probabilités proportionnelles a la taille; échantillonnage indirect; pondération cohérente des personnes et des
ménages; Regional Income Survey; méthode généralisée du partage des poids.

1 Introduction

Statistics Netherlands réalise deux grandes enquétes par sondage pour recueillir des données sur le
revenu et le patrimoine de la population néerlandaise. D’abord, la Regional Income Survey (RIS) brosse un
portrait de la situation du revenu et du patrimoine a un niveau régional trés détaillé. Des données exactes
sur les répartitions des revenus par personne et par ménage au niveau des quartiers sont publiées
annuellement, a partir d’un grand échantillon fondé sur un petit ensemble des principales composantes du
revenu dérivées de maniére assez directe a partir des données fiscales. Ensuite, des données sur le revenu
annuel et les caractéristiques du patrimoine de la population néerlandaise sont publiées chaque année dans
le cadre I’Income Panel Survey (IPS), & un niveau régional plus agrégé. Cette enquéte est fondée sur un
grand ensemble de variables faisant appel a toutes les composantes du revenu des ménages qu’il est possible
de dériver a partir des données administratives disponibles aux Pays-Bas. Comme la dérivation des variables
aux fins de cette enquéte exige plus de temps, son échantillon est beaucoup plus petit que celui de la RIS.
Les deux enquétes sont congues sous forme de panels aupres des ménages et permettent d’observer les
variables sur le revenu et le patrimoine des personnes et des ménages.

Les ménages sont souvent considérés comme les unités d’échantillonnage dans les panels mis sur pied
pour recueillir de I’information au niveau des ménages et des personnes (Lynn 2009; Smith, Lynn et
Elliot 2009). De tels panels servent a la réalisation d’analyses longitudinales ainsi qu’a la production
d’estimations transversales. L’utilisation des ménages comme unités d’échantillonnage dans le cadre d’une
enquéte par panel présente toutefois des inconvénients majeurs, en raison de I’instabilité des ménages au fil

1. Jan A. van den Brakel, Département des méthodes statistiques, Statistics Netherlands, C.P. 4481, 6401 CZ Heerlen, Pays-Bas et Département
d’économie quantitative, Maastricht University School of Business and Economics, C.P. 616, 6200 MD, Maastricht, Pays-Bas. Courriel :
ja.vandenbrakel@cbs.nl.
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du temps. De fait, les ménages peuvent se défaire, se fusionner ou se séparer, de nouveaux membres peuvent
s’y ajouter et d’autres les quitter pour différentes raisons. Kalton et Brick (1995) expliquent que ces
changements peuvent influer sur les probabilités de sélection des ménages dans I’échantillon. La
reconstruction des bonnes probabilités d’inclusion des unités d’échantillonnage est essentielle pour
déterminer les poids a utiliser aux fins d’analyse, particuliérement si le panel sert & produire des estimations
transversales.

Supposons un panel ou les ménages sont sélectionnés par échantillonnage aléatoire simple, par exemple
au moment t = 0. Dans beaucoup de panels, les personnes qui se joignent a un ménage échantillonné a une
date ultérieure sont aussi incluses dans le panel. Lavallée (1995) appelle ces personnes des cohabitants. Au
fil du temps, de plus en plus de cohabitants sont inclus dans I’échantillon et perturbent le plan
d’échantillonnage a probabilités égales utilisé pour sélectionner I’échantillon initial (Kalton et Brick 1995).
Prenons I’exemple du ménage A, sélectionné dans I’échantillon au moment de I’établissement du panel au
temps t = 0. Si aprés un certain temps ce ménage fusionne avec le ménage B, qui n’a pas été sélectionné
initialement pour le panel au temps t = 0, la probabilité de sélection de ce nouveau ménage correspond
maintenant a la somme des probabilités de sélection des ménages A et B au temps t = 0. Le fait de ne pas
corriger pour les différences dans les probabilités de sélection a cause de la croissance graduelle de la part
des cohabitants dans I’échantillon donne lieu a une inférence biaisée. Ernst (1989) propose la méthode du
partage des poids pour résoudre ce probléeme. Lavallée (1995) élargit cette solution a la méthode généralisée
du partage des poids afin de faire des inférences a propos des populations cibles échantillonnées au moyen
d’une base de sondage se rapportant a une population différente.

La RIS et I’IPS sont toutes deux des enquétes par panel et sont réalisées afin de recueillir des données
sur les ménages et les personnes. Afin d’éviter les problémes associés au fait que les panels utilisent des
ménages comme unités d’échantillonnage, un plan de sondage différent est utilisé. Au lieu de sélectionner
des ménages, on sélectionne plutdt selon un plan d’échantillonnage a probabilités égales des « personnes
principales », que I’on suit au fil du temps. Tous les membres du ménage auquel appartient une personne
principale a chaque période particuliére sont inclus dans I’échantillon. On obtient ainsi un plan
d’échantillonnage en vertu duquel les ménages sont tirés proportionnellement a la taille du ménage et
peuvent étre sélectionnés plus d’une fois, jusqu’a concurrence du nombre de personnes dans le ménage. Ce
plan est une application de I’échantillonnage indirect (Lavallée 1995, 2007; Deville et Lavallée 2006).

Le présent article décrit un plan d’échantillonnage assorti d’une technique d’estimation utile pour les
panels recueillant des données au niveau de la personne et du ménage. La méthodologie employée est
particulierement utile dans le cas de I’échantillonnage fondé sur des registres, puisque les personnes
principales sont incluses dans I’échantillon pendant une période indéterminée. Ce plan d’échantillonnage
peut aussi servir aux panels en ligne, moyennant une forme quelcongue de renouvellement afin de remédier
au probléme de I’attrition des participants. Cela signifie que les unités d’échantillonnage peuvent s’ajouter
au panel, étre observées plusieurs fois puis quitter le panel selon un schéma prédéterminé (Smith et coll.
2009). La principale contribution du présent article concerne la dérivation d’expressions explicites pour la
variance des parameétres cibles a I’aide d’espérances d’inclusion plutét que de probabilités d’inclusion en
vertu du plan d’échantillonnage susmentionné. Une mesure de I’exactitude minimale pour une répartition
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estimée du revenu est proposée et des expressions explicites pour déterminer la taille minimale d’échantillon
sont derivées. On utilise la RIS pour illustrer les techniques d’échantillonnage décrites.

L’article se présente comme suit. Le plan d’échantillonnage de la RIS est présenté a la section 2. A la
section 3, on introduit le concept d’espérances d’inclusion comme solution de rechange pratique aux
probabilités d’inclusion. Ensuite, les espérances d’inclusion de premier et de deuxiéme ordre sont dérivées
pour le plan d’échantillonnage proposé. Ces espérances d’inclusion sont nécessaires pour construire
I’estimateur m ou estimateur de Horvitz-Thompson (HT) (Narain 1951; Horvitz et Thompson 1952). On
montre aussi que les mémes poids peuvent étre dérivés comme cas particulier de la méthode généralisée du
partage des poids pour I’échantillonnage indirect (Lavallée 1995, 2007). Les variables cibles clés pour la
RIS sont les répartitions estimées du revenu. A la section 4, les formules relatives a la taille minimale
d’échantillon requise sont dérivées d’aprées une mesure de précision pour les répartitions estimées du revenu.
Comme les ménages peuvent étre sélectionnés plus d’une fois, une expression pour le nombre prévu de
ménages uniques est dérivée a la section 4. La méthode d’estimation utilisée pour la RIS, fondée sur une
pondération linéaire a I’aide de I’estimateur de régression généralisée (GREG) (Sarndal, Swensson et
Wretman 1992), est décrite a la section5. La méthode de pondération intégrée de Lemaitre et
Dufour (1987), Nieuwenbroek (1993) et Steel et Clark (2007) est appliquée pour obtenir des poids égaux
pour les personnes appartenant au méme ménage. A la section 6, on dérive les approximations des variances
pour I’estimateur GREG en vertu du plan d’échantillonnage proposé. Une application a la RIS est présentée
a la section 7. L’article se termine a la section 8 par une discussion.

2 Plan d’échantillonnage

La population de la RIS comprend toutes les personnes physiques résidant aux Pays-Bas. La base de
sondage est un registre de toutes les personnes physiques de 15 ans ou plus résidant aux Pays-Bas selon les
dossiers du Bureau de I’imp6t. A partir de ce registre, on tire un échantillon aléatoire simple stratifié de
personnes dites « principales », selon une fraction de sondage de 0,16. Les quartiers servent de variable de
stratification. Bien que I’on utilise un plan d’échantillonnage a probabilités égales, I’échantillonnage stratifié
est utile pour éliminer la variation entre les strates et pour satisfaire aux exigences minimales en matiére de
précision pour chaque strate. Les Pays-Bas sont divisés en quelque 2 830 quartiers d’en moyenne
5 000 personnes de 15 ans ou plus.

La RIS est réalisée sous forme de panel depuis 1994. Pour garantir I’exactitude de I'inférence
transversale a partir de ce panel, il faut d’abord établir avec justesse les espérances d’inclusion de premier
et de deuxiéme ordre pour les unités d’échantillonnage; ces espérances sont dérivées a la section 3. Il faut
ensuite s’assurer que le panel demeure représentatif de la population cible. Pour ce faire, on détermine
annuellement quelle partie de la population est entrée dans la population cible de la RIS soit par naissance,
soit par immigration. A partir de cette sous-population, on sélectionne un échantillon aléatoire simple
stratifié de personnes principales selon une fraction de sondage de 0,16. Ces personnes principales sont
ajoutées au panel de la RIS dans le but de maintenir un échantillon représentatif.

Les quartiers sont le niveau de publication le plus détaillé pour la RIS et sont donc utilisés comme strates.
A la section 4, on dérive les expressions pour les tailles minimales des échantillons en fonction des
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exigences de précision. Les personnes principales font partie du panel pendant une période indéterminée. A
chaque période d’enquéte, tous les membres des ménages des personnes principales sont aussi inclus dans
I’échantillon. Les personnes qui quittent le ménage d’une personne principale sont éliminées du panel. Les
nouvelles personnes qui se joignent au ménage d’une personne principale sont suivies dans le panel tant
gu’elles font partie du ménage de la personne principale. Les données sur la composition des ménages des
personnes principales sont obtenues auprées de la Municipal Basis Administration (MBA), le registre du
gouvernement néerlandais recensant tous les résidents du pays. Les citoyens néerlandais sont tenus par la
loi de déclarer aux municipalités tout changement d’ordre démographique. La MBA est utilisée
conjointement avec les données provenant des autorités fiscales afin d’identifier les membres du ménage
des personnes principales de I’échantillon.

Le plan d’échantillonnage permet d’établir un échantillon de ménages sélectionnés selon des probabilités
proportionnelles au nombre de personnes de 15 ans ou plus appartenant au ménage a ce moment-la. Les
ménages peuvent étre sélectionnés plus d’une fois, jusqu’a concurrence du nombre de membres du ménage
de 15 ans ou plus. Dans le présent article, I’expression « personne principale » désigne toute personne qui
faisait partie de I’échantillon initial et fait I’objet d’un suivi au fil du temps dans le panel. Le mot
« personnes » désigne I’échantillon obtenu si tous les membres du ménage a une période particuliere sont
inclus dans I’échantillon.

L’IPS repose sur un plan d’échantillonnage similaire, mais assorti d’une fraction de sondage beaucoup
plus faible. La RIS et I’IPS sont toutes deux fondées sur des échantillons constitués a partir de registres, ce
qui signifie que pour chaque personne incluse dans I’échantillon, les données nécessaires pour les variables
de la RIS sont obtenues a partir des registres du Bureau de I’imp6t. Les personnes principales et les membres
de leurs ménages ne savent donc pas qu’elles font partie des échantillons. Cette méthode a pour avantage
de ne poser aucun probléme de non-réponse sélective ou d’attrition des participants au panel. Elle permet
aussi d’inclure les personnes principales sur une période indéterminée. Dans le cas d’un panel ou les unités
d’échantillonnage doivent répondre a un questionnaire, il faut mettre en place un plan quelconque de
renouvellement afin d’éliminer le biais de sélection attribuable a I’attrition. Par ailleurs, la méthode
employée élimine les problemes de biais de mesure associés a la collecte de données par questionnaire. Bien
s(r, d’autres types d’erreurs de mesure se produisent lorsque I’enquéte repose sur des registres (Wallgren et
Wallgren 2007). Cela suppose notamment que tous les renseignements requis a propos du revenu pour
estimer les paramétres cibles de la RIS et de I'IPS figurent dans les registres. Comme tous les
renseignements requis se trouvent dans un registre, un dénombrement complet de la population est possible.
Toutefois, par le passeé, I’infrastructure de Tl ne permettait pas de produire rapidement des données
statistiques régionales sur le revenu pour toute la population des Pays-Bas. En conséquence, la RIS est
réalisée par tradition sur un grand échantillon de personnes principales selon une fraction de sondage de
0,16. Pour la méme raison, I’IPS repose par tradition sur un échantillon d’environ 80 000 personnes
principales. Avec la capacité de calcul actuelle, un dénombrement complet serait possible mais tout de méme
trés exigeant. La principale raison justifiant la réalisation de I’enquéte a partir d’un échantillon est le
maintien du panel aux fins des analyses longitudinales couvrant des périodes antérieures ou un recensement
n’était pas possible.
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3 Poids d’inclusion

3.1 Pondération selon les espérances d’inclusion

Pour I’inférence fondée sur le plan de sondage, on a besoin des probabilités d’inclusion de premier et de
deuxieme ordre pour les ménages et les personnes. Soit M le nombre de ménages de la population, N le
nombre de personnes de 15 ans et plus dans la population et g, le nombre de personnes de 15 ans et plus
appartenant au k® ménage. Selon le plan d’échantillonnage décrit a la section 2, le ménage k peut étre
inclus plus d’une fois, jusqu’a concurrence de g, fois. Cela complique la dérivation des probabilités
d’inclusion, car la probabilité de sélectionner le ménage k est égale a la probabilité de sélection de I’union
des membres du ménage (k, j) de 15 ans ou plus. Cette probabilité est définie comme suit :

Pk es)= P(Q[(k,j) € S]J = 2P((k,j) € 9)

g Y«

> Y Pk Dk i) es)

j=1j'=j+1

Ik Ik Ik

Y Pk ) Ak i) A (ki es) -

i=lj=j+lj"=j+j+1

On peut éviter ce type de calcul en utilisant le concept d’espérances d’inclusion, plutdt que les probabilités
d’inclusion. Bethlehem (2009, chapitre 2) généralise I’estimateur HT au concept d’espérance d’inclusion
pour un echantillonnage avec remise. Soit a, le nombre de fois que le ménage k est sélectionné dans
I’échantillon. Selon le plan d’echantillonnage proposé, a, < [0,1,...,9,]. Soit E(.) I’esperance relative
au plan d’échantillonnage. Maintenant, =, = E(a,) désigne I’espérance d’inclusion de [I’unite
d’échantillonnage k. Puisque a, peut étre plus grand que un, m, peut aussi prendre une valeur supérieure
a un et ne peut donc plus étre interprétée comme une probabilité d’inclusion. Elle peut toutefois étre
interprétée comme une espérance.

Le parametre d’intérét est le total de population, défini par

t, = Z Yy = Z Y- (3.1)

- iak Yie| (3.2)

Puisque E(a,) = m,, il s’ensuit que cet estimateur HT est sans biais par rapport au plan. Soit w,,.
I’espérance d’inclusion des unités k et k', c’est-a-dire m, = E(a,a,). Par définition, la variance de
I’estimateur HT est égale a
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M M y y
V(E,) =D > Cov(aa,)**

k=1k'=1 T T

Soulignons que dans le cas d’un échantillonnage sans remise, a, est une variable factice qui prend la
valeur zéro ou un pour indiquer si I'unité k est sélectionnée dans I’échantillon. Dans ce cas, =, et . sont
les probabilités d’inclusion de premier et de deuxiéme ordre habituelles. Cela montre que I’estimateur HT
standard, fondé sur les probabilités d’inclusion, peut facilement étre élargi aux espérances d’inclusion. Dans
le cas des plans d’échantillonnage en vertu desquels les unités peuvent étre sélectionnées plus d’une fois, il
est plus commode de travailler avec des espérances d’inclusion, puisqu’elles peuvent étre dérivées
relativement facilement. Dans le reste de la présente sous-section, on dérive les espérances d’inclusion de
premier et de deuxiéme ordre pour le plan d’échantillonnage décrit a la section 2.

Les personnes principales sont tirées a I’aide d’un échantillonnage aléatoire simple stratifié. Comme la
stratification repose sur des régions géographiques, tous les membres d’un ménage k appartiennent a la
méme strate h au moment du tirage des personnes principales. Soit N, le nombre de personnes de 15 ans
ou plus dans la population de la strate h, n, le nombre de personnes principales sélectionnées dans
I’echantillon de la strate h et g, le nombre de personnes de 15 ans ou plus appartenant au ménage k.
Enfin, a, correspond a un indicateur égal a un si la personne j du menage k est sélectionnée dans
I’échantillon, et & zéro dans le cas contraire. L espérance d’inclusion de premier ordre du k® ménage égale

Ty = E(8) = E(iajkj = _gzkE(ajk) = 0y

M (3.3)

h

Les espérances d’inclusion de deuxiéme ordre pour les ménages k et k' pour k # k' appartenant a la
méme strate h égalent

O O n (n _l)

. = E(aa.) = E[;aija j = > > E(azay) = gkgk,m. (3.4)

=1 =1

L’espérance d’inclusion de deuxiéme ordre pour le ménage k = k' pour la méme strate h est donnée
par

A
I

E(aa,) = E[iajki ) (Zajk +§: i a;a; J

=1 i=lj#j=1

(3.5)

Ik Jk 9k n n (n _1)
ZE(ajk)+Z Z E(ajkaj’k) = gkNihh—i_ 9, (9, _1)m-

j=1 j=1j'=j=1
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Les espérances d’inclusion de deuxiéme ordre pour les ménages k et k' pour k = k' appartenant a
deux strates différentes h et h' égalent

9k O nhnh'

Ik Ik’
e = E(aa,) = E(zajkzaj'k} = ZZE(ajkaj'k') = GG N.N. (3.6)
=1 hiN

j=1 j=1j'=1

Une autre preuve reposant sur la définition d’une espérance, qui ne fait pas appel a la régle voulant que
I’espérance de la somme de variables mutuellement dépendantes soit égale a la somme des espérances de
ces variables, est donnée par van den Brakel (2013).

Au fil du temps, la composition des ménages des personnes principales change, ce qui influe sur les
espérances d’inclusion des ménages dans I’échantillon. Si les fractions de sondage différent d’une strate a
I’autre, les espérances d’inclusion (3.3) a (3.6) se complexifient et exigent de I’information sur
I’appartenance a la strate pour toutes les personnes des ménages des personnes principales. On élimine cet
inconvénient en choisissant un plan d’échantillonnage autopondéré. Dans ce cas, chague membre du ménage
d’une personne principale a la méme probabilité d’inclusion et le seul renseignement propre au ménage
nécessaire pour dériver les espérances d’inclusion du ménage est le nombre de personnes de 15 ans ou plus
dans le ménage de la personne principale.

Comme tous les membres d’un ménage sélectionné sont inclus dans I’échantillon, il s’ensuit que les
espérances d’inclusion de premier ordre pour les personnes appartenant au ménage k sont égales aux
espérances d’inclusion de premier ordre du ménage k définies en (3.3). Les espérances d’inclusion de
deuxiéme ordre pour les personnes appartenant a deux ménages différents k et k' sont égales a (3.4) si les
deux ménages appartiennent a la méme strate ou a (3.6) s’ils appartiennent a des strates différentes. Les
espérances d’inclusion de deuxiéme ordre pour les personnes d’un méme ménage sont établies par (3.5).

Les examinateurs du comité de lecture ont soulevé la question a savoir si les espérances d’inclusion
elles-mémes avaient une variance dont il faut tenir compte dans la variance des estimateurs HT ou GREG
lorsque ceux-ci sont fondés sur des espérances d’inclusion plutét que sur des probabilités d’inclusion. Dans
la population finie, chaque personne et chaque ménage a une espérance d’inclusion prédéterminée. Dans le
cas des ménages observés dans I’échantillon, ces espérances peuvent étre calculées avec exactitude et sans
incertitude, puisqu’on dispose de tous les renseignements nécessaires pour évaluer leur vraie valeur. La
substitution des probabilités d’inclusion par des espérances n’introduit donc pas une variance
supplémentaire.

3.2 Méthode généralisée du partage des poids

Le plan d’échantillonnage décrit a la section 2 peut étre considéré comme un cas particulier
d’échantillonnage indirect (Lavallée 2007). L’échantillonnage indirect s’entend d’une situation ou la
population d’intérét est échantillonnée a partir d’une base de sondage se rapportant & une population
différente. Lavallée (1995) a mis au point la méthode généralisée du partage des poids pour établir les poids
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a utiliser dans une telle situation; cette méthode peut servir a dériver les poids de sondage pour les ménages
et les personnes du plan d’échantillonnage décrit a la section 2.

Selon la notation de Lavallée (1995) pour les cas d’échantillonnage indirect, il y a une population U *
de taille N* & partir de laquelle un échantillon s* de taille n est tiré selon les probabilités de sélection ="
De plus, il y a une population cible U® de taille N®. Cette population peut étre divisée en M® grappes.
Chaque grappe k contient N2 unités, de sorte que N°® = Z:Ajl N.. Lasituation du plan d’échantillonnage
décrit & la section 2 est illustrée a la figure 3.1. Les grappes sont les ménages, U * est la population des
personnes de 15 ans ou plus et U® est la population de toutes les personnes résidant aux Pays-Bas. Les
personnes appartenant a U * et a U® sont représentées par des cercles et les ménages appartenant a U ®,
par des carrés gris; les cercles se trouvant dans un carré gris représentent les personnes appartenant a un
méme ménage. La figure 3.1 montre respectivement un ménage d’une seule personne, un ménage de deux
personnes formé par exemple d’un parent divorcé et d’un enfant de moins de 15 ans, un ménage de deux
personnes formé de deux adultes sans enfant et un ménage de quatre personnes formé de deux parents et de
deux enfants, I’un ayant moins de 15 ans, et I’autre, plus de 15 ans. Les fleches représentent les liens entre
les unités de U* et U®. Dans le plan d’échantillonnage présenté a la section 2, chaque unité de U* a
exactement un seul lien avec une unité de U®. Les grappes de U ® ont au moins un lien avec les unités de
U*. Les liens sont définis par une variable indicatrice

1 silyaunlienentrei eU”et jeU®

0 siln’yapasdelienentrei eU” et jeUP®.

Si une unité i de U” est sélectionnée dans I’échantillon, toute la grappe k a laquelle cette unité
appartient est incluse dans I’échantillon. Le paramétre d’intérét est le total de population de U®; il se
compare a (3.1) et est défini par t, = z:ﬂzlztl Y- Un estimateur de t, est défini par

t, = 2112?:1%1 Yig (3.7)

avec m le nombre de grappes uniques (menages) incluses dans I’échantillon et w,; le poids associé a chaque
unité j de la grappe k. En regle générale, on se sert de I’inverse des probabilités de sélection des unités
(k, j) observées dans I’échantillon pour établir les poids dans I’estimateur HT. Dans ce cas, les unités de
I’échantillon n’ont pas toutes une probabilité d’inclusion connue. D’abord, les unités de U ® n’ont pas toutes
un lien avec une unité de U *. Ensuite, la composition des ménages change au fil du temps en raison des
mariages, des divorces, du départ des enfants et de la cohabitation. En conséquence, au fil du temps, les
unités liées a U * sont intégrées dans les grappes de I’échantillon méme si elles ne faisaient pas initialement
partie de I’échantillon tiré a partir de U *. Méme si leurs probabilités d’inclusion ne sont pas nécessairement
connues, ces unités influent sur les espérances d’inclusion des grappes dans I’échantillon. Pour reconstruire
les probabilités d’inclusion, il faut disposer de données sur les probabilités de sélection de toutes les unités
de la population au moment du tirage de I’échantillon. Dans la pratique, on ne dispose généralement pas de
cette information.
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Figure 3.1 Liens entre les unités de la base de sondage et les unités de la population cible.

La méthode généralisée du partage des poids peut servir a dériver des poids non nuls pour toutes les
unités de I’échantillon. Pour ce faire, il faut d’abord dériver les poids initiaux, définis par
A
| =% si(k,j)aunlienaveci e U"
W =1 :
0 autrement

avec ;' une variable indicatrice égale a un si i est inclus dans I’échantillon s* et a zéro autrement. Cette
expression découle directement de Lavallée (1995), équation (2), ainsi que du fait que dans la présente
application, chaque unité de U * a exactement un seul lien avec une unité de U ® (voir la figure 3.1). Ensuite,
un poids dit « de base » pour chaque grappe k est dérivé et correspond a la moyenne de tous les poids
initiaux de chaque grappe :

NE
Zj:lwkj
N¢
ijllkj

W, =
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qui découle de Lavallée (1995), équation (7). Enfin, toutes les personnes j appartenant au méme ménage
k regoivent le méme poids affecté a leur menage, c’est-a-dire w,; = w, pour tout j e k. Une preuve que
le recours a des poids de base en (3.7) constitue un estimateur non biaisé du total de population est aussi
donnée par Lavallée (1995).

Soit Z?‘fllkj = g, le nombre de personnes de 15 ans ou plus du ménage k et a, le nombre de
personnes principales du ménage Kk, c’est-a-dire le nombre de personnes du ménage k faisant partie de
I’échantillon s*. Puisque s” est tiré au moyen d’un échantillonnage aléatoire simple stratifié, il s’ensuit
que ' = n} /N2 avec N/ le nombre de personnes de 15 ans ou plus dans la population de la strate h, et
n. le nombre de personnes principales sélectionnées dans I’échantillon a partir de la strate h. Il s’ensuit
que

a, Ny

- . (3.8)
g, Ny

k

Si I’on intégre I’espérance d’inclusion de premier ordre (3.3) dans (3.2), on obtient le méme estimateur HT
que celui qui est dérivé a partir de la méthode généralisée du partage des poids, c’est-a-dire en intégrant
(3.8) dans (3.7).

Le calcul des espérances d’inclusion a la sous-section 3.1 s’applique a I’échantillonnage stratifié des
ménages avec espérances d’inclusion proportionnelles a la taille du ménage et constitue un cas particulier
de la méthode généralisée du partage des poids. Le fait qu’un échantillonnage des ménages proportionnel a
la taille du ménage est efficient pour les variables cibles corrélées positivement avec la taille du ménage
constitue un argument en faveur de I’utilisation d’un plan comme celui qui est décrit a la section 2.

Lavallée (1995) fournit aussi des expressions de la variance pour (3.7) fondées sur la méthode
généralisée du partage des poids. Ces expressions reposent sur les probabilités d’inclusion de premier et de
deuxiéme ordre des unités de I’échantillon tirées de U * et sur une transformation de la variable cible. Par
conséquent, le fait que la probabilité de sélection des grappes soit proportionnelle a leur taille n’est pas
explicite, pas plus que le fait qu’elles soient tirées partiellement avec remise. On souligne a la section 6 que
les expressions de la variance de Lavallée (1995) pour cette application sont égales aux expressions de la
variance fondées sur les espérances d’inclusion calculées aux expressions (3.3) a (3.6).

4 Détermination de la taille de I’échantillon

La RIS a pour objet de publier les répartitions du revenu des ménages et des personnes a différentes
échelles géographiques. Les répartitions du revenu des ménages pour une région ou une zone r sont définies
par

P, = ", l=1...L, (4.1)
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ou M, correspond au nombre de ménages dans la région r appartenant a la I° catégorie de revenus et
M, = ZI M, , le nombre total de ménages dans la région r. Cette répartition du revenu est estimée par

SY— l=1,..,L, (4.2)

ol M, correspond & un estimateur direct approprié du nombre total de ménages dans la région r
appartenant a la |I° catégorie de revenus. Pour le moment, I’estimateur HT est présumé étre un estimateur
approprié de M, , c’est-a-dire

Ir?

MI = ZiM'

r
her k=1 7Tk

ou y,, = 1sileménage k de lastrate h appartientala I° catégorie de revenus et y,,, = 0 autrement, et
ou m, correspond au nombre total de ménages sélectionnés dans la strate h. Pour la RIS, L = 10. Les
répartitions du revenu des personnes sont définies et estimées comme en (4.1) et (4.2), ou M, correspond
au nombre de personnes de la région r appartenanta la I° catégorie de revenus. L estimateur HT pour M,
correspond maintenant a

mo1 N

er = 2272 Yihi »

her k=1 Tk j=1

ol y,, =1 silapersonne j duménage k et de la strate h appartient a la 1° catégorie de revenus et
Yy = 0 autrement.

Pour déterminer la taille de I’échantillon, des spécifications précises pour les répartitions estimées du
revenu sont nécessaires. Dans le cas des plans d’échantillonnage stratifié, les répartitions de Neyman sont
souvent considérées pour déterminer les tailles minimales des échantillons et les répartitions optimales pour
satisfaire aux exigences en matiére de précision aux niveaux agrégés (Cochran 1977). Les répartitions
exponentielles sont utiles pour trouver le juste équilibre entre les exigences de précision pour les agrégats
et les strates (Bankier 1988). Dans la présente application, la taille minimale d’échantillon est fondée sur les
exigences de précision pour les strates individuelles, c’est-a-dire les quartiers, qui constituent le niveau de
publication le plus détaillé.

Si les exigences de précision sont spécifiées pour les catégories distinctes des répartitions du revenu,
alors la catégorie de revenu ayant la plus grande variance de population détermine la taille minimale de
I’échantillon requis, ce qui donne des tailles d’échantillon inutilement grandes. Comme solution de
rechange, on propose d’utiliser plutdt la racine carrée de la moyenne des variances des catégories estimées
des revenus d’une répartition du revenu comme mesure de précision pour les répartitions estimées des
revenus. Avec cette mesure, I’influence de la catégorie de revenus la moins précise sur la taille minimale de
I’échantillon est réduite. La racine carrée de la moyenne des variances des catégories estimées des revenus
d’une répartition du revenu s’appelle la mesure de I’erreur type moyenne et est définie par
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s=,/->V(R) (4.3)

Dans la présente section, on calcule une expression exacte pour s et on établit une approximation qui
peut servir a estimer la taille minimale d’échantillon requise qui n’exige pas que I’on dispose de données a
propos des répartitions du revenu ou des variances.

Comme les quartiers sont les régions les plus détaillées pour lesquelles les répartitions du revenu sont
publiées, les exigences de précision pour la détermination de la taille d’échantillon sont spécifiées a ce
niveau. Puisque les quartiers sont utilisés comme variable de stratification dans le plan d’échantillonnage,
les expressions pour s peuvent étre dérivées en vertu d’un échantillonnage aléatoire simple sans remise des
personnes principales dans chaque quartier. On trouve en annexe la preuve qu’une expression de la mesure
de I’erreur type moyenne s, en (4.3) pour une répartition du revenu est donnée par

1 Nh - E Yini ; Mlh i
s, = [—— " Zanl S 4.4

n, =1 k== Jxn 1=

avec M, le nombre de ménages dans la strate h et M, le nombre de ménages de la strate h appartenant
ala I° catégorie de revenu. Soulignons que si g,, = 1 pour tous les ménages de la population de la strate
h, il sensuitque M, = N, et la formule (4.1) est simplifiée comme suit :

N, —n, 1

o m(Plh (1-Pu)),

v (P,h) -
ce qui correspond & la variance d’une fraction estimée en vertu d’un échantillonnage aléatoire simple sans
remise (Cochran 1977, chapitre 3).

Le calcul des exigences quant a la taille minimale d’échantillon selon (4.4) exige des données sur la
répartition du revenu et ses variances des périodes antérieures. Puisque ces données ne sont généralement
pas disponibles a I’étape de la conception d’un panel, il est utile de fixer une borne supérieure pour la mesure
de I’erreur type moyenne pour la répartition du revenu dans I’équation (4.4). Cela revient a considérer la
variance comme un parametre défini sous forme de proportion, qui atteint un maximum lorsque la
proportion est de 0,5, pour calculer la taille minimale de I’échantillon requise pour une enquéte. On présente
en annexe la preuve qu’une borne supérieure pour la mesure de I’erreur type moyenne s, relative a une
répartition du revenu précisée en (4.4) est donnée par

IN,-n, 1 (N, &M, 1
S < - ——" — - =, 4.5
" \/L n, N, —1(M Z t L (43)

avec M, le nombre de ménages de taille t dans la strate h.

Si g,, = 1 pour tous les ménages de la population de la strate h et si le nombre de catégories de la
répartition du revenu L = 2, il s’ensuit que I’approximation de la mesure de I’erreur type moyenne s, en
(4.5) peut étre simplifiée comme suit :
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. < N,-n, 1 1
T n, (N, -1)4

ce qui est égal & la racine carrée de la variance maximale d’une fraction estimée & P = 0,5 sous un
échantillonnage aléatoire simple. Ainsi, I’approximation de la mesure de I’erreur type moyenne de

I’équation (4.5) peut étre interprétée comme une généralisation de I’approximation de la variance maximale
d’une fraction estimée & P = 0,5, souvent utilisée pour la détermination de la taille d’échantillon. La
mesure de I’erreur type moyenne atteint sa valeur maximale dans le cas d’une répartition égale des ménages
dans les catégories de revenus, c’est-a-dire FA’Ih =1/L pour I =1,...,L. Dans ce cas, I’approximation de
s, est exacte, ce qui découle directement de I’équation (4.3).

En fixant I’expression de s, en (4.5) a une valeur maximale prédéterminée, par exemple A, , on obtient
I’expression suivante pour la taille minimale d’échantillon des personnes principales :

)
M) St L

M
t

n, (4.6)

w 1
L

N T
(N, — 1) LA? +—Mh Z
t=1

)

Les données nécessaires pour estimer la taille minimale d’échantillon sont le nombre total de personnes et
le nombre total de ménages de méme taille dans les quartiers. On n’a besoin d’aucun renseignement sur la
répartition prévue du revenu ou sur sa variance. Des estimations plus précises de la taille minimale
d’échantillon peuvent étre obtenues au moyen de I’expression (4.4), mais il faut pour cela disposer de
données sur les répartitions du revenu, par exemple celles des périodes antérieures.

L’expression (4.6) donne la taille minimale d’échantillon pour les personnes principales. Par la suite,
tous les membres du ménage de chaque personne principale sont inclus dans I’échantillon. Un méme ménage
peut donc étre inclus plus d’une fois dans I’échantillon et la taille d’échantillon en termes de ménages
uniques et de personnes uniques est aléatoire. Pour planifier une enquéte et en gérer les codts, il faut
connaitre le nombre espéré de ménages et de personnes uniques que I’on obtient si on tire un échantillon de
personnes principales de taille n,. On trouve en annexe la preuve montrant que le nombre espéré de
menages uniques dans un échantillon de n, personnes principales, tiré par échantillonnage aléatoire simple
sans remise a partir d’une population finie de taille N, , est donné par

t

-1
(Nh — Ny = i)
=0

.
D, = > M, |1- (4.7)

G

Le nombre espéré de personnes uniques dans un échantillon de n, personnes principales, tiré par
échantillonnage aléatoire simple sans remise a partir d’une population finie de taille N,, découle
directement de I’équation (4.7) et est donné par
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ﬁ(Nh -n, - i)

;
DIl = D tM,, [1- =0 : (4.8)

[T, -

Comme les nombres espérés de ménages et de personnes uniques sont des variables aléatoires, il est utile
d’avoir une mesure d’incertitude pour ces valeurs espérées. Les expressions de la variance pour (4.7) et
(4.8) ne peuvent toutefois pas étre déterminées simplement et doivent donc faire I’objet d’autres recherches.

Les calculs relatifs a la taille d’échantillon sont effectués au niveau des quartiers. 1l a été décidé de
sélectionner les personnes principales selon une fraction de sondage de 0,16. Avec un échantillon de cette
taille, la valeur maximale de la mesure de I’erreur type moyenne s, au niveau des quartiers s’établit a
environ 0,01 pour les répartitions estimées du revenu des ménages. Comme la population totale est
d’environ 12 millions de personnes, on obtient un échantillon d’environ 2,1 millions de personnes
principales, et un échantillon espéré d’environ 4,6 millions de personnes uniques. Cet échantillon a été tiré
en 1994, I’année ou le panel de la RIS néerlandaise a été mis sur pied.

5 Pondération linéaire

Pour des enquétes auprés des ménages comme la RIS, il faut établir des estimations pour les
caractéristiques des personnes et pour celles des ménages. Soit t, la valeur totale de la variable cible y.
Selon une pondération linéaire, un estimateur pour une variable cible fondée sur les personnes se définit
comme suit :

H m,
= ZZZWKJ Yign s (5.1)
el jek

avec y,;, la valeur de la variable cible pour les personnes (k, j,h) et w,; un poids pour la personne ]
appartenant au ménage k. Un estimateur de la variable cible fondée sur les ménages est donné par

my

= Z Wy Yin s (5.2)

h=1 k=1

avec y,, la valeur de la variable cible pour le ménage k de la strate h et w, un poids pour le ménage
correspondant.

Les poids sont obtenus au moyen de I’estimateur GREG afin d’utiliser les variables auxiliaires observées
dans I’échantillon et pour lesquelles on connait les totaux de population grace a d’autres sources (Sérndal
et coll. 1992). En conséquence, les poids refletent les espérances (inégales) d’inclusion des unités
d’échantillonnage et un ajustement faisant en sorte que pour les variables auxiliaires, la somme des
observations pondérées corresponde aux totaux de population connus. Des variables catégoriques comme
le sexe, I’age, I’état matrimonial ou la région sont souvent utilisées comme variables auxiliaires. Comme
les valeurs des variables auxiliaires varient d’une personne a I’autre dans le méme ménage, différents poids

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2016 161

peuvent étre calculés pour les personnes d’un méme ménage. Pour s’assurer que la relation entre les
variables du ménage et les variables des personnes est prise en compte dans les totaux estimés, il convient
d’appliquer une méthode de pondération qui attribue un poids de ménage unique a tous les membres du
ménage. Si les poids pour les personnes d’un ménage sont les mémes, alors les estimations des mémes
variables cibles fondées sur le ménage et sur les personnes sont cohérentes entre elles (par exemple le revenu
total estimé du ménage et celui des personnes). Pour ce faire, on peut utiliser des méthodes de pondération
dites « intégrées ».

Lemaitre et Dufour (1987) appliquent une méthode de pondération intégrée au niveau de la personne et
remplacent les variables auxiliaires originales définies & ce niveau par la moyenne du ménage
correspondant. Ainsi, les membres du méme ménage ont la méme espérance d’inclusion et partagent les
mémes données auxiliaires, ce qui fait que les poids de régression qui en découlent sont aussi forcément les
mémes. Nieuwenbroek (1993) propose une approche légerement plus générale et applique une méthode de
pondération linéaire au niveau du ménage, en vertu de laquelle les données auxiliaires sur les
caractéristiques des personnes sont agrégées au niveau du ménage. Nieuwenbroek (1993) souligne que la
méthode de pondération linéaire au niveau du ménage est équivalente a la méthode de pondération linéaire
de Lemaitre et Dufour (1987) au niveau de la personne, si la variance résiduelle du modele de régression au
niveau du ménage est choisie proportionnelle au nombre de personnes dans le ménage. Steel et Clark (2007)
et Estevao et Sarndal (2006) généralisent encore davantage la pondération intégrée dans les enquétes aupreés
des personnes et des ménages. Steel et Clark (2007) ont étudié la question de savoir si les avantages
cosmétiques de la pondération intégrée entrainent une variance accrue par rapport au plan dans les
estimations GREG. lls montrent que pour de grands échantillons, les variances par rapport au plan obtenues
lorsqu’on applique une pondération linéaire au niveau du ménage sont inférieures ou égales a la variance
par rapport au plan obtenue lorsqu’on applique une pondération linéaire au niveau de la personne. Pour de
petits échantillons, il arrive que la pondération intégrée entraine une légére augmentation de la variance par
rapport au plan. On perd donc peu ou pas en efficience lorsqu’on applique une méthode de pondération
intégrée.

Dans la présente étude, on applique la méthode de pondération integrée au niveau du ménage. Soit x,,,
un q- vecteur comprenant q variables auxiliaires pour le ménage k de la strate h. Les caractéristiques
fondeées sur la personne sont agrégees aux totaux pour le ménage. L’estimateur GREG est dérivé a partir
d’un modeéle de régression linéaire qui précise la relation entre la variable cible et les variables auxiliaires
disponibles pour lesquelles les totaux de population sont connus et est défini par

Yo = XioB + 84, avec  E,(e,) =0, V(&) = oy (5.3)

Dans (5.3), B désigne un vecteur comprenant les g coefficients de régression de la régression de y,,
sur x,,, e, designe les résidus et E et V, désignent I’espérance et la variance a I’egard du modéle de
régression. Dans cette application, la structure de variance est considérée proportionnelle a la taille du
ménage, c’est-a-dire o, = g,c°. Nieuwenbroek (1993) montre que dans un tel cas, la pondération
appliquée au niveau du ménage est égale a celle de la méthode de Lemaitre et Dufour (1987).

Les poids de régression pour les ménages sont finalement obtenus par
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avec t_ un vecteur g comprenant les totaux de population connus des variables auxiliaires x, t,
I’estimateur HT pour t_. Les poids calculés au niveau du ménage peuvent servir a pondérer les
caractéristiques fondées sur la personne des membres du ménage correspondant, a I’aide de la formule

enoncée en (5.1) puisque w,; = w, pour toutes les personnes appartenant au méme menage k.

6 Estimation de la variance

Les parameétres de la RIS sont estimés sous forme de ratio de deux totaux de population :

H>‘<H>

R = (6.1)
ou fy et f, sont des estimateurs GREG définis par (5.1) ou (5.2) selon que les variables cibles sont fondées
sur la personne ou sur le ménage, respectivement. Une approximation de la variance de (6.1) par rapport a
un plan d’échantillonnage ou les personnes principales sont tirées par échantillonnage aléatoire simple

stratifié et ou tous les membres des ménages de ces personnes principales sont inclus dans I’échantillon peut
étre donnée par

ViR s

zhl Ny Nh_

12[% . “‘J (62)

gk Nhk 1gk

ol f, =n, /Ny, ey = (Y — Xiob, ) = R(Z, — Xiub, ), et b, et b, sont les coefficients de régression
dans la population finie de la régression de y,, et z,,, respectivement, sur x,,. Un estimateur de la variance
calculée par (6.2) est donné par

\ [

V(R) =

>

H n ny 1 n, 2
2 hZ:; h n, h_l 4 (Wkék T Wk’ék’hj ; (6.3)

z

—+

ol &, = (Vi — Xib, ) = R(zq, — xjyb,) et b, et b, sont les estimateurs de type HT pour b, et b,. Ces
résultats découlent directement de I’intégration des espérances d’inclusion de premier et de deuxieme ordre
calculées par les équations (3.3) a (3.6) dans I’approximation générale de la variance du ratio de deux
estimateurs GREG et de son estimateur (Sarndal et coll. 1992, section 7.13).

Les mémes expressions pour la variance peuvent étre dérivées des expressions de la variance proposées
pour la méthode généralisée du partage des poids dans le cas d’un échantillonnage indirect. Lavallée (1995)
a établi pour I’estimateur HT des expressions de la variance fondées sur le plan d’échantillonnage utilisé
pour sélectionner I’échantillon s* de n unités de la population U * avec des variables cibles transformées,
par exemple z,. Dans cette application, chaque unité de U * a exactement un lien avec une unité de U®.
Par conséquent, la variable z, de Lavallée (1995) est dans ce cas définie comme la somme des variables
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cibles de tous les éléments de la grappe k, divisée par le nombre d’unités de la grappe k ayant un lien avec
la population U*, c’est-a-dire z, = y, /g, pourtout i € U” ayant un lien avec la grappe k € U®. En
insérant les probabilités d’inclusion de premier et de deuxieme ordre pour I’échantillonnage aléatoire simple
stratifié sans remise et les variables transformées z, (ou la variable cible y, est remplacée par le résidu de
la régression sur les totaux de grappe e, ) dans la formule de variance pour un ratio, on obtient (6.2).
L’ expression (6.3) est obtenue de la méme maniére.

7 Application

Dans le cadre de la RIS, les personnes principales sont sélectionnées dans la population de 15 ans ou
plus au moyen d’un échantillonnage aléatoire simple stratifié sans remise selon une fraction de sondage de
0,16. Dans la présente application, les résultats sont présentés pour une grande municipalité (Rotterdam),
une municipalité de taille moyenne (Enschede) et une petite municipalité (Sevenum), pour trois années
consécutives (2006, 2007 et 2008). Les tailles des populations et des échantillons pour ces trois
municipalités sont indiquées dans le tableau 7.1.

Tableau 7.1
Taille de population et d’échantillon de la RIS pour trois municipalités néerlandaises
Municipalité Population Echantillon

Ménages Personnes de 15 ans ou plus | Personnes principales Ménages uniques Personnes uniques
Rotterdam 293 400 484 000 73 000 67 600 171 400
Enschede 74 200 128 000 19 300 17 600 46 300
Sevenum 2950 6 100 870 750 2500

Les variables cibles d’intérét pour la RIS sont les suivantes :

e Répartition du revenu des ménages dans dix catégories fondées sur des quantiles de dix points de
pourcentage (déciles) de la répartition nationale, selon le revenu du ménage normalisé (abrégée
RépRevMén);

e Revenu moyen normalisé du ménage (abrégé RevMén);

e Revenu disponible moyen des personnes ayant un revenu durant les 52 semaines de I’année
(abrégé RevP).

Le revenu disponible d’une personne s’entend du revenu total d’une personne apres impot. Le revenu
total comprend la rémunération, les profits, le revenu tiré du capital et de I’épargne, ainsi que les avantages
sociaux et autres avantages. Le revenu normalisé du ménage s’entend du revenu disponible total d’un
ménage, corrigé pour tenir compte des différences dans la taille et la composition du ménage. Dans les
ouvrages publiés, on parle aussi de revenu disponible équivalent (OECD 2013).

Les estimations destinées aux publications officielles relatives a la RIS sont obtenues a I’aide de
I’estimateur GREG selon la méthode de Lemaitre et Dufour (1987). Comme I’enquéte n’est pas touchée par
la non-réponse, les données auxiliaires sont utilisées dans I’estimation pour réduire la variance et pour la
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cohérence entre les cellules marginales des différents tableaux publiés. Les espérances d’inclusion sont
fondées sur les formules dérivées a la sous-section 3.1. Pour chaque municipalité, on applique le schéma de
pondération suivant dans I’estimateur GREG :

Age(7) x Sexe + Age (4) x Sexe x Etat matrimonial (2) + Adresse (2) x Taille du ménage (5).

Toutes les variables auxiliaires sont catégoriques. Les chiffres entre parentheses correspondent au
nombre de catégories. L’état matrimonial fait la distinction entre les personnes mariées et les autres états
matrimoniaux. L’adresse fait la distinction entre les adresses ou réside une famille et les autres types
d’adresse. La taille du ménage fait la distinction entre les ménages comptant une, deux, trois, quatre et cinq
personnes ou plus. Les estimations pour RevMén et RevP incluant les erreurs types fondees sur
I’estimateur HT, I’estimateur GREG et I’estimateur GREG selon la méthode de Lemaitre et Dufour (1987)
sont données au tableau 7.2. A la figure 7.1, les répartitions du revenu RépRevMén estimées a I’aide de
I’estimateur HT, de I’estimateur GREG et de I’estimateur GREG selon la méthode de Lemaitre et Dufour
(1987) sont représentées selon un intervalle de confiance a 95 % pour Rotterdam et Sevenum en 2008. Les
erreurs types pour ces estimations sont comparées dans un histogramme distinct. A la figure 7.2, la
RépRevMén pour Rotterdam et Sevenum estimée selon la méthode de Lemaitre et Dufour (1987) est donnée
pour 2006, 2007 et 2008. Voir van den Brakel (2013) pour en savoir davantage sur les répartitions du revenu.

Tableau 7.2
Résultats des estimations dans le cadre de la RIS pour Rotterdam (grande ville), Enschede (ville de taille
moyenne) et Sevenum (petit village); erreurs types entre parentheses

Variable  Année HT GREG GREG convergent (L et D)
Rotterdam RevMén 2006 19 790 (83) 20 134 (80) 20 161 (76)
2007 22 306 (73) 22 950 (64) 22 866 (64)
2008 23 750 (78) 24 511 (69) 24 410 (68)
RevP 2006 22074 (94) 22219 (84) 22233 (93)
2007 24 094 (82) 24 362 (75) 24 432 (78)
2008 25325 (84) 25625 (75) 25705 (78)
Enschede RevMén 2006 19 810 (128) 20 353 (111) 20 300 (107)
2007 20878 (128) 21716 (107) 21753 (105)
2008 22 254 (148) 23 235 (125) 23237 (123)
RevP 2006 20 402 (102) 20 608 (92) 20590 (92)
2007 21387 (115) 21751 (103) 21 852 (106)
2008 22 235 (123) 22 659 (110) 22724 (114)
Sevenum RevMen 2006 25 696 (799) 25698 (734) 25968 (711)
2007 28 207 (618) 28 901 (520) 29 026 (490)
2008 31 466 (795) 32372 (715) 32 536 (694)
RevP 2006 21 328 (466) 21 680 (428) 21712 (428)
2007 24 056 (456) 24 219 (396) 24 459 (393)
2008 24 980 (468) 25 482 (426) 25 644 (455)
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Figure 7.1 RépRevMén en pourcentage pour Rotterdam

Catégorie de revenus

et Sevenum (a gauche) selon ’estimateur de Horvitz-

Thompson, ’estimateur GREG et ’estimateur GREG intégré (GREG convergent), avec intervalles
de confiance a 95 %; les erreurs types des estimateurs correspondants sont illustrées a droite.
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Figure 7.2 RépRevMén en pourcentage pour Rotterdam (en haut) et Sevenum (en bas) estimées selon une
pondération intégrée pour 2006, 2007 et 2008 avec intervalles de confiance a 95 %; la ligne grise
représente la répartition nationale du revenu.

Les répartitions du revenu observées illustrées aux figures 7.1 et 7.2 résultent de la composition
démographique de chacune des deux municipalités. Rotterdam est une ville ou la fraction des ménages se
trouvant dans les catégories inférieures de revenus est supérieure a la moyenne nationale, les fractions des
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trois premiéres catégories étant supérieures a 10 %. Le nombre de ménages se trouvant dans les catégories
supérieures de revenus, en revanche, est inférieur a la moyenne nationale, les fractions de ces catégories
étant inférieures a 10 %. Il s’agit d’une répartition type pour une grande ville universitaire ot on trouve une
fraction élevée d’immigrants non occidentaux. En revanche, Sevenum est un petit village situé prés d’une
grande ville industrielle. De tels villages ont généralement de petites fractions d’immigrants, pas d’étudiants
et des fractions importantes de ménages comptant une ou deux personnes recevant un revenu 52 semaines
par année. Cela explique pourquoi la fraction des ménages se trouvant dans la catégorie inférieure de revenus
est sous la moyenne nationale, alors que la fraction des ménages se trouvant dans les catégories supérieures
de revenus (6, 7 et 8) est supérieure a la moyenne nationale. Sevenum est un village qui n’attire pas les
ménages extrémement riches.

Comme RevMeén et RevP sont fondées sur des définitions différentes du revenu et que RevP représente
la moyenne des domaines des personnes qui regoivent un revenu 52 semaines par année, les différences
entre les deux moyennes varient d’une municipalité a I’autre. Dans une grande ville universitaire comme
Rotterdam, le revenu moyen normalisé des ménages est généralement plus faible que la moyenne du revenu
personnel disponible pour I’ensemble des personnes qui recoivent un revenu 52 semaines par année.
D’autres villes ou se trouvent de grandes universités présentent un profil semblable. Dans un village petit
mais riche comme Sevenum, la situation est inversée.

On remarque en outre qu’a Rotterdam et a Enschede, I’écart entre I’estimateur HT et I’estimateur GREG
est relativement grand par rapport aux erreurs types. Compte tenu du grand échantillon et du fait qu’il n’y a
pas de non-réponse, ces différences devraient étre plus petites. Cela pourrait s’expliquer par le fait que
Rotterdam et Enschede sont de grandes villes universitaires. Les étudiants sont souvent inscrits dans les
registres de I’imp6t (qui sont utilisés comme base de sondage) d’une maniére différente que dans les
registres de population (qui sont utilisés pour dériver les répartitions des variables auxiliaires dans la
population), particulierement en ce qui concerne la situation de leur ménage.

Pour chaque municipalité, on constate au fil du temps une augmentation constante de la moyenne du
revenu des ménages et des personnes. De plus, les répartitions du revenu dans chaque municipalité affichent
des tendances stables au fil des ans. Il s’agit la de résultats prévisibles si un panel est réalisé sur de grands
échantillons pour estimer des phénomenes qui ne sont pas trés volatils dans le temps.

La comparaison des estimations GREG avec et sans recours a la méthode de Lemaitre et Dufour (1987)
montre que les erreurs types des paramétres estimés des ménages sont plus faibles si on utilise la méthode
de Lemaitre et Dufour (1987). La différence est particuliérement visible lorsqu’on observe le revenu moyen
des ménages dans le petit échantillon de Sevenum. En revanche, pour les paramétres estimés fondés sur la
personne, la méthode de Lemaitre et Dufour (1987) entraine une erreur type légérement plus élevée que
celle de I’estimateur GREG ordinaire. Ce résultat donne a penser que la structure de variance présumée pour
les résidus du modeéle de régression sous-jacent dans le cas de la pondération intégrée convient mieux aux
variables fondées sur le ménage qu’aux variables fondées sur la personne.

8 Discussion

En raison de leur instabilité au fil du temps, les ménages ne constituent pas des unités d’échantillonnage
appropriées dans les panels visant a recueillir des données au niveau des ménages ou des personnes. Dans
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le présent article, on propose un plan d’échantillonnage ol les personnes sont tirées a I’aide d’un plan
d’échantillonnage autopondéré. A chaque point dans le temps, les membres du ménage de ces personnes
dites « principales » sont inclus dans I’échantillon. On obtient ainsi un échantillon ot les ménages peuvent
étre tirés plus d’une fois, jusqu’a concurrence du nombre de personnes dans le ménage. Les ménages sont
inclus selon une espérance proportionnelle a la taille du ménage. Les espérances d’inclusion de premier et
de deuxieme ordre pour les ménages sont calculées en vertu d’un plan d’échantillonnage a probabilités
égales pour la sélection des personnes principales. Ces espérances d’inclusion peuvent étre utilisées d’une
facon comparable aux probabilités d’inclusion plus couramment employées pour I’inférence fondée sur le
plan et assistée par modéle.

Le plan d’échantillonnage proposé dans la présente étude constitue un cas particulier de la méthode
d’échantillonnage indirect (Lavallée 1995, 2007). Dans le cas d’un plan d’échantillonnage autopondéré, il
est montré qu’il est possible de dériver d’une maniére relativement simple les espérances d’inclusion de
premier et de deuxieme ordre pour ce plan d’échantillonnage a partir de la composition des ménages des
personnes principales a chague point dans le temps. Dans le cas des plans d’échantillonnage plus complexes,
il faut employer la méthode généralisée du partage des poids (Lavallée 1995, 2007) pour établir les poids
d’inclusion a chaque point dans le temps.

L’avantage du plan d’échantillonnage proposé est que la méthode d’estimation est plus simple que la
méthode généralisée du partage des poids. Le plan est particulierement utile si les personnes principales
sont sélectionnées a I’aide d’un plan d’échantillonnage autopondéré. Si toutefois on a besoin, par exemple
a cause des exigences minimales en matiére de précision et maximales en matiere de codts, d’un plan a
probabilités inégales pour la sélection des personnes principales, il faut alors utiliser la méthode généralisée
du partage des poids. Comme les personnes principales demeurent dans le panel pour une période
indéterminée, ce plan d’échantillonnage convient particulierement bien aux panels auprés des ménages
fondés sur des registres, en vertu desquels toute I’information requise est tirée de données administratives.
Dans le cas des panels auprés des ménages fondés sur des interviews, il faut mettre en place un plan de
renouvellement afin de remédier a certains problémes comme I’attrition des participants.

La présente étude propose la mesure dite de I’erreur type moyenne, soit la racine carrée de la moyenne
des variances des catégories des revenus estimés d’une répartition des revenus, comme mesure de précision
pour déterminer la taille minimale d’échantillon. On montre que la valeur maximale de cette mesure de
précision correspond a une distribution ou les proportions dans les catégories sont égales. On montre aussi
que ce résultat peut étre vu comme une généralisation de la variance d’une fraction qui atteint sa valeur
maximale & 0,5. On dérive ensuite une expression de la taille minimale d’échantillon requise pour satisfaire
une précision prédéterminée pour les répartitions estimées. Comme un méme ménage peut étre inclus plus
d’une fois dans I’échantillon, on dérive aussi une expression pour déterminer le nombre prévu de ménages
uniques dans I’échantillon.

D’autres recherches sont nécessaires pour étudier la combinaison de cette mesure de I’erreur type
moyenne avec une répartition de Neyman ou avec des répartitions exponentielles afin d’établir des
expressions pour la taille minimale d’échantillon fondées sur les exigences en matiére de précision pour les
répartitions estimées au niveau des strates agrégées. On obtient actuellement un plan a probabilités inégales
d’inclusion pour les personnes principales, pour lequel il faut employer la méthode généralisée du partage
des poids afin de calculer les poids appropriés.
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Dans le contexte des enquétes et des panels aupres des ménages, il convient d’employer des méthodes
de pondération qui appliquent des poids de régression égaux aux personnes d’un méme ménage afin
d’assurer la cohérence des estimations fondées sur les personnes et sur les ménages. Dans le cadre de la
présente étude, on utilise pour la RIS une approche de pondération intégrée fondée sur les travaux de
Lemaitre et Dufour (1987). Les erreurs types obtenues en vertu de la méthode de Lemaitre et Dufour (1987)
sont plus faibles que celles qu’on obtient avec une méthode de pondération non intégrée pour les estimations
fondées sur les ménages. Dans le cas des estimations fondées sur les personnes, les erreurs types peuvent
étre légerement plus grandes. Ces résultats sont conformes a ceux de Steel et Clark (2007), qui montrent
gue la variance par rapport a un plan de sondage en grand échantillon avec pondération intégrée au niveau
du ménage est plus faible ou égale a la variance par rapport au plan obtenue avec une pondération non
intégrée au niveau de la personne. lls rapportent aussi que leur simulation a donné de faibles augmentations
des variances par rapport au plan a cause de la pondération intégrée utilisée sur des échantillons de petite
taille.

La pondération intégrée de Lemaitre et Dufour (1987) au niveau du ménage est obtenue grace a une
structure de variance pour les résidus proportionnelle a la taille du ménage (Nieuwenbroek 1993). Si les
caractéristiques du ménage sont proportionnelles a la taille du ménage, on peut s’attendre a ce qu’une telle
structure de variance explique mieux la variation des variables des ménages dans la population,
comparativement a une structure de variance qui suppose une variance résiduelle égale pour les ménages.
Dans le cas des variables fondées sur la personne, une telle structure de variance pourrait étre moins
efficiente, mais la pondération intégrée présente I’avantage supplémentaire que les totaux pour le revenu
fondés sur les ménages et sur les personnes, qui peuvent étre dérivés directement a partir des moyennes,
sont cohérents.
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Annexe technique
Preuve de I’équation (4.4)

Une expression pour la variance de la fraction estimée des ménages de la catégorie de revenus | peut
étre dérivée de I’expression générale pour la variance de I’estimateur HT (S&rndal et coll. 1992,
section 2.8) :

Vv (B.) = 1 & B Y Yien A1l
( Ih) = a2 ZZ(nkk’h nkhnk’h) . (A1)
My G T T
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SiI’on insere les espérances d’inclusion de premier et de deuxiéme ordre précisées aux expressions (3.3)
a (3.6) et si I’on exploite I’égalité y,,, = yi,, puisque les valeurs de la variable cible sont limitées a zéro
ou un, il s’ensuit, aprés quelques manipulations algébriques, que I’expression (A.1) peut étre simplifiée

comme suit :
. N, — 1 (N, M M, )
V(B) = y—(j - (A2)
nh Nh -1 Mh k=1 gkh

On obtient I’équation (4.4) en insérant (A.2) dans (4.3).

Preuve de I’équation (4.5)

La population des ménages de la strate h peut étre divisée en T sous-populations de ménages de taille
égale. Soit M, le nombre de ménages de taille t dans la strate h. Il s’ensuit maintenant pour la double
sommation entre parenthéses pour I’expression de s en (4.4) que

L M LT M T
A Vi 5 Yin My,
_ Y _ 5o Mu (A3)
|Z:1: kZ:; Own -1 ; o L é t

En vertu de I’inégalité de Cauchy-Schwartz (Cochran 1977, section 5.5), il s’ensuit pour la sommation
entre parenthéses pour I’expression de s, en (4.4) que

L Ivllh i - 2
Z(Mj =P 2
h 1=1

1=1

_ (A.4)

Il ]

On obtient I’équation (4.5) en insérant (A.3) et (A.4) dans I’expression de s en (4.4).

Preuve de I’équation (4.7)

Soit &, la probabilité d’inclusion pour le ménage k de la strate h de taille t. Comme les ménages de
méme taille ont les mémes probabilités de premier ordre, il s’ensuit que &, = &t,, = &,. Soit I, une
variable indicatrice, qui prend la valeur 1 si le ménage k de la strate h de taille t est inclus dans
I’échantillon, et la valeur 0 autrement. Le nombre prévu de ménages uniques peut étre calculé comme suit :

D,

Il
m
TN
M-
M=
i/
|
M-
<
Bl
=

1
-
<
=
-
|
TN
>
=
~—
I
M-
<
=
/N
-

(N, -n)(N, -n, =1)...(N, = n, -t +1)
- N, (N, —1)...(N, —t +1) ]
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Ajustements pour la non-réponse dans les plans stratifiés
assortis de modeles aux spécifications erronées

Ismael Flores Cervantes et J. Michael Brick?

Résumé

L’ajustement des poids de base au moyen de classes de pondération est une méthode communément employée
pour composer avec la non-réponse totale. Une approche courante consiste en 1’application d’ajustements pour
la non-réponse pondérés selon ’inverse de la propension a répondre supposée des répondants dans les classes de
pondération en vertu d’une méthode de quasi-randomisation. Little et Vartivarian (2003) ont remis en question
I’utilité de la pondération du facteur d’ajustement. Dans la pratique, les modeles utilisés sont mal spécifiés; il est
donc essentiel de comprendre I’incidence que peut avoir la pondération dans un tel cas. Le présent article décrit
les effets, sur les estimations corrigées pour la non-réponse de moyennes et de totaux pour I’ensemble de la
population et pour certains domaines qui ont été calculés selon I’inverse pondéré et non pondéré de la propension
a répondre en vertu de plans d’échantillonnage aléatoires simples stratifiés. Le rendement de ces estimateurs est
évalué dans différentes conditions, par exemple selon des répartitions différentes de 1’échantillon, le mécanisme
de réponse et la structure de population. Les résultats montrent que pour les scénarios étudiés, 1’ajustement
pondéré présente des avantages considérables pour 1’estimation des totaux, et que le recours a un ajustement non
pondéré peut donner lieu a des biais importants, sauf dans des cas tres limités. En outre, contrairement aux
estimations non pondérées, les estimations pondérées ne sont pas sensibles a la fagon dont la répartition de
I’échantillon est faite.

Mots-clés : Non-réponse; stratification; poids d’échantillonnage; repondération des classes de pondération.

1 Introduction

L’ajustement des poids de base au moyen de classes de pondération pour tenir compte de la non-réponse
totale est une méthode couramment employée pour pondérer les données d’enquéte, mais les chercheurs et
les organismes d’enquéte ne font pas tous ces ajustements de la méme manicre. Little et Vartivarian (2003),
ci-aprés désignés « L et V », constatent que le recours a un facteur d’ajustement pour la non-réponse
pondéré en fonction de I’inverse de la probabilité de sélection semble étre 1’approche la plus courante. Ils
soulignent aussi que le fait d’utiliser des poids de sondage pour calculer un ajustement pondéré pour la non-
réponse n’élimine pas le biais de non-réponse dans les estimations de la moyenne de population lorsque le
mécanisme de réponse n’est pas précisé correctement dans le modele d’ajustement de la pondération. L et V
ont donc réalis€¢ une étude par simulation a I’aide d’un plan d’échantillonnage simple stratifi¢ afin
d’examiner 1’effet de la pondération des facteurs d’ajustement pour la non-réponse. Ils ont conclu que la

pondération de 1’ajustement pour la non-réponse est peu utile, voire inutile.

Afin d’éliminer le biais de non-réponse, les justifications théoriques pour 1’ajustement pour la non-
réponse exigent une modélisation exacte soit du mécanisme de réponse, soit de la variable cible; nous ne
connaissons aucune théorie stipulant que la pondération selon I’inverse de la probabilité de sélection élimine
complétement le biais lorsque les spécifications du modéle sont erronées (par exemple Kalton 1983;
Little 1986; Little et Rubin 2002; Sirndal et Lundstrdm 2005). C’est pourquoi 1’intégration dans la

modélisation de 1’ajustement pour la non-réponse que préconisent L et V est essentielle a une bonne pratique
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statistique. Toutefois, la spécification exacte d’un modele hautement prédictif est un objectif qu’il n’est pas
possible d’atteindre dans la plupart des enquétes a cause de la complexité du phénomeéne et du fait qu’il
existe rarement des variables auxiliaires suffisamment puissantes. Les recherches visant a trouver de
meilleures données auxiliaires pour cette modélisation ont mené a 1’exploration des paradonnées, mais les
modeles qui font appel a ces données sont toujours associés a de faibles corrélations avec la propension a
répondre (Kreuter, Olson, Wagner, Yan, Ezzati-Rice, Casas-Cordero, Lemay, Peytchev, Groves et
Raghunathan 2010). Dans la pratique, on a recours a des modeles imparfaits et le biais de non-réponse n’est

jamais complétement éliminé.

En conséquence, il importe de comprendre les effets des méthodes d’ajustement pour la non-réponse et
de déterminer s’il est utile de pondérer I’ajustement pour la non-réponse lorsque les spécifications du modéle
de réponse sont erronées. Bien que L et V insistent entre autres sur la nécessité d’inclure les variables de
plan dans la modélisation de la non-réponse, certains chercheurs semblent avoir conclu que la pondération
de I’ajustement est inutile (par exemple Chadborn, Baster, Delpech, Sabin, Sinka, Rice et Evans 2005;
Haukoos et Newgard 2007). Cependant, la conclusion de L et V, selon laquelle la pondération du facteur
d’ajustement pour la non-réponse est incorrecte ou inefficace, est fondée sur des comparaisons avec des
modeles correctement spécifiés qui produisent toujours des estimations non biaisées. Leur suggestion de
conditionner le modéele sur les variables de plan (dans le scénario de L et V, la variable de plan correspondait
a la strate) a donné lieu a des estimateurs avec et sans pondération identiques. Leurs simulations étaient
aussi axées sur un plan d’échantillonnage stratifié¢ spécifique et ils n’ont tenu compte que de 1’estimation
des moyennes. Comme il est expliqué plus loin, ces limitations sont considérables et il convient de revoir

les conclusions de certains quant a 1’inutilité de pondérer 1’ajustement.

Aprés L et V, des chercheurs ont examiné les effets de la pondération dans d’autres cas. Sukasih, Jang,
Vartivarian, Cohen et Zhang (2009) ont comparé les ajustements pour la non-réponse avec et sans
pondération a 1’aide de simulations dans le contexte d’une enquéte particuliere. West (2009) a utilisé une
simulation pour étudier les estimations des moyennes de population en vertu de plans d’échantillonnage
plus complexes comprenant des grappes et des taux d’échantillonnage différentiels. Ces deux études ont
conclu que la pondération des ajustements pour la non-réponse a 1’aide des poids de sondage était utile
comparativement a une approche de non-pondération, méme si les différences obtenues aprés pondération
n’étaient pas importantes. Aprés avoir évalué la robustesse des ajustements sur le plan théorique et décrit
les conditions en vertu desquelles les divers estimateurs des moyennes de population étaient le moins
influencés par le biais de non-réponse, Kott (2012) recommande une approche de pondération. D’autres
recherches ont été menées sur la nécessité de pondérer pour estimer les coefficients des modéles de la
propension a répondre (Wun, Ezzati-Rice, Diaz-Tena et Greenblatt 2007; Grau, Potter, Williams et Diaz-

Tena 2006), mais cette piste de recherche est assez éloignée de la notre et nous ne 1’abordons pas ici.

Dans le présent article, nous explorons |’effet de la pondération des ajustements pour la non-réponse
lorsque le modéle de non-réponse est imparfait. Dans la section 2, nous prenons les résultats de L et V
comme point de départ, pour aller plus loin et examiner les estimateurs pour les totaux et pour les moyennes
et totaux de domaine; L et V n’ont tenu compte que des moyennes globales. A 1’aide de la méme population
et du méme scénario de simulation de base que L etV, nous examinons aussi ’effet de différentes
répartitions de 1’échantillon dans les strates, tandis que L et V n’ont utilis¢é qu’une seule répartition de
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I’échantillon. Les résultats des simulations présentés a la section 3 révelent des différences importantes des
propriétés des estimateurs avec et sans pondération, qui varient selon la répartition de 1’échantillon. Nous
expliquons les comportements des estimateurs a I’aide d’approximations simples afin d’illustrer pourquoi
ils sont différents. Bien que la pondération des facteurs d’ajustement ne donne pas toujours des estimations
assorties d’un biais et d’une racine de I’erreur quadratique moyenne (reqm) plus faibles que ceux des
estimations obtenues sans pondération, elle présente des avantages substantiels pour les estimations des
totaux et fournit une protection contre les erreurs importantes qui pourraient découler d’une approche sans
pondération. En conséquence, nous recommandons de pondérer lorsque le véritable mécanisme de réponse

n’est pas entiérement connu. La section 4 donne les conclusions.

2 Scénario

Les poids de sondage compensent pour différents types de données manquantes: les poids
d’échantillonnage ou de base compensent les unités non échantillonnées; les poids d’ajustement de non-
couverture tiennent compte des unités qui ne font pas partie de la base de sondage; et les poids d’ajustement
pour la non-réponse compensent les unités qui font partie de 1’échantillon, mais qui ne répondent pas. Nous
nous concentrons ici sur les poids d’ajustement pour la non-réponse et sur I’effet du recours aux poids de

base pour établir les ajustements pour la non-réponse.

Commengons par 1’estimateur de Horvitz-Thompson non ajusté pour le total :
DI 2.1)

ou d,; est I’inverse de la probabilité de sélection de ’unité i, R, = 1 si I’unité i répond et = 0 autrement;
la somme est calculée pour I’ensemble des unités de I’échantillon s. La moyenne du ratio est y,, =
Yia / Zs R.d; . Sitoutes les données de 1’échantillon sont observées et que la base de sondage est compléte,

alors E(Y,,) =Y, etla moyenne du ratio est convergente pour Y.

Lorsqu’il y a non-réponse totale, on présume que la réponse est une variable aléatoire et que la probabilité
de réponse ou la propension a répondre (¢, = Pr(R; = 1)) correspond a la probabilité pour une phase
supplémentaire d’échantillonnage (Sérndal, Swensson et Wretman 1992). Si on suppose que ¢, > 0 pour
toutes les valeurs de i, alors le biais de non-réponse d’une moyenne de ratio estimée en vertu du modeéle

stochastique correspond a :
biais (¥,.) = ¢~'6,0,p,., (2.2)

ou ¢ correspond a la moyenne de population des propensions a répondre, o, estI’écart type de ¢, o, est
’écart type de y et p,, est la corrélation entre ¢ et y (Bethlehem 1988). La moyenne estimée pour les
répondants est non biaisée si ¢ et y ne sont pas corrélés. Brick et Jones (2008) ¢élargissent ces résultats a

d’autres types de statistiques et d’estimateurs.

Pour réduire le biais de non-réponse, on peut utiliser les variables auxiliaires associées a I’échantillon
pour étayer les ajustements pour la non-réponse en fonction des poids de base. Les ajustements peuvent étre
mis en ceuvre par modélisation de la répartition de ¢ ou de Yy, ou encore des deux a I’aide des variables

auxiliaires. Nous nous intéressons particuliérement a la modélisation du mécanisme de réponse.
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Les propensions a répondre estimées sont appliquées comme si elles correspondaient aux probabilités
réelles de réponse. En d’autres termes, le facteur d’ajustement pour la non-réponse correspond a ’inverse
de la propension a répondre estimée pour I’unité échantillonnée i ((T)I ) La propension a répondre peut étre
estimée de différentes maniéres, par exemple par régression logistique, mais pour la plupart des enquétes,
on établit des groupes mutuellement exclusifs appelés classes de pondération ou groupes de réponse
homogénes qui renferment des unités ayant des propensions estimées similaires et on ajuste les poids dans
chaque groupe ou classe en fonction d’un facteur commun, par exemple fc = (T);l pour toutes les valeurs
de i € ¢ (Sarndal et coll. 1992; Little 1986). En vertu de cette approche, I’estimateur ajusté est appelé un

estimateur de classe de pondération et s’écrit comme suit :
Jop = 2 2uie Ralai fe¥is 2.3)

ou ¢ =1,2,...,C correspond aux classes d’ajustement pour la non-réponse et i € S, est une unité

échantillonnée de la classe C.

La question spécifique a laquelle nous nous intéressons ici est ’effet de la pondération du facteur

d’ajustement. Le facteur non pondéré s’écrit

oud,; =1lsiiecetd; =0siiec,etn, etr, correspondent au nombre d’unités échantillonnées

Cc+

et répondantes de la classe c. Le facteur d’ajustement pondéré s’écrit

A Z:iesC dCi Nc

fr= S 0 o
‘ Zies R(:idci Né ,

ou N, = ziesc d, et N/ = ziesc R.d,;. Les facteurs correspondent aux taux de réponse non pondéré et

ci et

pondéré, respectivement. En substituant les facteurs dans I’estimateur (2.3), on obtient deux nouveaux
estimateurs (2.4) et (2.5) de la population totale. Il s’agit de deux estimateurs de classes de pondération,

dont la notation a été modifiée pour mettre en évidence le taux de réponse utilisé (pondéré ou non pondéré).

YIrnp = ZC anpZierc dci yci = Zc%Zierc dci yci’ (24)

N

ytrp = Zc fcpzierc dci yci = ZC stierc dci yci' (25)

Ces deux estimateurs constituent les éléments de base pour tous les types de statistiques que nous
examinons dans ’é¢tude par simulation. Par exemple, les estimateurs des moyennes, des moyennes de

domaine et des ratios sont de simples fonctions des estimateurs (2.4) et (2.5).

Pour respecter la structure, la notation et les simulations de L et V, la présente étude est restreinte a la
méme population et a un échantillon al€atoire simple stratifi¢ ou deux strates sont définies par la variable

de plan binaire Z, et ou deux classes d’ajustement pour la non-réponse sont définies par une variable
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auxiliaire binaire C, qui recoupe les strates comme indiqué dans le tableau 2.1. Nous avons remplacé la
lettre X utilisée par L et V par la lettre C dans la cellule de pondération introduite ci-dessus afin de faciliter
I’identification de la cellule d’ajustement pour la non-réponse. Comme dans ’é¢tude de L et V, la taille de

la population est fixée a N = 10 000.

Tableau 2.1
Chiffres de population par strate Z et par cellule d’ajustement pour la non-réponse C

Cellule d’ajustement pour la non-réponse

Strate d’échantillonnage Cc=0 c=1
Z=0 3064 3931
Z=1 2079 926

Source : Little et Vartivarian (2003), qui ont utilisé X au lieu de C.

La variable d’intérét, Y, est une variable binaire pour laquelle la probabilité que Y = 1 est définie par
un modéle logistique ou logit(Y =1/C,Z)=0,5+y.(C-C)+v,(Z-2Z)+v,(C-C)(Z -Z).
La variable de réponse R est aussi binaire, et la probabilité que R = 1 est générée a partir d’un mode¢le
logistique ou logit(R[C,Z) =0,5+B.(C-C)+B,(Z-2Z)+B, (C-C)(Z-2Z). Différentes
populations et propensions a répondre sont générées en fonction des valeurs de y.,Y;,Ycz-Bc-B; €t Bes
indiquées dans le tableau 2.2. Nous avons adopté la notation de L et V pour les modéles liné¢aires généralisés
afin de faciliter la comparaison avec leurs travaux. Les valeurs indiquées dans le tableau sont les mémes
variables de population et de réponse que celles que L et V ont produites en affectant des valeurs a
(Ye»Vz»>Yez»BesBs»Be; ). Dans la notation [A]° présentée au tableau 2.2, la population (Y) ou la
propension a répondre (R) sont indiquées par ’exposant B, alors que les paramétres et les interactions du
modele pour la répartition de la population ou de la réponse sont indiqués par la lettre A entre crochets. Par
exemple, le modéle logistique additif qui génére la répartition de Y dans la strate d’échantillonnage Z et
la cellule de non-réponse C est indiqué comme suit : [C + Z]Y . De méme, les modeles ou R dépend de
C sculement, de Z seulement ou ni de C ni de Z sont indiqués respectivement par [C]%,[Z]" et
[C+ Z]R . L et V donnent plus de détails sur les motifs justifiant le choix de ces populations et modéles de

réponse en particulier.

Tableau 2.2
Modeles pour la variable de résultat Y et la probabilité de réponse R
Paramétres
Modele pour Y Modele pour R
(variable d’intérét) (propension a répondre) Yo Be Y2.B; Yez Bez

[czy [cz] 2 2 2
[C+2z] [C+z[ 2 2 0
[cy" [CTf 2 0 0
[z]' [z]° 0 2 0
[o] [o]" 0 0 0

Source : Little et Vartivarian (2003).
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L et V ont calculé des estimations des moyennes comme suit, selon notre notation :

? _ ytrnp _ ytrnp
e Zc anpZies RCidCi Zc anpNé ’

(2.6)

et

? _ ytrp _ ytrp )
t"p Zc fcpzies Rcidci zc Nc

Les dénominateurs des moyennes sont des estimations de la taille de population N. Dans I’estimateur

2.7)

(2.7), le dénominateur est une constante égale a N, mais dans 1’estimateur (2.6), le dénominateur est une
variable aléatoire. Dans le scénario de simulation comprenant le plan d’échantillonnage aléatoire simple
stratifié décrit ci-dessous, ou tout plan ou Zies d; = N pour chaque valeur de s, I’estimateur (2.7) se réduit
a I’estimateur linéaire ?trp =N"' Yup» tandis que I’estimateur (2.6) est un estimateur par le ratio. Il s’agit la

d’un point important sur lequel nous reviendrons.

Les moyennes de domaine peuvent avoir des propriétés différentes des moyennes globales parce que les
dénominateurs des moyennes de domaine pondérées et non pondérées sont des variables aléatoires, sauf
quand les domaines concordent avec la strate d’échantillonnage et que les tailles des domaines et les tailles
des strates sont connues. L et V n’abordent pas la question des domaines et n’ont donc pas examiné ces
estimations dans le cadre de leur simulation. Nous avons établi des domaines en générant au hasard une
variable aléatoire v, a partir d’une distribution uniforme (0, 1) et en définissant la fonction d’appartenance
t(@)=1sia<0ett(a)=0sia>0. Des moyennes de domaine de 50 % ont été créées en substituant
d4°

ci

= 1(v; = 0,5)d,; dans les expressions (2.6) et (2.7) afin de produire les estimateurs ¥y, €t V55
respectivement. Les estimateurs pondérés et non pondérés des totaux de domaine ¥, €t ¥, ont €t
établis de la méme maniere. Nous avons utilisé la méme méthode pour créer des moyennes de domaine de
25 % et des totaux de domaine de 25 %. Comme nous nous intéressons a 1’effet des ajustements pour la
non-réponse sur les moyennes calculées sous forme d’estimateurs par ratio, d’autres domaines comme ceux
qui correspondent a pres de 100 % de la population ont été exclus de 1’analyse parce que le dénominateur
des moyennes de domaine est proche de la population totale constante N et qu’alors la moyenne devient
un estimateur linéaire. Les domaines plus proches de 0 % ont été exclus a cause de la petite taille des

échantillons.

3 Reésultats

La simulation a été effectuée dans le logiciel R (R Development Core Team 2011) a partir de
10 000 tirages (L et V en ont utilisé¢ 1 000). Nous avons évalué les estimateurs en calculant la racine de
I’erreur quadratique moyenne (reqm) et le biais des estimations, le biais et la reqm étant mesurés par les
écarts par rapport aux quantités de population comme [’ont fait L et V. Nous avons utilisé la méme taille

d’échantillon total (312) que dans la simulation, mais avec différentes répartitions de I’échantillon ou
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différents taux d’échantillonnage relatifs entre les strates. Nous avons reproduit 1’ensemble des 25
configurations de L et V; les résultats sont présentés dans le tableau S-1 des documents supplémentaires. Le
tableau S-2 des documents supplémentaires comprend aussi les 25 configurations, mais présente le biais
relatif des moyennes et des totaux avec et sans pondération, ainsi que les ratios des variances et des reqm
des estimations non pondérées a ceux des estimations pondérées. Le biais relatif et les ratios des variances
et des reqm facilitent les comparaisons entre les estimations. Les documents supplémentaires comprennent
les erreurs de simulation estimées, qui sont toutes relativement petites. Pour les estimateurs et les taux
d’échantillonnage donnés par L et V, nos résultats correspondent aux valeurs publiées, compte tenu des

erreurs de simulation. Commencgons par examiner le biais des estimateurs.

3.1 Biais

Il'y a deux situations pour lesquelles il existe des résultats théoriques bien connus (Little et Rubin 2002).
La premiére est lorsque la propension a répondre est la méme dans toutes les cellules — les données manquent
complétement au hasard (MCAR, de I’anglais missing completely at random); ces données de type MCAR
correspondent au modéle [¢]¥ = (B, = 0,8, = 0,B,, = 0) de la derniére ligne du tableau 2.2. Lorsqu’on
a des données de type MCAR, les facteurs d’ajustement non pondéré et pondéré ont la méme espérance
mathématique, et tous deux produisent des estimations non biaisées. Les résultats de la simulation présentés
dans le tableau V de I’article de L et V (lignes 5, 10, 15, 20 et 25) confirment cette observation. La deuxiéme
situation est lorsque la propension a répondre est indépendante de la strate, ce qui correspond a des données
qui manquent au hasard (MAR, de I’anglais missing at random) selon le modéle de réponse [(1)]C =
(B. = 2,B, =0,B, =0) de la troisieme ligne du tableau 2.2. Nous considérons ces situations comme
étant de type MAR parce que le biais de ’estimateur ne dépend pas de 1’utilisation de données a propos de
Z dans le mode¢le. Encore une fois, les estimations avec et sans pondération sont toutes deux sans biais, et
les ajustements ont la méme espérance mathématique. Les résultats de la simulation présentés dans le

tableau V de L et V (lignes 3, 8, 13, 18 et 23) confirment cette observation de facon empirique.

Afin de nous concentrer sur la situation dans laquelle les spécifications du modéle sont erronées, nous
ne présentons pas les résultats des simulations pour les situations de type MCAR et MAR dans le présent
article; ces résultats sont toutefois présentés dans les documents supplémentaires. Il importe de souligner
que méme si les ajustements avec et sans pondération pour les modéles de type MCAR et MAR ont la méme
espérance mathématique, ils ne sont pas identiques. Apres avoir simulé les deux approches en vertu de
modeles de type MAR, Sukasih et coll. (2009) se sont prononcés en faveur d’une approche de pondération,
principalement en raison de la variabilit¢ moindre des estimations des totaux pour ’ensemble des

simulations, méme si les deux approches donnent des résultats non biaisés.

Comme il est précisé plus haut, les taux d’échantillonnage varient dans le cadre de nos simulations,
tandis que la taille globale de 1’échantillon est fixée a 312; L et V ont utilisé un taux d’échantillonnage
unique. Quand les taux d’échantillonnage sont les mémes dans toutes les strates (c’est-a-dire que
I’échantillon est réparti proportionnellement dans toutes les strates), les poids d’échantillonnage sont les
mémes pour chaque strate et, en conséquence, les estimateurs avec et sans pondération sont identiques. Le
taux d’échantillonnage selon une répartition proportionnelle joue un réle important dans notre présentation,

parce que les deux estimations doivent converger a cette étape.
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Le graphique présenté a la figure 3.1 (a gauche) illustre les résultats de la simulation pour le biais des
estimateurs avec et sans pondération du total pour [CZ]" et [C + Z]¥. Nous avons choisi cette
configuration (ligne 2 dans les tableaux de L et V) parce que les simulations de L et V montrent que la
moyenne non pondérée est assortie d’un biais et d’une reqm plus faibles que la moyenne pondérée dans ce
cas particulier. L axe horizontal indique le taux d’échantillonnage relatif calculé comme étant le ratio du
taux d’échantillonnage de Z = 0 & Z = 1 ou Nn,’ / (N1nf 1). Le taux d’échantillonnage relatif employé
par L et V était d’environ 2,25. On voit tout de suite que le biais de ’estimateur pondéré est pratiquement
constant pour les différents taux d’échantillonnage, alors que le biais de 1’estimateur non pondéré varie
considérablement selon le taux d’échantillonnage relatif. Pour certains taux d’échantillonnage, le biais des
estimateurs non pondérés du total peut tre plus de deux fois celui de I’estimateur pondéré. Les deux types
d’estimateur sont biaisés pour presque tous les taux d’échantillonnage relatifs, et 1’estimateur qui a le biais
le plus faible dépend du taux d’échantillonnage relatif. Lorsque les taux d’échantillonnage relatifs sont
égaux (répartition proportionnelle), les estimateurs sans pondération et avec pondération ont le méme biais,
comme prévu. Cependant, dans la pratique, il n’est généralement pas possible de reconnaitre I’effet du taux
d’échantillonnage sur le biais et de choisir a I’avance la méthode d’ajustement qui permet de réduire le biais

pour un échantillon particulier.

Total Moyenne

s (Sans pondération
e wm mm Avec pondération

1500 008 = e Avec pondération

s Sans pondération

1 000 0,07

0,06

B 500 B 0,05
i i 0,04
a 0 a 0,03
! i

S -500 S 0,02

0,01 -
-1000 0 .
0,0 0,5 1,0 15 20 25 30 0,0 1,0 2,0 3,0
Taux d’échantillonnage relatif Taux d’échantillonnage relatif

Figure 3.1 Biais des estimateurs avec et sans pondération pour le modéle de population [CZ]Y et le modéle de
propension a répondre [C+Z]R; le graphique de gauche correspond au total, et celui de droite, a la
moyenne.

Pour comprendre ces résultats, nous avons appliqué des approximations standard qui se vérifient
raisonnablement bien dans ce cas (¢’est-a-dire E (n") ~ E™ (n)) La valeur prévue approximative pour

I’estimateur pondér¢ est

NC

Eytrp ~ ZZZC(Zd)N)q)CZYCZ’ (31)

ou Y, estle total de population de la cellule cz. De méme, la valeur prévue approximative pour I’estimateur
non pondéré est
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. (30, N.n'N,,)
Eup = 2, D (Zz b NN, ) Y., (3.2)

Si ¢, estune constante (MCAR) ou ¢, est une constante dans les cellules de pondération (MAR), alors
les deux estimateurs ne sont pas biaisés a cet ordre d’approximation et concordent avec la théorie connue.
Lorsque les taux d’échantillonnage sont les mémes dans toutes les strates, les deux estimateurs ont la méme
valeur prévue (comme il est précisé plus haut, ils sont identiques dans ce cas). Surtout, ces approximations
montrent que 1’espérance mathématique de I’estimateur pondéré ne dépend pas du taux d’échantillonnage,
mais que celle de I’estimateur non pondéré, elle, en dépend. Cela explique les courbes illustrées a la
figure 3.1.

Quelques détails des estimations de la simulation pour cette configuration sont présentés dans le
tableau 3.1 pour certains taux d’échantillonnage. Comme il est indiqué ci-dessus, les résultats complets de
la simulation pour toutes les configurations et tous les taux d’échantillonnage utilisés pour dessiner les
graphiques se trouvent dans les documents supplémentaires. Ces documents comprennent les biais relatifs,
les ratios des variances et les ratios des reqm, qui constituent de meilleurs indicateurs pour évaluer
I’incidence des ajustements sur les estimations. Nous avons constaté que pour toutes les configurations dont
les estimations des totaux sont biaisées, les biais pour I’estimateur pondéré sont inférieurs d’un c6té du taux
d’échantillonnage relatif de 1, et supérieurs de 1’autre c6té. Toutes les configurations sont assorties d’un
biais a peu pres constant pour I’estimateur pondéré du total pour tous les taux d’échantillonnage relatifs,

mais le biais de I’estimateur non pondéré varie en fonction du taux d’échantillonnage relatif.

Examinons maintenant les moyennes estimées — les seuls estimateurs examinés par L et V. Le graphique
de droite de la figure 3.1 montre que le biais pour 1’estimateur pondéré est encore une fois indépendant du
taux d’échantillonnage relatif, alors que le biais de I’estimateur non pondéré varie en fonction du taux
d’échantillonnage. L et V ont utilisé un taux d’échantillonnage de 2,25, ce qui explique pourquoi ils ont
trouvé que 1’estimateur non pondéré était associé a un biais inféricur pour la moyenne dans le cadre de leur
exercice de simulation. Il importe de souligner deux choses a cet égard. D’une part, les biais pour les
moyennes pour les deux méthodes d’ajustement sont tous relativement faibles, particuliérement par rapport
aux biais relatifs potentiels des totaux obtenus a I’aide de 1’estimateur non pondéré (graphique de gauche).
D’autre part, il n’y a aucun moyen de déterminer si une estimation particuliére tomberait du c6té gauche ou
du c6té droit du taux d’échantillonnage relatif de 1. Le tableau 3.1 montre les biais estimés pour cette

configuration.

Les graphiques illustrent aussi une relation quelque peu étonnante : les taux d’échantillonnage relatifs
pour lesquels 1’estimateur non pondéré du total est assorti d’un biais inférieur sont ceux pour lesquels
I’estimateur non pondéré de la moyenne est assorti d’un biais supérieur. En d’autres termes, les moyennes
se comportent différemment des totaux parce que la moyenne non pondérée est un ratio alors que la moyenne
pondérée n’en est pas un. En conséquence, le biais relatif (br = biais/estimation) de I’estimateur non pondéré
de la moyenne n’est pas égal au biais relatif de I’estimateur non pondéré du total (la relation est vérifiée

pour I’estimateur pondéré). On peut approximer le biais relatif comme suit :

.y b (Yi)
i) = 1 o (N
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ou N wnp €St I’estimateur non pondéré du total (ou y; = 1 pour toutes les valeurs de i). Cette approximation
se vérifie raisonnablement bien dans cette situation, puisque cov (?tmp, I\Altmp) / E (Ntrnp) ~ 0. Le biais
relatif de la moyenne non pondérée diminue donc quand les biais du numérateur et du dénominateur sont

positivement corrélés.

Examinons maintenant les estimations de domaine — que L et V n’ont pas étudiées. Les biais pour les
estimateurs du total de domaine avec et sans pondération et la relation avec les biais des estimateurs non
pondérés qui varient en fonction du taux d’échantillonnage relatif sont les mémes que ceux qui ont été
observés pour les totaux globaux (voir le tableau 3.1), parce que les totaux de domaine demeurent des totaux
et que les approximations (3.1) et (3.2) continuent de s’appliquer. Les moyennes de domaine sont aussi
présentées dans le tableau, et elles aussi suivent la tendance des biais illustrée a la figure 3.1 pour la moyenne
de I’échantillon complet. Il importe de souligner que les biais relatifs pour les estimations de la moyenne
(globale et pour chaque domaine) ne varient pas beaucoup, la plupart d’entre eux se trouvant entre 5 %
et 7 %.

Tableau 3.1

Biais (facteur 10 000), racine de I’erreur quadratique moyenne (facteur 10 000) et variance des estimateurs avec
et sans pondération des moyennes et du total de I’échantillon complet et des domaines, configuration [CZ]",
[C+Z]R selon divers taux d’échantillonnage

Taux d’échantillonnage relatif

Caractéristique Domaine Ajustement 0,30 0,44 1,00 2,25 3,30
Biais Moyenne Complet trnp 515 491 404 301 248
trp 398 403 404 404 394
50 % trnp 513 501 411 307 257
trp 397 414 410 410 401
25 % trnp 523 498 407 298 252
trp 408 411 407 400 395
Total Complet trnp -419 -184 401 1058 1335
trp 398 403 404 404 394
50 % trnp -214 -89 205 535 673
trp 194 205 206 207 200
25% trnp -107 -48 101 264 335
trp 97 98 102 101 100
reqm Moyenne Complet trnp 643 614 546 536 566
trp 553 547 545 587 616
50 % trnp 758 726 669 699 778
trp 687 671 669 728 794
25% trnp 949 898 863 952 1062
trp 895 859 863 955 1041
Total Complet trnp 537 376 543 1183 1485
trp 553 547 545 587 616
50 % trnp 371 311 393 714 888
trp 399 392 394 449 494
25 % trnp 255 233 282 451 553
trp 285 273 283 328 365
Variance Moyenne Complet trnp 15 14 14 20 26
trp 15 14 14 18 22
50 % trnp 32 28 28 40 54
trp 32 28 28 37 47
25% trnp 64 57 59 83 107
trp 64 58 59 76 93
Total Complet trnp 11 11 14 28 43
trp 15 14 14 18 22
50 % trnp 9 9 11 23 34
trp 12 11 11 16 21
25 % trnp 5 5 7 14 20
trp 7 7 7 10 12
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3.2 Racine de I’erreur quadratique moyenne (regm)

Malgré la petite taille de I’échantillon utilisé pour les simulations (312 avant la non-réponse) et le biais
relatif plutét modeste des estimations pour les moyennes, le biais demeure une composante importante de
la reqm. Par exemple, le biais représente 56 % (sans pondération) a 69 % (avec pondération) de la reqm
pour I’estimation de la moyenne selon la configuration [CZ]" et [C + Z]% et le méme taux
d’échantillonnage que L et V. Lorsque 1’échantillon est plus important, comme c’est généralement le cas
pour les grandes enquétes par sondage, le biais est souvent la composante dominante de la reqm
(Brick 2013).

La figure 3.2 montre la reqm pour le total estimé (graphique de gauche) et pour la moyenne (graphique
de droite) selon la méme configuration que pour la figure précédente. La reqm pour le total pour I’estimateur
pondéré est approximativement constante et inférieure a la reqm pour I’estimateur non pondéré, sauf lorsque
le taux d’échantillonnage relatif est d’environ 0,5, ce qui correspond a la région ou le biais est trés faible
pour I’estimateur non pondéré (voir la figure 3.1). Toutefois, lorsque le taux d’échantillonnage relatif est
supérieur a un, la reqm pour I’estimateur non pondéré du total est beaucoup plus grande que la reqm pour
I’estimateur pondéré (jusqu’a deux fois plus élevée pour certains taux d’échantillonnage). En revanche, pour
les estimations de la moyenne illustrées a la figure 3.2 (graphique de droite), les reqm des estimateurs avec
et sans pondération sont du méme ordre de grandeur, et la symétrie autour du taux de répartition
proportionnelle demeure. Méme si L et V soulignent que 1’estimateur non pondéré a une reqm inférieure
(au taux d’échantillonnage relatif de 2,25), nous considérons les reqm des deux estimateurs comme étant
approximativement égales pour tous les taux d’échantillonnage relatifs.

Total Moyenne
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== == ==Avec pondération == == == Avec pondération
20 1 000
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16 800
14 700
Lo " 600 \__ i
€ e S Swemao=—==—-=== 2722000 e
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2 100
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Taux d’échantillonnage relatif

Taux d’échantillonnage relatif

Figure 3.2 Racine de I’erreur quadratique moyenne pour les estimateurs avec et sans pondération pour [CZ]Y
et [C+Z]R; le graphique de gauche correspond au total (reqm en millions) et celui de droite, a la
moyenne.

La figure 3.3 indique la reqm pour la moyenne estimée pour un domaine de 50 % (graphique de gauche)
et un domaine de 25 % (graphique de droite), encore une fois pour [CZ]" et [C + Z]%. L’examen des trois
graphiques de la reqm (pour la moyenne globale, la moyenne pour un domaine de 50 % et la moyenne pour
un domaine de 25 %) révéle I’effet de I’estimateur par ratio. A mesure que la taille du domaine passe de
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100 % a 25 %, I’estimateur pondéré ressemble de plus en plus a un estimateur par ratio inconditionnel et la
corrélation entre le numérateur et le dénominateur réduit la reqm de 1’estimation. En conséquence, les reqm
des estimateurs de domaine avec et sans pondération sont trés semblables. Méme si I’ estimateur pondéré est
assorti d’une reqm inférieure a chacun des taux d’échantillonnage relatifs comparativement a 1’estimateur
non pondéré pour la moyenne pour un domaine de 25 %, les deux estimateurs sont essentiellement
équivalents en termes de reqm. Le léger avantage de 1’estimateur non pondéré qu’ont souligné L et V pour
la moyenne pour I’ensemble de la population selon cette configuration disparait pour les moyennes de

domaine ou I’estimateur pondéré est aussi un estimateur par ratio.
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Figure 3.3 Racine de I’erreur quadratique moyenne pour les estimateurs avec et sans pondération pour [CZ]Y
et [C+Z]R; le graphique de gauche correspond a la moyenne pour un domaine de 50 % et celui de
droite, a la moyenne pour un domaine de 25 %.

3.3 Variance

Quand les facteurs d’ajustement pour la non-réponse sont fondés sur un petit nombre de répondants, il
est possible qu’ils accroissent la variance des estimations (Kalton 1983; Tremblay 1986). L et V sont d’avis
que la pondération des facteurs d’ajustement pour la non-réponse pourrait entrainer une inflation de la
variance supérieure a celle que 1’on obtient lorsqu’on utilise des facteurs non pondérés. Les figures ci-dessus
montrent que cela ne s’est pas produit dans le cadre de notre exercice de simulation. La figure 3.4 illustre le
ratio de la variance de ’estimateur non pondéré a la variance de 1’estimation pondérée pour la moyenne et
le total pour I’ensemble de la population et pour le total du domaine de 50 % selon la configuration [CZ]Y
et [C+ Z]R . Pour la moyenne, le ratio des variances est presque égal a un pour tous les taux
d’échantillonnage relatifs; il n’y a pas d’inflation de la variance pour I’estimateur pondéré comparativement
a D’estimateur non pondéré. En ce qui concerne les totaux, le ratio est inférieur a un pour les taux
d’échantillonnage relatifs de moins de 1, et supérieur a un pour les taux d’échantillonnage relatifs de plus
de 1. Cette relation se vérifie aussi pour le total du domaine de 50 %. Ces résultats semblent indiquer que la
pondération de 1’ajustement n’est pas une source de facteurs importants susceptibles de faire augmenter la
variance des estimations. Par mesure de prudence, il convient d’examiner 1’importance des facteurs de non-

réponse, qu’ils soient ou non pondérés.
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Figure 3.4 Ratio des variances des estimations non pondérées aux estimations pondérées de la moyenne, du
total global et du total pour un domaine de 50 % selon [CZ]Y et [C+Z]R.

Le tableau 3.2 présente les résultats de simulation pour une autre configuration, [CZ] et [CZ]", qui
était favorable a 1’ajustement non pondéré dans le cadre de I’étude de L et V (premicre ligne de leurs
tableaux), alors que le tableau 3.3 présente les résultats de simulation pour la configuration [C + Z]Y et
[C+ Z]R , qui était favorable a I’ajustement pondéré. Les résultats pour ces deux configurations montrent
les mémes tendances générales présentées ci-dessus pour [CZ]" et [C + Z]°.

Tableau 3.2

Biais (facteur 10 000), racine de I’erreur quadratique moyenne (facteur 10 000) et variance des estimateurs
pondérés et non pondérés des moyennes et du total pour I’échantillon complet et pour les domaines,
configuration [CZ]Y, [CZ]R selon divers taux d’échantillonnage

Taux d’échantillonnage relatif

Caractéristique Domaine Ajustement 0,30 0,44 1,00 2,25 3,30
Biais Moyenne Complet trnp 329 329 289 255 237
trp 294 299 289 298 298

50 % trnp 334 341 293 251 238

trp 299 311 293 294 298

25 % trnp 336 344 306 257 247

trp 302 314 306 299 307

Total Complet trnp -412 -187 287 732 901
trp 294 299 289 298 298

50 % trnp -209 91 145 367 455

trp 143 152 146 149 154

25 % trnp -103 -46 72 184 230

trp 74 76 73 75 79

regm Moyenne Complet trnp 530 507 476 501 533
trp 505 487 476 520 554

50 % trnp 684 653 616 664 732

trp 666 638 616 674 740
25 % trnp 911 859 832 920 1016
trp 900 849 832 920 1011
Total Complet trnp 550 395 474 886 1078
trp 505 487 476 520 554

50 % trnp 385 326 373 575 696

trp 394 375 373 425 475

25 % trnp 263 244 278 390 464

trp 285 274 278 321 361

Variance Moyenne Complet trnp 17 15 14 19 23

trp 17 15 14 18 22

50 % trnp 36 31 30 38 48

trp 36 31 30 37 46

25 % trnp 73 63 61 79 98

trp 73 63 61 76 94

Total Complet trnp 14 12 14 25 35

trp 17 15 14 18 22

50 % trnp 11 10 12 20 28

trp 14 12 12 16 20

25% trnp 6 6 7 12 16

trp 8 7 7 10 13

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



186 Flores Cervantes et Brick : Ajustements pour la non-réponse dans les plans stratifiés avec modéles aux spécifications erronnées

Tableau 3.3

Biais (facteur 10 000), racine de I’erreur quadratique moyenne (facteur 10 000) et variance des estimateurs
pondérés et non pondérés des moyennes et du total pour I’échantillon complet et pour les domaines,
configuration [C+Z]Y, [C+Z]R selon divers taux d’échantillonnage

Taux d’échantillonnage relatif

Caractéristique Domaine Ajustement 0,30 0,44 1,00 2,25 3,30
Biais Moyenne Complet trnp 763 735 654 566 529
trp 665 661 654 654 652

50 % trnp 773 737 653 564 532

trp 677 664 653 651 656

25 % trnp 773 739 659 574 513

trp 679 668 659 660 636
Total Complet trnp =272 -8 651 1411 1744
trp 665 661 654 654 652

50 % trnp -133 -6 326 711 875

trp 336 328 328 332 328

25% trnp -69 -2 157 359 438

trp 165 166 158 168 165

regm Moyenne Complet trnp 854 818 745 699 711
trp 767 753 745 764 790

50 % trnp 951 901 827 816 863

trp 877 845 826 863 912
25% trnp 1101 1 046 981 1023 1098
trp 1 044 1 004 981 1045 1107
Total Complet trnp 426 313 741 1503 1868
trp 767 753 745 764 790
50 % trnp 334 300 475 867 1071

trp 489 470 476 529 575

25% trnp 246 240 314 530 649

trp 320 316 314 372 409

Variance Moyenne Complet trnp 15 13 13 17 23
trp 15 13 13 16 20

50 % trnp 31 27 26 35 46

trp 31 28 26 32 40

25% trnp 62 56 54 73 95

trp 63 57 54 67 83

Total Complet trnp 11 10 13 27 45
trp 15 13 13 16 20

50 % trnp 10 9 12 25 39

trp 13 12 12 17 22

25% trnp 6 6 7 15 23

trp 8 7 8 11 14

3.4 Estimation de la taille de population

Sukasih et coll. (2009) ont étudié¢ un type particulier d’estimation, soit 1’estimation du nombre d’unités
d’une population. On parle alors d’une estimation de la taille de population ou la taille de population n’est
qu’une estimation d’un total ou y; = 1 pour toutes les valeurs de i. Elle peut étre estimée pour un domaine
en affectant a toutes les unités en dehors du domaine la valeur y, = 0. Dans le plan d’échantillonnage
simple stratifié étudié ici, 1’estimateur pondéré reproduit toujours la taille de population totale, N =10 000,
mais pas 1’estimateur non pondéré. Comme cette situation favorise clairement I’estimateur pondéré, nous

examinons plutdt 1I’estimation de la taille de population d’un domaine.

Supposons que nous voulions estimer le nombre d’unités d’un domaine ou d’un sous-groupe qui ont une
valeur en dessous d’un centile défini par une caractéristique pour la population totale (par exemple le revenu
médian national). Ce type de statistique est extrémement important dans les enquétes, parce que les
estimations de la taille de population pour les domaines sont souvent des statistiques clés. Ce type
d’estimation peut étre, par exemple, le nombre total de personnes ayant un revenu sous le seuil de pauvreté

ou de faible revenu (Kovacevi¢ et Yung 1997).

Comme I’analyse de L et V ne tenait pas compte des estimations pour les tailles ou les moyennes de

domaine, il n’existe pas de variable explicite qui pourrait servir a définir une sous-population. Pour ne pas
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compliquer I’analyse, nous illustrons le rendement des deux estimateurs a 1’aide d’un domaine artificiel créé
par la sélection aléatoire de la moitié de la population (¢’est-a-dire un domaine de 50 %). Selon une analyse
semblable a celle dont il est question dans les sections précédentes, nous avons calculé les totaux et les
moyennes pondérés et non pondérés pour le domaine de 50 %. Méme si nous connaissons déja la taille du
domaine de I’exemple (c’est-a-dire 50 % de la population totale), ’analyse demeure valide. Dans la

pratique, la taille du domaine n’est pas connue.

Quand on estime une statistique comme la taille de population d’un domaine, les deux estimateurs,
pondéré et non pondéré, de la taille de population du domaine ne sont pas biaisés lorsque les données sont
de type MCAR ou MAR, comme le soulignent Sukasih et coll. (2009). En outre, les reqm des estimateurs

avec et sans pondération sont approximativement égales dans ce cas, comme le confirment les simulations.

Si les données ne sont pas de type MAR, la situation peut étre trés différente. L’estimateur pondéré d’une
taille de population de domaine est a peu pres non biais€ pour tous les taux d’échantillonnage relatifs et
toutes les configurations, alors que |’estimateur non pondéré est toujours biaisé, sauf lorsqu’il est identique
a I’estimateur pondéré (a un taux d’échantillonnage relatif de 1). En conséquence, la reqm de 1’estimateur
non pondéré pour la taille de domaine est souvent considérablement plus élevée que celle de 1’estimateur
pondéré. La figure 3.5 montre que la reqm de I’estimateur non pondéré de la taille de domaine de 50 % pour
[CZ]" et [C + Z]* est beaucoup plus grande que celle de 1’estimateur pondéré pour la plupart des taux
d’échantillonnage relatifs (jusqu’a deux fois la reqm de 1’estimateur pondéré). La seule exception, c’est
lorsque deux estimateurs sont a peu pres égaux (répartition presque proportionnelle).

L’estimateur pondéré des tailles de domaine présente donc un avantage considérable par rapport a

I’estimateur non pondéré pour tous les mécanismes de données manquantes présentés par L et V qui ne sont
pas de type MCAR ou MAR.

Taille de domaine de 50 %

s Sans pondération
=== == Avec pondération

0,0 05 1,0 1,5 2,0 25 3,0
Taux d’échantillonnage relatif

Figure 3.5 Racine de I’erreur quadratique moyenne (regm) pour les estimateurs avec et sans pondération de
la taille de domaine de 50 % pour [CZ]" et [C+Z]R.
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4 Conclusions

Presque toutes les enquétes sont touchées par la non-réponse; la méthode utilisée pour ajuster les poids
de base pour la non-réponse totale est donc une question importante. L et V ont souligné a juste titre que
I’utilisation de poids de sondage pour calculer un ajustement pondéré pour la non-réponse n’élimine pas le
biais de non-réponse lorsque le mécanisme de réponse n’est pas spécifié correctement dans le modele
d’ajustement de la pondération. Toutefois, leur étude par simulation a porté au moins certains chercheurs a
penser qu’un ajustement non pondéré pourrait mieux convenir qu’un ajustement pondéré dans la plupart des
cas. Les résultats de notre évaluation, fondée sur le méme scénario que celui de L et V, contredit cette
perception. Nous avons examiné de fagon plus approfondie les différences entre les estimateurs avec et sans
pondération lorsque le modéele d’ajustement est inexact en utilisant le méme scénario que L et V et en
incluant différents taux d’échantillonnage et estimations des totaux et des domaines, en plus des moyennes

étudiées par L et V.

Ces simulations ¢€largies montrent que les ajustements avec et sans pondération ont effectivement des
propriétés différentes. Le biais de I’estimateur pondéré des moyennes des totaux de plans d’échantillonnage
aléatoires simples stratifiés est & peu prés constant, quel que soit le taux d’échantillonnage, tandis que le
biais de I’estimateur non pondéré dépend du taux d’échantillonnage. En revanche, le biais de 1’estimateur
non pondéré du total est considérablement plus important que celui de I’estimateur pondéré pour certains
taux d’échantillonnage. Pour les moyennes, le biais et la reqm des deux estimateurs ne sont pas tres
différents, y compris pour les configurations que L et V ont décrites comme étant favorables a 1’estimateur
non pondéré. Les mémes conclusions générales se vérifient pour les estimations des moyennes et des totaux
de domaines a mesure que la moyenne pondérée se rapproche de plus en plus d’une estimation par ratio

pour les domaines, ce qui finit par influencer quelque peu son comportement.

Nous avons aussi examiné I’estimation des tailles de domaine. Pour ce type de statistique, la reqm de
I’estimateur pondéré est presque systématiquement inférieure a celle de I’estimateur non pondéré lorsque
les données du scénario de simulation ne sont pas de type MAR. Les différences sont attribuables au biais
de I’estimateur non pondéré de la taille de domaine; a cause de ce biais, 1’estimateur non pondéré est assorti

d’une reqm beaucoup plus grande que celle de I’estimateur pondéré pour certains taux d’échantillonnage.

Les mod¢les utilisés dans la plupart des enquétes sont imparfaits; il est donc important de choisir la
bonne méthode d’ajustement pour la non-réponse. Les résultats de la simulation élargie que nous présentons
montrent que 1’ajustement pondéré présente des avantages considérables pour certaines estimations et
certains taux d’échantillonnage, comparativement a 1’ajustement non pondéré. Plus particuliérement, une
enquéte selon le méme plan qui produit des estimations des totaux et des statistiques autres que de simples
moyennes semble bénéficier d’une pondération de 1’ajustement. Bien siir, la pondération de 1’ajustement
n’élimine pas le biais; elle diminue toutefois I’ampleur du biais dans bon nombre de situations et pour
beaucoup des estimateurs que nous avons examinés. En outre, le biais de I’estimateur pondéré n’est pas
sensible au taux d’échantillonnage relatif, alors que le biais de l’estimateur non pondéré I’est.
L’inconvénient possible d’une augmentation de la variance de 1’estimation lorsqu’on utilise un ajustement
pondéré ne s’est pas concrétisé durant les simulations, et on peut 1’éviter en examinant les facteurs

d’ajustement, ce qu’il convient également de faire lorsqu’on utilise un ajustement non pondéré. Enfin, les
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résultats de 1’étude font ressortir le probléme potentiel de la généralisation a partir de simulations. Méme si
les simulations constituent un outil précieux pour vérifier un point précis, une généralisation a plus grande
échelle des résultats d’une simulation peut étre trompeuse, particulierement lorsque les résultats dépendent

fortement des conditions du mode¢le utilisé pour la simulation.
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Note breve sur I’estimation fondée sur les quantiles et les
expectiles dans les échantillons a probabilités inégales

Linda Schulze Waltrup et Géran Kauermann?

Résumé

L’estimation des quantiles est une question d’intérét dans le contexte non seulement de la régression, mais aussi
de la théorie de I’échantillonnage. Les expectiles constituent une solution de rechange naturelle ou un
complément aux quantiles. En tant que généralisation de la moyenne, les expectiles ont gagné en popularité ces
derniéres années parce qu’en plus d’offrir un portrait plus détaillé des données que la moyenne ordinaire, ils
peuvent servir a calculer les quantiles grace aux liens étroits qui les associent a ceux-ci. Nous expliquons
comment estimer les expectiles en vertu d’un échantillonnage a probabilités inégales et comment les utiliser pour
estimer la fonction de répartition. L’estimateur ajusté de la fonction de répartition obtenu peut étre inversé pour
établir les estimations des quantiles. Nous réalisons une étude par simulations pour examiner et comparer
I’efficacité de I’estimateur fondé sur des expectiles.

Mots-clés : Quantiles; expectiles; probabilité proportionnelle a la taille; approche fondée sur le plan de sondage; variable
auxiliaire; fonction de répartition.

1 Introduction

Ces dernieres années, ’estimation des quantiles et la régression quantile ont connu de nouveaux
développements découlant des travaux de Koenker (2005). L’idée principale est d’estimer une fonction de
répartition cumulative inversée, qu’on appelle généralement la fonction quantile Q (o) = F~' (a) pour
o € (0,1), ou le quantile 0,5, Q(0,5), la médiane, joue un rdle central. Pour le dépistage de données
d’enquéte a partir d’un échantillon a probabilités inégales et a probabilités connues d’inclusion, Kuk (1988)
montre comment estimer les quantiles en tenant compte des probabilités d’inclusion. L’idée principale est
d’estimer une fonction de répartition de la variable d’intérét et de I’inverser pour obtenir la fonction quantile.
Chambers et Dunstan (1986) proposent un estimateur fondé sur un modele pour la fonction de répartition.
Rao, Kovar et Mantel (1990) proposent un estimateur fondé sur le plan de sondage et faisant appel a des
données auxiliaires pour la fonction de répartition cumulative. Chen, Elliott et Little (2010) et Chen, Elliott
et Little (2012) ont également récemment proposé des approches bayésiennes allant dans le méme sens.

L’estimation des quantiles résulte de la minimisation d’une fonction de perte L,, comme 1’a montré
Koenker (2005). Si la perte L, est remplacée par la fonction de perte L,, on obtient ce qu’on appelle des
« expectiles », une notion présentée par Aigner, Amemiya et Poirier (1976) et par Newey et Powell (1987).
Pour a € (0,1), on obtient la fonction expectile M (o) qui, comme la fonction quantile Q (o), définit de
facon unique la fonction de répartition cumulative F(y). Les expectiles sont relativement faciles a estimer
et suscitent un certain intérét depuis quelques temps; voir par exemple Schnabel et Eilers (2009), Pratesi,
Ranalli et Salvati (2009), Sobotka et Kneib (2012) et Guo et Hérdle (2013). Ils ne sont toutefois pas faciles
a interpréter, et sont donc moins acceptés et utilisés en statistique que les quantiles; voir Kneib (2013). Les

quantiles et les expectiles sont reliés, c’est-a-dire qu’il existe une fonction de transformation unique et
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inversible h, :[0,1] — [0,1] de sorte que M (h(a)) = Q(a); voir Yao et Tong (1996) et De Rossi et
Harvey (2009). Cette relation peut étre exploitée pour estimer les quantiles a partir d’un ensemble
d’expectiles ajustés. Schulze Waltrup, Sobotka, Kneib et Kauermann (2014) ont utilisé ce principe et montré
de fagcon empirique que les quantiles ainsi obtenus peuvent étre plus efficients que les quantiles empiriques,
méme lorsque ces derniers font 1’objet d’un lissage (voir Jones 1992). Ce résultat pourrait s’expliquer
intuitivement par le fait que les expectiles tiennent compte de toutes les données, alors que les quantiles
fondés sur la fonction de répartition empirique ne tiennent compte que des données de gauche (ou de droite).
Autrement dit, la médiane est définie par la moitié gauche (ou droite) des données, alors que la moyenne
(expectile de 50 %) est une fonction tenant compte de tous les points de données. Dans la présente note,
nous utilisons ces constatations comme point de départ pour montrer comment les expectiles peuvent étre
estimés pour des échantillons a probabilités inégales et comment obtenir une fonction de répartition ajustée
a partir d’expectiles ajustés.

La présentation de ’article est la suivante. A la section 2, on présente les éléments de notation utiles et
on discute de la régression quantile dans un échantillonnage a probabilités inégales. Ce sujet est approfondi
a la section 3, ot I’on présente 1’estimation des expectiles. A la section 4, on exploite la relation entre les
expectiles et les quantiles pour montrer comment dériver les quantiles a partir d’expectiles ajustés. La
section 5 présente des simulations pour illustrer le gain d’efficacité découlant de 1’utilisation des quantiles

dérivés d’expectiles; 1’article se termine par une discussion a la section 6.

2 Estimation des quantiles

Considérons une population finie de N ¢léments et une variable d’enquéte continue Y. On s’intéresse

aux quantiles de la fonction de répartition cumulative F (y) = Z.N S 1Y; £ y}/N, eton définit comme

Q(a) = inf {arg minY w, (Y, )Y, - q } @1
R

la fonction quantile de Y (voir Koenker 2005), ou

o pour € > 0
w, (g) =
I-a poure<0.

L’argument « inf » de ’expression (2.1) est nécessaire pour une population finie puisque « arg min » n’est
pas unique. On tire un échantillon de la population selon des probabilités d’inclusion connues m;,
i =1,...,N. Ennotant y,,...,y, I’échantillon obtenu, on estime la fonction quantile en remplacant (2.1)

par la version avec échantillon pondéré
A 11
Q, (o) = inf {arg mqinz W Yy, - q } (2.2)
= T

avec W, ; = W, (y i~ q) , selon la définition ci-dessus. Il est facile de voir que la somme en (2.2) est une

estimation sans biais par rapport au plan de la somme dans Q (o) donnée en (2.1). Néanmoins, parce qu’on
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admet « arg min », il s’ensuit que Q, (o) n’est pas sans biais pour Q (o). Examinons donc les énoncés de

cohérence pour Q, (o) comme suit. Soit R, (q) = w, (y, — q)| y, — q] et

R (@) = YR (0).

On tire un échantillon a partir de R, (q),i = 1,..., N en appliquant un plan de sondage cohérent de sorte
que
|
n(@) =21 ()

=17

converge par rapport au plan pour Ry (q), ou r; (q) désigne I’échantillon de R, (q). Soulignons que r; (q)
et donc T,(q), R (q) et Ry (q) dépendent aussi de o, qui a été supprimé de la notation par souci de
lisibilité. Soit q, la valeur minimale de Ry (q), qui n’est pas nécessairement unique en raison de la
structure finie de la population. On peut admettre I’argument «inf», c’est-a-dire (¢, =
inf {arg min R (q)}, mais par souci de simplicité, on suppose un modéle de superpopulation (voir Isaki et
Fuller 1982) en considérant la population finie comme un échantillon d’une superpopulation infinie. Pour
cette derniére, on présume que la variable d’enquéte Y a une fonction de répartition cumulative continue,

de sorte que ¢, donne un quantile o unique. Pour & > 0, on obtient

1 &1
P(rn (qo) < T (qo - 8)) < P[Nzn{rj (QO) - rj (qo - 6)} < 0}'

=1 T
Soulignons que I’argument dans 1’énoncé de probabilité est une estimation convergente par rapport au plan
de sondage pour Ry (q,) — Ry (g, — 8), dont la valeur est inférieure a zéro puisque g, correspond a la
valeur minimale de R, (). En conséquence, la probabilité tend vers un au sens de la convergence par
rapport au plan de sondage définie par Isaki et Fuller (1982). Il en va bien sir de méme pour 6 < 0. En
vertu de cet énoncé, on peut conclure que la valeur estimée minimale ¢, = arg rAnin Z?Zl 1/m; 1 (q) est
une estimation convergente par rapport au plan de sondage pour ¢, de sorte que Q, (o) en (2.2) converge
aussi par rapport au plan de sondage pour Q, (o). Il est facile de montrer que Q,, (ct) est Iinverse de la

fonction de répartition cumulative pondérée normalisée

JZ;l/ﬁj

selon la notation utilisée par Kuk (1988). Soulignons que F, (y) correspond a I’estimation de Hajek (1971)
pour la fonction de répartition cumulative (voir aussi Rao et Wu 2009) et n’est donc pas une estimation de
Horvitz-Thompson. Par conséquent, QN (o) n’est pas sans biais par rapport au plan de sondage.
Néanmoins, F,, (y) est une fonction de répartition valide et peut donc étre considérée comme une version
normalisée de D’estimateur de Lahiri ou de Horvitz-Thompson de la fonction de répartition (voir
Lahiri 1951), désignée par
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. 1

F(y) = 2ty < )
j=1

Kuk (1988) propose de remplacer IfL (1) par d’autres estimations de la fonction de répartition : au lieu
d’estimer la fonction de répartition elle-méme, il suggere d’estimer la proportion complémentaire §R (y)

qui méne ensuite & I’estimation F, (y) définie par

'fR (y)=1- SAR (y) = l_liil/njl{yj > Y}~

Directement a partir de ces définitions, on peut exprimer F (-) en termes de Fy (-) par

n
13 ;1/7-[]

lfR=1—NjZ:;1/nj+|fL et F = N

Fy- (2.3)

Kuk (1988) montre que, en vertu d’un échantillonnage a probabilités inégales, 1’estimation de la médiane
dérivée de Fy est plus efficace que celles qui sont dérivées de F,, et F_ en termes d’estimation de I’erreur
quadratique moyenne. Soulignons que les estimateurs IfN , IfL et IfR coincident dans le cas d’un

¢chantillonnage aléatoire simple sans remise ou ; = n = n/N.

3 Estimation des expectiles

Les expectiles sont une solution de rechange aux quantiles. La fonction expectile M (o) est donc définie

par remplacement de la perte L, dans I’expression (2.1) par la perte L, pour donner
N
M (o) = arg min {2 w, (Y, = m)(Y, - m)z}. 3.1
S

Soulignons que M (a) est continue en oo méme pour des populations finies. En outre, M (0,5) est égale a
la valeur moyenne Y = ZiN:IYi /N. A partir de 1’échantillon Yi,.--, ¥, avec probabilités d’inclusion
T,,...,T,, on peut estimer M (o) en remplacant la somme de I’expression (2.2) par sa version

d’échantillon, c¢’est-a-dire

M (o) = arg mmin{znlwm,j (y, - m)z}
=1

i

avec W, ; correspondant a la définition ci-dessus. II est facile de voir que la somme dans M (o) est une

i
estimation sans biais par rapport au plan de la somme dans M (o). L’estimation elle-méme n’est toutefois
pas sans biais par rapport au plan comme pour la fonction quantile susmentionnée. Toutefois, on peut utiliser

les mémes arguments que pour Q, (o) en (2.2) pour établir la convergence par rapport au plan de sondage.
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4 Des expectiles a la fonction de répartition

La fonction quantile Q (o) et la fonction expectile M (o) définissent toutes deux de fagon unique une
fonction de répartition F (.). Tandis que Q (a) est une simple inversion de F (.), la relation entre M (o)
et F (.) estplus complexe. Selon Schnabel et Eilers (2009) et Yao et Tong (1996), on peut établir la relation
(1-a)G(M () + a{M (0,5 - G(M ()}

(I1-a)F (M () + afl = F (M (a))

M (a) = 4.1
ou G(m) est la fonction génératrice des moments définie par G(m) = ZiN:lYi 1{Y, <m}/N.
L’expression (4.1) donne la relation unique de la fonction M (o) a la fonction de répartition F (.). Il faut
maintenant résoudre (4.1) pour F (.), c’est-a-dire exprimer la répartition F (.) en termes de la fonction
expectile M (.). Cela n’est apparemment pas possible sous une forme analytique, mais on peut effectuer le
calcul numériquement. Pour ce faire, on évalue la fonction ajustée M (a) selon un ensemble dense de
valeurs 0 < o, < @, ... < o, < 1, en désignant les valeurs ajustées par M, = M (a,). On définit aussi
des bornes a gauche et a droite par M, = m, —c, et M, = mM_+c ,,, ou C, et C_ sont des constantes
définies par I’utilisateur. Par exemple, on peut définir ¢, = m, —m, et ¢, ,, = M _—m _,. Ce faisant, on
dérive les valeurs ajustées pour la fonction de répartition cumulative F(.) a mM,, que l’on écrit
F :=F(m) = le:lsj pour les échelons non négatifs Sj >0,j=1,...,L avec ?:181 <1. On
définit 8L+1 =1- ZILZI 8, pour faire de F (.) une fonction de répartition. En supposant une répartition
uniforme entre les points de support M, de ’ensemble dense, on peut exprimer la fonction de génération

des moments G (.) par simple intégration séquentielle comme
|
G = G(m) = [ xdF (x) = Xd}3,,
j=1

ou dj = (h; — m;_,)/2 sous la contrainte que G,., =M (0,5) et M (0,5) = Z:Zl(yj/nj)/zl;zl(l/nj).

Avec les échelons 8, ,I =1,..., L, on peut maintenant réécrire I’expression (4.1) comme
| |
(1-0)> d5; + O‘[M (0,5) - Zdjsjj
_ =1 =1
| | B
(1-0)D 8, + 0‘[1 - ZSJ'J
j=1 j=1

que I’on résout ensuite pour J,,...,9,. Il s’agit d’un exercice numérique relativement direct sur le plan

m,

conceptuel. On peut consulter Schulze Waltrup et coll. (2014) pour les détails. Une fois qu’on a calculé
81,...,8,_, on obtient une estimation pour la fonction de répartition cumulative, qu’on écrit F" (y) =
lemlq Sl. On peut aussi inverser F\' (.), ce qui donne une fonction quantile ajustée que I’on désigne
Qv (o).

Comme le montre Kuk (1988), 4 la fois théoriquement et empiriquement, F (.) est plus efficiente que

F, (.). On exploite cette relation en 1’appliquant a F\" (.) pour obtenir 1’estimateur
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. 1o ZI/TC]

FM =1 —N1/n + 12 FM,
R NJZ:;/J N N

Dans la section qui suit, on compare les quantiles calculés a partir de 1’estimateur fondé sur les expectiles
|wa| avec les quantiles calculés a partir de IfR. Soulignons que IfR'VI et IfR ne sont pas des fonctions de

répartition appropriées puisqu’elles ne sont pas normalisées pour prendre des valeurs situées entre 0 et 1.

5 Simulations

On a réalisé une petite étude par simulations pour illustrer I’efficacité des estimations fondées sur les
expectiles. On utilise ci-dessous la méthode d’échantillonnage de Midzuno (voir Midzuno 1952); les
probabilités d’inclusion wr; sont définies comme €tant proportionnelles a une mesure de la taille X, selon
le module « sampling » de Tillé et Matei (2015) dans le logiciel R. On examine deux ensembles de données,
que Kuk (1988) a aussi utilisés. Le premier ensemble de données (Logements) comprend deux variables
fortement corrélées (corrélation de 0,97), soit le nombre d’unités de logement (X) et le nombre d’unités
louées (Y); voir aussi Kish (1965). Le deuxiéme ensemble de données (Villages) comprend de
I’information sur la population (X) et sur le nombre de personnes travaillant dans des entreprises familiales
(Y) dans 128 villages de I’Inde; voir Murthy (1967). Dans le deuxiéme ensemble de données, la corrélation
entre Y et X s’établit a 0,54. Afin de comparer les résultats de la simulation a ceux de Kuk (1988), on a
choisi un échantillon de la méme taille, soit n = 30 (pour une population totale de N = 270 en ce qui
concerne les données sur les logements et de N = 128 pour les données sur les villages).

On compare les quantiles définis par I’inversion de F, avec les quantiles définis par I’inversion de F," .
Le tableau 5.1 présente la racine de ’erreur quadratique moyenne (REQM) et I’efficience relative pour
certains quantiles. On constate que la médiane pour les données relatives aux villages et, pour les données
relatives aux logements, les quantiles supérieurs dérivés des expectiles ont une efficience accrue. En outre,

le gain d’efficience n’est pas uniforme; on constate en effet une perte d’efficience dans les quantiles

inférieurs.
Tableau 5.1
Comparaison de I’erreur quadratique moyenne fondée sur 500 répliques
o quantiles quantiles dérivés des efficience relative
EQM (QR (a)) expectiles EQM (QQ" (a))
M B
EQM(Q' (@) EQM (G, (@)
Logements 0,1 2,57 2,76 1,07
0,25 1,77 1,97 1,11
0,5 2,45 2,35 0,96
0,75 3,15 2,91 0,92
0,9 4,20 3,43 0,82
Villages 0,1 5,52 6,65 1,21
0,25 11,41 10,31 0,90
0,5 12,29 11,69 0,95
0,75 16,24 15,41 0,95
0,9 13,31 18,34 1,38
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Pour mieux comprendre, on a réalisé une simulation a 1’aide d’un échantillon plus grand de taille
n = 100 sélectionné a partir de populations de tailles N = 1 000 et N = 10 000. Onatiré Y et X d’une
loi log-normale standard bivariée avec 1 = 0 et ¢ = 1. Les variables Y et X sont tirées de fagon que la
corrélation entre les variables soit égale a 0,9. On a encore une fois calculé la racine de I’erreur quadratique
moyenne pour une gamme de valeurs de o; I’efficience relative de I’approche fondée sur les expectiles est
illustrée a la figure 5.1. Pour une meilleure présentation visuelle, les graphiques donnent une version lissée
de I’efficience relative. On constate une diminution de la racine de I’erreur quadratique moyenne dans les
deux cas, soient N =1 000 et N = 10 000. On peut conclure que les expectiles peuvent étre facilement
ajustés dans un échantillonnage a probabilités inégales et que la relation entre les expectiles et la fonction
de répartition peut étre exploitée numériquement pour calculer les quantiles avec une efficience accrue. Ce
gain d’efficience ne se vérifie que pour les quantiles supérieurs, ¢’est-a-dire pour les valeurs de o dont la
borne inférieure est strictement positive. Soulignons toutefois que le plan de sondage est tel que les grandes
valeursde Y sont échantillonnées selon une probabilité supérieure, puisque le plan de sondage vise a obtenir
des estimations plus fiables pour le c6té droit de la fonction de répartition, c¢’est-a-dire pour les quantiles
supérieurs. Si on s’intéresse aux quantiles inférieurs, il faut utiliser un plan de sondage différent en attribuant
une probabilité d’inclusion accrue aux personnes ayant une valeur Y faible. Dans ce cas, on observerait un

comportement correspondant au reflet de celui qui est illustré a la figure 5.1 en ce qui concerne a.

Modéle lisse pour N =1 000 Modéle lisse pour N = 10 000
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Figure 5.1 Racine de I’erreur quadratique moyenne (REQM) relative des quantiles et des quantiles dérivés des
expectiles pour le plan de sondage avec probabilité proportionnelle a la taille (PPT), calculée a
partir de 500 répliques (a gauche : N = 1 000; adroite: N = 10 000).

6 Discussion

A la section 4, on a augmenté la boite & outils des expectiles & I’estimation des fonctions de répartition

dans le cadre d’un échantillonnage a probabilités inégales. On a défini les expectiles pour des échantillons
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a probabilités inégales. Quand on compare les quantiles fondés sur F, avec les quantiles reposant sur
I’estimateur fondé sur les expectiles lfRM , on constate que I’estimateur proposé offre un bon rendement en
comparaison des méthodes existantes. Le calcul des expectiles empiriques est mis en ceuvre dans le logiciel
libre R (voir R Core Team 2014) et se trouve dans le module expectreg du logiciel R mis au point par
Sobotka, Schnabel, et Schulze Waltrup (2013). Le calcul de I’estimateur de la fonction de répartition fondé
sur les expectiles IfN'V| fait aussi partie du module expectreg du logiciel R. Le calcul de |wa| est toutefois
plus exigeant que celui de F, parce qu’il comporte trois étapes : il faut d’abord calculer les expectiles
pondérés selon la méthode exposée a la section 3, puis estimer IfRN et enfin, dériver IfRM a partir de IfRN
(voir la section 4). Dans la simulation log-normale, il faut environ 2-3 secondes pour calculer F." pour

N = 1000, tandis que ’effort pour calculer F, est négligeable.
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ADDENDUM

Répartition optimale assistée par modele pour des domaines planifiés en
utilisant I’estimation composite

Wilford B. Molefe et Robert Graham Clark
Volume 41, numéro 2, (décembre 2015), 399-410

Dans le deuxieme paragraphe de la page 378 de notre document, nous examinons le document de Choudhry,
Rao et Hidiroglou, publié en 2012. Tel que formulé, le paragraphe sous-entend une critique de ce document,
ce qui ne correspond pas a nos intentions et nous souhaitons par la présente corriger et clarifier notre examen.
Les coefficients de variation (c.v.) auxquels nous avons fait référence se trouvent au tableau 5 de Choudhry
et coll. (2012), et I’en-téte du tableau indique clairement que les c.v. sont des estimateurs composites, plutét
que de nature non spécifiée comme nous I’avons incorrectement mentionné. Nous avons également suggéré
que certains c.v. de ce tableau sont étonnamment élevés. Ce serait bel et bien le cas si les c.v. (appelés en
fait des racines carrées relatives de I’erreur quadratique moyenne, selon les régles courantes) avaient été
calculés au moyen de I’approximation de Longford (2006) ou des erreurs quadratiques moyennes prévues,
qui y sont tres semblables. Cependant, Choudhry et coll. (2012) ont utilisé un estimateur de I’erreur
quadratique moyenne différent (et plus conventionnel), et, compte tenu de ces renseignements, les valeurs
élevées ne sont pas surprenantes.

Nous avons également affirmé que Choudhry et coll. (2012) n’ont pas étudié la question de savoir si d’autres
plans, comme la répartition exponentielle, pouvaient donner des valeurs plus faibles du critére de Longford.
Cela est exact, et cette situation nous a incités a effectuer la recherche sur le sujet dans notre document.
Néanmoins, nous aurions di préciser que Choudhry et coll. (2012) avaient pris en compte la répartition par
la racine carrée, un cas particulier de la répartition exponentielle, selon d’autres criteres comme
I’établissement de niveaux de tolérance pour les c.v. sur de petits domaines.
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