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Estimation sur petits domaines sous un modele de
Fay-Herriot avec test préliminaire pour la présence d’effets
aléatoires de domaine

Isabel Molina, J.N.K. Rao et Gauri Sankar Datta’

Résumé

Le modéle de Fay-Herriot est un modéle au niveau du domaine d’usage trés répandu pour I’estimation des
moyennes de petit domaine. Ce modele contient des effets aléatoires en dehors de la régression linéaire (fixe)
basée sur les covariables au niveau du domaine. Les meilleurs prédicteurs linéaires sans biais empiriques des
moyennes de petit domaine s’obtiennent en estimant les effets aléatoires de domaine, et ils peuvent étre
exprimés sous forme d’une moyenne pondérée des estimateurs directs propres aux domaines et d’estimateurs
synthétiques de type régression. Dans certains cas, les données observées n’appuient pas I’inclusion des effets
aléatoires de domaine dans le modele. L’exclusion de ces effets de domaine aboutit a I’estimateur synthétique
de type régression, autrement dit un poids nul est appliqué a I’estimateur direct. L’étude porte sur un estimateur
a test préliminaire d’une moyenne de petit domaine obtenu aprés I’exécution d’un test pour déceler la présence
d’effets aléatoires de domaine. Parallelement, elle porte sur les meilleurs prédicteurs linaires sans biais
empiriques des moyennes de petit domaine qui donnent toujours des poids non nuls aux estimateurs directs
dans tous les domaines, ainsi que certains estimateurs de rechange basés sur le test préliminaire. La procédure
de test préliminaire est également utilisée pour définir de nouveaux estimateurs de I’erreur quadratique
moyenne des estimateurs ponctuels des moyennes de petit domaine. Les résultats d’une étude par simulation
limitée montrent que, si le nombre de domaines est petit, la procédure d’essai préliminaire mene a des
estimateurs de I’erreur quadratique moyenne présentant un biais relatif absolu moyen considérablement plus
faible que les estimateurs de I’erreur quadratique moyenne usuels, surtout quand la variance des effets
aléatoires est faible comparativement aux variances d’échantillonnage.

Mots-clés : Modéle au niveau du domaine; meilleur prédicteur linéaire sans biais empirique; erreur quadratique moyenne;
test préliminaire; estimation sur petits domaines.

1 Introduction

Un modeéle de base au niveau du domaine, appelé modéle de Fay-Herriot (FH), est souvent utilisé pour
obtenir des estimateurs efficaces des moyennes de domaine quand les tailles d’échantillon dans les
domaines sont petites. Ce modéle comprend des effets aléatoires de domaine non observables, et le
meilleur prédicteur linéaire sans biais empirique (EBLUP pour empirical best linear unbiaised predictor)
d’une moyenne de petit domaine s’obtient en estimant I’effet aléatoire associé. L’EBLUP est une
combinaison pondérée d’un estimateur direct propre au domaine et d’un estimateur synthétique de type
régression qui utilise toutes les données. Un estimateur de I’erreur quadratique moyenne (EQM) de
I’EBLUP a été obtenu pour la premiére fois par Prasad et Rao (1990) en utilisant un estimateur par la
méthode des moments de la variance des effets aléatoires, et plus tard par Datta et Lahiri (2000) pour
I’estimateur du maximum de vraisemblance restreint (MVRE) de la variance. Rao (2003, Chapitre 7)
donne un compte rendu détaillé des EBLUP et des estimateurs de leur EQM pour les modeles FH.

Parfois, les données observées n’appuient pas I’inclusion des effets de domaine dans le modele.
L’exclusion de ces effets méne a I’estimateur synthétique de type régression. Partant de cette idée, Datta,

1. Isabel Molina, Département de statistiques, Université Carlos 111 de Madrid, C/Madrid 126, 28903 Getafe (Madrid), Espagne et Instituto de
Ciencias Matematicas (ICMAT), (Madrid), Espagne. Courriel : isabel. molina@uc3m.es; J.N.K. Rao, Ecole de mathématiques et de
statistiques, Université Carleton, Ottawa, Canada; Gauri Sankar Datta, Département de statistiques, Université de Géorgie, Athens, Etats-Unis.
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Hall et Mandal (2011) ont proposé d’effectuer un test préliminaire pour déterminer la présence d’effets
aléatoires de domaine a un seuil de signification spécifié, et de définir I’estimateur pour petits domaines en
fonction du résultat du test. Si I’hypothése nulle de I’absence d’effets aléatoires de domaine n’est pas
rejetée, le modéle sans effets de domaine est pris en considération pour estimer les moyennes de petit
domaine, c’est-a-dire que I’estimateur synthétique de type régression est utilisé. Si I’hypothése nulle est
rejetée, I’lEBLUP habituel sous le modele FH avec effets de domaine est utilisé. Datta et coll. (2011) ont
remarqué que I’estimateur a test préliminaire (ETP) pouvait aboutir a des gains d’efficacité importants
comparativement a I’EBLUP, particulierement quand le nombre de petits domaines est modéré. En guise
de test préliminaire, ils ont considéré un test fondé sur la normalité, ainsi qu’un test de type bootstrap qui
permet d’éviter I’hypothése de normalité.

Quand la variance estimée des effets de domaine est nulle, ’EBLUP devient automatiquement
I’estimateur synthétique de type régression. Cependant, I’/EQM estimée obtenue par Prasad et Rao (1990)
ou par Datta et Lahiri (2000) ne se réduit pas a ’EQM estimée de I’estimateur synthétique de type
régression. Donc, les estimateurs habituels de I’'EQM sont biaisés pour une faible variance des effets
aléatoires. Par conséquent, nous proposons des estimateurs de I’EQM de I’EBLUP basés sur la procédure
de test préliminaire (TP). Si le test indique que la variance des effets aléatoires n’est pas importante, nous
considérons I’estimateur de I’EQM de I’estimateur synthétique. Sinon, nous considérons les estimateurs
habituels de ’/EQM de I’EBLUP.

L’EBLUP applique un poids nul aux estimations directes pour tous les domaines quand la variance
estimée des effets de domaine est nulle. Par ailleurs, les praticiens des sondages préférent souvent
appliquer un poids strictement positif aux estimations directes, parce que ces derniéres utilisent les
données au niveau de I’unité propres au domaine disponibles et intégrent aussi le plan de sondage. Li et
Lahiri (2010) ont présenté un estimateur du maximum de vraisemblance ajusté (MVA) de la variance des
effets aléatoires qui est toujours positif et, par conséquent, méne a des EBLUP donnant des poids
strictement positifs aux estimateurs directs. Comme nous le verrons, un prix est payé sous forme de biais
lorsqu’on utilise I’EBLUP basé sur I’estimateur MVVA. Nous proposons ici d’autres options d’estimateurs
pour petits domaines qui donnent toujours un poids positif aux estimateurs directs, mais avec un biais plus
faible.

Dans le présent article, nous étudions empiriquement les propriétés des estimateurs ETP des moyennes
de petit domaine comparativement aux EBLUP habituels et a d’autres estimateurs proposés. En
particulier, nous étudions le choix du seuil de signification pour les estimations de domaine et pour les
estimations de I’/EQM basées sur le test préliminaire (TP). Les EBLUP basés sur I’estimateur MVA de la
variance des effets aléatoires de Li et Lahiri (2010), qui donnent des poids non nuls aux estimateurs
directs dans tous les domaines, sont également étudiés et comparés aux versions TP de I’estimateur MVA
(TP-MVA). Différents estimateurs de I’EQM de ces estimateurs ETP-MVA sont également étudiés en ce
qui a trait au biais relatif. En nous fondant sur les résultats de simulation, nous recommandons les EBLUP
et les estimateurs de I’EQM qui ont de bonnes propriétés. Enfin, nous examinons la couverture et la
longueur des intervalles de prédiction fondés sur I’hypothese de normalité, obtenus en utilisant les EBLUP
et les estimateurs de I’EQM associés.

La présentation de I’article est la suivante. A la section 2, nous décrivons le modéle FH et les EBLUP
des moyennes de petit domaine. A la section 3, nous commentons I’estimation de I’EQM. A la section 4,
nous présentons les estimateurs ETP des moyennes de petit domaine et les estimateurs de I’lEQM basés sur

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue
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le TP. A la section 5, nous décrivons les estimateurs pour petits domaines et les estimateurs de I’'EQM
associés sous estimation MVA de la variance des effets de domaine. A la section 6, nous présentons des
estimateurs de rechange qui appliquent également des poids positifs aux estimateurs directs, ainsi que les
estimateurs de ’EQM proposés. A la section 7, nous présentons les résultats de I’étude par simulation.
Enfin, a la section 8, nous tirons certaines conclusions.

2 Estimation des moyennes de petit domaine

Considérons une population partitionnée en m domaines et soit 0, la moyenne de la variable d’intérét
pour le domaine i,i = 1,...,m. Nous supposons qu’un échantillon est tiré indépendamment dans chaque
domaine. Soit y; un estimateur direct sans biais sous le plan de sondage de O, obtenu en utilisant des
données d’enquéte provenant du domaine échantillonné i. Les estimateurs directs sont trés inefficaces
pour les domaines dont I’échantillon est de petite taille. Nous étudions I’estimation sur petits domaines
sous un modéle au niveau du domaine, dans lequel les valeurs des covariables au niveau du domaine sont
disponibles pour tous les domaines. Le modele fondamental de ce type est le modele de Fay-Herriot,
introduit par Fay et Herriot (1979) pour estimer le revenu par habitant dans de petites localités aux Etats-

Unis. Ce modéle comprend deux parties. La premiére repose sur I’hypothése que les estimateurs directs,
y;, des moyennes de petit domaine, 6,, sont sans biais sous le plan de sondage, et satisfont

y; =0, +e, eilrnde(O,Di), i=1,...,m. (2.1)
Ici, la variance d’échantillonnage D, = Var(y,|0;) est supposée connue pour tous les domaines
i =1,...,m. En pratique, les valeurs de D, sont déterminées a partir de sources externes ou en lissant les
variances d’échantillonnage estimées en utilisant une méthode a fonction de variance généralisée (Fay et
Herriot 1979).
Dans la deuxiéme partie du modele de Fay-Herriot, 0, est traité comme étant aleatoire et I’on suppose
qu’un vecteur p de covariables au niveau du domaine, x,, relié linéairement a 0., est disponible pour
chaque domaine i, c’est-a-dire

iid

0, =x;p+v,, v,~N(,A), i=1,..,m, (2.2)

ou v, est I’effet aléatoire du domaine i, supposé indépendant de e,, et A > 0 est la variance des effets
aléatoires. Observons que, marginalement,
ind
y,~N (B, D;, +A), i=1..m (2.3)
En posant que y = (Y,,...,Y,) .X = (x,,...,x,,) et D = diag(D,,...,D,,), le modéle (2.3) peut
étre exprimé en notation matricielle sous la forme y ~ N {Xp,Z(A)} avec X(A) =D + AI,, ou I,

désigne la matrice identité de dimensions m x m. Si A est connue, le meilleur prédicteur linéaire sans

biais (BLUP) par composante de ® = (0,,...,0, )" est donné par

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue
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(A = (0,(A,....0 (A) = XBA + AT (A {y - XB(A)}, (2.4)

ou

BA = XTTAXTXTTAY

(2.5)

-1 m

{i(A+ Di)lxix;} Z(A+ D))" x,y,

est I’estimateur des moindres carrés pondérés (MCP) de B. Toutefois, en pratique, A est inconnue. En

substituant un estimateur convergent A & A dans le BLUP (2.4), nous obtenons I’EBLUP donné par

6=08,,...8) =Xp+ A" (y - Xp), (2.6)

ou ﬁ = B(A) et =D+ Alm. Pour le i°® domaine, ’'EBLUP de 6, peut étre exprimé comme une

combinaison linéaire convexe de I’estimateur synthétique de type régression x;B et de I’estimateur direct
y;, sous la forme

6, = B, (Axp+1{1-B,(Aly, 2.7)

ou le poids appliqué a I’estimateur synthétique de type régression x}ﬁ est donné par B, (A, od
B, (A) = D, /(A + D;). Notons que le poids augmente avec la variance d’échantillonnage D,. Donc,
quand I’estimateur direct n’est pas fiable, c’est-a-dire que D, est grande comparativement & la variance

totale A + D;, un poids plus important est appliqué a I’estimateur synthétique de type régression x}ﬁ.
Par ailleurs, si I’estimateur direct est efficace, D, est petite comparativement a A+ D,, et un plus grand
poids est alors donné a I’estimateur direct ;.

Plusieurs estimateurs de A ont été proposés dans la littérature, y compris des estimateurs des moments
sans hypothése de normalité, I’estimateur du maximum de vraisemblance (MV) et I’estimateur du
maximum de vraisemblance restreint (ou résiduel) (MVRE). L’estimateur MV de A est
AMV = max (0, AIAV), ou A:,N peut étre obtenu en maximisant la fonction de vraisemblance profil

donnée par
_ -1/2 1 '
L, (A = clZ(AI" exp _EyP(A)y :

ou C désigne une constante générique et

P(A) =2 A - AXXE WX T XEL (A,

L’estimateur MVRE de A est ARE = max (0, A;E), ou A;E s’obtient en maximisant la vraisemblance
restreinte/résiduelle, donnée par
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-1/2

Lee (A = cXE (A X2 (A exp {—;y'P(A)y}.

Dans le présent article, nous nous concentrons sur I’estimateur MVRE A qui est fréquemment utilisé en

pratique, et nous désignons par 0. = (éRE,l"" : éRE,m)' I’EBLUP donné en (2.6) obtenu avec A = A,

3 Erreur quadratique moyenne

Notons que le BLUP 8, (A) de la moyenne de petit domaine 6, est une fonction linéaire de y. Donc,
son EQM peut étre calculée facilement et est donnée par la somme de deux termes :

EQM {6, (A} = g, (A + g,, (A,

ou g,; (A) est di a I’estimation de I’effet aléatoire de domaine v, et g, (A) est di a I’estimation du
parameétre de régression f, avec

g, (A D, {1- B, (A},
g, (A = BZ(Ax XET(AX " x,.

Cependant, ’'EBLUP éi donné en (2.7) n’est pas linéaire en y en raison de I’estimation de la variance
des effets aléatoires A. En utilisant un estimateur des moments de A, Prasad et Rao (1990) ont obtenu

une approximation d’ordre deux correcte de I’/EQM de ’EBLUP. Plus tard, Datta et Lahiri (2000) et Das,

Jiang et Rao (2004) ont obtenu une approximation d’ordre deux correcte de I’EQM sous estimation du
MV et du MVRE de A. En utilisant I’estimateur MVRE de A, leur approximation de I’lEQM, pour une

grande valeur de m, est donnée par

EQM (Bpe,) = 9y (A + g, (A + g, (A +0(m™), (3.1)
ou
Ve (A 2
g, (A = B? (A);EiD et Ve (A= =
E > (A+D,)?
i=1

Notons que, quand m — o, g,, (A = 0@, g, (A =0(m™) et g,, (A =0(m™), de sorte que
g,; (A) est le terme principal dans ’lEQM quand m est grand. Cependant, si A est petite, le terme
g, (A) est approximativement nul et g, (A) pourrait alors devenir le terme principal quand m est petit.
Par exemple, en ne prenant qu’une seule covariable (p = 1) avec des valeurs constantes X, = 1 et des
variances d’échantillonnage constantes D, = D,i = 1,...,m, et en posant que A = 0, nous obtenons
g, =0,g9, (0 =D/m et g, (0 =2D/m; autrement dit, g, (0) est deux fois plus grand que
g, (0.

Datta et Lahiri (2000) ont obtenu un estimateur de I’EQM de I’'EBLUP éRE,i donné par
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eqm (éRE,i) =0y (ARE) + 0y (ARE) + 2gSi (ARE)' (3.2)

L’estimateur de I’'EQM (3.2) est sans biais d’ordre deux en ce sens que
E {eam (0re, )} = EQM (04, ) + 0(m™),

Dans le cas o0 A =0, le BLUP éRE,i de 6, devient I’estimateur synthétique de type régression
éSYN,i = x/p(0). Mais étonnamment, I’approximation de I’/EQM de I’'EBLUP donnée en (3.1) peut étre
trés différente de I’EQM de I’estimateur synthétique. Notons que cette derniére est donnée par

EQM (éSYN,i) = 0, (0) < gy (O + gy (0,
parce que le terme g, (0) est strictement positif, méme pour A = 0. En fait, dans I’exemple simple
d’une seule covariable (p = 1) avec valeurs constantes x; = 1 et variances d’échantillonnage constantes
D, = D,i =1,....,m, nous avons EQM (84,.) = g, (0 = D/m, tandis que I’approximation de
I’EQM de I"EBLUP donnée en (3.1) avec A = 0 donne EQM (¢;) ~ g, (O + g, (0 = 3D/m, qui

est trois fois plus grande. Il se fait que (3.1) n’est pas une bonne approximation de ’'EQM de 'EBLUP
quand A = 0 et, nous devrions plutdt utiliser EQM (éRE'i) = g, (0). En outre, puisque pour A =0,
cette quantité ne dépend d’aucun paramétre inconnu, nous pouvons aussi la prendre comme estimateur de
I’EQM, c’est-a-dire que nous pouvons prendre egm (éRE,i) =g, (0.

En pratique, la vraie valeur de A est inconnue, mais nous avons un estimateur convergent ARE. Quand
ARE = 0, PEBLUP devient I’estimateur synthétique de type régression pour tous les domaines,
c’est-a-dire

Ores = Oy = XBO,i=1,...,m.

Dans ce cas, 0;; (ARE) = 0 pour tous les domaines et I’estimateur de I’lEQM donné en (3.2) se réduit a

eqm (Bpc;) = 95 (O + 295, (0 > g, (O = EQM (Bgyy;),i = 1,...,m.

Donc, I’estimateur de ’EQM donné en (3.2) peut gravement surestimer I’EQM pour ARE = 0. Afin de

reduire la surestimation, nous considérons un estimateur modifié de ’/EQM de 6 ; donné par

~ 9, Si Age = 0,
eqm, (0pe, ) = { . - R - 33)
P 9y (ARE) + 0y (ARE) + 295 (ARE) Si Age > 0,

ol g, =9, 0 = x| (X'D_lX)_lxi,i =1,...,m.
En fait, pour une valeur de A proche de zéro, il se peut que g,; soit plus proche de la vraie EQM que

I’estimateur de ’EQM complet egm (éRE,i ) mais la question qui se pose est celle de savoir quand A est

suffisamment proche de zéro. Cette question motive le recours a une procédure de test préliminaire de
A = 0 pour définir des estimateurs de rechange de I’'EQM de I’EBLUP a la section 4.
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4 Estimateurs a test préliminaire

L’estimateur de A utilisé dans ’EBLUP de 6, introduit une incertitude qui pourrait ne pas étre
negligeable quand m est petit. En effet, dans I’estimateur (3.2) de ’EQM, le terme g, découle de
I’estimation de A. Cependant, quand la valeur de A est suffisamment faible par rapport aux variances
d’échantillonnage, cette incertitude pourrait étre évitée en utilisant I’estimateur synthétique de type
régression x/p(0) au lieu de ’EBLUP. Datta et coll. (2011) ont proposé un estimateur pour petits
domaines basé sur une procédure de test préliminaire de I’hypothése H, : A = 0 contre H, : A > 0. Si
H, n’est pas rejetée, I’estimateur synthétique de type régression est utilisé comme estimateur de 0;;

sinon, I’lEBLUP habituel est utilisé. Ils ont proposé la statistique de test

T = (y - XﬁTP)' D™ (y - XﬁTP)’

ou ﬁTP = (XD X'D'y est I’estimateur MCP de B obtenu en supposant que H, : A =0 est

2
m-p

un seuil de signification spécifié o, I’estimateur ETP de 0 défini par Datta et coll. (2011) est donné par

vérifiée. La statistique de test T suit une loi X avec m — p degrés de liberté sous H,. Alors, pour

~ ~ ~ ' B i < 2 X
0 = (0gpysee O5pn) = Xpre SIT = Hinp
TP TP.11 ' VTP m 0 SiT > X2

RE

m-p,a’?

ou anq_p,u est la valeur critique superieure au seuil o de X;_p. L’estimateur ETP est congu
spécialement pour traiter les cas ou le nombre de petits domaines est modeste, disons m = 15.

Ici, nous proposons d’utiliser la procédure TP pour I’estimation de I’EQM de I’EBLUP, en ne
considérant que I’EQM de I’estimateur synthétique g,, quand I’hypothése nulle n’est pas rejetée, et

I’estimation compléte de I’EQM autrement. Mais soulignons que la statistique de test T dans la procédure
TP ne deépend pas de I’estimateur de A. Cela signifie que, méme quand H, est rejetée, il peut arriver que

ARE = 0. Donc, ici, nous définissons I’estimateur ETP de I’'EQM de ’EBLUP @REJ sous la forme

) 0 SiT<X2,, ou Ag=0
cam.. (6. ) = ) ) A * . 4.1
A ( REYI) {gli (ARE) + 0y (ARE) + 20y (ARE) SiT > Xrifp,a et Ag >0 Y

5 Maximum de vraisemblance ajusté

Les méthodes d’estimation de A décrites a la section 2 pourraient produire des estimations nulles. Le
cas échéant, les EBLUP attribueront un poids nul aux estimateurs directs dans tous les domaines, quelle
gue soit I’efficacité de I’estimateur direct dans chaque domaine. Par ailleurs, les praticiens des sondages
préferent souvent attribuer systématiquement un poids strictement positif aux estimateurs directs, parce
gu’ils sont fondés sur des données au niveau de I’unité propres au domaine pour la variable d’intérét, sans
I’hypothése d’un modeéle de régression. Pour cette situation, Li et Lahiri (2010) ont proposé I’estimateur
du maximum de vraisemblance ajusté (MVA) qui donne un estimateur strictement positif de A. Cet

estimateur, designé ici A, ., S’obtient en maximisant la vraisemblance ajustée définie par
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Lya (A = Ax L, (A,

L’EBLUP donné en (2.6) avec A = A, sera noté ci-aprés sous la forme 8, = (Buazr-r Ouvan) -

Notons que éMVA attribue des poids strictement positifs aux estimateurs directs.

~

Li et Lahiri (2010) ont propose un estimateur sans biais d’ordre deux de ’EQM de 0,,,, ; donné par

egm (éMVA,i) = 0Oy (AMVA) + 0y (AMVA) + 29, (AMVA) 5.0)

- Bi2 (AMVA) bMVA (AMVA)'
oll by, (A est le biais de A, qui est donné par

b (A = trace {P (A — 27 (A} + 2/A
MvA ST trace {X? (A}

6 Estimateurs combinés

L’estimateur MVA strictement positif de A présente habituellement un plus grand biais que les
estimateurs MV ou MVRE quand A est relativement petite par rapport aux D,. Donc, si nous voulons
encore obtenir un estimateur pour petits domaines qui applique un poids strictement positif a I’estimateur
direct, afin de réduire le biais susmentionné, il sera préférable de n’utiliser I’estimateur MVVA que quand
cela est strictement nécessaire; c’est-a-dire, quand les données ne fournissent pas suffisamment de preuves
que I’égalité A = 0 n’est pas vraie ou que I’estimateur MVRE résultant de A est nul. Nous présentons ici
deux estimateurs pour petits domaines de 8 donnant un poids strictement positif a I’estimateur direct, qui
ont été obtenus sous forme d’une combinaison de I’EBLUP basé sur la méthode du MVA et de ’EBLUP
basé sur I’estimation du MVRE.

Dans la premiére combinaison proposée, la méthode du MVA est utilisée pour estimer A quand le test
préliminaire ne donne pas lieu au rejet de I’hypothese nulle et dans la deuxieme combinaison proposée,
elle est utilisée quand I’estimation du MVRE n’est pas positive. Plus précisément, le premier estimateur
combiné, appelé ci-apres TP-MVA, est défini par
Oa SIT<X2,, ou Ag =0,

Oromva = 9 _ (6.)
0, sSiT>X? et Ay > 0.

m-p,a

Le deuxieme estimateur combiné, appelé MVRE-MVA, est donné par

A~ ~

n Oyva  Si A =0,
Ocemva = 9. (6.2)
0, SiA; >0,

voir Rubin-Bleuer et Yu (2013). Pour I’estimation de ’'EQM de ﬁREMVA, ces auteurs ont propose
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A edqm (Oywai) SiAy =0,
eqm (O pewvas) = (6.3)

eqm (8nc;)  siAy > 0.
L’utilisation de eqm (éMVA'i) quand A, = 0 donne lieu & une surestimation importante si la valeur
vraie de A est faible, parce que éMVA,i sera plus proche de I’estimateur synthétique de type régression.

Donc, nous proposons I’estimateur de I’EQM de rechange

~ Qi si ARE =0,
eqm, (eREMVA,i) = R (6.4)

eqm (Bpe;) siAy > 0.

De nouveau, puisque, quand la variance A est petite, egm (éRE_i) pourrait encore surestimer la vraie

valeur de ’EQM de éREMVA,i, nous considérons également I’estimateur ETP suivant

A 9, siT< X2, . ou Ay =0
eqm (eREMVA,i) = . _ ) ~ (6.5)
eqm (Oge;) SIT > X2, et Ay >0

7 Expériences de simulation
Une étude par simulation a été congue en vue de répondre aux objectifs suivants :

a) Etudier les propriétés, en termes de biais et d’EQM, des estimateurs ETP quand o varie pour
une valeur fixe de A, et quand A varie pour une valeur fixe de a. Nous souhaitons déterminer

quelles valeurs de o sont adéquates pour une valeur donnée de A.

b) Comparer les estimateurs ETP aux EBLUP basés sur le MVRE et aux EBLUP basés sur le
MVA.

c¢) Etudier les propriétés des estimateurs proposés de I’EQM en ce qui concerne le biais relatif,
ainsi que la couverture et la longueur des intervalles de prédiction.

d) Comparer les trois estimateurs pour petits domaines présentés qui attribuent un poids

strictement positif a I’estimateur direct pour tous les domaines, a savoir I’EBLUP fondé sur les
estimateurs MVA, TP-MVA et MVRE-MVA.

Pour réaliser les objectifs susmentionnés, nous avons généré des données a partir du modele de Fay-
Herriot donné par les équations (2.1) et (2.2) avec une moyenne constante, c’est-a-direavec p = L,p = pn

et x, =1,i =1,...,m. Nous posons que u = 0 sans perte de généralité, que le nombre de domaines est
m =15 etque D, =1,i =1,...,m. L’étude par simulation a été répétée pour des valeurs croissantes de
la variance du modele, A € {0,01; 0,02; 0,05; 0,1; 0,2; 1}, ainsi que pour six seuils de signification du
test de H, : A=0 contre H, : A> 0, a savoir o = {0,05;0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5;. Pour chaque
combinaison de A et o, nous avons procédé aux étapes qui suivent pour chaque exécution de la
simulation ¢ = 1,...,L avec L = 10000 exécutions :
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1. Générer les données au moyen du modéle hypothétique de moyenne nulle constante; c’est-a-
dire

00 = v, v N (0,A)
ind
yi” = 0" +¢"”, ¢”"~N(0,D;), i=1,..,m

2. Calculer les estimateurs suivants de 0 : I'EBLUP basé sur I’estimation du MVRE de A, 0%,
I’estimation ETP, 6%,, ’EBLUP basé sur I’estimation du MVA de A,0{,,, I’estimation
combinée TP-MVA 6%, et I'estimation MVRE-MVA 82, ..

3. Pour chaque domaine i = 1,...,m, calculer : les trois estimations de ’'EQM de I'EBLUP éRE,i
données dans (3.2), (3.3) et (4.1), désignées respectivement par eqm” (8, ),eqm{’ (8¢ ,) et
eqmys (eRE,i)' et les trois estimations (6.3), (6.4) et (6.5) de ’'EQM de I’estimateur combiné
pour petits domaines  Opcua;,  désignées  edm (Oncuva. ) €AMY (Browvai) €L

edmYs (Orewvai), respectivement.

4. Pour chaque domaine i =1,...,m, obtenir les intervalles de prédiction 1 — o fondés sur
I’hypothése de normalité pour la moyenne de petit domaine 6, basée sur les trois estimateurs

considérés de I’EQM de ’EBLUP :

(€3} AW — @)

IC; = Oge;i F 2,04/ €0M (GRE,i)’
0 o )

ICo,i = eRE- Za/2 eqm, (GRE,i)’
o) (@] — o)

ICTP,i = eRE,i + Za/Z eqmy, (eRE,i)’

ou Z,, estlavaleur critique supérieure au seuil a,/2 d’une loi normale centrée réduite.

5. Répéter les étapes1 a4 pour ¢/ =1,...,L, pour L = 10000. Puis, pour chaque estimateur pour

petits domaines 0, € {0re; 01p;s Ovais Oronvais Orenvai )i = 1,...,m, calculer le biais et
I’EQM empiriques sous la forme

- l
72 e(() 9(1’) , EQM -
(=1

L

o) (/)
>0 -
/=1

Obtenir ensuite la moyenne sur les domaines des biais et des EQM absolus sous la forme

'_
'_

BA(®) = ;iB(é')’ EQMA (0) = ;iEQM (6,)

6. Calculer le biais relatif de chaque estimateur de I’'EQM, eqm(8,), comme il suit

BR {eqm (6, { Zeqm“’ - EQM(B )} /EQM(éi)-
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Calculer la moyenne sur les domaines des biais relatifs absolus sous la forme

BRA [eqm 8} = = S'BR {eqm (8, )},
i=1

3 \

7. Pour chaque type d’intervalle de  prédiction IC” = (L”,U"”),  pour
IC;” e {IC",ICy;,1C ,;} donné & I’étape 4, calculer le taux de couverture (TC) et la longueur

moyenne (LM) empiriques comme il suit

#10,” e 1C}" 1e
TC(IC,) = #0167 LM(IC,) = =Y (U - ).
L L~
Enfin, calculer la moyenne sur les domaines des taux de couverture et des longueurs moyennes,
comme il suit

TCUO) = ;ZTC(ICi), LMC) = ;ZLM(ICi).
i=1 i=1

Les figures 7.1 et 7.2 représentent graphiquement les EQM moyennes des estimateurs ETP pour
chaque valeur de A € {0,05;0,1;0,2}, ainsi que ’EQM moyenne des EBLUP basés sur le MVRE et le

MVA en fonction du seuil de signification o. Notons que, quand la valeur de A est petite, pour une
grande valeur de o, la procedure TP donne lieu plus souvent au rejet de H, et par conséquent
I’estimateur ETP devient plus fréquemment ’EBLUP usuel, tandis que si la valeur de o est faible, la
procédure TP donne lieu moins freqguemment au rejet de H,, et I’estimateur synthétique de type régression
est alors utilisé plus souvent. Par contre, pour une grande valeur de A, I’estimateur ETP devient plus
fréquemment I’EBLUP quelle que soit la valeur de o. Les biais absolus des estimateurs ne sont pas
présentés ici, parce qu’ils sont a peu prés les mémes pour tous les estimateurs ETP pour les différentes
valeurs de a. Il en est ainsi parce que, quand le modele est Vérifié, les deux composantes de I’estimateur
ETP, I’estimateur synthétique et ’EBLUP, sont sans biais pour le parametre étudié. Notons que
I’estimateur synthétique est sans biais méme quand A > 0. La premiére conclusion qui se dégage des

figures 7.1 et 7.2 est que I’EQM de I’estimateur ETP est pratiquement constante pour les diverses valeurs
de o > 0,1 Nous voyons aussi que I’'EQM moyenne de I’estimateur ETP pour une valeur donnée de o

augmente avec A, parce que I’estimateur ETP se réduit plus fréquemment & ’EBLUP quand A augmente
et que I’EQM de I’EBLUP augmente avec A. Observons aussi que I’estimateur ETP et I'EBLUP basé sur
le MVVRE donnent des résultats trés similaires pour o > 0,2. Cependant, pour o < 0,2, I’estimateur ETP
devient plus efficace que ’EBLUP aussitot que A s’approche de I’hypothese nulle (A < 0,1), ce qui
concorde avec la remargue de Datta et coll. (2011).

Pour ’EBLUP basé sur le MVA, les figures7.1 et 7.2 montrent que I’EQM moyenne est
considérablement plus grande que celles des deux autres estimateurs, mais que les écarts par rapport aux
autres diminuent & mesure que A augmente. Cette situation est attribuable au biais de I’estimateur MVA
de A quand la valeur de A est petite. Nous étudierons plus loin les estimateurs pour petits domaines
combinés TP-MVA et MVRE-MVA, qui n’utilisent ’TEBLUP basé sur le MVVA que si I’hypothése nulle
n’est pas rejetée ou que I’estimation réalisée de A est nulle.
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Figure 7.1 EQM moyennes de 'ETP, de PEBLUP basé sur le MVRE et de PEBLUP basé sur le MVA en
fonction de o, pour a) A = 0,05 etb) A = 0,1.

Datta et coll. (2011, page 366) ont recommandé d’utiliser o > 0,2 pour I’ETP. En outre, selon la

littérature sur I’estimation TP pour les modéles a effets fixes, un bon choix de o en ce qui concerne le
biais et 'EQM est o = 0,2 (Bancroft 1944; Han et Bancroft 1968). Cependant, les résultats
susmentionnés donnent a penser que, pour a > 0,2, I'estimateur ETP est pratiquement le méme que

I’EBLUP et qu’on pourrait par conséquent choisir de toujours utiliser ’EBLUP.
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Figure 7.2 EQM moyennes de PETP, de PEBLUP basé sur le MVRE et de PEBLUP basé sur le MVA en
fonction de o, pour A = 0,2.

Nous allons maintenant étudier les propriétés de I’estimateur ETP pour I’estimation de I’EQM en
fonction de o. La figure 7.3 représente graphiquement le biais relatif absolu moyen des estimateurs de
F'EQM eqm; (éRE,i) etiqueté TP en fonction du seuil de signification o pour chaque valeur

A € {0,05; 0,1; 0,2; 1}. Lorsque I’on choisit o trés petit o < 0,1, I’hypothése nulle H, : A = 0 est
rejetée moins fréequemment et eqm., (éRE,i) devient souvent égal a g,,, ce qui entraine une sous-
estimation. Pour une grande valeur de a. (o > 0,2), I’hypothése nulle est rejetée plus fréquemment et
eqm (éRE,i) devient I’estimateur usuel de ’EQM de I’EBLUP, qui surestime fortement la valeur de

I’EQM quand A est petite. La valeur o = 0,2 semble étre un bon compromis, avec un biais relatif absolu
moyen de I’ordre de 10 % pour A > 0,1 et de 20 % pour A = 0,05.

-0=TPA=005 =£&=TPA=01 =-=4-TPA=02 =:X:-=TPA=1 |

08

0,6

Biais rel. abs. moyen de I’estimateur ETP de ’EQM
]
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g_ ':.\ .-H
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[V F% -]
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o=l T ’,’ +
o 3'_" -y == - R — = »
S
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0,1 0,2 0,3 04 05
alpha

Figure 7.3 Moyenne sur les domaines des biais relatifs absolus de I’estimateur de PEQM eqm, (éRE'i),

étiqueté TP, pour A € {0,05; 0,1; 0,2; 1} en fonction du seuil de signification o.
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Les résultats susmentionnés donnent a penser que o = 0,2 est un bon choix lorsqu’on utilise la
procédure TP pour estimer I’'EQM de I’EBLUP usuel. Cette constatation a été étudiée de maniére plus
approfondie en examinant les biais relatifs (affectés d’un signe) de eqm-, (éRE,i) pour chaque domaine.
Ces résultats sont représentés graphiquement aux figures 7.4 et 7.5, avec quatre graphiques, un pour
chaque valeur de A € {0,05; 0,1; 0,2; 1}. Les chiffres qui figurent dans les légendes de ces graphiques
sont les seuils de signification o pour I’estimateur ETP de 'EQM eqm, (éRE,i). Ces graphiques

N

confirment nos observations antérieures, a savoir que I’estimateur de I'EQM fondé sur I'ETP,
eqm (éRE,i)’ sous-estime EQM (éRE,i) pour les faibles valeurs de o et la surestime pour les grandes

valeurs de a. Il s’avere que eqm , (éRE'i) avec a = 0,2 convient bien pour toutes les valeurs de A
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Figure 7.4 Biais relatif de eqm (éRE,i) pour chaque seuil de signification o e {0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5}
en fonction du domaine i, poura) A = 0,05 etb) A = 0,1.
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Biais relatif de I’estimateur ETP de ’'EQM
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Figure 7.5 Biais relatif de eqm (éRE,i) pour chaque seuil de signification o e {0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5}
en fonction du domaine i, poura) A= 0,2 etb) A = 1.

Comparons maintenant eqm , (éRE,i) pour le seuil de signification choisi de o = 0,2 aux deux autres
estimateurs de "EQM, eqm, (0.;) et eqm(0.c;), donnés par (3.3) et (3.2), respectivement. La

figure 7.6 représente graphiquement les biais relatifs absolus moyens des trois estimateurs de I’'EQM,

étiquetés respectivement TP, MVREO et MVRE. Nous constatons que eqm, (é re.i) donne de meilleurs

résultats que eqm (8..;) pour tous les domaines, mais que eqm., (8. ,) demeure meilleur que

eqm, (éRE,i) pour toutes les valeurs considérées de A sauf A =1, valeur pour laquelle les différences

entre les trois estimateurs sont négligeables. Les écarts diminuent a mesure que A augmente, mais
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soulignons que I’estimateur de I’'EQM usuel, eqgm (éRE'i), peut étre séverement biaisé si la valeur de A
est petite, avec un biais relatif absolu moyen supérieur a 50% pour A < 0,2 et croissant
exponentiellement quand A tend vers zéro. La conclusion est que, quand H, n’est pas rejetée, méme si
I’estimation réalisee de A est positive, il semble préférable d’omettre le terme g, dans I’estimateur de
I’EQM et de ne considérer que g.,,.
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Figure 7.6 Moyenne sur les domaines des biais relatifs absolus des estimateurs de PTEQM eqm,, (GREJ) avec

o = 0,2, étiqueté TP, eqm(éRE’i) étiqueté MVRE et eqm, (éRE,) étiqueté MVREDO, en fonction
de A.

Examinons maintenant les estimateurs pour petits domaines qui appliquent un poids strictement positif
a I’estimateur direct pour tous les domaines, & savoir I’EBLUP basé sur le MVA, ﬁMVA, et les deux
estimateurs combinés, TP-MVA donné en (6.1) et MVRE-MVA donné en (6.2). Les EQM moyennes sont
représentées graphiquement a la figure 7.7 pour ces trois estimateurs. Dans ce graphique, éMVA semble

étre un peu moins efficace, et est suivi par TP-MVA. L’estimateur combiné MVRE-MVA semble donner
d’un peu meilleurs résultats que les deux autres pour une faible valeur de A, quoique pour A > 0,2,

I’estimateur TP-MVA est trés proche. Pour I’estimation de I’EQM, nous nous concentrons sur |I’estimateur
MVRE-MVA en raison de sa meilleure performance.

- = TP-MVA
- s MVA
- MVRE-MVA

0,6
|

05

EQM moyenne
0,4

Figure 7.7 Moyenne sur les domaines des EQM pour ’estimateur TP-MVA avec o = 0,2, PEBLUP basé
sur le MVA et ’estimateur MVRE-MVA en fonction de A.
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Pour I’estimateur combiné MVRE-MVA, la figure 7.8 montre que I’estimateur de I’'EQM basé sur le
test preliminaire TP, eqm, (éREMVA,i) qui utilise seulement g,, quand A, = 0 ou que I’hypothése
nulle n’est pas rejetée, présente un biais relatif absolu moyen inférieur a 10 % pour A > 0,1 et est plus
faible que les valeurs correspondantes pour eqm(éREMVAVi) et eqmo(éREMVAvi), spécialement pour
A <04

o |-G- MVRE-MVA  ..A.. MVRE-MVAQ -4-- TP |

Biais rel. abs. moyen de I’estimateur de ’'EQM

Figure 7.8 Moyenne sur les domaines des biais relatifs absolus des estimateurs de ’EQM eqm(éREMVA’i),

eqm, (éREMVA’i) et eqm,, (éREMVA,i), étiquetés respectivement MVRE-MVA, MVRE-MVAJ et
TP, en fonction de A.

Enfin, nous analysons la moyenne sur les domaines des taux de couverture et des longueurs moyennes
des intervalles de prédiction fondés sur I’hypothese de normalité pour la moyenne de petit domaine 6. en

utilisant I’EBLUP basé sur le MVRE comme estimation ponctuelle et les trois estimateurs différents de
I’EQM de ’'EBLUP, & savoir eqm (8, ),eam, (0qc,) et eqm, (84, ). La figure 7.9 représente les

taux de couverture des trois types d’intervalles, ou les estimateurs de I’/EQM basés sur la procédure TP ont
été obtenus en prenant a. = 0,2; 0,3. Il semble que les bonnes propriétés de biais relatif de I’estimateur de

I’EQM basé sur la procédure TP, eqm, (éRE,i), pour une valeur faible de A ne peuvent pas étre

extrapolées a la couverture basée sur les intervalles de prédiction normaux, et présentent une sous-
couverture surtout pour A = 0,2. Dans ce cas, choisir un seuil de signification plus élevé, o = 0,3,

reduit un peu la couverture insuffisante des intervalles de prédiction obtenus en utilisant eqm, (éRE,i)'
Neanmoins, les taux de couverture de eqm, (éRE,i) sont meilleurs pour toutes les valeurs de A. Comme
prévu, I’estimateur usuel de ’EQM egm (éRE'i) donne une surcouverture pour les petites valeurs de A,

laguelle résulte de la forte surestimation de I’'EQM. Par ailleurs, les intervalles pour lesquels on observe
une sous-couverture entrainent aussi des intervalles de prédiction plus courts, comme le montre la
figure 7.10.

Il est utile de mentionner que la construction des intervalles de prédiction pour 6, basés sur le modéle

de Fay-Herriot avec des taux de couverture exacts n’est pas une tache évidente. Plusieurs articles traitant
de ce probleme ont été publiés. Par exemple, Chatterjee, Lahiri et Li (2008) ont proposé des intervalles de
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prédiction avec taux de couverture corrects jusqu’a I’ordre deux en utilisant uniquement le terme g,

comme estimation de I’'EQM et en appliquant une procédure bootstrap pour trouver les quantiles calés.
Diao, Smith, Datta, Maiti et Opsomer (2014) ont obtenu récemment des intervalles de prédiction avec taux
de couverture corrects jusqu’a I’ordre deux en évitant d’utiliser des procédures de rééchantillonnage et en
utilisant I’estimateur complet de I’EQM. L’obtention d’intervalles de prédiction dont la couverture est
exacte en utilisant d’autres estimations de I’EQM pose encore des difficultés et dépasse le cadre du
présent article.
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Figure 7.9 Moyenne sur les domaines des taux de couverture des intervalles de prédiction fondés sur la
normalité pour 6, en utilisant les estimateurs de I’EQM eqm(éRE,i),equ (éRE’i) et

Y

eqm, (GREJ) avec a = 0,2; 0,3, étiquetés respectivement MVRE, MVRE( et TP, en fonction
de A.

35
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A
Figure 7.10 Moyenne sur les domaines des longueurs moyennes des intervalles basés sur ’hypothése de

normalité pour O, en utilisant les estimateurs de I'EQM eqm(éRE,i),eqm0 (éRE’i) et

eqm,, (éRE'i) avec o = 0,2; 0,3, étiquetés respectivement MVRE, MVREOQ et TP, en fonction
de A.
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L’étude par simulation dont la description précéde a été répétée pour plusieurs profils de variances
d’échantillonnage inégales D,. Les résultats ne sont pas présentés ici, mais les conclusions sont tres

semblables a condition que le profil de variance ne soit pas extrémement irrégulier.

8 Conclusion

Les principales conclusions qui se dégagent des résultats de notre étude par simulation de I’estimation
des moyennes de petit domaine basée sur le modéle de Fay-Herriot au niveau du domaine quand le
nombre de domaines est modéré (disons m = 15) sont les suivantes : 1) Sous le modele de Fay-Herriot
avec une valeur de la variance des effets aléatoires, A, clairement différente de zéro, I’estimateur ETP ne
semble pas améliorer appréciablement I’efficacité relative de "EBLUP usuel, & moins que le seuil de
signification soit faible (o < 0,1 dans notre étude par simulation). 2) Nos résultats de simulation
indiquent que I’utilisation de la procédure TP avec une valeur modérée de o, en particulier o = 0,2,

pour estimer I’EQM de I'EBLUP usuel donne lieu a une réduction du biais comparativement a
I’estimateur de I’'EQM usuel. D’ou, nous recommandons d’utiliser eqm, (éRE,i)’ donné par (4.1), pour

estimer ’EQM de I’EBLUP. 3) Parmi les estimateurs qui appliquent un poids strictement positif a
I’estimateur direct pour tous les domaines, nous recommandons I’estimateur combiné MVRE-MVA donné
par (6.2), parce que son efficacité est un peu plus élevée que celle de ’EBLUP basé sur le MVA et le TP-
MVA donné par (6.1). 4) Pour estimer ’EQM de I’estimateur MVRE-MVA recommandé, I’estimateur
eqmy, (éREMVA,i) donne par (6.5) produit de meilleurs résultats que les estimateurs de rechange. 5) Nos

résultats concernant les intervalles de prédiction, basés sur la théorie de la normalité, indiquent que la
bonne performance des estimateurs proposés de I’/EQM pourrait ne pas se traduire en bonnes propriétés de
couverture de ces intervalles. La construction d’intervalles de prédiction donnant une couverture exacte en
utilisant les estimations proposées de I’EQM semble étre une tache difficile.

Des options lisses des estimations avec test préliminaire dans le cas des paramétres de position ont été
proposées dans la littérature en utilisant des moyennes pondérées des estimations obtenues sous les
hypothéses nulle et alternative, avec des poids dépendant de la statistique de test, voir par exemple, Saleh
(2006). Les estimations de I’erreur quadratique moyenne de ce type n’ont pas été étudiées et nous
réservons ce sujet pour de futurs travaux de recherche.
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Estimation sur petits domaines en combinant des données
provenant de plusieurs sources

Jae-kwang Kim, Seunghwan Park et Seo-young Kim*

Résumé

Une approche basée sur un modéle au niveau du domaine pour combiner des données provenant de plusieurs
sources est examinée dans le contexte de I’estimation sur petits domaines. Pour chaque petit domaine, plusieurs
estimations sont calculées et reliées au moyen d’un systeme de modéles d’erreur structurels. Le meilleur
prédicteur linéaire sans biais du paramétre de petit domaine peut étre calculé par la méthode des moindres
carrés généralisés. Les parametres des modeles d’erreur structurels sont estimés en s’appuyant sur la théorie des
modeles d’erreur de mesure. L’estimation des erreurs quadratiques moyennes est également discutée. La
méthode proposée est appliquée au probléme réel des enquétes sur la population active en Corée.

Mots-clés : Modele au niveau du domaine; information auxiliaire; modéles d’erreur de mesure; modele d’erreur structurel;
intégration des enquétes.

1 Introduction

Combiner des données provenant de diverses sources est un probléme important en statistique. Dans le
contexte des sondages, combiner les données de plusieurs enquétes peut améliorer la qualité des
estimations sur petits domaines. Les données peuvent provenir d’un échantillon probabiliste sur lequel
sont faites des mesures directes, d’un autre échantillon probabiliste sur lequel sont faites des mesures
indirectes (comme I’état de santé autodéclaré), ou d’information auxiliaire au niveau du domaine. Bon
nombre d’approches de combinaison de données, telles que les méthodes a bases de sondage multiples et
les méthodes d’appariement statistique, requiérent I’accés a des données au niveau individuel, ce qui n’est
pas toujours possible en pratique.

Nous considérons une approche de I’estimation sur petits domaines basée sur un modele au niveau du
domaine lorsqu’il existe plusieurs sources d’information auxiliaire. Pfeffermann (2002) et Rao (2003) ont
procédé a une recension détaillée des méthodes utilisées en estimation sur petits domaines. Lohr et Prasad
(2003) ont utilisé des modéles multivariés pour combiner I’information provenant de plusieurs enquétes.
Ybarra et Lohr (2008) ont considéré le probleme de I’estimation sur petits domaines quand les données
auxiliaires au niveau du domaine contiennent des erreurs de mesure. Merkouris (2010) a discuté de
I’estimation sur petits domaines lorsque I’on combine des données provenant de plusieurs enquétes.
Raghunathan, Xie, Schenker, Parsons, Davis, Dodd et Feuer (2007), ainsi que Manzi, Spiegelhalter,
Turner, Flowers et Thompson (2011) se sont servi de modéles hiérarchiques bayésiens pour combiner les
données provenant de plusieurs enquétes pour I’estimation sur petits domaines. Kim et Rao (2012) ont
examiné une approche fondée sur le plan de sondage pour combiner les données provenant de deux
enquétes indépendantes.

Afin de décrire la situation, supposons que la population finie est constituée de H sous-populations,
désignées par U,,...,U,,, et que nous souhaitons estimer les totaux de sous-population X, = Z

ieU; i
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National University, Seoul, 151-747, Corée. Courriel : kkampsh@gmail.com; Seo-young Kim, Statistical Research Institute, Statistics Korea,
Daejon, 302-847, Corée.
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d’une variable X pour chaque domaine h. Nous supposons qu’il existe une enquéte congue pour mesurer
X; a partir de I’echantillon, mais que la taille de cet échantillon n’est pas suffisamment grande pour

obtenir des estimations de X, d’une précision raisonnable. Considérons I’'une des enquétes, appelée
enquéte A, comme étant I’enquéte principale, et soit )?h un estimateur convergent sous le plan de X,

obtenu a partir de I’enquéte A. Souvent, nous calculons X, = ZieAh W, X, ou A, est le jeu d’unités de

I’échantillon A pour la sous-population h et w,, est le poids de I’unité i dans I’échantillon A.

En plus de I’enquéte principale, supposons qu’il en existe une autre, appelée enquéte B, donnant une
mesure qui est une estimation grossiere de x;. Soit y,; la mesure prise au moyen de I’enquéte B. Nous
pouvons supposer que y,, est une mesure grossiére de x; présentant un certain niveau d’erreur de mesure.

Donc, nous pouvons eémettre I’hypothése que

Yi = Bo +BiX + ey (1.1)
pour certains parametres (B,,B,), oU e; ~ (O,Gsl). Le modéle (1.1) etant propre a la variable,
I’hypothése de régression linéaire ou les hypothéses de variance égale peuvent étre relachées plus tard. Si
(Bo,B;) = (0,1), alors le modéle (1.1) signifie qu’il n’y a pas de biais de mesure. Notons que, dans (1.1),
les parametres du modéle (B,,B,) ne sont pas propres au domaine, mais peuvent différer pour des
groupes de domaines, comme il est démontré dans I’application a I’enquéte coréenne sur la population
active présentée a la section 5. La spécification de modéles de régression distincts pour différents groupes
peut donner lieu a de plus petites erreurs de modélisation et donc accroitre I’efficacité statistique de la
méthode proposée. Partant de I’enquéte B, nous pouvons obtenir un autre estimateur Y,, = zieB W, Yy

de X,, ou w, est le poids de I’'unité i dans I’échantillon de I’enquéte B, et B, est I’échantillon B pour
la sous-population h. Notons que I’on peut obtenir Y,, pour chaque domaine, si les mémes domaines sont
définis dans les deux enquétes A et B. Le modéle (1.1) peut étre utilisé pour combiner I’information
provenant des deux enquétes.

Enfin, les données de recensement peuvent représenter une autre source d’information. Les données de

recensement ne souffrent pas d’une erreur de couverture ni d’une erreur d’échantillonnage. Toutefois,

elles peuvent présenter des erreurs de mesure et ne fournissent pas d’information mise a jour pour chaque
mois ou chaque année. Soit y,; la mesure de I’unité i d’aprés le recensement. Le total de sous-population

Y, :ziec y,; estdisponible quand C, est le jeu d’unités du recensement C pour la sous-population h.

Le tableau 1.1 résume les principales sources d’information que nous pouvons prendre en
considération dans I’estimation sur petits domaines.

Tableau 1.1
Information disponible pour I’estimation sur petits domaines
Données Observation Estimation au niveau du domaine Propriétés
Enquéte A Observation directe (X;) X, V(X,) Erreur d’échantillonnage (grande)
Enquéte B Observation auxiliaire (yy;) Y, V(Y,,) Biais

Erreur de mesure

Erreur d’échantillonnage
Recensement Observation auxiliaire (Y,;) Yon Erreur de mesure

Pas d’information mise a jour
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Dans le présent article, nous considérons une approche d’estimation sur petits domaines au moyen
d’un modéle au niveau du domaine combinant toute I’information disponible. L approche proposée est
basée sur les modéles d’erreur de mesure, dans lesquels les erreurs d’échantillonnage des estimateurs
directs sont traitées comme des erreurs de mesure, et toutes les autres données auxiliaires sont combinées
au moyen d’un ensemble de modéles de lien. L’approche proposée est appliquée au probléme de
I’estimation sur petits domaines dans le cas des enquétes sur la population active en Corée, ou trois
estimations sont combinées pour produire des estimations sur petits domaines des taux de chémage.

La présentation de I’article est la suivante. A la section 2, nous exposons la théorie de base et nous
envisageons le probleme d’estimation sur petits domaines comme un probléme de prédiction d’un modele
d’erreur de mesure. A la section 3, nous discutons de I’estimation des paramétres du modéle d’estimation
sur petits domaines au niveau du domaine. A la section 4, nous décrivons briévement I’estimation de
I’erreur quadratique moyenne. A la section 5, nous appliquons la méthode proposée aux données de
I’enquéte sur la population active en Corée. Enfin, a la section 6, nous présentons nos conclusions.

2 Théorie de base

A la présente section, nous commengons par présenter la théorie de base qui sous-tend la combinaison
de I’information pour I’estimation sur petits domaines. Nous examinons d’abord le cas simple de la
combinaison de deux enquétes. Supposons qu’il existe deux enquétes, A et B, réalisées selon deux plans
d’échantillonnage probabiliste distincts. Les deux enquétes ne sont pas forcément indépendantes. A partir
de I’enquéte A, nous obtenons un estimateur sans biais sous le plan X, , = > WX, etl’estimateur de

ieA,

sa variance \7()2h). A partir de I’enquéte B, nous obtenons un estimateur sans biais sous le plan

Yin = D WYy de Y, =y, Lerreur d’échantillonnage de (X,,Y,,) peut étre exprimée par

X)) (X, N.a, -
(Y’\lh] B (Ylhj—‘r[thhJ ( . )

et a, et b, représentent les erreurs d’échantillonnage associéesa X, /N, eta Y, /N, telles que

)~ aMeovimsy Vel

Le paramétre d’intérét est le total de population X, de X dans le domaine h.

le modele d’erreur d’échantillonnage

Partant de (1.1), nous obtenons le modéle au niveau du domaine qui suit :
Yin = NyBo + B, Xy + €&y, (2.2)
ou (N, X,,Y,,,6,) = Zieu (1, %;, Yy, €;). Nous pouvons exprimer (2.2) en fonction de la moyenne de

population

<

m = Bo + XuBy + &y, (2.3)
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ou (X,,Yy, &) = Nh‘lzieuh (X, Yy, €,)- Sinous utilisons un modele d’erreurs emboitées

€ = € + Uy (2.4)
ol g, ~ (0,02) et u, ~ (0,6%), alors e, ~ (0,62,),06%, =c?+0c2/N,. Le modéle d’erreurs
emboitées, dont I’usage est assez fréquent en estimation sur petits domaines (par exemple, Battese, Harter
et Fuller 1988), repose sur I’hypothése que Cov (elhi,elhj) = o2 pour i # j. Comme N, est souvent
assez grand, nous pouvons supposer sans risque que &, ~ (O, o, = ci). Le modéle (2.2) est appelé

modele d’erreur structurel parce qu’il decrit la relation structurelle entre les deux variables latentes Y, et
X,. Les deux modéles, (2.1) et (2.2), sont souvent mentionnés dans la littérature traitant des modéles

d’erreur de mesure (Fuller 1987). Donc, le modele pour I’estimation sur petits domaines peut étre
considéré comme un modéle d’erreur de mesure, comme I’a suggéré Fuller (1991) qui a été le premier a
utiliser I’approche du modele d’erreur de mesure dans la modélisation au niveau de I’unité pour
I’estimation sur petits domaines.

Maintenant, si nous definissons (y,,, x,) = Nhl( o Xh) en combinant (2.1) et (2.3), nous obtenons

)= )G 0l

qui peut également s’écrire sous la forme

(ylh - Boj - (Blj Xh + [bh + élhj. (2.5)
X, 1 a,

Donc, quand tous les paramétres du modeéle (2.5) sont connus, le meilleur estimateur de X, peut étre
calculé par

= BV B0} GOV (Vi ~ By’ (26)

ol V, est la matrice de variance-covariance de (b, + €,,a,) . La variance de X, est donnée par
-1
{([31,1)Vh’l ([31,1)'} . L’estimateur en (2.6) peut étre appelé estimateur par les moindres carrés

généralisés (MCG), parce qu’il s’appuie sur la méthode des moindres carrés généralisés de la théorie des
modeéles linéaires. La méthode MCG est utile parce qu’elle est optimale et qu’elle permet d’incorporer
naturellement des sources d’information supplémentaires. Par exemple, si un autre estimateur y,, de Y,,

est également disponible et satisfait

Yoo = 7o + VX, + &,
et

Yon = Yon + Cy,

alors le modele MCG étendu s’écrit

Yon = %o Y1 Cph + €y,
Vin = Bo | = | By [ Xy +] by + &y, 2.7)
X, 1 a,
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et I’estimateur MCG peut étre obtenu par

)%hz = {(YP Bl’l)vh_zl (Y11B1’1),}71 (1, Bl’l)vh_zl (Yan = Yor Yan = Bos Yh)l

ol V,, est la matrice de variance-covariance de (c, + €,,,b, + €,,.a,) . La variance de I’estimateur
-1
MCG est {(yl,Bl,l)Vh’z1 (yl,Bl,l)'} . Si y,, est indépendant de (Xx,,Y,,), le gain d’efficacité, en

termes de variance relative, qui découle de I’incorporation de y,, dans I’estimateur MCG peut s’exprimer
sous la forme

x>
X

V(%) -V(X) D V)

v (X.) V(X N a1

ol V (Y, /v,) =V (c, +&,)/y?. Le gain est important si la variance d’échantillonnage de y,, ainsi
que la variance du modéle V (e, ) sont faibles. Si y, = 0, alors le gain est nul.

Remarque 1 Notons que le modele (2.5) peut également s’écrire

( (Y~ Bo)] _ @ X, + ((bh * glh)/BlJ, (2.8)

Xy a

L’estimateur MCG obtenu a partir de (2.8), qui est le méme que I’estimateur MCG obtenu a partir de
(2.5), peut étre exprimé sous la forme
X, = a,X, +(1-a,)g, (2.9)
ol R, = Bfl(y1h - Bo) et
\ (Xh) B COV(Yh'Xh)
V(X,)+V(X,)—-2Cov(X,,X,)

Gi,h +V (b,) - B,Cov (a,,b,)
Gi,h +V (b,) + B3V (a,) — 2B,Cov (a,, bh),

a, =

L’estimateur %, lorsqu’il est calculé en utilisant le paramétre estimé B = (ﬁoﬁl) est appelé

estimateur synthétique, et I’estimateur optimal en (2.9) est souvent appelé estimateur composite. On peut
montrer qu’en ignorant I’effet de I’estimation de B, la variance de I’estimateur composite est égale a

A

V (X, = X,) = @V (X,) + (1 - a,)Cov(X,,%,) (2.10)

et, comme o, <1, I’estimateur composite est plus efficace que I’estimateur direct.

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



26 Kim, Park et Kim : Estimation sur petits domaines en combinant des données provenant de plusieurs sources

3 Estimation des parametres

Maintenant, nous discutons de I’estimation des parameétres du modéle (2.3). L’estimateur MCG de
B = (B,,B,) peut étre obtenu par minimisation de

c (ylh - Bo - l~)’17h)2

“(Bo.By) = ! N 3.1
Q" (BorB) = 2 g (3.1)
Puisque
v (ylh - Bo - XhBl) = Gi,h + (_Bl’l)zh (_Bl’l)l ) (3-2)
oll 62, =V (g,) et X, =V {(ah,bh)'}, nous pouvons écrire
Q" (BosBs) = 2 Wi (By) (Vay = Bo = BiX,)’, (33)

-1
ou w, (B,) = {cjh + (-, D)X, (—[31,1)'} . Maintenant, en résolvant Q" /ap = 0, nous obtenons

~ A~

BO =Y~ lew (34)
et
R th (Bl){(xh - YW)(Vlh - Vlw) -C (ah'bh )}
po= , (35)
- W (Bl){(xh - Yw)2 -V (ah )}
ou

-1 H

(a9 = {20 6] T 6) %, 9,)

Notons que le poids w, (B,) deépend de B,. Donc, la solution (3.5) peut étre obtenue a I’aide d’un
algorithme itératif. Aprés avoir calculé ﬁl en utilisant (3.5), on obtient BO en utilisant (3.4).

Passons maintenant & I’estimation de la variance du modéle o?,. La méthode la plus simple est la
méthode des moments (MOM). Autrement dit, nous pouvons utiliser

E {(ylh - Bo - XhBl)z - va (ah) + 2B1C (ah 1 bh) -V (bh )} = Gi,h (3-6)

pour obtenir un estimateur sans biais de cﬁ,h. Sous le modele des erreurs emboitées donné par (2.4), nous
avons ¢, = o et

E {(ylh - Bo - XhBl)z - va (ah) + 2B1C (ah’bh) -V (bh )} = Gi- (3-7)
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Donc, comme dans Fuller (2009), I’estimateur MOM de o peut étre exprimé par

62 = 3 k0 (v — Bo = %B)" — (-Bu2) =, (B, )] (38)
ou

-1

K, o {62 + (-B,.1) 2, (-B,.1)}

et Z:=1Kh = 1. Comme x, dépend de 62, lasolution (3.8) peut étre obtenue itérativement, en utilisant
&2 = 0 comme valeur initiale. Fay et Herriot (1979) ont utilisé une autre méthode qui est fondée sur la
solution itérative de I’équation non linéaire :

=H-2

o ~ A \2
i (Vi = Bo = BXy)
= Gi + (_ﬁl'l)zh (_ﬁl'l)
En écrivant I’équation susmentionnée sous la forme g (cﬁ) = H - 2, une méthode de type Newton pour
g(0) = 0 avec 6 = o2 peut étre obtenue par

009 = 00 4 (-2 g(o%)) (3.9)

g'(6“)

ou

9'(0) = _i (YmA_ Bo - Bl)fh) .
h=t {e + (B, 1) 2, (B, 1) }

nous décrivons maintenant la procédure compléte d’estimation des

2
e

En supposant que cZ, =

parametres comme il suit :

Etape 1 Calculer I’estimateur initial de (B,,B,) en posant que 62 = 0 dans (3.4) et (3.5).

Etape2  En se basant sur la valeur courante de (B,,B,), calculer &2 en utilisant I’algorithme
itératif en (3.9).

Etape 3 Utiliser la valeur courante de 62,
de (3.4) et (3.5).

Etape 4 Répéter [Etape 2]-[Etape 3] jusqu’a la convergence.

calculer I’estimateur mis a jour de (B,,B,) au moyen

La meéthode d’estimation des paramétres proposée comprend I’estimation de B = (B,,B,) par les
MCG et I’estimation de 2 par les MOM itérativement. Notons que I’estimation de B est fondée sur des

données provenant de tous les domaines. Si des modéles de régression distincts sont utilisés, la méthode
d’estimation des parameétres proposée peut étre appliquée a des groupes de domaines. Au lieu de cette
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méthode d’estimation itérative distincte, nous pouvons également considérer une autre méthode fondée sur
I’estimation du maximum de vraisemblance (EMV) sous des hypotheses distributionnelles paramétriques.
Voir Carroll, Rupert et Stefanski (1995) et Schafer (2001) pour une discussion de ’EMV pour les
parametres des modeles d’erreur de mesure.

Remarque 2 Si I’égalité cjh = o’ n’est pas vérifiée, nous pouvons considérer un modele de rechange
tel que

e, ~ (0, X,0%). (3.10)
Pour vérifier si le modele (3.10) tient, on peut calculer

Vi = (ylh - l:);o - YhBl)Z - va (ah) + Zﬁlé (ah’bh) -V (bh) (3-11)

et représenter graphiquement v, en fonction de x,. Si le graphique montre une relation linéaire, alors
(3.10) peut étre traité comme un modele raisonnable. Sous le modele (3.10), nous pouvons obtenir 2 par
une méthode du ratio :

iN

62 =l (3.12)

Kp
hot

H
ZKth
h=

H ~

X

h

ou

E NN A~ A~ -1
K, o {xhcg +(-B,.1)z, (—[31,1)}
avec ZLKh =1, )?h défini en (2.9), et v, défini en (3.11). Comme x, dépend aussi de c?, la

solution (3.12) peut étre obtenue par itération.

Remarque 3 Nous pouvons également considérer une transformation x, = T (x,) et y,, = T (y,,) afin

d’améliorer I’approximation par une loi normale asymptotique. Pour vérifier I’écart par rapport a la
normalité, nous représentons graphiquement n,V (X,) en fonction de x,. Si le graphique révele une

relation structurelle de x,, I’hypothése de normalité peut étre mise en doute. Maintenant, considérons la
transformation suivante

T (x) = log (x). (3.13)

Notons que la variance asymptotique de X, = T (X, ) est égale a

. 1
V(%) =5V (X,).
(%)
Il s’agit d’une transformation stabilisant la variable qui est utile lorsque nous voulons améliorer
I’approximation par la loi normale.
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Aprés avoir obtenu I’estimateur MCG )?; de X,, nous devons appliquer la transformation inverse

*

pour obtenir le meilleur estimateur de X, = T'(X;):= Q(X,). La simple application de la

transformation inverse donnera une estimation biaisée. Afin de corriger le biais, nous pouvons utiliser
une linéarisation de Taylor d’ordre deux. En effectuant un développement en série de Taylor, nous
obtenons

% Py 2 _ 1 I g _\2
) = Q(Xh) +Q (Xh)(xh - Xh) + EQ (Xh)(xh - Xh)

*

Q(X,

*

et donc, si nous utilisons Q()?h) comme estimateur de X, = Q(X,), nous obtenons, en laissant

tomber les termes d’ordre plus faible,
Ea — 1 "o * S *
E{Q(X;)} = X, +2Q (Xo)V (X7).
Pour la transformation donnée par (3.13), nous avons Q (X, ) = exp(X,) et donc Q" (X;) = X,.

Donc, X, = Q(X;), etnous obtenons

[ER

E()%h) = X, +§ }V()%;)

et I’estimateur de X, corrigé pour le biais est

[>
>

(3.14)

A~

ouV (X h) est calculée par la méthode d’estimation de I’EQM dont nous discuterons a la section 4.

4 Estimation de PEQM

Passons maintenant & I’estimation de I’erreur quadratiqgue moyenne (EQM) de I’estimateur MCG )?h
qui est donné par (2.9). Notons que I’estimateur MCG est une fonction de (B,,B,) et de oZ. Si les
paramétres du modele sont connus, alors I'EQM de X, est égale & M,, = o,V (X,)+
(1-a,)Cov(x,,%,), comme il est discut¢ dans la remarque 1. Autrement dit, en écrivant 6 =

(Bo.By 02) €t X, = X, (6), la prédiction réelle de X, est calculée par X,, = X, (8). Afin de tenir

compte de I’effet de I’estimation des paramétres du modele, nous notons d’abord la décomposition qui suit
de EQM ()?h) ;

EQM (X,,) EQM (X, ) + E{(ieh - ih)z}

Mhl + MhZ’

qui a été prouvée pour la premiére fois par Kackar et Harville (1984) sous des hypothéses de normalité. Le
premier terme, M, estd’ordre 1/n, , ou n, estlataille de A,, etle deuxieme terme, M,,, est d’ordre

H . . .
1/n avec n = zhzlnh. Le deuxieme terme est souvent beaucoup plus petit que le premier.

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



30 Kim, Park et Kim : Estimation sur petits domaines en combinant des données provenant de plusieurs sources

Nous considérons une approche jackknife pour estimer I’'EQM. L’utilisation du jackknife pour obtenir
une estimation corrigée pour le biais a été proposée au départ par Quenouille (1956). Jiang, Lahiri et Wan
(2002) ont produit une justification rigoureuse de la méthode du jackknife pour I’estimation de I’'EQM en
estimation sur petits domaines. Les étapes qui suivent peuvent étre utilisées pour le calcul du jackknife.

Etape 1 Calculer la k® réplique 6% de 6 en supprimant le k® jeu de données de domaine
(X, Yi ) du jeu de données complet {(X,,y,,);h =1,2,...,H}. Ce calcul est effectue

pour chaque k pour obtenir H répliques de 6 : {6 ¥;k = 1,...,H} qui, & leur tour,
fournissent H répliques de X, : {X(™:k = 1,2,...,H}, od X = X, (§¥).
Etape 2 Calculer I’estimateur de M, sous la forme

S H-1d . .
M, =sz(xgk)—xh)2. (4.1)
=1

Etape 3 Calculer I’estimateur de M, sous la forme
My, = @'V (x,) + (1 - &™) Cov (X, %) (4.2)

ou & estun estimateur de o, corrigé pour le biais donné par

_ H
a0 = ay - Y (6 - ay),
K=

1

65 +V (bh) - BICOV (arw bh)
&2 +V (b,) + BV (a,) — 28,Cov (a,,b,)’

et
802 4V (b,) - BUYCov (a,,by)
877 £V (b,) + (BY)°V (a,) - 2B7Cov (ay,b,)

Remarque 4 Pour la transformation donnée par (3.13), nous utilisons I’estimateur corrigé pour le biais
(3.14) et la méthode d’estimation de son EQM doit étre modifiée. En utilisant X, .. pour désigner

I’estimateur corrigé pour le biais (3.14) évalué & , nous pouvons obtenir
EQM (X414 EQM (X,,)

EQM{Q(X.))

()} - EQm(X.)

A
S *

= X} -EQM(X),

112

ol la premiére égalité découle du fait que X,, — X, est d’ordre O,(n,'). L'EQM de X;,
I’estimateur MCGE de X, apres transformation, est calculée au moyen de (4.1) et (4.2). Lorsque
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*

EQM()?eh) est estimée, nous devons la multiplier par ihz pour obtenir I’estimateur de I’EQM de

I’estimateur MCGE )?eh’bc rétrotransformé.

5 Application a I’Enquéte sur la population active de la Corée

Nous examinons maintenant une application de la méthode proposée aux enquétes sur la population
active en Corée. Dans ce pays, deux enquétes distinctes sur la population active sont utilisées pour obtenir
des renseignements au sujet de I’emploi. L’une d’elles est I’Enquéte sur la population active coréenne
(PAC) et I'autre est I’Enquéte sur la population active locale (PAL). L’enquéte PAC est réalisée aupres
d’un échantillon d’environ 7 000 ménages, tandis que I’enquéte PAL est réalisée auprés d’un échantillon
d’environ 200 000 ménages. Comme la PAL est une enquéte & grande échelle faisant appel a un grand
nombre d’intervieweurs a temps partiel, les données comportent un certain niveau d’erreurs de mesure.
Nous supposons que I’enquéte PAC est exempte d’erreur de mesure, quoiqu’elle présente d’importantes
erreurs d’échantillonnage au niveau des petits domaines. L’échantillon de I’enquéte PAC est un
échantillon de deuxiéme phase tiré de I’échantillon de I’enquéte PAL. Donc, les erreurs d’échantillonnage
des estimations d’aprés les deux enquétes sont corrélées. Soit X, le taux de chdmage (réel) dans le
domaine h. Le niveau de petit domaine que nous considérons est appelé « Gu». La Corée compte
229 « Gu ».

Nous observons x, au moyen de I’enquéte PAC et y,, au moyen de I’enquéte PAL. Pour construire

des modeles de lien, nous commencons par diviser la population en deux régions, une région urbaine et
une région rurale, en nous basant sur la proportion de ménages travaillant en agriculture. Nous spécifions
des modeéles distincts pour chaque région (méme modele mais en permettant des paramétres différents) et
estimons les paramétres du modele séparément. Le modéle structurel est

Y, =B, X, +e (5.1)

avec e, ~ (0,c§). Ici, nous posons que B, = 0 pour garantir que I’estimateur MCG de X, n’est pas
négatif. Le modéle d’erreur d’échantillonnage reste le méme. Dans ce cas, nous pouvons estimer (3,
comme il suit

Z\Nh (61){th1h -C (ah ) bh )}
B, = "=t . (5.2)

zwh (Bl){YhZ -V (ah)}

h=1

La variance d’échantillonnage de (a,,b,) est calculée en utilisant la méthode d’échantillonnage a deux

phases inverse décrite a I’annexe. La variance sous le modéle est estimée par la méthode des moments
dans (3.8) avec B, = 0. L’estimateur MCG peut étre calculé en utilisant (2.9) avec &, = B;'V,,.

En plus des deux enquétes, nous pouvons aussi utiliser I’information provenant du recensement. Le
modele MCG intégrant les trois sources d’information peut étre exprimé sous la forme
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YZh Y1 €on
Yin | = [ By | Xy, + | b, + &y
Xy, 1 a,

ou Y,, est le resultat du recensement pour le domaine h. Comme I’estimation d’apres le recensement ne
présente pas d’erreur d’échantillonnage, nous avons une seule erreur de modélisation e,, qui represente
I’erreur commise quand nous modélisons E (Y,,) = v, X,. Les paramétres du modele peuvent étre
obtenus en utilisant la méthode décrite a la section 3 avec X, = diag(0,V (a,,b,)). L’estimateur MCG
de X, s’obtient facilement. L’EQM peut étre calculée en utilisant le fait que

-1

. 11 , €2n 11
V(Xh - Xh) =By | Vb, +&y By | =My,
1 a, 1

et en appliquant la méthode du jackknife pour corriger le biais.

La figure 5.1 donne le graphique du taux de chémage selon I’enquéte PAC en fonction du taux de

chémage selon I’enquéte PAL pour les domaines urbains. La figure 5.1 montre qu’il existe une relation
structurelle linéaire entre les estimations PAC et PAL. Au lieu du résidu habituel €, dans le modéle

d’erreur structurel, nous utilisons Vv, en tant que résidu dans le modéle de régression avec erreurs de
mesure, ol ¥, = y,, — f,X,. La figure5.2 donne le graphique de ¢, en fonction de X, pour les
domaines urbains. Le graphique montre que I’hypothese de variance o2 égale est légérement violée. Nous

avons également considéré le modele de variance hétéroscédastique décrit dans la remarque 2, mais les
résultats n’ont pas varié de maniére significative.
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Figure 5.1 Graphique du taux de chdmage selon les enquétes PAC et PAL pour les domaines urbains.
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Figure 5.2 Graphique des résidus en fonction des valeurs estimées pour les domaines urbains.

Le tableau 5.1 donne les propriétés des estimations sur petits domaines en ce qui concerne ’'EQM
estimée. Nous avons examiné quatre estimateurs distincts de X,. PAC représente le résultat obtenu en
utilisant les données de I’enquéte sur la population active coréenne uniquement, PAL représente le résultat
obtenu en utilisant les données de I’enquéte sur la population active locale uniquement, MCG 1 représente
le résultat obtenu en combinant les données des deux enquétes PAC et PAL, et MCG 2 représente le
résultat obtenu en combinant les données des enquétes PAC et PAL et du recensement. Le tableau 5.1
montre que I’estimateur MCG 2 est celui qui donne les erreurs quadratiques moyennes les plus petites.

Tableau 5.1
Quartile de la performance des estimations sur petits domaines selon I’/EQM pour les 229 domaines
EQM 1 Q Médiane 3*Q Moyenne
PAC 0,0000630 0,0001210 0,0002395 0,0002476
PAL 0,0001123 0,0001330 0,0001695 0,0001482
MCG 1 0,0000444 0,0000738 0,0001210 0,0000893
MCG 2 0,0000405 0,0000543 0,0000721 0,0000575

6 Conclusion

Le présent article décrit le traitement d’un probléme d’estimation sur petits domaines comme un
probleme de prédiction d’un modele d’erreur de mesure ou les covariables, qui sont les estimations
directes pour les petits domaines, sont sujettes a des erreurs d’échantillonnage. Dans notre approche du
modele d’erreur de mesure, les erreurs d’échantillonnage des estimateurs directs sont traitées comme des
erreurs de mesure et le modele d’erreur structurel peut étre utilisé pour relier les autres estimations
auxiliaires aux estimateurs directs. Le modéle proposé est en fait I’opposé du modele d’Ybarra et Lohr
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(2008), qui traitent I’estimateur direct comme une variable dépendante dans le modéle de régression et les
estimations auxiliaires des erreurs non dues a I’échantillonnage comme des erreurs de mesure.

Dans notre approche, chaque estimation auxiliaire est traitée comme une variable dépendante dans le
modeéle de régression en utilisant I’estimation directe en tant que covariable et I’erreur d’échantillonnage
de I’estimateur direct en tant qu’erreur de mesure. La variance de I’erreur de mesure est facile a estimer,
parce qu’elle est essentiellement la variance d’échantillonnage de I’estimation directe. L’approche du
modele d’erreur de mesure est également trés utile quand il existe plusieurs sources d’information
auxiliaire au niveau des domaines. Contrairement a I’approche bayésienne, I’estimateur résultant ne
s’appuie pas sur des hypothéses de modélisation paramétrique au sujet du modele d’erreur structurel et
reste optimal au sens de la minimisation des erreurs quadratiques moyennes parmi la classe d’estimateurs
sans biais qui sont linaires dans les données disponibles.

Dans I’exemple de I’application a I’enquéte sur la population active de la Corée, deux estimations sur
échantillon et I’information provenant du recensement sont utilisées pour calculer les estimations MCG
des parameétres de petit domaine et les deux estimations sur échantillon sont corrélées en raison du plan
d’échantillonnage & deux phases. Nous avons utilisé simplement des modeles de régression linéaire
comme modeles de lien, principalement par souci de simplicité des calculs. Au lieu du modeéle linéaire, on
pourrait envisager un modele linéaire généralisé afin d’améliorer le pouvoir de prédiction du modéle. Une
telle extension ferait intervenir la théorie des modéles d’erreur de mesure non linéaires. Une étude plus
approfondie de cette extension sera le sujet de futurs travaux de recherche.
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Annexe

Echantillonnage & deux phases inverse

En échantillonnage & deux phases classique, I’échantillon de deuxieme phase (A,) est un sous-
ensemble de I’échantillon de premiére phase (A;). Nous considérons un autre type de plan

d’échantillonnage possédant la structure inverse du plan d’échantillonnage & deux phases. Dans le plan
d’échantillonnage a deux phases inverse, les étapes d’échantillonnage sont les suivantes :

Etape 1 A partir de la population finie, nous sélectionnons I’échantillon de premiére phase A, de taille

n,.

Etape 2 Dans I’échantillon de deuxiéme phase, nous sélectionnons A, a partir de U — A de taille

n,. L’échantillon final A est constitué de A, et A,. C’est-a-dire que A = A U A, et
A=n=n, +n,.
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L’échantillonnage a deux phases inverse est utilisé lorsqu’on augmente I’échantillon par une procédure
d’échantillonnage additionnelle.

Pour discuter de I’estimation des parameétres sous échantillonnage a deux phases inverse, posons que
ny; = Pr(i e A)) est la probabilité d’inclusion d’ordre un pour A,. Soit 7, = Pr(i € Az\Af) la
probabilité d’inclusion d’ordre un conditionnelle pour A, sachant A’ = U - A. Pour calculer la
probabilité d’inclusion pour A, nous avons

Pr(ie A)=Pr(ieA)+Pr(ie AJAT)Pr(i e AY).

Donc, nous pouvons utiliser m; = m;; + (1 — m;) m,, pour calculer Iestimateur d’Horvitz-Thompson de

la forme

Vir =32y, (A1)

ieAni

Notons que, au lieu de (A.1), nous pouvons considérer la classe d’estimateurs suivante :

. 1 1 . 5
Y, =wz;yi +(1-W) >, Y, = WY, + (1-W)Y,. (A.2)

ieA, T0qj ieA, Toip (- my)
Puisque Y, et Y, sont tous deux sans biais pour Y, Y, est également sans biais quel que soit le choix de
W. Un choix raisonnable de W est W = n, /n.

Sous échantillonnage aléatoire simple dans les deux plans, les deux estimateurs sont égaux a
Y = Ny,, ol y, est la moyenne d’échantillon de y dans A. En écrivant y, = n{lzieAiy. et

Y, = D.._. ¥i/n,, nous obtenons

Yo =Wy, + 1-W)Y, (A.3)
ouW = n,/n. Enutilisant
1 1
V(y,)=|=-=]s? Ad
0= [y -y s (n4)
1 1
V(Yy,) = | —-=1S;
0 = (o -y s
] n, (1 1 1
Cov(y,,¥,) = Cov(y,, ¥;) = _N_ln (n_stj :_Nsi'
1 1

ou yS = ZieAf y; /(N = n,), nous obtenons, pour W = n, /n,

1 1
Vv == - —|s2, A.5
=1y s (5)
En outre,

Cov (Y,,Y,) = Cov[y, Wy, + 1 -W)y,] = G - ,Usi- (A.6)
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Si I’égalité W = n, /n n’est pas Vérifiée, alors (A.5) et (A.6) ne sont pas Vérifiées.
Dans I’application a I’enquéte sur la population active de la Corée a la section 5, puisque X et y
mesurent le méme item, nous pouvons supposer que S’ = S; =S, et la matrice de variance-

covariance des erreurs d’échantillonnage peut étre lissée sous la forme

nt nt
V (ah!bh) = [nll 1)85

n
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Meilleure prédiction observée par régression a erreurs
emboitées sous spécification éventuellement inexacte de la
moyenne et de la variance

Jiming Jiang, Thuan Nguyen et J. Sunil Rao"

Résumé

Nous considérons la méthode de la meilleure prédiction observée (MPO; Jiang, Nguyen et Rao 2011) pour
I’estimation sur petits domaines sous le modele de régression a erreurs emboitées, ou les fonctions moyenne et
variance peuvent toutes deux étre spécifiées inexactement. Nous montrons au moyen d’une étude par
simulation que la MPO peut donner de nettement meilleurs résultats que la méthode du meilleur prédicteur
linéaire sans biais empirique (MPLSBE) non seulement en ce qui concerne I’erreur quadratique moyenne de
prédiction (EQMP) globale, mais aussi I’lEQMP au niveau du domaine pour chacun des petits domaines. Nous
proposons, pour estimer 'EQMP au niveau du domaine basée sur le plan de sondage, une méthode du
bootstrap simple qui produit toujours des estimations positives de I’'EQMP. Nous évaluons les propriétés de
I’estimateur de I’EQMP proposé au moyen d’une étude par simulation. Nous examinons une application a la
Television School and Family Smoking Prevention and Cessation study.

Mots-clés : EQMP basée sur le plan; hétéroscédasticité; spécification inexacte du modele; MPO; estimation sur petits
domaines; TVSFP.

1 Introduction

La meilleure prédiction observée (MPO; Jiang, Nguyen et Rao 2011) est une nouvelle méthode
d’estimation sur petits domaines (EPD; par exemple, Rao 2003). Elle est motivée par le fait que le
meilleur prédicteur linéaire sans biais (MPLSB) est un hybride de la meilleure prédiction et de
I’estimation du maximum de vraisemblance (MV), alors qu’habituellement en EPD, on s’intéresse surtout
a un probléme de prédiction. Dans le cas de la méthode MPO, I’estimation du parameétre est basée sur des
considérations purement prédictives, menant a ce que I’on appelle le meilleur estimateur prédictif (MEP)
des paramétres du modele. Le développement de la méthode MPO dans Jiang et coll. (2011) est axé
principalement sur le modele de Fay-Herriot (Fay et Herriot 1979). Une autre classe importante de
modeles d’EPD est le modele de régression a erreurs emboitées (REE) introduit par Battese, Harter et
Fuller (1988). Le modele REE peut étre exprimé sous la forme

Vi = XiB Vv, +ey, (1.2)

i=1,..mj=1,..n;, oules v; sont les effets aléatoires au niveau du domaine et les e; sont les

erreurs qui sont supposés étre indépendants et suivre une loi normale de moyenne nulle et de variance
var (v;) = o2 et var(e;) = o, ol o2 et 2 sont inconnues. Sous le modéle REE, la moyenne de petit

domaine, en supposant que la population est infinie, est 6, = X B + v, pour le i° petit domaine, ou X,
est la moyenne de population des x;; (supposée connue; par exemple, Rao 2003). On voit que 6; est un

1. Jiming Jiang, Thuan Nguyen et J. Sunil Rao, University of California, Davis, Oregon Health and Science University et University of Miami.
Courriel : jimjiang@ucdavis.edu.
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effet mixte (linéaire). Soit y = c?/c2. Dés lors, le meilleur prédicteur (MP) de 6, s’obtient en
minimisant I’erreur quadratique moyenne de prédiction (EQMP) basée sur le modéle
= 2
E, (6, -6, (1.2)

oll E,, désigne I’espérance sous le modeéle REE supposé, et 6, désigne un prédicteur de 6,. En vertu de
la théorie gaussienne (par exemple, Jiang 2007, page 237), le MP est donné par

n;y

6. = E, (0,ly,) = X
i M(I‘yl) IB+1+niY

(Vi = XiB), (1.3)

oU ¥, =(¥y),.,., B et y sont les paramétres réels, y, = ni‘lZ?‘zlyij et X, = ni‘lZinj- La
méthode classique du meilleur prédicteur linéaire sans biais (MPLSB) est basée sur I’équation (1.3) dans

laquelle B est remplacé par son estimateur du MV, en supposant que y est connu; et le MPLSB
empirique (MPLSBE) est dérivé du MPLSB en remplacant y par un estimateur convergent.

Dans la méthode MPO (Jiang et coll. 2011), des estimateurs de et y, nommément le MEP, sont

calculés en minimisant ’EQMP basée sur le plan observée, ce qui différe entiérement des méthodes
conventionnelles, dont celles du maximum de vraisemblance (MV) et du maximum de vraisemblance
restreint (MVR ou REML en anglais; par exemple, Jiang 2007). Tout au long du présent exposé, nous
supposons que les échantillons sont tirés de chaque petit domaine par échantillonnage aléatoire simple

sans remise, ce qui est le fondement de I’approche basée sur le plan de sondage. Ecrivons y = (B, y)'.

Notons qu’en pratique, les populations des petits domaines sont finies. A I’instar de Jiang et coll. (2011),
nous considérons un modele REE de superpopulation. Supposons que les sous-populations de réponses
{Yi.k =1,...,N;} et les données auxiliaires {X,,,k =1,...,N,;},I =1,...,p sont des réalisations
provenant des superpopulations correspondantes qui sont supposées satisfaire le modéle REE. Il s’ensuit
que

Yo = XiB+v, +e,, i=1,..m k=1..N,, (1.4)

ou B,v; et e, satisfont les mémes hypothéses que dans (1.1). Sous les conditions de population finie, la
moyenne de petit domaine réelle est 6, =Y, = Nflsz:'lYik (par opposition a 6, = XB + v; sous les

conditions de population infinie) pour 1 <i < m. En outre, écrivons r, = n, /N, . Alors, la version en
population finie du MP (1.3) a pour expression (par exemple, Rao 2003, section 7.2.5)

éi = Ey (8;]y;) = X{B + {ri +(1- ri)l —:i:’y}(yi. - XB), (1.5)

ou E,, désigne I’espérance (conditionnelle) sous le modéle REE de superpopulation supposé, et et y
sont les parameétres réels. Notons que le MP est dépendant du modele.

En pratique, tout modele supposé est sujet a I’erreur de spécification. Jiang et coll. (2011) considerent
la spécification inexacte de la fonction moyenne, tout en supposant que la structure de variance-covariance
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des données est spécifiée correctement. Cependant, en pratique, cette derniére peut elle aussi étre mal
spécifiée. Dans le présent article, nous étendons la spécification éventuellement inexacte du modéle a la
fonction moyenne ainsi qu’a la structure de variance-covariance. Une spécification inexacte possible de la
structure de variance-covariance est I’héteéroscédasticité, définie en termes de var (eij) = o’ pour le

domaine i,1 <i < m, ol les ¢ sont inconnues et éventuellement différentes. Cependant, en dépit de la

spécification éventuellement inexacte du modeéle, il existe des raisons de ne pas pouvoir « abandonner » le
modéle supposé, et le MP basé sur le modéle. Premiérement, le modéle supposé et le MP sont
relativement simples a utiliser, et par conséquent, attrayants pour les praticiens; en particulier, ils

s’appuient sur une relation simple (linéaire) entre la réponse et les autres variables. Par exemple,
contrairement a (1.4), qui peut étre sujet & une spécification inexacte de la fonction moyenne, X, on

peut supposer que Y, = u, +V, +¢€,, ou les p, sont des constantes inconnues, entiérement non

spécifiées. Le dernier modele est presque toujours exact, mais est inutile, parce qu’il n’utilise aucune
relation entre Y et X. En fait, en pratique, si des données auxiliaires sont disponibles, il est souvent
considéré « politiquement incorrect » de ne pas les utiliser. Deuxiémement, méme si I’on s’inquiéte de la
spécification inexacte du modéle, on manque souvent de preuves (statistiques) des raisons pour lesquelles
une autre spécification est plus raisonnable ou qu’une complication est nécessaire. Par exemple, on émet
parfois des réserves quant a I’hypothése de normalité, alors que rien n’indique pourquoi une autre loi,
disons, t,, est plus raisonnable. En guise d’autre exemple, supposons que I’on ajuste un modéle
quadratique et que le coefficient du terme quadratique soit non significatif. Dans ces conditions, il n’est
pas certain que la complication de la modélisation quadratique comparativement a la modélisation linéaire
soit nécessaire. Par conséquent, dans le présent article, nous ne tentons pas de modifier le modéle suppose,
ni le MP, (1.5), basé sur le modéle supposé. En particulier, nous supposons gque nous avons un seul
paramétre, y, dans (1.5) pour le ratio c2/c?, au lieu de considérer un modéle REE hétéroscédastique
semblable a ceux de Jiang et Nguyen (2012) et Nandram et Sun (2012). Notre objectif est de trouver un
meilleur moyen d’estimer les parametres, , sous le modele supposé qui interviennent dans (1.5), de sorte

que le MP résultant, (1.5), soit plus robuste aux spécifications inexactes du modeéle. Nous le faisons en
considérant une EQMP objective qui ne dépend pas du modele, définie comme il suit. Soit 6 = (6,),.,_,,

le vecteur des moyennes de petit domaine, et 0 = [éi]msm le vecteur des MP. Notons que 8, dépend de

v, Cest-a-dire B, = 8, (y). L’EQMP basée sur le plan est

EQMP(8) = E(B-0°) = iE{éi (v) - 6,}". (L6)

i=1

Notons que I’espérance E dans (1.6) est différente de E,, dans (1.2), (1.3) ou (1.5) en ce sens que E est

entierement exempte d’un modéle; autrement dit, dans (1.6), I’espérance est calculée par rapport a
I’échantillonnage aléatoire simple dans les domaines, ce qui n’a rien a voir avec le modele supposé. Jiang
et coll. (2011) ont montré que I’TEQMP donnée en (1.6) possede une autre expression, qui est une idée clé
de la MPO. Nommément, nous avons EQMP (8) = E{Q () + --}, ol --- ne dépend pas de , et

m f—

Q(y) = Z{éf (-2 riyyi.X{B +b, (v)ﬁt?} =,

i=1 1+ r.]i i

M=

Q,. (1.7)

Il
-
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Dans (1.7), y est considéré comme un vecteur de parameétres, plutdt que le vecteur des parameétres réels,
b, (y) =1-2a, (y) avec a, (y) = r, + (L —r,)n,y(L+ n,y)™. Enoutre, i’ est un estimateur sans biais
sous le plan de Y,® dont I’expression est :

L, _ 1

n; N —1 n;
2
Hi = —
ni j=1

yij - WZ(YU - Vi_) . (1-8)

=

Le MEP de v, y, est le minimiseur de Q () par rapport a y. Pour faciliter la lecture, les calculs en vue

d’établir (1.7) et (1.8) sont présentés en annexe. Notons aussi que le MP est fondé sur ’EQMP (basée sur
le modéle) au niveau du domaine (de sorte qu’elle est optimale pour chaque petit domaine, si le modéle
supposé est exact), tandis que le MEP est fondé sur I’'lEQMP globale (basée sur le plan de sondage). Il en
est ainsi parce que nous ne voulons pas que I’estimateur de v dépende du domaine. L une des raisons est
que les estimateurs dépendants du domaine sont souvent instables en raison de la petite taille de
I’échantillon du domaine, tandis qu’un estimateur obtenu en utilisant tous les domaines, tel que le MEP
défini dans le présent article, a tendance a étre beaucoup plus stable.

La prise en considération de I’'EQMP basée sur le plan de sondage, comme nous le faisons dans le
présent article, est due au fait qu’elle est entierement exempte de modélisation. Notons que, dans Jiang
et coll. (2011), ou les auteurs ont considéré le modéle de Fay-Herriot, il était impossible d’évaluer
I’EQMP basée sur le plan de sondage, parce que les échantillons réels provenant des domaines n’étaient
pas disponibles (seuls des résumés des données étaient disponibles au niveau du domaine). Donc, les
auteurs ont plutot considéré I’lEQMP basée sur un modéle sous le modele le plus général, ou le moins
contraignant, qui repose simplement sur I’hypothése que la fonction moyenne est p,, ou p, est
complétement inconnue, pour le i petit domaine. En général, il existe une «régle empirique » pour
déterminer le type d’EQMP que I’on doit prendre en considération. Essentiellement, la régle est que
I’EQMP doit étre exempte de modélisation dans la mesure du possible, afin qu’elle soit objective et
(relativement) robuste aux erreurs de spécification du modele.

A la section 2, nous considérons un exemple simulé dans lequel nous comparons les propriétés
prédictives basées sur le plan de sondage de la MPO a celles du MPLSBE. Des comparaisons de ce genre
ont été faites dans Jiang et coll. (2011) sous le modéle de Fay-Herriot, mais n’ont jamais été effectuées
sous le modéle REE. En outre, les conditions de simulation comprennent la spécification inexacte a la fois
de la fonction moyenne et de la fonction variance, ce qui, de nouveau, n’avait pas été considéré
auparavant. Les résultats des simulations montrent que la MPO peut donner de meilleurs résultats que le
MPLSBE non seulement en ce qui concerne I’'EQMP globale basée sur le plan, mais aussi I’TEQMP au
niveau du domaine (basée sur le plan) pour chacun d’un grand nombre de petits domaines. Il s’agit
clairement d’une propriété inédite. Par exemple, Jiang et coll. (2011) ont montré que la MPO donnait de
meilleurs résultats que le MPLSBE pour 'EQMP globale, mais pas nécessairement pour chaque petit
domaine.

L’estimation des EQMP au niveau des domaines, ici les EQMP basées sur le plan de sondage,
représente un important probléme d’intérét pratique. A la section 3, nous proposons un estimateur
bootstrap de ’EQMP au niveau du domaine qui a I’avantage d’étre simple et toujours positif. Nous
décrivons une autre étude par simulation exécutée pour évaluer la performance de I’estimateur de ’EQMP
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proposé. Une application au Television School and Family Smoking Prevention and Cessation Project
(TVSFP) est discutée a la section 4.

2 Etudes par simulation : MPO ¢. MPLSBE

2.1 Une démonstration

Nous présentons d’abord un exemple simulé simple pour montrer I’effet que peut avoir la spécification
inexacte du modeéle sur les propriétés prédictives, basées sur le plan de sondage, de la MPO et du
MPLSBE. Soit le cas d’une covariable unique, X;;, considérée comme linéairement associée a la réponse
y; conformément au modele REE suivant :

Yy =Bx; +v+e;, i=1...m j=1..5 (2.1)
(donc, nous avons n; = 5,1 < i < m dans ce cas), ou B est un coefficient inconnu, et les termes v;, e;
sont les mémes que dans (1.1). Donc, nous croyons en particulier que la réponse moyenne doit étre nulle
quand la valeur de la covariable est nulle.

Nous considérons trois tailles d’échantillon différentes : m = 50, 100 ou 400, ainsi que deux valeurs

réelles différentesde b : b = 0,5 ou 1,0, ou b est défini ci-apres. Des lors, il existe six cas, chacun étant

une combinaison de taille d’échantillon et de valeur de b. Dans chaque cas, une sous-population x est
générée a partir de la loi normale de moyenne égale a 1 et d’écart-type égal a /0,1 ~ 0,32. La sous-
population y est alors générée a partir du modéle de superpopulation REE hétéroscédastique suivant :

Yy =b+v,+e,, i=1,....m k=1,...,1000 (2.2)

(donc la taille de la sous-population est N, = 1000,1 <i < m), ou v, est tiré de la loi normale de
moyenne 0 et d’écart-type /0,1 ~ 0,32; e; esttiré de la loi normale de moyenne 0 et d’écart-type o, oU
les o’ sont générés indépendamment a partir de la loi uniforme [0,05; 0,15] (de sorte que I’intervalle
pour o, est environ de 0,22 a 0,39); et les v, et les e, sont générés indépendamment. On voit que le

modéle REE supposé est spécifié incorrectement en ce qui concerne les fonctions moyenne ainsi que
variance. Une fois que les sous-populations x et y sont générées, elles demeurent fixes dans toutes les

simulations.
Dans chaque simulation, nous tirons un échantillon aléatoire simple de taille 5 de {1,...,1 000} qui
détermine les échantillons x; et y;, j =1,...,5, pour chaque i. L’exercice est répété pour K = 1000

simulations. Nous effectuons des comparaisons des mémes données pour la MPO et le MPLSBE, en
utilisant I’estimateur du MV de y pour le second, en ce qui concerne a la fois ’EQMP globale et "TEQMP

au niveau du domaine. L’EQMP globale est définie comme étant EQMP(@) = E(\é - 9\2) =
ZLE(éi - Gi)z, ou 0 = (0,),.,., estlevecteur des moyennes réelles de petit domaine avec 6, =Y,
et = (éi) est le vecteur des valeurs prédites (par la MPO ou par le MPLSBE). Notons que la méme

1<i<m
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mesure a été utilisée dans Jiang et coll. (2011). Le tableau 2.1 donne les résultats pour I’lEQMP globale, ou
Al _ a2 = k15K S (4K _ gk ? 0 =
00 —0W|" = Ky ST {OW — oM}, et 0% =

(6], et 6% =[6M]  sont 6 et & dans la k® simulation, respectivement. On voit que

I’EQMP est évaluée empiriquement par K’lsz:l

I’augmentation en pourcentage de I’'EQMP globale du MPLSBE comparativement a celle de la MPO varie
d’environ 20 % a presque 1 000 %, selon la taille de I’échantillon et la valeur de b. Les tendances qui se
dégagent ici concordent avec celles décrites dans Jiang et coll. (2011) sous le modéle de Fay-Herriot, ou
les propriétés prédictives basées sur un modele sont évaluées. Cependant, I’amélioration apportée par la
MPO est nettement plus importante, pour m =100 et m = 400, que celle mentionnée dans

Jiang et coll. (2011).

Tableau 2.1
EQMP globale empirique (augmentation en % pour le MPLSBE par rapport a la MPO)
m b MPO MPLSBE Augmentation en %
50 0,5 0,130 0,161 24
50 1,0 0,503 0,598 19
100 0,5 0,076 0,277 264
100 1,0 0,396 1,077 172
400 0,5 0,096 0,965 905
400 1,0 0,393 4,046 930

Dans le cas des EQMP au niveau du domaine, a I’instar de Jiang et coll. (2011), nous utilisons des
boites @ moustache pour représenter les distributions des EQMP au niveau du domaine associées aux deux
méthodes. Voir la figure 2.1. Les graphiques montrent des détails non révélés par les EQMP globales.
Ainsi, on pourrait se demander si I’augmentation en pourcentage de 'EQMP globale dans le cas du
MPLSBE est simplement due au nombre accru de domaines additionnés. Un simple calcul donne a penser
que cela pourrait ne pas étre le cas, par exemple, (400/50) x 19 % vaut seulement 152 % (et non 930 %).
Une raison plus explicite est donnée a la figure 2.1. Par exemple, si I’on compare le casou m = 50,b =1
au cas m = 400,b = 1, on constate que, tandis que le chevauchement entre les boites & moustache pour
la MPO et le MPLSBE est important dans le premier cas, les boites & moustache sont entiérement séparées
dans le deuxieme; autrement dit, la plus grande EQMP de la MPO au niveau du domaine est plus petite
que la plus petite EQMP du MPLSBE au niveau du domaine. Cette constatation ne peut pas étre attribuée
simplement a I’addition ou a la duplication des domaines. En fait, dans le dernier cas, la MPO donne de
nettement meilleurs résultats que le MPLSBE, non seulement globalement, mais aussi pour chacun des
400 petits domaines. Il s’agit clairement d’un résultat inédit. Par exemple, dans le premier exemple simulé
de Jiang et coll. (2011), les auteurs ont constaté que I’'EQMP de la MPO était plus petite que celle du
MPLSBE pour la moitié des petits domaines, tandis que celle du MPLSBE était plus petite que celle de la
MPO pour I’autre moitié; des tendances comparables ont été observées dans le deuxiéme exemple simulé
dans Jiang et coll. (2011).

L’estimation des EQMP de la MPO au niveau du domaine est examinée a la section 3.
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Figure 2.1 EQMP empiriques au niveau du domaine (boites a moustache). En haut a gauche:
m = 50,b = 0,5; en haut a droite : m = 50,b = 1,0; au milieu a gauche : m = 100,b = 0,5; au
milieu a droite: m =100,b =1,0; en bas a gauche: m = 400,b = 0,5; en bas a droite:
m = 400,b = 1,0.

2.2 Autres considérations

La situation considérée a la sous-section 2.1 pourrait étre un peu extréme (raison pour laguelle nous la
qualifions de « démonstration théorique »). En pratique, le modele supposé peut ne pas étre entiérement
faux, ou étre presque exact. A la présente sous-section, nous examinons d’abord un cas ot le modéle
supposé est « partiellement exact ». Plus précisément, la pente dans (2.1) n’est pas nulle (de sorte que le
modéle supposé est correct a cet égard); I’ordonnée a I’origine n’est pas nulle, mais sa valeur est
nettement plus faible que celles prises en considération & la sous-section 2.1 (de sorte que le modéle
supposé est inexact, mais n’est pas « terriblement inexact »). Plus précisément, le modéle sous-jacent réel
est

Yy = by +b X, +v, +e, i=1..m k=1,.,1000, (2.3)

par opposition a (2.2), ou b, = 0,2,b, = 0,1; les v, sont générés indépendamment a partir de la loi
normale de moyenne O et d’écart-type 0,1; et les e, sont générées & partir de la loi normale
hétéroscédastique comme & la sous-section 2.1. En plus de I’EQMP globale, nous présentons la
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contribution a I’/EQMP résultant du « biais » et de la « variance ». Posons que d; = éi - 0,, etque d®
est d, basé sur le k® ensemble de données simulé, 1 < k < K. Nous définissons le biais et la variance

e

empiriques pour le i°® petit domaine comme étant d, :K’lz:ﬂdi(") et v2 =

(K —1)’1Z:=1{di(k) —cTi}z, respectivement. Notons EQMP, I’'EQMP empirique pour le i° petit

domaine. 1l est facile de montrer que I’EQMP empirique globale est

Zm:EQMPi = KK_lzm“vf £ (d,)*.
i=1 =1

i=1 i

Donc, les contributions du biais et de la variance a ’TEQMP globale sont définies par zj‘:l(ai)z et

zim:lvf, respectivement. Les résultats basés sur K =1 000 simulations sont présentés au tableau 2.2.

On peut voir que, pour la plus petite valeur de m,m = 50, la MPO donne des résultats (légerement)
moins bons que le MPLSBE, mais que pour les plus grandes valeurs de m,m = 100 et m = 400, la
MPO donne des résultats (Iégérement) meilleurs, et que I’avantage augmente avec la valeur de m. En ce

qui concerne la contribution du biais et de la variance, la MPO semble posséder un biais plus faible, et une
variance plus faible pour les valeurs de m plus élevées (m = 100, 400).

Tableau 2.2

EQMP globale empirique (contribution du biais, de la variance) : Le modele supposé est partiellement exact;
augmentation en % donnée pour 'EQMP du MPLSBE par rapport a ’EQMP de la MPO (une valeur
négative indique une diminution)

m MPO MPLSBE Augmentation en %
50 0,421 (0,224; 0,197) 0,405 (0,238; 0,167) -4,0

100 0,733 (0,448; 0,285) 0,748 (0,457; 0,291) 2,1

400 2,745 (1,847, 0,899) 2,848 (1,878; 0,971) 3,8

Ensuite, nous considérons le cas ol le modéle supposé est effectivement exact. A savoir, le vrai modéle
sous-jacent donné en (2.3) avec b, = 0; les erreurs e, sont homoscedastiques de variance égale a 0,1, et

tous les autres éléments restent les mémes que pour le cas susmentionné. Les résultats basés sur
K =1 000 simulations sont présentés au tableau 2.3. Cette fois-ci, nous voyons que le MPLSBE donne
des résultats lIégerement meilleurs que la MPO sous différentes valeurs de m, mais que I’écart diminue a
mesure que la taille d’échantillon augmente. En ce qui concerne la contribution du biais et de la variance,
le MPLSBE semble posséder une plus petite variance, et un plus petit biais pour les valeurs de m plus
grandes (m = 100, 400), mais les avantages en ce qui concerne tant le biais que la variance se réduisent a

mesure que m augmente.

Tableau 2.3
EQMP globale empirique (contribution du biais, de la variance) : Le modéle supposé est exact; augmentation
en % donnée pour I’'EQMP du MPLSBE par rapport a ’/EQMP de la MPO (une valeur négative indique une
diminution)

m MPO MPLSBE Augmentation en %
50 0,335 (0,204; 0,131) 0,330 (0,205; 0,125) -1,4

100 0,749 (0,457, 0,292) 0,746 (0,456; 0,290) -0,4

400 2,796 (1,800; 0,997) 2,794 (1,799; 0,996) -0,1
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Briévement, selon les résultats de la simulation, quand la spécification du modéle supposé est

Iégérement inexacte, la MPO ne donne pas nécessairement de meilleurs résultats que le MPLSBE quand
m, le nombre de petits domaines, est relativement faible. Par contre, la MPO devrait surpasser le

MPLSBE quand m est relativement grand, et I’avantage de la MPO par rapport au MPLSBE augmente
avec m (souvenons-nous de la définition de I’lEQMP globale). Par ailleurs, si la spécification du modele
supposé est exacte, le MPLSBE devrait donner de meilleurs résultats que la MPO, quoique I’écart pourrait
étre ignorable; et I’avantage du MPLSBE par rapport a la MPO s’estompe a mesure que m augmente. Ces
résultats, ainsi que ceux de la sous-section 2.1, concordent bien avec ceux de Jiang et coll. (2011;
section 4) sous le modele de Fay-Herriot.

3 Estimation de ’EQMP au niveau du domaine

L’EQMP au niveau du domaine basée sur le plan est définie comme étant

EQMP(d,) = E(d, - 0,), (3.1)

ou, ici et dans la suite de I’exposé, E désigne I’espérance basée sur le plan, et éi est la MPO de 6.,

donnée par (1.5) avec y = (B',y) remplacé par son MEP, {j = (B’,«?)'. Comme I’ont souligné

Jiang et coll. (2011), il est difficile d’obtenir un estimateur de ’lEQMP au niveau du domaine sans biais
d’ordre deux sous une specification éventuellement inexacte du modele. En effet, les techniques
asymptotiques conventionnelles, telles que la méthode de linéarisation de Prasad-Rao (Prasad et Rao
1990) et la méthode du jackknife (Jiang, Lahiri et Wan 2002), ne s’appliquent plus quand le modéle sous-
jacent est spécifié incorrectement. Jiang et coll. (2011) ont utilisé une technique différente pour obtenir un

estimateur de I’/EQMP par linéarisation qui est sans biais d’ordre deux. Cependant, il n’est pas garanti que
cet estimateur soit non négatif. En outre, son terme principal est une fonction O(1) des données au niveau

du domaine plut6t que de toutes les données. Plus précisément, le terme principal de ’EQMP de éi, ou
0, est la MPO de la i® moyenne de petit domaine, 6,, est (8, - yi)2 + D, (2B, - 1) sous le modéle de
Fay-Herriot, ou y; est I’observation provenant du i domaine (I’estimateur direct), D, est la variance
d’échantillonnage (connue), I.3>i = A/(A + Di), et A est le MEP de la variance de I’effet aléatoire au
niveau du domaine. Il s’agit du terme principal parce qu’il est d’ordre O(1), tandis que les autres termes
de I’expression de ’EQMP estimée sont d’ordre O (m‘l) ou inférieur. Comme y, est une observation
provenant d’un seul petit domaine, sa variance est assez grande, c’est-a-dire d’ordre O (1), si n, est
borné. Par ailleurs, le MEP A est obtenu en utilisant les données provenant de tous les petits domaines et,
si bien que sa variance est relativement parlant (beaucoup) plus petite; et éi est un mélange de y, et des
MEP. Dés lors, (éi - yi)2 est le terme qui contribue le plus a la variance, qui peut étre assez grande en

raison de la variation de y,. D’autre part, le terme D, (2IE7;i - 1) peut étre négatif. Par conséquent, en

raison de la forte variation de (éi -y, )2 , il existe une probabilité, qui ne disparait pas (a mesure que m

augmente), que le terme principal, donc ’TEQMP estimée, soit négatif. Si nous adoptons une approche de
linéarisation similaire sous le modele REE, nous pouvons calculer un estimateur de ’'EQMP sans biais
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d’ordre deux faisant intervenir y, dans le terme principal, qui est basé sur des données provenant d’un

seul petit domaine. Alors, de nouveau, nous nous heurtons au probléme d’une forte variation et d’une
probabilité qui ne disparait pas d’une valeur négative de I’estimateur de I’EQMP.

Jiang et coll. (2011) ont aussi utilisé une méthode du bootstrap paramétrique pour obtenir un autre
estimateur de I’EQMP; cependant, la justification de I’utilisation de cette méthode est douteuse vu la
possibilité que la spécification du modéle soit inexacte. Ici, nous proposons d’utiliser le bootstrap non
paramétrique conformément a I’idée originale d’Efron (Efron 1979). La méthode ne s’appuie pas sur le
modéle REE et n’est donc pas affectée par la spécification inexacte du modéle. Par conséquent, la
méthode courante est mieux justifiée. En outre, il est garanti que I’estimateur de I’lEQMP proposé est non
négatif, et positif avec une probabilité de 1, ce qui représente un avantage considérable par rapport a
I’estimateur de I’'EQMP par linéarisation de Jiang et coll. (2011).

Supposons que les sous-populations de petit domaine, ou les N;, sont suffisamment grandes pour que

I’échantillonnage a partir de ces sous-populations puisse étre traité approximativement comme étant

effectué avec remise. Soit z; = (X, yij)' ,J =1,...,n, les échantillons (originaux) provenant du i° petit

!
- - - Ve - ! -
domaine, 1<i <m. Nous tirons alors des échantillons, z;* = [{xi(f”} ,yi(ja’:i ,j=1,...,n, avec

remise, de {zij,j = 1,...,ni}, indépendamment pour 1 <i < m. Supposons que B échantillons

(@

bootstrap sont tirés, donnant les échantillons z® = {zij ,

sous bootstrap du MP (1.5) est

o = xip+ o+ a0 My - () ) (32

1<j<n,1<ic< m},ls a < B. La version

1+ny

ou B et y sont les mémes paramétres de population B et y, respectivement, que pour la population
originale. Notons que les échantillons originaux de z; sont supposes satisfaire le méme modele REE

(1.4), avec X, (Y; ) remplacé par x; (yij). Puisque les échantillons originaux sont traités comme étant la
population bootstrap, suivant I’idée originale d’Efron, les paramétres de population, B, vy, sont les mémes

pour les échantillons bootstrap que pour les échantillons originaux. Néanmoins, comme nous I’avons
mentionné, la procédure bootstrap proposée est non paramétrique en ce sens que le modele supposé, (1.4),
ne joue aucun réle dans le tirage des échantillons bootstrap. En particulier, les MEP de B et y, basés sur

les échantillons originaux, ne sont utilisés nulle part dans la procédure bootstrap; et les quantités d’intérét
dans la population sont Y;,1 < i < m, dont les analogues bootstrap sont y, ,1 < i < m. Cela difféere du
bootstrap paramétrique de Jiang et coll. (2011), ou les MEP des paramétres du modéle, basés sur les
échantillons originaux, sont utilisés pour tirer les échantillons bootstrap sous le modele supposé. Notons

aussi que, parce que les X, sont connus, ils sont traités comme des constantes connues, et par conséquent

ne changent pas durant la procédure bootstrap (cela n’a aucun sens d’« estimer » quelque chose que I’on
connait déja). A part cela, la procédure suit de prés I’idée du bootstrap classique (par exemple, Efron et
Tibshirani (1993); voir aussi Chatterjee, Lahiri et Li (2008) pour une application a I’estimation sur petits

domaines). L"estimateur bootstrap de EQMP (8, ) = E(0, - Vi)z est

EQMP(8,) = -2 6@ -y, )", (3.3)

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2015 49

ou éi(a) est (3.2) avec B,y remplacés par leurs MEP basés sur les échantillons bootstrap.

Nota. On pourrait s’inquiéter du fait que, comme les n, peuvent étre petits dans les problemes d’EPD

types, il puisse ne pas exister de nombreux échantillons bootstrap distincts pour chaque petit domaine.
Cependant, les données se rapportent non pas a un seul, mais a un grand nombre de petits domaines.

Quand tous les petits domaines sont combinés, il reste encore un grand nombre d’échantillons bootstrap
distincts, méme si les n; sont petits.

Nous évaluons les propriétés de I’estimateur de I’'EQMP proposé en considérant I’échantillon simulé
de la sous-section 2.1 avec b = 0,5, mais sous des tailles d’échantillon plus petites. C’est-a-dire que nous
prenons pour point de départ la taille d’échantillon de base m = 10 et n, = 5, puis nous augmentons n;,

pour passer de 5 a 10, ou nous augmentons m, pour passer de 10 a 20. Nous considérons d’abord le biais
sous le plan de sondage de I’estimateur E/Q_I\mi’(éi). Nous générons deux populations finies que nous

fixons ensuite de maniére que la population finie pour m = 10 soit une sous-population de la population

finie pour m = 20. Le tableau 3.1 donne, pour les dix premiers petits domaines (il s’agit de tous les petits
domaines qui sont communs sous différentes valeurs de m), ’EQMP réelle simulée (EQMP), obtenue de

la méme fagon qu’a la section 2, la moyenne simulée de E/QWD(Q,)(E/QWD) et le biais relatif en

pourcentage (BR %) défini comme étant

E(m) — EQMP réelle
EQMP réelle

100 x

ou I’espérance est basée sur les simulations. Une autre mesure de performance est la racine carrée de
I’erreur quadratique moyenne (REQM) sur I’ensemble des simulations, définie par

\/iZ(E/Q\I\/IP - EQWP,)

k=1
pour le i° petit domaine, ou EQMP, est ’TEQMP réelle pour le i€ petit domaine (qui ne dépend pas de
k), évaluée sur I’ensemble des simulations, et EEIWDLk est I’estimation de ’EQMP basée sur le k*®

ensemble de données simulé. Nous considérons B = 100 comme étant le nombre d’échantillons
bootstrap utilisés pour évaluer I’estimateur de I’EQMP, (3.3). Tous les résultats sont basés sur
1 000 simulations. On voit que, globalement, les résultats s’améliorent quand n, ou m augmente, mais en

ce qui concerne le biais relatif en pourcentage (BR %), I’amélioration est plus universelle, ou efficace,
quand n, augmente. Cela tient principalement au fait que, quand n, augmente, I’échantillon est une
meilleure approximation de la population; d’ou, la distribution bootstrap est une meilleure approximation
de la distribution de la population. En outre, notons que, selon le domaine, le signe du BR peut étre positif
ou négatif. Cela tient principalement aux différences d’un domaine a I’autre (rappelons que les
populations sont fixes) ainsi qu’aux erreurs bootstrap. Pour obtenir certaines mesures globales, nous
donnons la moyenne et I’écart-type (é.-t.) des biais relatifs en pourcentage (BR %) sur les dix petits
domaines définis comme il suit: m =10,n, =5: moyenne = 4,2 %, é.-t. =14,8%;m = 10,
n, =10 : moyenne = 1,5 %, é.-t. = 4,2 %;m = 20,n, = 5: moyenne = —-0,6 %, é.-t. = 8,1 %. Les
boites & moustache pour BR % sont présentées a la figure 3.1. Les graphiques illustrent aussi le schéma
d’amélioration. Par ailleurs, en ce qui concerne la REQM, I’'amélioration est beaucoup plus importante
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quand m augmente que quand n, augmente. Il en est ainsi parce qu’une plus grande valeur de m réduit

les EQMP en général; donc, naturellement, les estimations correspondantes de I'EQMP diminuent
également. Autrement dit, I’estimateur ainsi que le paramétre (I’EQMP) diminuent, ce qui se traduit
habituellement par une réduction de la REQM. Le sommaire et les boites a moustache pour la REQM sont
omis.

En outre, au tableau 3.1, le BR en % et la REQM fluctuent d’un domaine a I’autre, ce qui s’explique
surtout par les différences de domaine en domaine. Rappelons que les populations des petits domaines
sont générées chacune & partir d’une population de taille N, = 1000, puis fixées tout au long de la
simulation. Bien que les superpopulations utilisées pour générer les populations des petits domaines, y
compris X et Y, soient les mémes, il persiste certaines différences entre les populations finies générées,
en particulier parce que la taille de population, N, n’est pas trés grande.

Tableau 3.1
Propriétés empiriques de EQMP

m n, i EQMP EQMP BR % REQM i EQMP EQMP BR % REQM
10 5 1 0,041 0,042 4,5 0,103 6 0,034 0,043 26,3 0,070
10 10 1 0,036 0,036 04 0,068 6 0,034 0,036 6,4 0,070
20 5 1 0,031 0,032 41 0,051 6 0,028 0,031 1255 0,046
10 5 2 0,046 0,038 -16,1 0,078 7 0,032 0,040 25,4 0,078
10 10 2 0,035 0,033 41 0,078 7 0,033 0,034 2,7 0,068
20 5 2 0,031 0,029 7.2 0,050 7 0,030 0,031 3,6 0,055
10 5 3 0,038 0,042 10,2 0,121 8 0,042 0,042 04 0,150
10 10 3 0,037 0,036 1,7 0,091 8 0,033 0,035 7,5 0,067
20 5 3 0,031 0,032 4.4 0,052 8 0,030 0,031 41 0,058
10 5 4 0,056 0,052 76 0,121 9 0,050 0,042 -15,0 0,074
10 10 4 0,037 0,040 6,3 0,072 9 0,034 0,034 -1,0 0,063
20 5 4 0,040 0,035 -11,3 0,068 9 0,034 0,030 -11,1 0,049
10 5 5 0,033 0,037 11,8 0,066 10 0,041 0,043 31 0,082
10 10 5 0,032 0,033 2,5 0,066 10 0,034 0,033 2,9 0,073
20 5 5 0,024 0,025 2,9 0,052 10 0,035 0,033 7.9 0,062

O 1

N |

ch | |

o

ch L

T T T
1 2 3

Figure 3.1 Boites & moustache de BR %. 1 : m = 10,n, = 5;2: m = 10,n, = 10;3: m = 20,n, = 5.

Nous concluons la présente section par certains commentaires de nature théorique. Bien que des études
approfondies de I’estimation de ’'EQMP dans le contexte de I’EPD aient été effectuées depuis la
publication de I’article fondateur de Prasad et Rao (Prasad et Rao 1990), la grande majorité de ces travaux
était axés sur ’EQMP basée sur un modele. Voir, par exemple, Datta, Kubokawa, Molina et Rao (2011),
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Lahiri (2012), et Torabi et Rao (2012) pour certains travaux récents sur I’estimation de I’lEQMP basée sur
le plan de sondage en EPD. Comme il est mentionné dans Jiang et coll. (2011), sous une spécification
éventuellement inexacte du modéle, ’'EQMP au niveau du domaine basée sur un modéle n’est pas
estimable de maniére convergente, et cela vaut également pour I’EQMP au niveau du domaine basée sur le
plan de sondage. En effet, quand le modéle est mal spécifié en ce qui concerne la fonction moyenne,
I’TEQMP n’est pas une fonction d’un nombre fini de paramétres (tel que B,y et o2). En fait, comme nous
travaillons sous spécification éventuellement inexacte du modele, les quantités telles que Y,>,1 <i <m
interviennent dans les expressions des EQMP au niveau du domaine, qui devraient toutes étre traitées
comme des paramétres inconnus. En outre, la taille effective de I’échantillon pour Iestimation de Y;* est
n,, si le modeéle supposé est défaillant. Il s’ensuit que Y,> ne peut pas étre estimé de maniére convergente
en utilisant les données provenant du domaine seulement si n, est borné. Généralement parlant, si

I’EQMP peut étre estimée de maniére convergente, la différence entre I’estimateur de ’TEQMP et ’TEQMP
est d’ordre O, (m™?); par conséquent, le biais est habituellement d’ordre O (m™) sans correction du

biais. Par ailleurs, si ’TEQMP (au niveau du domaine) ne peut pas étre estimée de maniére convergente, la
différence entre I’estimateur de ’EQMP et ’EQMP est habituellement d’ordre O, {(m A ni)’l/z}, ou

m A n = min(m,n), d’ou le biais est habituellement O{(m A ni)’l}, sans la correction du biais.

L’estimateur bootstrap de I’EQMP, EEIW3 posséde la derniére propriété, en plus du fait qu’il est
toujours non négatif. Bien qu’il soit possible de corriger le biais de E/QWD afin de réduire I’ordre du biais
a o{(m A ni)'l} (par exemple, Hall et Maiti 2006), la propriété de non-négativité peut disparaitre apres la

correction du biais. Compte tenu de la discussion qui précéde, il semble que, sous spécification
éventuellement inexacte du modele, il est raisonnable de définir I’absence de biais d’ordre un et d’ordre
deux d’un estimateur de I"EQMP au niveau du domaine en termes de O {(m A n;)™} et o{(m A n))™},

au lieu des O (m™) et o(m™) classiques (par exemple, Rao 2003).

4 Une application

Nous considérons une application des méthodes développées aux sections précédentes aux données du
TVSFP. Pour une description compléte de I’étude du TVSFP, voir Hedeker, Gibbons et Flay (1994).
L’étude originale a été congue pour tester les effets indépendants ainsi que combinés d’un programme de
résistance sociale en milieu scolaire, d’une part, et télévisé, d’autre part, concernant la prévention et I’arrét
du tabagisme. Les sujets étaient des éléves de septieme année de Los Angeles (LA) et de San Diego, dans
I’Etat de Californie, aux Etats-Unis. Les éléves ont été prétestés en janvier 1986 dans le cadre d’une
premiére étude. Les mémes éleves ont rempli un questionnaire directement apres I’intervention en avril
1986, un questionnaire de suivi un an plus tard (en avril 1987), et un questionnaire de suivi deux ans plus
tard (en avril 1988). Dans la présente analyse, nous considérons un sous-ensemble des données du TVSFP
portant sur les éléves de 28 écoles de Los Angeles, ou les écoles ont été affectées aléatoirement a I’une de
quatre conditions d’étude : a) un programme scolaire de résistance sociale (PS); b) une intervention
médiatique (télévision) (TV); c) une combinaison des conditions PS et TV; et d) un groupe de contrdle
sans traitement. L’une des principales variables de résultat de I’étude était la cote obtenue sur une échelle
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des connaissances concernant le tabac et la santé (THKS pour tobacco and health knowledge scale), et est
celle utilisée dans la présente analyse. La THKS consistait en un questionnaire a sept items utilisé pour
évaluer les connaissances des éléves concernant le tabac et la santé. La cote THKS de I’éléve a été définie
comme la somme des items auxquels I’éléve avait répondu correctement. Seules les données du prétest et
de [I’évaluation directement aprés I’intervention sont disponibles pour la présente analyse. Plus
précisement, les données portent uniquement sur les sujets qui avaient rempli le questionnaire THKS a ces
deux points dans le temps. D’une part, les données des enregistrements complets représentent une
situation « avant-apres » ideale; d’autre part, les données manquantes, c’est-a-dire celles fournies par les
sujets qui ont rempli le questionnaire a un seul point dans le temps, auraient pu fournir des renseignements
supplémentaires utiles. Par exemple, il se peut qu’un sujet n’ait pas rempli le questionnaire de suivi parce
gu’il n’avait pas trouvé le programme utile. Malheureusement, les données incomplétes n’étaient pas
disponibles. Par conséquent, I’analyse des enregistrements complets seulement comporte un risque de
biais de sélection. Dans I’ensemble, I’échantillon comprenait 1 600 éleves répartis entre 28 écoles, le
nombre d’éléves provenant de chaque école variant de 18 a 137.

Hedeker et coll. (1994) ont procédé a une analyse avec modeles mixtes basée sur un certain nombre de
modeles REE pour illustrer I’estimation du maximum de vraisemblance pour I’analyse des données
groupées. Ici, nous considérons le probléme d’estimation des moyennes de petit domaine de I’écart entre
les cotes THKS (la réponse) obtenues directement aprés I’intervention et au prétest. Ici, le « petit
domaine » s’entend d’un certain nombre de caractéristiques importantes (par exemple, région de
résidence, ratio enseignant/éléves) qui affectent la réponse, mais dont ne rendent pas compte les
covariables du modéle (c’est-a-dire combinaison linéaire des indicateurs PS, TV et PSTV). Notons
qu’habituellement, le terme « petit domaine » fait référence a de petites régions géographiques ou sous-
populations pour lesquelles un échantillon adéquat n’est pas disponible (par exemple, Rao 2003), et des
renseignements tels que les caractéristiques résidentielles ou les ratios enseignant/éleves seraient utilisés
comme covariables supplémentaires. Cependant, les données sur ce genre de caractéristiques ne sont pas
disponibles. C’est pourquoi nous définissons cette information non disponible comme étant « au niveau du
domaine », afin qu’elle puisse étre traitée comme les effets aléatoires (de petit domaine). Cette approche
est en harmonie avec les caractéristiques fondamentales des effets aléatoires qui sont souvent utilisées
pour traduire les effets ou I’information inobservable (par exemple, Jiang 2007), et étend la notion
classique d’estimation sur petits domaines. Donc, un petit domaine correspond aux éléves de septieme
année dans toutes les écoles des Etats-Unis dont les caractéristiques principales sont similaires & celles
d’une école de Los Angeles comprise dans les données durant une période raisonnable (par exemple, cing
ans) afin que ni ces caractéristiques, ni la pertinence sociale/éducative des programmes PS et TV n’aient
beaucoup évolué au fil du temps. Les données du TVSFP englobent 28 écoles de Los Angeles qui
correspondent a 28 ensembles de caractéristiques, de sorte que les données sont considérées comme des
échantillons aléatoires provenant de 28 petits domaines définis comme il est indiqué plus haut. Ainsi,
chaque population de petit domaine est suffisamment grande pour que n, /N, ~ 0,1 < i < 28. Rappelons
que les n, dans I’échantillon TVSFP varient de 18 a 137, tandis que les N, devraient étre au moins de
I’ordre de dizaines de milliers. Notons que, dans le calcul de la MPO, le seul endroit ou il est nécessaire de
connaitre N, est dans le ratio n, /N,. Le modéle REE proposé peut étre exprimé comme en (1.1) avec
XiB = Bo + BiXiy + ByXi, + BsXi1X,, OU X;; = 1 dans le cas PS, et 0 autrement; x,, = 1 dans le cas
TV, et Oautrement. Il s’ensuit que les données auxiliaires x; sont des données au niveau du domaine; par
conséquent, la valeur de X, est connue pour chaque i.
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Comme nous I’avons mentionné, les tailles d’échantillon de certains petits domaines sont assez
grandes, mais il existe aussi des domaines dont les tailles d’échantillon sont relativement parlant
(beaucoup) plus petites, ce qui est assez fréquent dans les situations réelles. Comme les données
auxiliaires sont des données au niveau du domaine, nous avons X ;B = x;B; donc, il est facile de montrer

que le MP (1.5) peut étre exprimé sous la forme

~ ny | _ r
0. =<r+(1-r o+ X..
1 {I ( I)1+ ny} yl 1+ nI'Y IB

Nous voyons que, quand n, est grand, la MP est approximativement égal & y,, I’estimateur sous le plan
de sondage, qui n’a rien & voir avec I’estimation du paramétre. Par conséquent, quand n, est grand, la
différence entre la MPO et le MPLSBE est faible. Par contre, si n, est petit ou moyen, nous nous

attendons a observer une certaine différence entre la MPO et le MPLSBE en ce qui concerne I’lEQMP.
Cependant, il est difficile de dire quelle est la grandeur de cette différence dans le présent exemple sur
données réelles. Nos résultats de simulation de la section 2 montrent que la différence entre la MPO et le
MPLSBE concernant I’'EQMP dépend de la mesure dans laquelle la spécification du modéle supposé est
inexacte. 1l convient de souligner que la réponse, y;, est la différence entre les cotes THKS, et que les

valeurs possibles de la cote THKS sont des nombres entiers compris entre 0 et 7. Manifestement, de telles
données ne suivent pas une loi normale. L’effet possible de la non-normalité est double. D’une part, il est
probable que le modéle REE, tel qu’il est proposé par Hedeker et coll. (1994), est spécifié incorrectement,
auquel cas I’expression (1.5) n’est plus le MP, et les estimateurs du MV (MVR) gaussien ne sont plus les
vrais estimateurs du MV (MVR). D’autre part, méme si les données ne suivent pas une loi normale, il
reste possible de justifier que (1.5) est le meilleur prédicteur linéaire (MPL; par exemple, Searle, Casella
et McCulloch 1992, section 7.3). En outre, les estimateurs du MV (MVR) gaussiens sont convergents et
asymptotiquement normaux, méme sans I’hypothése de normalité (Jiang 1996; voir aussi Jiang 2007,
chapitre 1). D’autres aspects du modéle REE comprennent I’homoscédasticité de la variance de I’erreur
sur I’ensemble des petits domaines. La figure 4.1 montre I’histogramme des variances d’échantillon des
28 petits domaines. La forme bimodale de I’histogramme donne a penser que la variance de I’erreur
pourrait étre hétéroscédastique, soit encore un autre type possible de spécification inexacte du modéle. Par
conséquent, la méthode de la MPO est un choix naturel.
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Figure 4.1 Histogramme des variances d’échantillon; un lisseur & noyau de la densité est ajusté.
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Nous effectuons I’analyse de la MPO pour les 28 petits domaines et les résultats sont présentés au
tableau 4.1. Les MEP des paramétres sont Bo = 0,206, [31 = 0,687, [32 = 0,213, BS = -0,288 et
¥ = 0,003. Bien que I’on puisse donner une interprétation des estimations des parametres, il se pourrait
que la spécification du modele soit inexacte (auquel cas I’interprétation pourrait ne pas avoir de sens),
comme nous I’avons mentionné plus haut. Quoi qu’il en soit, nous nous intéressons principalement a la
prédiction et non a I’estimation; donc, nous nous concentrons sur la MPO. En plus des MPO, nous
calculons aussi les estimateurs EQMP correspondants, et leurs racines carrées comme mesures de

I’incertitude. Aux fins de comparaison, nous incluons aussi dans le tableau les MPLSBE pour les petits
domaines, ainsi que les racines carrées des estimations de I’'EQMP correspondantes, EQMP, en utilisant

la méthode de Prasad-Rao (P-R; Prasad et Rao 1990). Nous voyons que les MPO sont toutes positives,
méme pour les petits domaines dans le groupe de contréle. En ce qui concerne la signification statistique
(ici, la « signification » est définie comme le fait que la MPO est plus grande en valeur absolue que 2 fois
la racine carrée de I’estimation de I'EQMP correspondante), les moyennes de petit domaine sont
significativement positives pour tous les petits domaines du groupe (1,1). Par contre, aucune des
moyennes de petit domaine n’est significativement positive pour les petits domaines du groupe (0,0). Pour
les deux autres groupes, les moyennes de petit domaine sont significativement positives pour tous les
petits domaines du groupe (1,0), tandis qu’elles sont significativement positives pour tous les petits
domaines sauf deux du groupe (0,1). Les groupes (0,0), (0,1), (1,0) et (1,1) contiennent 7, 8, 7 et 7 petits
domaines, respectivement.

Tableau 4.1

MPO, MPLSBE, mesures de I’incertitude pour les données du TVSFP (Partie 1)
ID PS TV MPO N EQMP MPLSBE \ EQMP
403 1 0 0,886 0171 0,913 0,121
404 1 1 0,844 0,296 0,856 0,121
193 0 0 0,215 0,207 0,217 0,120
194 0 0 0,221 0,137 0,221 0,134
196 1 0 0,878 0171 0,907 0,124
197 0 0 0,225 0,158 0,223 0,126
198 1 1 0,771 0,220 0,807 0,131
199 0 1 0,426 0,142 0,453 0,130
401 1 1 0,826 0,133 0,844 0,127
402 0 0 0,188 0,171 0,199 0,123
405 0 1 0,394 0,147 0,432 0,129
407 0 1 0,508 0,300 0,508 0,133
408 1 0 0,871 0,240 0,903 0,123
409 0 0 0,230 0,125 0,227 0,136

Tableau 4.2

MPO, MPLSBE, mesures de I’incertitude pour les données du TVSFP (Partie 2)
ID PS TV MPO J EQMP MPLSBE J EQMP
410 1 1 0,778 0,304 0813 0,124
411 0 1 0,409 0,195 0,444 0,115
412 1 0 0,913 0,219 0,930 0,126
414 1 0 0,929 0,257 0,941 0,127
415 1 1 0,869 0,199 0,872 0,135
505 1 1 0,790 0,154 0,818 0,136
506 0 1 0,389 0,169 0,428 0,134
507 0 1 0,426 0,148 0,452 0,135
508 0 1 0411 0,108 0,442 0,136
509 1 0 0,915 0,097 0,929 0,143
510 1 0 0,880 0,119 0,905 0,143
513 0 0 0,185 0,215 0,197 0,123
514 1 1 0,866 0,144 0,870 0,140
515 0 0 0,180 0,102 0,192 0,143
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Si I’on compare la MPO au MPLSBE, les valeurs du second sont généralement plus élevées, et les
estimations de I’EQMP correspondantes sont en majeure partie plus faibles. Du point de vue de la
signification statistique, les résultats du MPLSBE sont significatifs pour les groupes (1,1), (1,0) et (0,1), et
non significatifs pour le groupe (0,0). Il convient de souligner que I’estimateur P-R de "EQMP du
MPLSBE est calculé sous I’hypothése de normalité, alors qu’ici, les données ont clairement une
distribution non normale, comme il est mentionné plus haut. Donc, il se peut que la mesure de
I’incertitude pour le MPLSBE ne soit pas exacte. En particulier, le fait que les (racines carrées des) EQMP
pour les MPLSBE sont plus faibles, comparativement a celles des MPO ne signifie pas nécessairement
gue les EQMP réelles correspondantes des MPLSBE sont plus faibles que celles des MPO. En fait, nos
résultats de simulation (voir la section 2) ont montré I’opposé. Nous constatons aussi que les estimations
de 'EQMP des MPLSBE sont plus homogénes dans les divers petits domaines. Cela pourrait tenir au fait
que I’estimateur P-R de ’EQMP du MPLSBE est obtenu en supposant que le modele REE est correct,
alors que I’estimateur proposé de I’lEQMP pour la MPO ne s’appuie pas sur une telle hypothése.

En conclusion, malgré les différences possibles entre les caractéristiques des petits domaines, les
programmes PS et TV semblaient améliorer les cotes THKS des éléves (savoir si les meilleures cotes
THKS signifient que la prévention et I’arrét du tabagisme sont améliorés est toutefois une autre question).
Il semble aussi que le programme PS était relativement plus efficace que le programme TV. Sans
I’intervention d’un de ces programmes, la cote THKS ne semblait pas s’améliorer en ce qui concerne les
moyennes de petit domaine. Pour ce qui est de la signification statistique des résultats, pour PS =0 et
TV =0, la cote THKS ne semblait pas étre améliorée; pour PS=1, la cote THKS paraissait étre
améliorée; et pour PS=0et TV =1, I’'amélioration de la cote THKS n’était pas convaincante.
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Annexe

A.1. MPO sous régression a erreurs emboitées. L’EQMP basée sur le plan de sondage est donnée par
(1.6). Notons que toutes les espérances E, et plus tard les prédictions P, sont basées sur le plan de

sondage, en supposant un échantillonnage aléatoire simple. Notons que E {0, (y) - ei}z = E{67 (v)} -

2€)iE{éi (w)} + 67. En outre, notons que E(y,) = 6, et E(X,) = X, (y,. et X, sont les estimateurs

sans biais sous le plan des moyennes de sous-population correspondantes). Donc, nous avons
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Par conséquent, en utilisant la notation présentée sous (1.7), hous avons

E {éu (\V)}

A 2 _ A2 1_ri val 2
E{ei (\V)_ei} = E{ei (\V)}_21+ nYXiBei +b; (v) 67 (A1)

Nous pouvons exprimer le paramétre 6, inconnu dans (A.1) par E(y; ). Nous avons également besoin
d’un estimateur sans biais sous le plan de 67, qui est donné par (1.8). Autrement dit, nous avons
0’ =E (ﬁ,z) Pour montrer I’absence de biais sous le plan de (1.8), notons que

(132 = LelSva
E;yij T kZ:; ik (ker,)

1y, 1N
:n—ZYikP(ke N—ZYI,

i k=1 i 1

ou I, est I’ensemble d’indices échantillonnés correspondant au i® petit domaine. En outre, nous avons
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Donc, aprés combinaison des éléments, nous obtenons

=60~} B o L 2=

Il s’ensuit que le deuxieme membre de (A.1) peut étre exprimé sous la forme

E[Z {00 -2, 0 Xy, o (vm?H.

Le MEP s’obtient en minimisant I’expression a I’intérieur de I’espérance, qui correspond a (1.7).
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Une méthode de détermination du seuil pour la winsorisation
avec application a I’estimation pour des domaines
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Résumé

Dans les enquétes auprés des entreprises, il est courant de collecter des variables économiques dont la
distribution est fortement asymétrique. Dans ce contexte, la winsorisation est fréquemment utilisée afin de
traiter le probléme des valeurs influentes. Cette technique requiert la détermination d’une constante qui
correspond au seuil a partir duquel les grandes valeurs sont réduites. Dans cet article, nous considérons une
méthode de détermination de la constante qui consiste a minimiser le plus grand biais conditionnel estimé de
I’échantillon. Dans le contexte de I’estimation pour des domaines, nous proposons également une méthode
permettant d’assurer la cohérence entre les estimations winsorisées calculées au niveau des domaines et
I’estimation winsorisée calculée au niveau de la population. Les résultats de deux études par simulation
suggerent que les méthodes proposées conduisent & des estimateurs winsorisés ayant de bonnes propriétés en
termes de biais et d’efficacité relative.

Mots-clés : Biais conditionnel; estimation robuste; estimateur winsorisé; valeurs influentes.

1 Introduction

Dans les enquétes aupres des entreprises, il est courant de collecter des variables économiques dont la
distribution est fortement asymétrique. Dans ce contexte, on est souvent confronté a la présence de valeurs
influentes dans 1’échantillon tiré. Ces derni¢res sont habituellement de trés grandes valeurs dont la
présence dans 1’échantillon tend a rendre les estimateur classiques trés instables.

Il est possible de se prémunir contre I’impact des valeurs influentes a 1’étape du plan de sondage en
sélectionnant d’office les unités potentiellement influentes. Par exemple, dans les enquétes auprés des
entreprises, il est de coutume d’utiliser un plan stratifié aléatoire simple sans remise comportant une ou
plusieurs strates exhaustives composées habituellement des grandes unités. Malheureusement, il est
rarement possible d’éliminer complétement le probléme des valeurs influentes a 1’étape du plan de
sondage. En effet, les strates dans les enquétes aupres des entreprises sont habituellement formées au
moyen d’une variable géographique, d’une variable de taille (par exemple, le nombre d’employés) et
d’une variable de classification (par exemple, le code SCIAN : Systéme de Classification des Industries de
I’Amérique du Nord). Dans une enquéte recueillant des dizaines de variables d’intérét, il n’est pas
improbable que certaines d’entre elles soient peu ou pas liées aux variables de stratification, pouvant alors
conduire a la présence de valeurs influentes. C’est le cas notamment dans les enquétes environnementales
menées par Statistique Canada telles que I’Enquéte sur 1’eau dans 1’agriculture dont I'un des objectifs
consiste a quantifier la quantité d’eau utilisée par les fermes canadiennes pour I’irrigation. Il s’avére que la
consommation d’eau utilisée une année donnée est peu liée aux variables de stratification car la
consommation est en partie expliquée par les conditions météorologiques subies par les fermes
échantillonnées. Un deuxiéme exemple est I’Enquéte sur I’eau dans les industries dont I’un des objectifs

1. Cyril Favre Martinoz, Laboratoire de Statistique d’Enquéte, CREST/ENSAI & IRMAR (UMR 6625), Campus de Ker Lann, 35170 Bruz,
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Statistique d’Enquéte, CREST/ENSAI, Campus de Ker Lann, 35170 Bruz, France. Courriel : haziza@dms.umontreal.ca; Jean-Frangois
Beaumont, Division de la recherche et de I’innovation en statistique, Statistique Canada, Ottawa, Canada, K1A 0T6.
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est de quantifier la quantité d’eau consommeée. Dans le cas d’entreprises miniéres, la consommation d’eau
utilisée pour extraire le minerai est fortement liée aux caractéristiques géophysiques du terrain qui ne sont
pas prises en compte par les variables de stratification.

Un autre probléme conduisant a la présence de valeurs influentes dans 1’échantillon est celui des
migrants interstrates plus connus sous le nom de “stratum jumpers” en anglais qui survient lorsque
I’information de stratification recueillie sur le terrain est différente de celle disponible sur la base de
sondage. Ces différences sont habituellement dues a des erreurs dans la base de sondage (par exemple,
dans le cas d’une base obsoléte). Un stratum jumper est une unité qui n’appartient pas a la strate a laquelle
elle aurait dG appartenir si I’information sur la base de sondage avait été correcte. Si une unité avec une
grande valeur est assignée a une strate non-exhaustive, elle combinera alors une grande valeur de la
variable d’intérét et éventuellement un grand poids de sondage, ce qui la rendra potenticllement trés
influente. En pratique, il n’est pas rare d’observer entre 5 % et 10 % de migrants interstrates.

Les estimateurs classiques (par exemple, 1’estimateur par dilatation) ne présentent (pratiquement) pas
de biais mais ils peuvent étre tres instables en présence de valeurs influentes. Les estimateurs robustes sont
construits de manicére a limiter ’impact des valeurs influentes, ce qui conduit & des estimateurs plus
stables mais potentiellement biaisés. L’objectif consiste a développer des procédures d’estimation robustes
dont I’erreur quadratique moyenne est significativement inférieure a celle des estimateurs classiques en
présence de valeurs influentes dans la population mais qui ne souffrent pas d’une perte d’efficacité
importante en leur absence. Le traitement des valeurs influentes permet donc habituellement d’obtenir un
compromis entre le biais et la variance.

La winsorisation est une méthode souvent employée dans les enquétes auprés des entreprises pour
traiter les valeurs influentes. Cette méthode consiste a réduire la valeur et/ou le poids d’une ou plusieurs
unités influentes afin de réduire leur impact. On considere deux formes de winsorisation : la winsorisation
standard ainsi que la winsorisation décrite par Dalén (1987) et Tambay (1988). Ces méthodes sont décrites
dans la section 4. Quel que soit le type utilisé, la winsorisation requiert la détermination d’une constante
qui correspond au seuil a partir duquel les grandes valeurs sont réduites. Le choix de cette constante est
crucial, un mauvais choix pouvant conduire a des estimateurs winsorisés ayant une erreur quadratique
moyenne supérieure a celle des estimateurs classiques. Le choix de la constante a été étudié, entre autres,
par Kokic et Bell (1994), Rivest et Hurtubise (1995). Dans le cas d’un plan stratifié aléatoire simple sans
remise, ces auteurs ont déterminé la constante qui minimise 1’erreur quadratique moyenne estimée des
estimateurs winsorisés. Dans le cas d’enquétes répétées, ils suggerent d’utiliser les données historiques
collectées a des occasions précédentes. Kokic et Bell (1994) ont déterminé la valeur optimale de la
constante en postulant un modéle de moyenne commune dans chaque strate et en minimisant I’erreur
quadratique moyenne de I’estimateur winsorisé calculée par rapport au modele et au plan de sondage.
Clark (1995) a généralisé les résultats de Kokic et Bell (1994) au cas d’un estimateur par le ratio et en
calculant I’erreur quadratique moyenne par rapport au modele seulement.

Dans un premier temps, nous considérons un critére différent qui consiste a trouver la constante qui
minimise le plus grand biais conditionnel estimé de I’échantillon. Comme nous I’expliquons a la section 2,
le biais conditionnel associé a une unité est une mesure d’influence qui tient compte du plan de sondage
utilisé. La méthode proposée a I’avantage d’étre simple a implémenter en pratique. De plus, contrairement
aux méthodes proposées dans la littérature, elle ne requiert pas d’information historique ou un mod¢le
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décrivant la distribution de la variable d’intérét dans chaque strate. L’estimation robuste basée sur le biais
conditionnel est présentée a la section 3.

Dans la section 5, nous traitons du probléme de I’estimation pour des domaines, qui est un probléme
important en pratique. Il s’agira d’appliquer une méthode robuste séparément dans chaque domaine
d’intérét. Un estimateur au niveau de la population peut étre simplement obtenu en agrégeant les
estimateurs robustes obtenus dans chacun des domaines. Cependant, étant défini comme la somme
d’estimateurs tous biaisés, 1’estimateur agrégé risque de présenter un biais important. Ce point a été
soulevé par Rivest et Hidiroglou (2004). Nous proposons une approche en trois étapes : d’abord, on
appliquera une méthode robuste séparément dans chaque domaine d’intérét afin d’obtenir des estimations
initiales. Indépendamment, on obtiendra une estimation robuste initiale au niveau de la population.
Finalement, en utilisant une méthode s’apparentant au calage (e.g., Deville et Sarndal 1992), on modifiera
les estimations initiales de maniére a garantir la cohérence entre les estimations robustes obtenues au
niveau des domaines et 1’estimation robuste obtenue au niveau de la population. Le probléme de la
cohérence pour des domaines a été étudié dans un contexte d’estimation pour des petits domaines; voir par
exemple, You, Rao et Dick (2004) et Datta, Gosh, Steorts et Maple (2011).

Nous terminons cette section par une discussion du concept de robustesse rencontré en statistique
classique et celui rencontré en population finie. En statistique classique, on est en présence de populations
infinies dont on cherche, par exemple, a estimer la moyenne. Dans ce contexte, une valeur aberrante est
une valeur qui a été¢ générée selon un modele différent de celui qui a généré la majorité des observations.
La présence de valeurs aberrantes dans 1’échantillon peut s’expliquer par le fait que la population dont est
générée 1’échantillon est un mélange de distributions ou encore que certaines observations sont sujettes a
des erreurs de mesure. En statistique classique, on cherche habituellement a mener des inférences sur la
population des valeurs non aberrantes. Le but est donc de construire des estimateurs robustes au sens ou
ces derniers sont peu affectés par la présence de données aberrantes dans 1’échantillon. Dans ce contexte,
il est désirable de construire des estimateurs robustes ayant un point de rupture élevé et/ou une fonction
d’influence bornée. En population finie, les erreurs de mesure sont corrigées a I’étape de la vérification si
bien que I’on suppose qu’il n’en reste plus a 1’étape de 1’estimation. Le but est de mener une inférence sur
la population “totale” qui comprend les valeurs aberrantes ainsi que les valeurs non aberrantes. Autrement
dit, contrairement a la statistique classique, on ne s’intéresse pas qu'a la population de valeurs non
aberrantes. Dans ce contexte, des estimateurs affichant un point de rupture €levé et/ou une fonction
d’influence bornée ne sont généralement pas appropriés car ils peuvent conduire a des biais importants.
On privilégiera des estimateurs robustes au sens ou (i) ils sont plus stables que les estimateurs usuels en
présence de valeurs influentes et, en 1’absence de ces dernicres, s’aveérent presque aussi efficaces que les
estimateurs classiques et (ii) ils convergent vers les estimateurs classiques a mesure que la taille de
I’échantillon et celle de la population augmentent. Des études par simulation sont présentées a la section 6.
La section 7 conclut avec une discussion.

2 Mesure d’influence : le biais conditionnel

On se place dans le cadre d’une population finie d’individus, notée U, de taille N. On souhaite

estimer le total de la variable d’intérét y, noté t = Zieu Y;. De la population, on tire un échantillon S,
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de taille (espérée) n selon un plan de sondage P(S). Un estimateur classique de t est ’estimateur par
dilatation, aussi appelé estimateur de Horvitz-Thompson, { = Zie s d,y;, ou d, = 1/m; désigne le poids
de sondage de I’unité i et m; désigne sa probabilité d’inclusion dans 1’échantillon. Bien que I’estimateur
par dilatation, f, soit sans biais pour t par rapport au plan de sondage, il peut présenter une grande
instabilité en présence de valeurs influentes.

Afin de quantifier I’impact (ou I’influence) d’une unité échantillonnée sur 1’estimateur par dilatation,
nous utilisons le concept de biais conditionnel d’une unité; voir Moreno-Rebollo, Mufioz-Reyez et
Muiioz-Pichardo (1999), Moreno-Rebollo, Mufioz-Reyez, Jimenez-Gamero et Muifioz-Pichardo (2002) et
Beaumont, Haziza et Ruiz-Gazen (2013). Soit |, la variable indicatrice de sélection dans 1’échantillon

pour 'unité i telleque I, =1sii e S etl; =0, sinon. Le biais conditionnel de I’estimateur f associé

a une unité échantillonnée est défini selon
T — T
Bl =E,(fl, =) -t=>Y |y, 2.1
jeu T
ou m; désigne la probabilit¢ d’inclusion conjointe des unités i et j dans I’échantillon. Le biais

conditionnel (2.1) est, en général, inconnu puisque les valeurs de la variable d’intérét ne sont observées
que pour les unités dans 1’échantillon. En pratique, il s’agira de 1’estimer. Nous considérons 1’estimateur
conditionnellement sans biais (voir, par exemple, Beaumont et coll. 2013) :

A T — T
B]I?T — Z[ 1] ) J\JyJ

o W A
‘ Y (2.2)
T — T
=(d; - Dy; + Z e Yi-
jes, j=i UL
Cet estimateur est conditionnellement sans biais au sens ou E (éfiﬂ 1, = 1) = B,". Nous faisons les

remarques suivantes a propos du biais conditionnel et de son estimateur : (i) Le biais conditionnel (2.1) et
son estimateur (2.2) dépendent des probabilités d’inclusion 7; et des probabilités d’inclusion conjointes

m;. Autrement dit, le biais conditionnel est une mesure qui tient compte du plan de sondage. (ii) Si

n; = 1 alors B/" = 0 de méme que B/!" = 0. En effet, lorsque m; = 1, l'unité i est selectionnée dans
tous les échantillons possibles et, par conséquent, E ([l =1) -t = E_ (f) -t =0, Iestimateur f

étant un estimateur sans biais de t par rapport au plan. Une unité sélectionnée d’office dans 1’échantillon
n’a donc aucune influence et ne contribue pas a la variance de 1’estimateur f. (iii) Le biais conditionnel
estimé (2.2) dépend des probabilités d’inclusion d’ordre deux, m;;. Pour certains plans de sondage, il peut

s’avérer ardu d’obtenir ces probabilités, auquel cas on aura recours a des approximations. Pour des plans
de sondage appartenant a la classe des plans a grande entropie (e.g., Berger 1998), plusieurs
approximations des probabilités d’inclusion d’ordre deux ont été proposées dans la littérature; voir, par
exemple, Haziza, Mecatti et Rao (2008). Une solution alternative consiste a obtenir des approximations
des m; au moyen de méthodes Monte Carlo; voir Fattorini (2006) et Thompson et Wu (2008).

Pour un plan stratifi¢ aléatoire simple, le biais conditionnel (2.1) associé a l'unité échantillonnée i
dans la strate h est donné par
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N N
Blli{T = N d l(h - 1)(% - VUh)a (2.3)
-

ou N, désigne la taille de I’échantillon tiré dans la strate h,y,, = N, lZieUh Y;, et U, désigne la

population des unités dans la strate h de taille N,,h =1,..., H. L’estimateur du biais conditionnel (2.2)

se réduit a

BST = T (Nh - lj(yi = Yen)>

n, —1\n,
ou Yg, = nﬁlziesh y; et S, est’échantillon de la strate h.
Pour un plan de Poisson, le biais conditionnel de 1’unité échantillonnée i est donné par
B (I, =1)=(d, -1)y;. (2.4)

Contrairement au plan aléatoire simple sans remise, le biais conditionnel (2.4) est connu pour toutes les
unités de I’échantillon car il ne dépend pas de paramétres de la population finie.

3 Estimation robuste basée sur le biais conditionnel

Afin de se prémunir contre I’influence indue de certaines unités, il convient de construire des
estimateurs robustes du total t ; c’est-a-dire des estimateurs qui réduisent I’impact des unités les plus

influentes. Nous considérons une classe d’estimateurs de la forme
f.=ft+A, 3.1

ou A est une certaine variable aléatoire. Comme nous le verrons a la section 4, les estimateurs winsorisés
considérés peuvent s’écrire sous la forme (3.1). Comme dans Beaumont et coll. (2013), on désire
déterminer la valeur de A qui minimise le plus grand biais conditionnel estimé dans 1’échantillon de
I’estimateur f,. Formellement, on cherche la valeur de A qui minimise

5 R
Bli

L (3.2)

maX{
ieS

ou B désigne le biais conditionnel estimé de I’estimateur f, associé a I’unité échantillonnée i. Ce biais

conditionnel est donné par

B =E_(f I, =1) -t
1i ET( R‘ i ) (33)
= B +Ep(A\Ii =1)
que I’on estimera par
BR = BT 4 A, (3.4)
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ou B/ est un estimateur conditionnellement sans biais de B,|'. En notant que A est un estimateur

conditionnellement sans biais de E  (A[l; = 1), il découle que I’estimateur du biais conditionnel (3.4) est

conditionnellement sans biais pour Bjj. Autrement dit, ona E | {EAEE 1, = 1} = B/.

Beaumont et coll. (2013) ont montré que la valeur de A qui minimise (3.2) est donnée par

1, s 5
Aopt = _E(Bmin + max)’
ou B, = min, (Bfin) et B, = max,_ (Bfi”). L’estimateur (3.1) devient alors :
f, =t (B, +B.) (3.5)
2 min max

Sous certaines conditions de régularité, Beaumont et coll. (2013) ont montré que I’estimateur (3.5) est
convergent par rapport au plan de sondage ; i.e., f; —t = o, (N / «/_n) .

4 Application aux estimateurs winsorisés

L’estimateur (3.5) peut étre écrit sous d’autres formes, ce qui peut parfois faciliter sa mise en oeuvre.
Nous considérons la forme winsorisée. Cette forme a été souvent ¢tudiée dans la littérature. Tel que
mentionné a la section 1, on distingue la winsorisation standard de la winsorisation de Dalén-Tambay.

La winsorisation standard consiste a réduire la valeur des unités dépassant un certain seuil en tenant
compte de leur poids. Soit ¥, la valeur de la variable y pour I’unité i aprés winsorisation. On a

y; sidyy; <K
Vi = ; sidy, > K @D

i
ou K > 0 est le seuil de winsorisation. L’estimateur winsorisé standard du total t est donné par
fs = Zdiyi

s (4.2)
={ + A(K),

ou

A(K) = —Z:rnaX(O,diyi - K).

ieS
L’estimateur (4.2) peut donc s’écrire sous la forme (3.1). Une écriture alternative consiste & exprimer f,

comme une somme pondérée des valeurs initiales au moyen de poids modifiés :

fs = Zdiyia

ieS
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ou

"[1g)
min yi,d—
d =d ———/ (4.3)

Si min(y;,K/d,) =y, (c’est-a-dire que I’unité i n’est pas influente), alors d, = d,. Le poids d’une
unité non influente n’est donc pas modifié. Par contre, le poids modifié d’une unité influente est inférieur
a d; et peut méme étre inférieur a 1. Il convient de noter qu’une unité affichant une valeur y;, = 0 ne
pose pas de probléme particulier puisque sa contribution au total estimé, f,, est nulle. Dans ce cas, on peut
assigner une valeur arbitraire au poids modifié d -

Dans le cas de la winsorisation de Dalén-Tambay, on définit les valeurs de la variable d’intérét aprés
winsorisation par

Yi sidyy; <K
o= i 4.4
i E"‘i Yi_5 sidyy; > K @9
d d d,

Cela conduit a I’estimateur winsorisé du total ty :

fDT = d;y,.
; 4.5
={+ A(K),

ou

A(K) = -2

d, -1
( Id )max(O,diyi - K).
ieS i

L’estimateur (4.5) peut également s’écrire sous la forme (3.1). Comme pour f,, une écriture alternative

consiste a exprimer f, comme une somme pondérée des valeurs initiales au moyen de poids modifiés :
fDT = Z d;vyi,

ieS

ou

! ( Kj
min yi’di
d =1+, -1)——2, (4.6)
Yi
Comme pour I’estimateur winsorisé standard, le poids d’une unité non-influente n’est pas modifié.

Contrairement a la winsorisation standard, la winsorisation de Dalén-Tambay garantit que les poids
modifiés ne peuvent étre inférieurs a 1. Encore une fois, une unité affichant une valeur y, = 0 ne pose

pas de probléme particulier puisque sa contribution au total estimé, .., est nulle. Dans ce cas, on peut

assigner une valeur arbitraire au poids modifié¢ d,.
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Les estimateur winsorisés standard et de Dalén-Tambay étant de la forme (3.1), la constante optimale

K qui minimise (3.2) est obtenue en résolvant

1,4 A
A(K) = _E(Bmin + Bmax)
ou encore
>y max(0,d,y, - K) = o B “.7)
jes

ou a; =1 dans le cas de I’estimateur f et a i = (d - 1) / d; dans le cas de I’estimateur f,,. On

i
montre dans I’annexe qu’une solution a 1I’équation (4.7) existe sous les conditions suivantes :

L. my —mm; <0;et

1,4 A
2. (B * Buw) 2 0.

2
La condition 1 est satisfaite pour la plupart des plans de sondage a un degré utilisés en pratique tels que
1’échantillonnage aléatoire simple stratifié et I’échantillonnage de Poisson. La condition 2 implique que f
doit étre plus petit ou égal a f puisqu’un estimateur winsorisé ne peut pas étre plus grand que I’estimateur
de Horvitz-Thompson par construction. On s’attend en général a ce que la condition 2 soit satisfaite dans
la plupart des populations asymétriques que 1’on retrouve dans les enquétes aupres des entreprises et dans
les enquétes sociales. On montre aussi dans I’annexe que la solution a 1’équation (4.7) est unique si les
conditions précédentes tiennent et si Y, = 0 pour i € S. On y décrit briévement un algorithme pour
trouver la solution a 1’équation (4.7).

Il est a noter que bien que la valeur K différe selon I’estimateur winsorisé utilisé, les estimateurs

robustes résultants sont identiques. Autrement dit, on a
f, (Ko ) = for (Ko ) = £ = £ — = —mx, (4.8)

Afin de comparer I’influence de chacune des unités de la population par rapport a I’estimateur (non-
robuste) par dilatation, f, et sa version robuste (4.8), nous avons effectué une étude par simulation. Pour
cela, nous avons généré deux populations, chacune de taille N = 100. La premiére population a été
générée selon une loi normale de moyenne 4 108 et d’écart type 1 500 alors que la deuxiéme a été générée
selon une loi log-normale de moyenne 4 108 et d’écart type 7 373. De chaque population, nous avons tiré
M = 500 000 échantillons selon deux plans de sondage : (i) le plan aléatoire simple sans remise de taille
n =10 et (ii) le plan de Bernoulli de taille espérée n = 10. Dans un premier temps, nous avons calculé le
biais conditionnel de 1’estimateur de Horvitz-Thompson pour un sondage aléatoire simple sans remise
donné en (2.3) ainsi que celui dans le cas d’un plan de Bernoulli donné en (2.4). Notons que le biais
conditionnel de I’estimateur Horvitz-Thompson ne requiert pas d’étre approximé par simulation puisque
toutes les quantités de la population sont connues. Le biais conditionnel de 1’estimateur robuste donné en
(3.3) associé a I'unité i a été approximé de la maniére suivante : parmi les 500 000 échantillons tirés,
nous avons identifié les échantillons contenant I’unité i. Dans chacun de ces échantillons, nous avons
calculé I’erreur, f, —t. Finalement, nous avons calculé la moyenne des valeurs de f, —t sur tous les

échantillons contenant ’unité i.
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Les figures 4.1 (a) et 4.1 (b) présentent les résultats dans le cas de 1’échantillonnage aléatoire simple
sans remise pour les distributions normale et log-normale, respectivement. Les figures 4.1 (¢) et 4.1 (d)
présentent les résultats dans le cas de I’échantillonnage de Bernoulli pour les distributions normale et log-
normale, respectivement. Dans chacune des figures, la valeur absolue du biais conditionnel de f est
représentée en fonction de la valeur absolue du biais conditionnel de f pour chaque unité de la population.
Les unités situées au dessus de la premiére bissectrice possédent un biais conditionnel associé a f, en
valeur absolue supérieur au biais conditionnel associé a I’estimateur f en valeur absolue. Dans un premier
temps, nous discutons des résultats ayant trait a 1’échantillonnage aléatoire simple sans remise : le biais
conditionnel de f, en valeur absolue présente un comportement similaire au biais conditionnel en valeur
absolue de f, ce qui indique que I’influence des unités n’est pas modifiée de maniére significative apres
avoir robustifié 1’estimateur par dilatation. Ce résultat n’est pas surprenant puisque la population ne
comprend pas d’unités fortement influentes. Dans le cas de la loi log-normale, on constate que 1’influence
des valeurs affichant un biais conditionnel associé¢ a f ¢élevé a été réduite de maniére significative. En
revanche, on constate que, pour la majorité des données, le biais conditionnel de f, est légérement plus
¢levé que celui de f. Nous discutons maintenant les résultats ayant trait a I’échantillonnage de Bernoulli :
dans le cas de la population normale, on constate que I’influence de la grande majorité des unités a été
réduite puisque le biais conditionnel en valeur absolue de f, est significativement moins élevé que le biais
conditionnel en valeur absolue de f. Dans le cas de la loi log-normale, les résultats obtenus sont similaires
a ceux obtenus dans le cas de 1’échantillonnage aléatoire simple sans remise pour la méme distribution.
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5 Estimation robuste de totaux par domaine

En pratique, on cherche la plupart du temps a obtenir des estimations au niveau de domaines de la
population ainsi qu’une estimation au niveau global. Soit t, = Zi , Vi le total de la variable y dans le

9

domaine g. On va supposer que les domaines forment une partition de la population telle que

t= zieu Y, = Z;tg, ou G est le nombre de domaines. Soit S; I’ensemble des unités
¢chantillonnées dans le domaine g. L’estimateur par dilatation de t; est donné par f, = Zi . d;y;. On
€3¢

. , ) G
a la relation de cohérence suivante : Zgzl fg =f.

En présence de valeurs influentes, on peut appliquer une procédure robuste séparément pour chacun
des domaines a I’aide de la méthode décrite a la section 3, ce qui conduit & G estimateurs robustes, f, .

Un estimateur robuste, fR( du total au niveau de la population est simplement obtenu en agrégeant les

agr) >

. G . . o
estimateurs robustes f, .. On a alors f, = qu fr - La relation de cohérence entre les estimations

R(agr)
calculées au niveau des domaines et I’estimation calculée au niveau de la population est donc satisfaite.

Cependant, agréger G estimateurs robustes, chacun souffrant d’un biais potentiel, peut engendrer un

estimateur robuste agrégé, {g,,,, fortement biaisé. Dans la grande majorité des cas, le biais de fg,,,, sera

négatif, chacun des estimateurs fR,g présentant un biais négatif.

Une solution permettant d’éviter un estimateur avec un biais inacceptable consiste d’abord a calculer
I’estimateur robuste (4.8), fR’g, pour chacun des domaines. Ensuite, on obtient indépendamment un

estimateur robuste du total t dans la population, f; ;, donné par (4.8). Cependant, dans ce cas, la relation
. , . . C o . G .,
de cohérence n’est plus nécessairement satisfaite. Autrement dit, on aura, f,, = Zg:1 fs 4 en général. Il

s’agira alors de forcer la cohérence entre les estimations robustes dans les domaines et I’estimation robuste
agrégée au moyen d'une méthode qui s’apparente au calage. Pour cela, on déterminera des estimations
robustes finales f;,g,g =0,1,..,G, qui soient aussi proches que possible des estimations robustes
initiales f

r.g» au sens d’une certaine fonction de distance, et qui vérifient I’équation de calage

G

D ey = fro- (5.1)
g=1
Dans le cas d’une fonction de distance de type khi-deux généralisé, on cherche des estimations
robustes finales, f;’g , telles que

S {szg B ng}Z
; 20,6, (5.2)

est minimum sous la contrainte (5.1). Le coefficient ¢, dans I’expression précédente est un poids que I’on

assigne a I’estimation initiale dans le domaine g, f et s’interpréte comme I’importance de celui-ci

R.,g9°
dans le probléme de minimisation. En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on peut
facilement obtenir une solution au probléme de minimisation ci-dessus. Cette solution est donnée par :
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G
Zath,h

R.g = f\R,g - hG:O769qng,g’ (53)
thfR,h
h=0

ou 0, = —let 6, =1, pour g =1,...,G.

Nous faisons les remarques suivantes: (i) Si g, = 0, alors I’estimation robuste finale f;,g est
identique a I’estimation robuste initiale f; ,. Ainsi, si I’on souhaite que I’estimation initiale dans le
domaine ¢, ne soit pas trop modifiée, il suffit de lui associer une petite valeur de q,. Cet aspect sera

également illustré empiriquement a la section 6.2. (ii) Notons qu’en plus des estimations robustes initiales
au niveau des domaines, f rg> Pour g =1,..., G, I’estimation robuste initiale au niveau de la population,

fR’O, peut étre également étre modifi¢e. (iii) Si g, = 0 (autrement dit, ’estimation initiale robuste au

niveau de la population n’est pas modifiée) et g, = q pour g =1,...,G, ou g est une constante

strictement positive, I’expression (5.3) se simplifie pour donner

. f
fry = feg (f R0 ] (5.4)

R(agr)

Dans ce cas, les estimations initiales f, & sont toutes modifiées par le méme facteur fg, / fo

R.9 agr) *

(iv) Comment fixer les valeurs de q, en pratique ? Il semble naturel de privilégier le choix suivant :

G
0, - V(L) SV
=
ot CV (fg) désigne le coefficient de variation (CV) estimé associé au domaine ¢. Par exemple, dans une

enquéte répétée, il sera possible d’utiliser le CV estimé observé a une occasion précédente. Ce choix de
g, est motivé par le fait qu’on ne cherchera pas a modifier de maniere importante I’estimation initiale

associée a un domaine caractérisé par un petit CV estimé. Dans un tel domaine, il est clair que le probléme
des valeurs influentes est moins criant et I’on s’attend & ce que I’estimation robuste initiale f, o soit

relativement proche du vrai total t,. Autrement dit, I’estimateur robuste fR,g devrait étre peu biaisé et

relativement stable. Il est donc naturel de ne pas chercher a modifier I’estimation robuste initiale de
manicre importante. (v) En (5.2), nous avons utilisé la distance du khi-deux généralisée conduisant a la
méthode linéaire. Dans la littérature portant sur le calage (e.g., Deville et Sdrndal 1992), il existe plusieurs
autres méthodes de calage. Mentionnons la distance de Kullback-Leibler conduisant a la méthode
exponentielle et les méthodes logit et linéaire tronquée. Les deux derniéres méthodes permettent de
spécifier des bornes positives C, et C, telles que C, < f;,g / fR,g < C,. Autrement dit, on s’assurera que

le rapport fy /fs, se situe a I'intérieur des deux limites C, et C,. Notons qu’il est possible que la
procédure de calage conduise a f;,g - fg > 0, pour un certain ¢, ce qui est contre-intuitif. Dans ce cas, il
suffit de rajouter la contrainte f;,g < fg pour g = 1,...,G, dans la procédure de calage. (vi) Une écriture
alternative consiste a exprimer f;,g comme une somme pondérée des valeurs initiales au moyen de poids

modifiés :
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f;,g = Zdi*yi’

ieSg
ou

G

Zsth,h

d’=d|1-8,q, "

hIN: A
h=0

et d, est donné soit par (4.3) ou par (4.6). On peut également écrire I’estimateur f;,g comme une somme

pondérée avec les poids initiaux au moyen de valeurs modifiées :
* *
fR,g = Z d,y;,
ieSg
ou

G

zsth,h

yi*:yil_sgqgh;()i’ |€g

> aufan

h=0
et ¥, est donné soit par (4.1) ou par (4.4). (vii) On peut vouloir trouver les seuils de winsorisation,
Kg ,0 =1,...,G, tels que ’estimateur winsorisé standard ou celui de Dalén-Tambay est égal a f,:,g. On

peut procéder de fagon similaire a la section 4 et on peut utiliser un algorithme semblable a celui donné
dans I’annexe. Une condition nécessaire pour I’existence d’une solution est que fg - f,:,g > 0. (viii) La

procédure de calage proposée permet de traiter conjointement plusieurs partitions de la population. Par
exemple, on peut, a la fois, étre intéressé¢ a publier des estimations par province et des estimations par
industrie. Dans ce cas, il suffit de poser les équations de calage suivantes dans la procédure de calage :

L

Zf;,l = f;,o’

=1
ou G et L désigne le nombre de provinces et le nombre d’industries, respectivement. De méme, la
méthode est applicable au cas de plusieurs découpages de la population.

6 Etudes par simulation

6.1 Winsorisation dans un plan aléatoire simple sans remise

Nous avons effectué¢ une étude par simulation afin d’étudier les propriétés de plusieurs estimateurs
robustes au moyen de onze populations. Les dix premiéres de taille N = 5 000 consistent en une variable
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d’intérét y. Dans chaque population, les valeurs de la variable y ont été générées selon le modéle

suivant :
Y, =U, +06V,,

ou U,,d, et V, sont des variables aléatoires dont les distributions sont décrites dans le tableau 6.1. La
population 1 a été générée selon une loi normale. Les populations 2—5 ont été générées au moyen d’un
mélange de lois normales avec des taux de contamination variant de 0,5 % a 5 %. Les populations 6—8
ont été générées selon des lois asymétriques. Les populations 9 et 10 ont été générées au moyen d’un
mélange de lois log-normales avec des taux de contamination égaux a 0,5 % et 5 %. Enfin, la onziéme
population de taille N = 5 000 est issue de 1’enquéte sur les technologies de 1’information produite par
I’Institut National de la Statistique et des Etudes Economiques (INSEE) en 2011. Un des objectifs de cette
enquéte est d’estimer le chiffre d’affaires réalisé par commerce électronique pour les entreprises
francaises. La variable “chiffre d’affaires” sera donc utilisée dans notre simulation. La distribution de la
variable Yy dans chacune des populations est représentée graphiquement a la figure 6.1. De plus, le
tableau 6.2 montre plusieurs statistiques descriptives pour chacune des populations utilisées. Pour des
raisons de confidentialité, nous avons omis d’afficher les unités dans le graphique correspondant a la
population 11. De méme, le tableau 6.2 ne comporte aucune statistique descriptive pour la population 11.
Dans chaque population, nous avons tir€ M = 5 000 échantillons selon un plan aléatoire simple sans
remise de taille n =100, 300 et 500. Dans chaque échantillon, nous avons calculé I’estimateur par
dilatation f et I’estimateur robuste (4.8). Soient Y,..., Y, les valeurs de la variable y rangées par

ordre croissant. Nous avons également calculé les estimateurs winsorisés d’ordres 1, 2 et 3, ou
I’estimateur winsorisé d’ordre p est obtenu en remplagant les p plus grandes valeurs de 1’échantillon par

la valeur y, ,,p =1,2,3. Dans un contexte de statistique classique, Rivest (1994) a montré que

I’estimateur winsorisé d’ordre 1 posséde de bonnes propriétés en termes d’erreur quadratique moyenne
pour une grande classe de distributions asymétriques.

Comme mesure du biais d’un estimateur 0, nous avons calculé le biais relatif Monte Carlo (en %) :

BR, (0) = x 100,

13 .

M Z(em) B t)
Mot
t
ou é(m) désigne 1’estimateur 6 dans 1’échantillon m,m = 1,...,5 000. Nous avons également calculé

I’efficacité relative des estimateurs robustes relativement a 1’estimateur par dilatation, f :

Z(é(m) N t)
t

m=1

i(f(m B )

m

x 100.

RE, (6) =

2
2

—_

Les résultats sont présentés dans le tableau 6.3.

Les résultats présentés au tableau 6.3 montrent que 1’estimateur winsorisé d’ordre 1 est moins biaisé et
généralement plus efficace que les estimateurs winsorisés d’ordres 2 et 3, ce qui est cohérent avec les
résultats obtenus par Rivest (1994). Il est intéressant de comparer ’estimateur robuste f; et ’estimateur
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winsorisé d’ordre 1. Dans le cas de la population 1 ne contenant pas de valeurs influentes, on remarque
que les deux estimateurs sont peu biaisés et sont aussi efficaces que 1’estimateur par dilatation. Dans le cas
des populations de mélange de lois normales (populations 2 a 5), nous constatons que |’estimateur
winsorisé d’ordre 1 est moins efficace que 1’estimateur robuste dans tous les scénarios a I’exception de la
population 5 avec n = 300. En fait, I’estimateur winsorisé d’ordre 1 est moins efficace que I’estimateur
par dilatation dans tous les scénarios a 1’exception de la population 2 avec n = 100. L’estimateur robuste,
quant a lui, affiche un gain en efficacité par rapport a I’estimateur par dilatation sauf pour les populations
4 et 5 pour lesquelles nous observons des valeurs d’efficacité relative variant de 91 % a 102 %. Dans le
cas des populations de mélange de lois log-normales (populations 9 et 10), nous constatons que
I’estimateur winsorisé d’ordre 1 et 1’estimateur robuste présentent des performances trés similaires en
termes de biais et d’efficacité dans tous les scénarios. Il en va de méme pour les populations asymétriques
(populations 6 a 8), pour lesquelles les deux estimateurs présentent des résultats similaires. Dans le cas de
la population 11, I’estimateur robuste affiche un biais moins élevé que I’estimateur winsorisé d’ordre 1
pour n =100 bien qu’il soit moins efficace (41 % vs. 47 %). Pour n = 300 et n = 500, I’estimateur

robuste est moins biais¢ et significativement plus efficace que 1’estimateur winsorisé d’ordre 1.

Tableau 6.1
Modeéles utilisés afin de générer les populations
Population Loi de U, Mélange Loi de §; Loi de V,

1 N (2 000;500) Non

2 N (2 000;500) Oui B(0,005) N (50 000;10 000)

3 N (2 000;500) Oui B(0,01) N (50 000;10 000)

4 N (2 000;500) Oui B(0,02) N (50 000;10 000)

5 N (2 000;500) Oui B(0,05) N (50 000;10 000)

6 Log — N (log(2 000);1,2) Non

7 Log—-N (log (2 000);1,5) Non

8 Frechet(2 000;2,5;2,1) Non

9 Log—-N (log(2 000);1,2) Oui B(0,05) Log—N(log (5 000);1,2)

10 Log-N (log (2 000);1,2) Oui B(0,05) Log—-N (log (5 000);1,2)
Tableau 6.2
Statistiques descriptives des dix populations simulées
Statistique Population
descriptive 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
min 132,3 3149 1053 2759 1874 23,6 7,6 2 000,9 20,5 26,6
max 3968 79506 78526 80540 78690 252612 379751 2159 305612 1,3x10°
Q1 1639 1 667 1 664 1 666 1 685 883 743 200 920 913
Meédiane 1986 1993 1997 2015 2 053 1 996 1981 2002 2167 2041
Q3 2330 2337 2339 2349 2421 4505 5337 2 004 5018 4927
Moyenne 1985 2267 2536 2976 4661 4 005 6118 2 004 4738 7 883
Ecart-type 503 3709 5506 7119 11470 7353 17 190 5,89 9 796 33111
Asymétrie 0,0 14,0 10,2 7,3 4,3 4,2 11,6 11,8 12,1 18,4
Aplatissement 3 209 109 56 20 19 196 228 267 570
CV 0,25 1,6 2,2 2,4 2,5 1,8 2,8 2,9%x107 2,0 4,2
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Tableau 6.3
Biais relatif Monte Carlo (en %) et efficacité relative (entre parenthéses) de plusieurs estimateurs winsorisés
Population n i, Winsorisation
ordre 1 ordre 2 ordre 3
100 -0,1(100) -0,1(100) -0,2(101) -0,3(102)
1 300 0,0(100) -0,0(100) -0,0(100) -0,1(100)
500 0,0(100) -0,0(100) -0,0(100) -0,0(100)
100 -4,9(59) -7,5(87) -10,7(65) -11,9(55)
2 300 -2,9(87) -3,0(129) -6,8(158) -9,5(169)
500 -1,9(96) -1,2(122) -3,6(175) -6,5(226)
100 -6,9(74) -8,9(122) -16,5(119) -20,0(107)
3 300 -3,5(99) -1,9(122) -5,6(171) -10,6(232)
500 -2,4(102) -0,9(107) -2,2(130) -4,5(186)
100 -7,6(91) -6,2(131) -15,5(169) -24,4(194)
4 300 -2,9(101) -0,6(103) -2,1(118) -4,4(154)
500 -2,0(102) -0,6(102) -1,1(101) -1,8(108)
100 -5,7(102) -1,1(104) -4,1(126) -9,7(173)
5 300 -2,2(102) -0,4(100) -0,8(101) -1,4(102)
500 -1,2(100) -0,1(100) -0,3(100) -0,5(101)
100 -5,7(79) -5,4(75) -8,2(80) -10,6(89)
6 300 -2,6(84) -2,6(79) -3,9(81) -5,1(88)
500 -2,0(86) -2,0(81) -3,0(82) -3,8(88)
100 -8,4(72) 9,3(73) -14,7(72) -18,7(79)
7 300 -4,5(86) -4,4(95) -7,8(91) -10,2(95)
500 -3,5(94) -3,1(105) -6,0(106) -8,1(109)
100 -0,0(69) -0,0(75) -0,0(77) -0,0(85)
8 300 -0,0(82) -0,0(88) -0,0(87) -0,0(95)
500 -0,0(88) -0,0(96) -0,0(94) -0,0(100)
100 -5,7(73) -5,8(71) -9,5(72) -12,4(80)
9 300 -3,5(87) -3,5(85) -5,4(88) -6,8(98)
500 -2,4(88) -2,4(88) -3,8(90) -4,9(97)
100 -13,5(68) -15,0(70) -24,6(76) -31,7(89)
10 300 -7,5(80) -7,2(79) -12,1(85) -16,3(97)
500 -5,3(85) -5,1(83) -8,4(91) -11,4(103)
100 -22,8(47) -32,6(41) -42,0(42) -47,7(47)
11 300 -14,7(65) -20,0(77) -29,6(68) -34,3(75)
500 -11,3(76) -14,6(96) -24.3(90) -29,3(97)

6.2 Winsorisation dans un plan stratifié aléatoire simple sans remise

Nous avons également testé¢ la méthode de calage décrite dans la section 5. Nous avons généré une
population de taille N = 5 000 que nous avons divisée en cinq strates U ,...,U de taille N,,...,Ng,

respectivement; voir tableau 6.4 pour les valeurs de N,. Dans chacune des strates, nous avons généré une
variable y selon une loi log-normale de paramétres log (2 000) et 1,5.

De la population, nous avons tire M = 5 000 échantillons selon un plan stratifié aléatoire simple sans
remise. Dans la strate U,, nous avons tiré un échantillon S, de taille N, selon un plan aléatoire simple
sans remise ; voir le tableau 6.4 pour les tailles n, et les fractions de sondage, f, =n,/N,,

correspondantes.
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Ici, ’objectif est d’estimer le total dans la population, t = Zieu Y;, ainsi que les totaux au niveau des
strates t, = Zieu y;,h =1,...,H. Autrement dit, dans notre exemple, les strates correspondent a des
h

domaines d’intérét. Les strates formant une partition de la population, on a bien la relation de cohérence,
H

. by, ot

t= Z::l t,. De méme, les estimateurs par dilatation satisfont la relation de cohérence : f = Z
f= Ziesdiyi etf, = Zieshdiyi avec d; = N, /n, siieU,.

Dans chaque échantillon, nous avons, dans un premier temps, calculé I’estimateur robuste (4.8) dans
chacune des strates et avons agrégé les estimations robustes obtenues afin d’obtenir une estimation robuste

Lo H . £ 19 acgs .
agrégée, foip = thl f. . Indépendamment, nous avons calculé I’estimateur robuste (4.8), noté f; ,, au

agr)
niveau de la population. Afin de garantir la relation de cohérence (5.1), nous avons effectué un calage tel
que décrit dans la section 5 de maniére a obtenir les estimations robustes finales f;,h ,h =0,....,5. Nous

avons utilisé quatre jeux de coefficients ¢, : (1) q, =0 et ¢, =...=0¢, =1 (2) g, =0 et
g =n'(1-"f), h=1,...5 (3) g =0 et q,=CV(f)=yNZ(1-f)n'S/t,, ou
Sy = (N, - 1)_lzieuh(yi - VUh)zs h=1,..5 “) q, =0 et

q, = a/(fh) = JNZ(1-f)n,'s2/f,, ou s> =(n, - 1)”Ziesh(yi -~ V), h=1,...,5 Nous
faisons les remarques suivantes a propos du choix des coefficients q, : (i) Dans le cas des quatre jeux,
nous avons assigné un poids ¢, = 0 a ’estimation f,,, ce qui revient & ne pas modifier I’estimation
robuste au niveau global. Autrement dit, on a f;,o = fR,O. (i1) Le premier jeu de poids assigne un poids

égal a toutes les strates indépendamment de la taille de 1’échantillon ou de la fraction de sondage. (iii)
Dans le cas du deuxieme jeu, le coefficient q, est fonction de la taille de I’échantillon n, et de la fraction

de sondage f, mais il est indépendant de la variabilité intra-strate S’. (iv) Dans les troisiéme et
quatrieme jeux, le choix de Q, dépend du vrai CV et du CV estimé, respectivement, pour les raisons

mentionnées dans la section 5.

Tableau 6.4
Caractéristiques des strates
Strate 1 2 3 4 5
N, 2 000 1 500 1 000 400 100
n, 20 75 100 80 80
o 0,01 0,05 0,1 0,2 0,8

Pour chacun des estimateurs robustes, nous avons calculé le biais relatif Monte Carlo (en %) ainsi que
I’efficacité relative (relativement a I’estimateur par dilatation); voir section 6.1. Les résultats sont
présentés dans le tableau 6.5.

Les résultats montrent que les estimateurs robustes initiaux f,, sont biaisés comme nous pouvions

nous y attendre. Le biais est plus important dans les strates ayant une petite fraction de sondage. Par
exemple, dans la strate 1 pour laquelle f, =1 %, le biais relatif de f,  est égal & —11,9 %, alors qu’il
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n’est que de —1,5 % dans la strate 5 pour laquelle f; = 80 %. On note également que les estimateurs

robustes initiaux sont tous plus efficaces que 1’estimateur par dilatation correspondant avec des valeurs de
I"efficacité relative variant de 57 % & 97 %. L’estimateur agrégé ., obtenu en sommant les estimateurs

initiaux f,,,h =1,...,5 présente un biais modeste égal a —5,7 % mais se montre plus efficace que
I’estimateur par dilatation calculé au niveau de la population f avec une efficacité relative égale a 87 %.
L’estimateur winsoris¢ calculé au niveau de la population, f, , présente un léger biais de —2,8 % et se
montre significativement plus efficace que ’estimateur par dilatation avec une efficacité relative égale a
81 %. Les estimateurs finaux f;,h obtenus au moyen du jeu de coefficients q, =1 pour h =1,...,5,
sont tous moins biaisés que 1’estimateur initial fR‘h , a ’exception de la strate 5. Ceci s explique par le fait
que I’on force la somme des estimations finales fy, a se caler sur un estimateur peu biaisé. Par contre, la

diminution du biais s’accompagne d’une 1égére diminution de 1’efficacité. Par exemple, pour la strate 4,
on passe d’une efficacité relative de 63 % pour I’estimateur robuste f, , a une efficacité relative de 66 %

pour I’estimateur final f;,4- Dans le cas de la strate 5, il est clair que le premier jeu de coefficients est

inapproprié¢ puisqu’il conduit & modifier I’estimation pour cette strate au méme titre que toutes les autres
strates, alors que cette dernieére possede une fraction de sondage élevée égale a 80 %. En fait, pour ce jeu
de coefficients, I’estimateur f,; est moins efficace que I’estimateur par dilatation avec une efficacité

relative égale a 104. Le deuxiéme choix des coefficients ¢, qui prend en compte la fraction de sondage,
f,, etla taille de I’échantillon N, conduit a des résultats intéressants. En effet, I’estimateur robuste final

. * 1, . P . e e
dans la premiére strate, f, , est considérablement moins biaisé que I’estimateur initial f,, et que

I’estimateur final basé sur le premier jeu de coefficients et ce, au prix d’une légere perte d’efficacité.
Quant a la strate 5, 1’estimateur f;j est peu biaisé (avec un biais relatif égal a —0,8 %) et posséde la

méme efficacité que I’estimateur initial f, . avec une valeur égale a 97 %. Les troisiéme et quatriéme jeux

R,5

de poids 0, conduisent a des résultats similaires en termes de biais relatif et d’efficacité relative. Pour la

strate 1, ces deux jeux conduisent a des biais relatifs moins élevés que ceux obtenus avec le premier jeu de
poids au prix d’une légére perte d’efficacité. Pour les strates 2 a 4, tous les jeux de coefficients sont
similaires en termes de biais relatif et d’efficacité relative. Finalement, pour la strate 5, les estimateurs
finaux sont quasiment sans biais et pas moins efficaces que I’estimateur par dilatation.

Tableau 6.5
Biais relatif Monte Carlo (en %) et efficacité relative (entre parentheses) des estimateurs robustes au niveau
global et au niveau des strates

Estimateur gIObaI fR(agr) fR.o = f;.o fR‘O = f;‘o fR.o = f;.o fR,O = fF:,o
-5,7(87) -2,8(81) -2,8(81) -2,8(81) -2,8(81)
fan
9 9y =1 g =n'(1-f) d, =CV() a, = a/(fh)

1 -11,9(57) -9,1(60) -0,9(67) -5,7(62) -6,7(64)

2 -6,3(74) -3,4(76) -3,3(76) -3,3(76) -3,1(78)
Strate 3 -6,0(69) -3,1(70) -3,8(69) -3,2(70) -3,2(70)

4 -6,6(63) -3,7(66) -4,2(65) -3,3(66) -3,4(70)

5 -1,5(97) 1,5(104) -0,8(97) -0,2(98) 0,1(99)
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7 Discussion

Dans cet article, nous avons proposé¢ une méthode de détermination du seuil pour des estimateurs
winsorisés. Cette méthode a I’avantage d’étre simple a mettre en oeuvre en pratique et peut étre utilisée
pour des plans de sondage a probabilités inégales. Nous avons également proposé une méthode de calage
permettant de satisfaire une relation de cohérence entre les estimations winsorisées obtenues au niveau des
domaines et une estimation winsorisée au niveau de la population. Bien que nous n’ayons appliqué cette
méthode que dans le cas d’estimateurs winsorisés, cette derniére peut étre utilisée pour n’importe quel
type d’estimateur robuste.
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Annexe

On veut montrer qu’il existe une solution a I’équation

>
>

~A(K) =Y a;max(0,d;y; - K) = Bm’";'“ax =t -f,
jes

.-, 1 a3 I3
sous les conditions m; — m;m; < 0 et E(B + Bmax) > 0.

min

Ordonnons tout d’abord les unités de la plus petite a la plus grande selon la valeur de
b, = d,y,,i €S, de telle sorte que 'unité 1 devient celle qui a la plus petite valeur de b, et I'unité n
+ B, ) = 0. II faut

devient celle qui a la plus grande valeur. Considérons en premier le cas : %(3

min
résoudre I’équation —A (K) = 0 et on peut facilement observer que cette équation est satisfaite pour tout
K>b

ne

1

Considérons maintenant le cas : 5(3 + Bmax) > 0. Notons d’abord que la fonction —A(K) est

min
continue et linéaire par morceaux pour 0 < K < b.. Les morceaux sont définis par les intervalles
[bH,bj [,j=1,...n, ou b, = 0. Notons aussi que —A(0) = Z?:majbj >0, ou m est le plus petit
indice tel que b,, > 0. Par le théoréme de la valeur intermédiaire, il existe une solution a I’équation (4.7)

si on peut montrer que
1 R R n
—A(bn)=0<5(8mm + B ) < —A0) = D ab,. (A.1)
j=m

La premicere inégalité découle directement de la condition %(B + Bmax) > 0. Pour montrer la deuxiéme

+B,)<B

min

inégalité, on note d’abord que %(Bmm e 31 on utilise Destimateur (2.2) du biais
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conditionnel et la condition n; — m;7; < 0 alors on observe que B, <(d, —1)y,, lindice k étant

associé¢ a I'unité qui a le plus grand biais conditionnel estimé. Pour I’estimateur winsorisé de Dalén-
Tambay, cette derniére inégalité peut étre réécrite comme suit: B__ < a,b,. Il en résulte que

max
ab, < -A(0) = Z?:m a jb j» ce qui compléte la preuve d’existence d’une solution a I’équation (4.7).
Pour I’estimateur winsorisé standard, on peut aussi facilement montrer que B, < a.b, et donc qu’une
solution existe. De plus, si les Y;,i € S, sont tous positifs alors la fonction —A(K) est monotone

décroissante pour 0 < K < b, et la solution est unique.

Pour trouver la solution K on trouve le plus grand indice | tel que —A(b,) > %(EA} + Iémax),

opt > min

pour | < n. La solution peut ensuite étre obtenue par interpolation linéaire entre les points b, et by,;

c’est-a-dire

opt I A(b,,)—A(b) ! A(bm)_A(bl),

- b A(lerl)_A(Kopt) A(Kopt)_A(bl)

Oﬁ A(Kopt) = _%(émin + Bmax)'
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Estimateur par la régression modifiée pour les enquétes-
entreprises répétées avec bases de sondage évolutives

John Preston’

Résumé

L’estimation composite est une technique applicable aux enquétes répétées avec chevauchement contrélé entre
les enquétes successives. Le présent article examine les estimateurs par la régression modifiée qui permettent
d’intégrer I’information provenant de périodes antérieures dans les estimations pour la période courante. La
gamme d’estimateurs par la régression modifiée est étendue au cas des enquétes-entreprises dont la base de
sondage évolue avec le temps en raison de I’ajout des « nouvelles entreprises » et de la suppression des
« entreprises disparues ». Puisque les estimateurs par la régression modifiée peuvent s’écarter de I’estimateur
par la régression généralisée au cours du temps, il est proposé d’utiliser un estimateur par la régression
modifiée de compromis correspondant a la moyenne pondérée de I’estimateur par la régression modifiée et de
I’estimateur par la régression généralisée. Une étude par simulation Monte Carlo montre que I’estimateur par la
régression modifiée de compromis proposé donne lieu a d’importants gains d’efficacité en ce qui concerne les
estimations ponctuelles ainsi que les estimations des variations.

Mots-clés : Bases de sondage évolutives; estimation composite; régression modifiée; enquétes répétées; échantillons
rotatifs.

1 Introduction

La méthode d’estimation composite a été utilisée amplement dans les enquétes-ménages a panel rotatif
afin d’améliorer I’efficacité des estimations des variations, en accordant plus de poids aux groupes de
renouvellement « communs ». La plupart des estimateurs composites existants, dont [I’estimateur
composite AK (Gurney et Daly 1965), le meilleur estimateur linéaire sans biais (BLUE) (Yansaneh et
Fuller 1998) et I’estimateur B1 (Bell 2001), nécessitent que toutes les unités primaires d’échantillonnage
dans la population puissent étre affectées aléatoirement a des groupes de renouvellement. Ces estimateurs
composites n’ont pas été adoptés largement pour les enquétes-entreprises, car le concept des groupes de
renouvellement ne s’adapte pas bien aux enquétes-entreprises répétées. Les plans de sondage a panel
rotatif conviennent mal aux enquétes-entreprises répétées en raison de la nature trés dynamique des bases
de sondage, dans lesquelles des changements sont causés par I’ajout des « nouvelles unités » de population
et par la suppression des « unités disparues », ainsi que par les modifications des données de classification
au cours du temps.

Un exemple type de ce genre d’enquéte-entreprise répétée est la Quarterly Business Indicators Survey
(Australian Bureau of Statistics (ABS) 2012b), dont la base de sondage est mise a jour trimestriellement
pour tenir compte des nouvelles entreprises et des changements des caractéristiques des entreprises. De
surcrofit, environ le douzieme des unités sectorielles échantillonnées sont supprimées de I’échantillon de
I’enquéte et remplacées par d’autres, afin de répartir le fardeau de déclaration équitablement.

L’estimateur par la régression modifiée qui a été introduit pour la premiére fois par Singh (1994)
semble étre le type le plus approprié d’estimateur composite pour tenir compte des bases de sondage
évolutives. Les estimateurs par la régression modifiée les plus anciens sont I’estimateur RM1 (Singh et

1. John Preston, Australian Bureau of Statistics, 639 Wickham Street, Fortitude Valley QLD 4006, Australie. Courriel :
john.preston@abs.gov.au.
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Merkouris 1995; Singh 1996) et I’estimateur RM2 (Singh, Kennedy, Wu et Brisebois 1997). Le premier
s’est avéré donner de meilleurs résultats pour les estimations ponctuelles et le second, pour les estimations
des variations. Un compromis entre ces deux estimateurs par la régression modifiée, appelé estimateur par
la régression modifiée composite, a été proposé par Fuller et Rao (2001). Cet estimateur par la régression
modifiée composite a été étudié par Singh, Kennedy et Wu (2001), Gambino, Kennedy et Singh (2001),
Bell (2001), et Beaumont et Bocci (2005).

Pour tous ces estimateurs par la régression modifiée, les meilleurs résultats s’obtiennent quand les
unités de la population ne changent pas de la période précédente a la période courante. Cela ne pose pas
vraiment de problémes pour une enquéte-ménage mensuelle type ou les taux de natalité, de mortalité et de
migration nette sont relativement faibles. Par exemple, en Australie durant la période 2011-2012, le taux
mensuel moyen de natalité était de 0,11 %, le taux mensuel moyen de mortalité était de 0,05 %, et le taux
mensuel moyen de migration nette était de 0,08 % (ABS 2012a). En revanche, cela pose davantage de
problémes pour une enquéte-entreprise trimestrielle type ou les taux de création et de disparition
d’entreprises sont nettement plus élevés. Par exemple, en Australie durant la période 2011-2012, le taux
trimestriel moyen de création (ou d’entrée) d’entreprises était de 3,38 % et le taux trimestriel moyen de
disparition (ou de sortie) d’entreprises était de 3,28 % (ABS 2012c).

Si la population subit des changements importants au cours du temps, les estimateurs par la régression
modifiée ne conviennent pas sous leur forme actuelle, car un biais important risque de s’accumuler. Ces
estimateurs par la régression modifiée peuvent étre étendus a la situation ou les bases de sondage évoluent
en apportant des ajustements aux variables auxiliaires composites, premiérement en ajoutant les
« nouvelles unités » a la population de la période précédente, puis en ajoutant les « unités disparues » a la
population de la période courante pour créer une « pseudo-population ». Ces « pseudo-populations »
satisferont a I’exigence que les unités dans la population ne changent pas entre la période précédente et la
période courante.

La section 2 décrit I’estimateur par la régression généralisée et les estimateurs par la régression
modifiée, ainsi qu’une moyenne pondérée de ces deux estimateurs qui donne lieu a d’importants gains
d’efficacité en ce qui concerne les estimations ponctuelles ainsi que les estimations des variations. Une
extension de I’estimateur par la régression modifiée pour tenir compte des bases de sondage évolutives est
également décrite a la section 3. Les résultats d’une étude par simulation sont présentés a la section 4.
Certaines conclusions sont exposeées a la section 5.

2 Estimation par la régression modifi¢e

Considérons une population finie U™ & la période t partitionnée en H strates non chevauchantes

U.”,...,u",...,u?, ot U" estconstituée de N,” unités. Un échantillon aléatoire simple sans remise

s,” de n;” unités est sélectionné avec les probabilités d’inclusion =’ = n” /N" (i € U;") dans chaque

\ ;- . e - H . H
strate h a la période t, ce qui donne un échantillon total s = [ ]~ s,” detaille n = > " n,”. Une

estimation sans biais du total de population Y = Z::lzieu(,, y” est donnée par I’estimateur de

Horvitz-Thompson (HT) Y% = ZLZ SWPy® ol w® =1/x" estle poids de sondage de I’unité

iesy

)

i alapériode t et y est la valeur de la variable d’intérét y pour Iunité i a la période t. Supposons
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qu’il existe un ensemble de variables auxiliaires x a la période t pour lequel les totaux de population
X© = Zieu‘” x." sont connus et les variables x © sont connues pour chaque i € s,

L’estimateur par la régression géneralisée (RG) (Sarndal, Swensson et Wretman 1992) est un

estimateur assisté par modele, concu en vue d’améliorer I’exactitude des estimations en utilisant des
variables auxiliaires qui sont corrélées a la variable d’intérét. L estimateur RG est donné par :

2N\ ® ® o ®\T p®
YRG - YHT + (X - XHT) RG (21)
ol B est le vecteur des paramétres du modgle de régression linaire donné par :

o, 0 T\ ®L D,
O Zwi X; X; zWi XY, 2.2)
RG ™ c® ® .

) ® C

ies i ies i
et les ¢V sont les facteurs spécifiés qui se rapportent a la structure de variance du modéle de régression

linéaire associé a I’estimateur RG y” = x""Bi, + &, avec E(e") =0, Var(e")=c"c’ et
® )

Cov (.si V€ ) = 0 pourtout i # j. L’estimateur RG peut aussi s’écrire sous la forme :

7 ®,,®
Yre = Z WY, (2.3)
jes®
ou w"” = w"g." et " estle poids g pour I'unité i a la période t donné par :

O D, OT\NT ©

© _ ® oo\ Wi X X X;
o =1 (x - i)' [ T M) N @9

ies® Ci Ci

A la période t > 1, définissons un ensemble de variables auxiliaires composites z® pour lequel les
« pseudo-totaux de référence » Z“ (basés sur les estimations des variables clés de I’enquéte & la période
t — 1) sont connus et z* peut étre calculé pour chaque i s, L’ estimateur par la régression modifiée

(RM) est I’estimateur RG dans lequel les variables du modéle de régression sont les variables auxiliaires
x© et les variables auxiliaires composites z. L’estimateur RM est donné par :

Vaw = Vir + (X, 27) - (X3 21%)) B (25)

ou ﬁg)M est le vecteur des parametres du modele de régression linéaire donné par :

-1
GO _ Wi(t) (Xi(t) , Z:t))(x?t) , Z:t))T Wi(t) (X:t) ’ Zi(t)) yi(t) .
z |§’ . ( ' )

RM
® ®
ies® Ci Ci

L’estimateur RM peut aussi s’écrire sous la forme :
Vo = 3wty @7

ies([i

o w” = w"g;" et g;" estle poids g pour I'unité i & la période t donné par :

gi(n - 14 ((X(t)’ Z(t)) _ (Xm, Z(,?T))T
w® (Xim , Zim) (Xim ’ Z;o)T - (XEt) ’ Zim) (2.8)
* )] C.m T

ies i !
La clé de I’efficacité de I’estimateur RM tient a la définition des variables auxiliaires composites.
Idéalement, les valeurs des variables auxiliaires composites a la période t seraient égales aux valeurs des
variables clés de I’enquéte a la période t — 1. Cependant, en raison du roulement dd aux unités qui entrent
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dans I’échantillon et aux unités qui en sortent d’une période a la suivante, les valeurs des variables clés de
I’enquéte a la période t — 1 manqueront, par conception, pour les unités présentes dans I’échantillon a la
période t, mais non a la période t — 1.

Plusieurs méthodes existent pour définir les variables auxiliaires composites. Les estimateurs par la
régression modifiée les plus anciens étaient I’estimateur RM1 (Singh et Merkouris 1995; Singh 1996) et
I’estimateur RM2 (Singh, Kennedy, Wu et Brisebois 1997) dans lesquels les valeurs utilisées pour les
variables auxiliaires composites étaient données, respectivement, par :

- ® t-D

y, ., Ssiies, ns,
®
Zemoi T O . ® | - (29)
Yewns Siies, \s,
) ) ) (t-1 ®) - - (t) -0
® B yi + (Zissﬁ,” Wi /Zies,ﬂ“ms;f”l Wi )(yl A )’ SIt e s, M'Sy 210
Zem2i =3 . ® | -1 (2.10)
v, siies, \s,

et Yo représente les estimateurs par la régression composites de la moyenne de population dans la
strate h pour les variables clés de I’enquéte a la période t — 1.

Pour les valeurs RM1 des variables auxiliaires composites, on applique une méthode d’imputation par
la moyenne pour imputer les valeurs manguantes, tandis que pour les valeurs RM2, on utilise une méthode
d’imputation historique inverse pour imputer les valeurs manquantes, puis on modifie les valeurs qui n’ont
pas été imputées de maniére que I’estimateur HT des variables auxiliaires composites Z "

HT =
Zh:zies(h“ w,"z ., & la période t soit sans biais pour les variables d’enquéte clés correspondantes
Y 3lapériode t — 1.

L’estimateur RM1 s’est avéré donner de meilleurs résultats pour les estimations ponctuelles, tandis que
I’estimateur RM2 s’est avéré donner de meilleurs résultats pour les estimations des variations. Fuller et
Rao (2001) ont proposé un estimateur de rechange qui offre un compromis entre I’amélioration des
estimations ponctuelles et I’amélioration des estimations des variations grace a I’utilisation de valeurs des
variables auxiliaires composites données par :

® ® ®
Zawi = L= ) Zgupy + AZ gy (2.11)

L’expression (2.11) pour les variables auxiliaires composites requiert une décision quant au choix de
o, qui dépendra des corrélations des variables d’enquéte clés dans le temps et de I’importance relative des

estimations ponctuelles et des estimations des variations.

Beaumont et Bocci (2005) ont proposé un perfectionnement des variables auxiliaires composites qui,
selon eux, ne nécessite pas de choix arbitraire de o :

t-D HR ® t-D
o yi Y, sii e s’ ns't
t

Lrumi = o ® (D ® ® . ® 1 D (2.12)
i * (Zigs?msﬁl"” W (yi ™~y )/Zies‘h“ms;‘*” Wi )’ siies, \s; .

Dans I’approche perfectionnée RMP, une méthode d’imputation historique inverse est utilisée pour
imputer les valeurs manquantes des variables auxiliaires composites, puis les valeurs imputées sont

e, . , . . - . ~ H N
modifiées afin que I’estimateur HT des variables auxiliaires composites Z = thlzies#, W"Z ey @

la période t soit sans biais pour les variables d’enquéte clés Y"™ & la période t — 1.
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Les estimateurs RM peuvent s’écarter de I’estimateur RG au cours du temps (Fuller et Rao 2001).
Dans une enquéte répétée, ce probléme de « dérive » sera caractérisé par un écart important qui s’agrandit
au cours du temps entre I’estimateur RM et I’estimateur RG, tandis qu’une étude par simulation sera
caractérisée par une réduction au cours du temps de [I’efficacité relative de [I’estimateur RM
comparativement a I’estimateur RG. Une solution éventuelle au probléme de « dérive » consisterait a
utiliser une moyenne pondérée de I’estimateur RM et de I’estimateur RG (Bell 1999) donnée par :

Yabe = a¥ + (1 - a)Yab. (2.13)

L’estimateur par la régression modifiée de compromis (RMC) doit aussi offrir un compromis entre les
gains d’efficacité pour les estimations ponctuelles et les estimations des variations, parce que les
estimateurs RM donnent généralement de meilleurs résultats que I’estimateur RG pour les estimations des
variations, mais ne donnent pas toujours de meilleurs résultats pour les estimations ponctuelles; en
particulier les estimateurs RM2 et RMP.

L’estimateur RMC requiert une décision quant au choix de o. En utilisant des méthodes de
linarisation (ou de développement en série de Taylor) pour approximer la variance de (2.13), il est
possible de trouver une expression relativement simple pour o qui minimise la variance sur les
estimations des variations tout en maintenant la variance sur les estimations ponctuelles produites en
utilisant I’estimateur RG.

Les estimateurs RM courants donnent leurs meilleurs résultats lorsque les unités de la population ne
changent pas entre la période précédente et la période courante. En cas de changements importants dans la
population au cours du temps, ces estimateurs par la régression modifiée ne conviennent pas sous leur
forme actuelle, car ils peuvent accumuler un biais important au cours du temps. Bien qu’un facteur simple
(2 wi‘“l’/ziesw w;") puisse étre appliqué aux valeurs RM1, RM2 et RMP pour tenir compte des

changements de la taille de la population dans la strate h entre les périodes t — 1 et t, ces estimateurs
par la régression modifiée peuvent encore accumuler un biais considérable au cours du temps.

3 Estimation par la régression modifiée pour bases de sondage
évolutives

Les estimateurs RM peuvent étre étendus au cas des bases de sondage évolutives par ajout des
« nouvelles unités » a la population de la période précédente et par ajout des « unités disparues » a la
population de la période courante pour créer une « pseudo-population » (diagramme 3.1). Ces « pseudo-
populations » satisferont a I’exigence que les unités de la population ne changent pas entre la période
précédente et la période courante. L extension de I’estimateur RM pour tenir compte des bases de sondage
évolutives est décrite en détail ci-apres.

Considérons une population dynamique qui évolue au cours du temps en raison de I’ajout des
« nouvelles unités » et de la suppression des « unités disparues ». A la période t, I’'unionde U,” et U""

peut étre subdivisée en trois composantes. La premiere composante comprend les unités de la population
présentes dans la strate h a la période t — 1 mais non a la période t, c’est-a-dire la population d’« unités
disparues » U™ de la strate h, constituée de N unités. La deuxieme composante comprend les
unités présentes dans la population de la strate h a la période t —1 et a la période t, c’est-a-dire la
population « commune » U™ = U de la strate h, constituée de N = N unités. La troisieme

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



86 Preston : Estimateur par la régression modifiée pour les enquétes-entreprises répétées avec bases de sondage évolutives

composante comprend les unités présentes dans la population de la strate h a la période t mais non a la

période t — 1, c’est-a-dire la population de « nouvelles unités » U’ de la strate h, constituée de N’

unités. Les unités de la population qui changent de strate entre les périodes t — 1 et t sont incluses dans la
population d’« unités disparues » U i sous leur strate a la période t — 1 et sont également incluses dans

la population de « nouvelles unités » U '’ sous leur strate a la période t.

a) Population et échantillon standard aux périodes t-1 et t

- H
-
) H
k=] -_— --—rrr - - - - - —-"—--=—-"--1 -~
2 ] o i
= n . +— ¥ ' hnd
@ % u I A " (<}
o n L~ ] r 5
R n n o [ ] H o
g— [ L '5 = " :E
o H -1 j 2
=== el e LI -
[ ] L ] : O n : [}
n o, ‘wl L] H [a
L ] n 1. [ ] "
b) Pseudo-population et échantillon aux périodes t-1 et t
z ; P e
v ! I P 3
g b R R - S S
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& 3 i : i 8
= e 1 " g
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Diagramme 3.1 Populations et échantillons standard et pseudo-populations et échantillons

A la période t > 1, définissons la « pseudo-population » U;“* = U dans la strate h comme étant
I'unionde U” et U,"", constituée de N;“® = N/ = N4 + N3 + N, unités. Il est important de
noter que la « pseudo-population » U™ a la période t — 1 différe de la « pseudo-population » U /*™" a
la période t, car la « pseudo-population » U;“™" a la période t — 1 est fondée sur I’union de U et
U, tandis que la « pseudo-population » U " a la période t est fondée sur I’'union de U™ et U".

Donc, les « pseudo-populations » pour les périodes courante et précédente doivent étre calculées a chaque
période. Définissons les « pseudo-valeurs » de la variable d’intérét y pour I’unité i a la période t — 1 et

a la période t comme étant :

t-D HH t-D
Yy, ., siieUg
*t-D ! ¢
i B - ®
0, st e Uy
() HH ®
w |Yio Stie U,
i =

0, siieUy™”

et définissons les « pseudo-valeurs » des variables auxiliaires x pour I’unité i a la période t —1 etala
période t comme étant :
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t-D
X.
*(t-1D !

B . ®
0, sii e Uy,

H -0
, St el

® i ®
. X, , SlieU,

X t-D
P t-1
0, siteU, .

A la période t > 1, notons que s;“* et s/ sont les « pseudo-échantillons » dans la strate h, ou
s, est constitué de toutes les unités sélectionnées dans I’échantillon original s, dans la strate h ala
période t — 1 plus un échantillon aléatoire d’unités s, provenant de la population de « nouvelles unités »
Uy dans la strate h a la période t sélectionnées avec les probabilités d’inclusion

t-D t-D

™ =0 /NS (i e U ), et s) est constitué de toutes les unités sélectionnées dans

I’échantillon original s;” dans la strate h a la période t plus un échantillon aléatoire d’unités s§ "

provenant de la population d’« unités disparues » U " dans la strate h a la période t — 1 sélectionnées
avec les probabilités d’inclusion m;” =n”/N," (i € U,"). Soient n;"™ et n;¥ les tailles des

i
« pseudo-échantillons » s, et s, respectivement. De nouveau, il est important de noter que le
« pseudo-échantillon » s, a la période t — 1 différe du « pseudo-échantillon » s ™ a la période t,
car le «pseudo-échantillon» s/ & la période t—1 comprend un échantillon aléatoire d’unités
provenant de la population de « nouvelles unités » a la période t — 1, tandis que le « pseudo-échantillon »

s;"" a la période t comprend un échantillon aléatoire d’unités provenant de la population d’« unités
disparues » a la période t — 1. Donc, les « pseudo-échantillons » pour les périodes courante et précédente
doivent étre calculés a chaque période.

Le choix d’une méthode appropriée de sélection de I’échantillon, pour la sélection des échantillons
aléatoires supplémentaires d’unités tirées des populations de « nouvelles unités » et d’« unités disparues »,
dépendra de la méthode de sélection de I’échantillon utilisée pour sélectionner les échantillons originaux.
Dans le cas de nombreuses enquétes-entreprises répétées, les échantillons sont sélectionnés en utilisant
une méthode de sélection par attribution de nombres aléatoires permanents (NAP) afin de pouvoir exercer
un certain contréle sur le roulement des unités qui entrent dans I’échantillon et qui en sortent d’une

période a la suivante. Considérons le cas le plus simple ou les échantillons originaux s;'™ et s," dans la

strate h décrits par {i e UV etR, e[SV, E\")} et {i e U etR, e[S,V E\")}, ou S\ et E\V
sont les points de début et de fin de I’intervalle de sélection dans la strate h & la période t, et R, est le
nombre aléatoire permanent attribué a I’unité i. Dans ce cas, les « pseudo-échantillons » s, et s/
dans la strate h sont décrits par {i e U;“"etR, e[SV, E,\")} et {i eU,VetR, e[S, ", E)}.
Cette méthode de sélection donnera une méme quantité de chevauchement entre les échantillons provenant
de la population d’« unités disparues » aux périodes t — 1 et t, et entre les échantillons provenant de la
population de « nouvelles unités » aux périodes t —1 et t qu’entre les échantillons provenant de la
population « commune » aux périodes t —1 et t. Manifestement, la quantité de chevauchements des
échantillons provenant des populations d’« unités disparues » et de « nouvelles unités » aura une incidence
sur le comportement des estimations, et I’optimisation de la quantité de chevauchements pourrait étre
étudiée.
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Soit les « pseudo-poids de sondage» w ™ =1/z"" pour toutes les unités du « pseudo-
échantillon » s, et w;® = 1/x{" pour toutes les unités du « pseudo-échantillon » s;. Puisque les
« pseudo-poids de sondage » pour les unités échantillonnées originales sont égaux aux poids de sondage
originaux et les «pseudo-valeurs» de la variable d’intérét sont égales a zéro pour les unités
échantillonnées additionnelles provenant des populations de « nouvelles unités » et d’« unités disparues »,
I’estimateur HT Y = Z:ﬂzm;m w; Py basé sur le « pseudo-échantillon », les « pseudo-valeurs »

. L. T ~ H p
et les « pseudo-poids de sondage » est équivalent & I’estimateur HT Y2 = >~ > w"y" basé sur
- h

I’échantillon original, les valeurs originales et les poids de sondage originaux. D’ou, I’inclusion de ces
unités échantillonnées additionnelles dans le « pseudo-échantillon » provenant des populations de
« nouvelles unités » et d’« unités disparues » n’introduira aucune variabilité supplémentaire dans les
estimations ponctuelles.

L’estimateur RM proposé pour le cas particulier des bases de sondage évolutives peut s’écrire sous la
forme :

YAF:I:;) — z Wi*(t)yi*(t) (31)

=
es™®

ou w,” = w Vg, et g’ estle « pseudo-poids g » pour I'unité i a la période t donné par :
gi*(t) = 1+ ((X(t), Z*(t)) _ (X(}-t;ra Z;(:(r)))'l'

(3.2)

X

-1
*) (L *D D) *®) <O\ w0
[ZW‘ () (2 )] (xi". ")
Ies*(t)

®
c® C.

et les valeurs RM1, RM2 et RMP pour les « pseudo-variables auxiliaires composites » sont données par :

_ *(f_ - *( *(f_ *( *(f_
R'(]t l,t)yi(t 1), sii e s, 0 A~ Sh(t D ot 5 oy Sh(t L
Wi(t)
- ies? *(t— .. *( *(f *( *(t_
R —a——a Vi, siie s’ ns et \ s =g
) i
Zmi = iesy? s ? (33)
(Z Wi(t) _ Z W:(t))
-1 | \ies? iesp? sy v t-D . *(t) *(t-1)
R, o Yrmn Sii€s,” s .
W,
i < s;(() \S;(Kfﬁ
> w > w
=0 )
(t-1,0) ies) *(t-1) _ s *(t) .. *(t) *(t-1)
R: —~ o |Yi 1| —<——a ||V Sl les, " Ns,
- w; W; (3.4)
(RM2)i — G N =y '
ies, "/ nsy iesy’Nsy,
Rét—l,t)y:(t), Siie S;m \ S;(t—l).
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ROy siies s etsV\s Y =

ngt—l,t) Z we® / Z W yf(t—l), siie S;(t) A S;(t—l) ot S;(t) \S;(t—l) —

i i i
= . .
ies iesyV st

*(t) *(t)
R(t—l,t) y*(t) _ Z W, t Z W, !
h ! iesi\s; 1Y) iesy O\ Y

e (3.5)

(1) (1) (1)
« 2wy > W
ies? ns, Y jes® Ag D

+ Z Wi(t) _ Z W-*(t) Z W-*(t)

i i
RG] . - . (!
iesyt iesp Vst iesyV\s, Y

) *t-1) ) e
o 2wy, 2wl siies,”\s,Y.
ies; Vst ies;® st

o R{™ = (3, o W™ /0,0 Wi") est un facteur de correction appliqué aux valeurs RM1, RM2 et
€ h € h

RMP pour tenir compte de la variation relative de la taille de la population dans la strate h entre la
période t — 1 et la période t. Les autres ajustements des valeurs RM2 et RMP ont été effectués pour
s’assurer que I’estimateur HT pour les « pseudo-variables auxiliaires composites» ZY =

H *() * \ - . .. . , A p
thlzies*‘” w;Vz” a la période t soit sans biais pour les variables d’enquéte clés correspondantes
= h

Y®? A la période t —1. Une simple preuve de I’absence de biais dans I’estimateur HT pour les
« pseudo-variables auxiliaires composites » est donnée a I’annexe.

?acti 7+ H 1), * (O A1 MRV H ®,® i
L’estimateur HT YV = thlzies;‘“ w, Uy est équivalent a Y,V = thlzies(h" w,"y" puisque

N

les « pseudo-valeurs » pour la variable d’intérét sont égales a zéro pour les unités échantillonnées
additionnelles provenant des populations de « nouvelles unités » et d’« unités disparues ». De méme,
— 2 H *(t) o NN H .

I’estimateur RG Y.y’ = thlzies;m W, Yy est équivalent & Y o = thlzies‘;, w,"y" puisque les

« pseudo-valeurs » pour la variable d’intérét et les variables auxiliaires sont égales a zéro pour les unités
échantillonnées additionnelles provenant des populations de « nouvelles unités » et d’« unités disparues ».

N

1 Aot 7 (1) H *t) |, * (D ’ ANT I 7 (1
Cependant, [I’estimateur RM Y. = Zh:lzies;“’ w, Yy n’est pas équivalent a Y., =
Z:zlzies;" w."y" puisque les « pseudo-valeurs » pour les variables auxiliaires composites ne sont pas
égales a zéro pour les unités échantillonnées additionnelles provenant des populations de « nouvelles
unités » et d’« unités disparues ».

La procédure proposée d’ajout des « nouvelles unités » a la population de la période précédente et
d’ajout des « unités disparues » a la population de la période courante est exécutée indépendamment a
chaque période, de sorte qu’il n’y a pas d’accumulation de « nouvelles unités » et d’« unités disparues »
dans la « pseudo-population » au cours du temps.
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4 Etude par simulation

Une étude par simulation Monte Carlo a été réalisée afin d’examiner la performance de I’estimateur
par la régression composite proposé. Dix populations artificielles ont été créées pour cette étude. En
premier lieu, une population de base (population I) a été générée de maniére qu’elle ait I’aspect physique
des enquétes-entreprises mensuelles types réalisées sur une période de cing ans. Ensuite, six populations
supplémentaires (populations Il a V1) ont été générées en modifiant I’une des six caractéristiques clés de
la population de base afin de déterminer si cette caractéristique particuliere avait une incidence sur la
performance de I’estimateur par la régression composite proposé. Enfin, trois populations supplémentaires
(populations VIII a X) ont été générées pour examiner I’effet des variables auxiliaires sur la performance
de I’estimateur par la régression composite proposé. Une bréve description des dix populations artificielles
figure au tableau 4.1.

Les totaux de population a la période t pour les diverses populations artificielles ont été produits en
utilisant le modéle chronologique :

Y(t) _ T(t) + azs(t) + a3|(t)

ot TV, S et 1V sont la tendance, la composante saisonniére et la composante irréguliére de la série
chronologique données par :

T =1000+5( -1 +50(1 - cos(n(t —1)/18))
S = 25[sin (nt/6) — cos (nt/6) + cos (nt/3)]
I(t) — 258(t)

ol o, =1 pour toutes les populations artificielles, sauf la population Il (série a forte composante
saisonniére) ou o, = 4, et o, = 1 pour toutes les populations artificielles, sauf la population 111 (série a

forte composante irréguliére) ol a, = 4, et ¢¥ ~ N (0,1). La série originale (T +S® +17), la

série désaisonnalisée (T + 1”) et la tendance (T”) de la série pour la population artificielle de base
sont présentées a la figure 4.1.

Tableau 4.1

Description des populations artificielles

Populations artificielles Description de la population

Population | Série de base

Population 11 Série a forte composante saisonniére

Population 111 Saisie a forte composante irréguliére

Population 1V Série a fort renouvellement de la population
Population V Série a fort renouvellement de I’échantillon
Population VI Série a forte variation des unités

Population VII Série a faible corrélation des unités

Population VIII Série a corrélation de base des variables auxiliaires
Population X Série a corrélation forte des variables auxiliaires
Population X Série a corrélation faible des variables auxiliaires
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Figure 4.1 Série chronologique pour la population I

Les dix populations artificielles ont été partitionnées en cing strates; quatre strates a tirage partiel
(h =1,...,4) etune strate a tirage complet (h = 5). Les tailles de population de strate a la période t ont

été choisies comme étant N;” = N, [1+0,5(T"/T® —1)], ou N, est la population de strate pour

toutes les populations artificielles a la période 1, sélectionnée pour donner une population asymétrique
souvent associée a I’entreprise type.
Les taux prévus de renouvellement de la population entre la période t — 1 et la période t, en raison de

I’ajout des « nouvelles unités » et de la suppression des « unités disparues », ont été spécifiés comme étant
a,(1-R,), ou R, estla probabilité qu’une unite soit traitée comme « disparue » de la population pour
la population artificielle de base a toute période. Une valeur de o, = 1 a été utilisée pour toutes les
populations artificielles, sauf la population IV (série a fort renouvellement de la population) ou o, = 2 a
été utilisé. Les tailles d’échantillon de strate a la période t ont été fixées a n,” = n, pour les strates a

tirage partiel, et a n,” = N.” pour la strate a tirage complet, ou n, est la population de la strate a la

période 1.

Les taux planifiés de renouvellement de I’échantillon entre la période t — 1 et la période t ont été
spécifiés comme étant o (1 —r,), ou r, est égal & I'inverse du nombre de cycles consécutifs de
I’enquéte durant lesquels il est attendu qu’une unité soit incluse dans I’échantillon en I’absence d’un
renouvellement de la population, pour la population artificielle de base a toute période (p. ex., un taux

planifié de renouvellement de I’échantillon de 0,0417 est égal a 24 cycles d’enquéte). Une valeur de
as =1 a été utilisée pour toutes les populations artificielles, sauf la population V (série a fort

renouvellement de I’échantillon) ou o, =2 a éte utilisé. Les taux réels de renouvellement de
I’échantillon dépendront de ce renouvellement planifié de I’échantillon ainsi que de tout renouvellement
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non planifié de I’échantillon causé par le renouvellement de la population. Les taux prévus de
renouvellement de la population et le taux planifié de renouvellement des échantillons de strate ont été
sélectionnés de maniére a obtenir des taux de renouvellement de la population et de I’échantillon
similaires a ceux souvent observés dans les enquétes-entreprises types.

Les moyennes de strate et les variances de population de strate a la période t ont été spécifiées
respectivement comme étant y,” = 0,2(YY/N") et S = o SZ (v /y’)" avec oy =1 pour
toutes les populations artificielles, sauf la population VI (série a forte variation des unités) ou o, = 4.
Les corrélations de population de strate entre la période t et la période t — k ont été définies en utilisant

un modéle de décroissance exponentielle, p(y,”, y\™') = exp (-0, 02a;k) avec o, = 1 pour toutes les

populations artificielles, sauf la population VII (série a faible corrélation des unités) ou o, = 4. Les
corrélations de population de strate entre la variable d’intérét et la variable auxiliaire a la période t ont été
définies comme étant p(x,’,y, ) =1-as(1—p,) avec a, =1 pour la population VIII (série &
corrélation de base des variables auxiliaires), o, = 0,5 pour la population IX (serie a corrélation élevée
des variables auxiliaires), o, = 1,5 pour la population X (série a corrélation faible des variables
auxiliaires) et sans objet pour toutes les autres populations artificielles.

La variable d’intérét y," et les variables auxiliaires x;" pour I’'unité i dans la strate h a la période t

ont été générées a partir de lois lognormales multivariées de moyenne y,”, de variance S."* et de

coefficient de corrélation p(y,”,yr ). Les caractéristiques de N,,n,,R,,r, et S? au niveau de la

strate sont les valeurs présentées au tableau 4.2.

Un total de S = 10000 simulations indépendantes ont été exécutées pour chacune des dix populations
artificielles. Dans chacune de ces simulations, des échantillons aléatoires stratifiés s de taille n," ont été
tirés de la population U par une méthode de sélection basée sur des nombres aléatoires permanents
(NAP) a chaque période, t =1,...,60. A chaque période, t > 1, on a déterminé les « pseudo-
populations », U, et U;®, et les «pseudo-échantillons», s/ et s, et évalué les divers
estimateurs RM. Ceux-ci englobaient I’estimateur RM1 (o = 0), [I’estimateur RM2 (a0 =D,
I’estimateur RM en utilisant o = 0,25,0,5 et 0,75, I’estimateur RMP et I’estimateur RMC, avec un

compromis entre I’estimateur HT et [I’estimateur RMP pour les populationsl a VII et entre
I’estimateur RG et I’estimateur RMP pour les populations VIIl a X, en utilisant o = 0, 25,0,5 et 0,75.

Tableau 4.2

Caractéristiques des strates
h N, R, n, i Sp Pn
S1 8 000 0,0150 12 0,042 04 0,85
S2 1600 0,0125 18 0,042 3 0,75
S3 320 0,0100 24 0,042 20 0,65
S4 64 0,0075 30 0,000 125 0,55
S5 16 0,0025 16 0,000 625 0,95

Pour comparer la performance des divers estimateurs RM pour les estimations ponctuelles et les
estimations des variations, on s’est basé sur les biais relatifs et les efficacités relatives par rapport a
I’estimateur HT pour toutes les populations artificielles ainsi que par rapport a I’estimateur RG pour les
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populations VIII a X. Les biais relatifs et les efficacités relatives de la variable d’intérét y a la période t
pour les estimations ponctuelles et les estimations des variations ont été calculés comme il suit :

7 ® 1 1 S 7 ® ®
BROTY) = |20 v )

A 1 13 oo v ;
BR (Y © _y 1)) _ YO—D[SSZ_;((YS(D _ Ys(t 1)) _ (Y © _yt 1)))}
ER(Y") = EQM(Y.”)/EQM(Y ")

ER (YA ®© Y"(t—l)) - EQM (Y“*m _ Y"*(t—l))/EQM (YA ® Y"(t—l))

ol Y. est I’estimateur pour la variable d’intérét y a la période t pour le s° échantillon de simulation,
Y.? est I’estimateur HT ou RG de la variable d’intérét y & la période t, et EQM(Y") et

EQM (Y — Y V) sont les erreurs quadratiques moyennes de la variable d’intérét y  la période t pour

les estimations ponctuelles et les estimations des variations données par :

1 (Y“m _ Y(t))2

EQM (YA“)) _ S
1

EQM (YA ®© Y"(t—l)) ((YAS(” _ Y“S(t-l)) _ (Y ® _vy (t—l)))z.

S
S
s %

Les biais relatifs des estimations ponctuelles (moyenne sur 12 mois pour chacune des cing années)
pour les estimateurs RM1, RM2 et RMP pour la population I (série de base) sont présentés au tableau 4.3.
Les estimateurs RM proposés (RM1-P, RM2-P, RMP-P) ont été comparés aux estimateurs RM courants
(RM1-C, RM2-C, RMP-C) et aux estimateurs RM ajustés (RM1-A, RM2-A, RMP-A), ol un facteur de
correction a été appliqué aux valeurs RM pour tenir compte de la variation relative de la taille de la

population dans la strate h entre la période t — 1 et la période t.

Tableau 4.3
Biais relatif moyen (%) des estimations ponctuelles pour la population I

Année 1 Année 2 Année 3 Année 4 Année 5
HT 0,024 -0,032 -0,015 -0,003 -0,005
RM1-C -0,909 -2,871 -2,292 -2,836 -4,122
RM2-C -0,918 -3,432 -3,449 -4,502 -6,820
RMP-C -0,919 -3,437 -3,458 -4,515 -6,839
RM1-A 0,064 -0,129 0,002 -0,062 -0,068
RM2-A 0,169 0,024 0,039 -0,109 -0,317
RMP-A 0,152 -0,027 -0,014 -0,174 -0,410
RM1-P 0,009 -0,066 -0,040 -0,051 -0,054
RM2-P 0,022 -0,053 -0,028 -0,039 -0,034
RMP-P 0,020 -0,056 -0,030 -0,039 -0,036

Les estimateurs RM courants présentent un biais négatif important qui s’accumule au cours du temps.
Méme si I’estimateur RM ajusté élimine en majeure partie ces biais, les estimateurs RM2-A et RMP-A
présentent encore un petit biais négatif qui s’accumule au cours du temps. Par ailleurs, les biais relatifs des
estimateurs RM proposés sont négligeables et leur grandeur ne semble pas varier sur la période de
cing ans.
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Le tableau 4.4 donne les biais relatifs absolus et les efficacités relatives (moyenne sur 12 mois pour
chacune des cing années) des estimateurs pour la population | (série de base). Les biais relatifs absolus
moyens des estimations ponctuelles et des estimations des variations sont négligeables pour tous les
estimateurs et on ne note aucune variation appréciable de la grandeur du biais relatif pour aucun des
estimateurs au cours de la période de cing ans. Pour les estimations ponctuelles, I’estimateur RM1 donne
de meilleurs résultats que I’estimateur HT, tandis que les estimateurs RM2 et RMP donnent de moins bons
résultats que [I’estimateur HT. L’efficacité relative des estimateurs RM2 et RMP diminue
considérablement au cours de la période de cing ans, ce qui donne a penser que ces estimateurs sont
susceptibles de présenter le probléme de « dérive ». La présence du probléme de « dérive » est évidente si
I’on observe la relation entre les estimations ponctuelles au début de la premiere année (t = 1) et celles
au début de la troisieme année (t = 25) pour les échantillons de simulation (figure 4.2).

On peut voir qu’il existe des corrélations positives entre les estimations ponctuelles au début de la
premiére et de la troisiéme années pour les estimateurs RM1, RM2, RMP et RM (a = 0,75), ce qui
signifie que si ces estimateurs s’écartent fortement des vrais totaux de population, il est probable qu’ils
s’en écarteront davantage au fil du temps. Bien que les corrélations pour I’estimateur RM1 soient plus
faibles que pour I’estimateur RM2, elles sont néanmoins positives, ce qui signifie que I’estimateur RM1
n’est pas exempt du probléme de dérive. Les corrélations positives ne s’observent pas pour les estimateurs
HT et RMC (a = 0,25), donc ces estimateurs ne sont pas sujets au probleme de « dérive ». De surcroit,
il est clair que les estimateurs RM2, RMP et RM (o = 0,75) sont nettement plus variables que les
estimateurs HT, RM1 et RMC (o = 0, 25) au début de la troisiéme année.

Tableau 4.4
Biais relatif absolu moyen (%) et efficacité relative moyenne (%) pour la population I

Estimations ponctuelles Estimations des variations

Annéel Année2 Année3 Annéed AnnéeS5 | Annéel Année2 Année3 Annéed AnnéeS5

Biais relatif absolu moyen (%)

HT 0,031 0,032 0,030 0,025 0,010 0,021 0,011 0,012 0,019 0,014
RM1 0,032 0,066 0,041 0,051 0,054 0,021 0,011 0,010 0,010 0,016
RM2 0,024 0,053 0,030 0,039 0,034 0,014 0,009 0,009 0,009 0,013
RM (a = 0,25) 0,029 0,067 0,045 0,058 0,063 0,019 0,010 0,009 0,009 0,015
RM (a = 0,50) 0,027 0,066 0,045 0,060 0,064 0,017 0,010 0,009 0,009 0,014
RM(a = 0,75) 0,025 0,061 0,040 0,054 0,055 0,016 0,009 0,009 0,009 0,014
RMP 0,023 0,056 0,032 0,040 0,036 0,014 0,009 0,009 0,009 0,013
RMC (a = 0,25) 0,027 0,041 0,025 0,018 0,011 0,016 0,009 0,010 0,009 0,014
RMC (a = 0,50) 0,028 0,036 0,028 0,021 0,010 0,018 0,008 0,011 0,010 0,014
RMC (a = 0,75) 0,029 0,033 0,029 0,024 0,010 0,019 0,008 0,011 0,014 0,014
Efficacité relative moyenne (%)
HT 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0
RM1 122,0 126,0 118,4 112,7 114,6 137,6 132,8 132,7 134,2 133,0
RM2 92,4 74,7 57,7 47,8 45,8 223,0 203,0 206,5 206,4 204,8
RM(a = 0,25) 121,6 123,4 110,6 100,9 100,9 168,3 158,4 159,7 160,7 159,2
RM (a = 0,50) 115,3 110,0 92,8 80,9 79,3 199,0 182,8 185,6 186,0 184,3
RM(a = 0,75) 104,7 91,9 735 62,0 59,7 220,4 199,6 203,5 203,4 201,6
RMP 94,1 79,6 63,0 53,4 53,1 223,3 203,3 206,9 206,8 204,8
RMC (a = 0,25) 110,8 113,7 113,1 113,7 1131 198,5 182,7 186,5 187,1 1844
RMC (a = 0,50) 106,0 105,9 105,6 105,9 105,5 164,2 155,0 157,3 157,6 155,8
RMC (a = 0,75) 102,7 102,4 102,3 102,4 102,3 130,9 1274 128,3 128,4 127,6
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Un choix approprié de o pour les estimateurs RMC minimisera la probabilité du probléeme de
« dérive ». Comparativement a I’estimateur RMP, cet estimateur RMC (o = 0,25) améliorera I’efficacité
des estimations ponctuelles, mais réduira I’efficacité des estimations des variations. Pour les estimations
des variations, I’estimateur RM1 donne d’un peu meilleurs résultats que I’estimateur HT, tandis que les
estimateurs RM2 et RMP produisent de considérablement meilleurs résultats que I’estimateur HT. Dans
I’ensemble, la performance de [I’estimateur RMC semble étre un peu meilleure que celle de
I’estimateur RM. Si I’objectif est de choisir un estimateur qui n’est pas trop susceptible de présenter le
probleme de « dérive » et qui maximise I’efficacité des estimations des variations sans aucune perte
d’efficacité relative des estimations ponctuelles, alors le « meilleur » estimateur pour cette population
particuliére est I’estimateur RMC avec o ~ 0,10. Cet estimateur aura vraisemblablement une dérive
minimale et donnera un gain d’efficacité modéré de 21,6 % pour les estimations ponctuelles et un gain
d’efficacité important de 104,2 % pour les estimations des variations.

Les biais relatifs absolus moyens et les efficacités relatives moyennes des estimateurs pour les
populations | a VII sont présentés au tableau 4.5. Les augmentations importantes de la saisonnalité
(population I1) ou de I’irrégularité (population I11) de la série chronologique n’ont presque aucun effet sur
la performance des divers estimateurs pour les estimations ponctuelles. Alors que de petites réductions de
I’efficacité relative des estimations des variations sont observées pour les estimateurs RM2 et RMP, aucun
effet n’est constaté pour I’estimateur RM1.

Estimateur HT (p = -0,014) Estimateur RM1 (p = 0,246)
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Figure 4.2 Représentation graphique de divers estimateurs pour la population I
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Tableau 4.5

Biais relatif absolu moyen (%) et efficacité relative moyenne (%)

Estimations ponctuelles

Estimations des variations

Pop. Pop. Pop. Pop. Pop. Pop.  Pop. Pop. Pop. Pop. Pop. Pop. Pop. Pop.
1 1 I v A\ VI VII I 1 114 v \% VI VII
Biais relatif absolu moyen (%)
HT 0,038 0,027 0,049 0,048 0,048 0,065 0,032 |0,017 0,012 0,016 0,018 0,020 0,025 0,020
RM1 0,050 0,098 0,074 0,052 0,089 0,150 0,078 | 0,014 0,012 0,013 0,015 0,020 0,020 0,018
RM2 0,081 0,028 0,039 0,063 0,047 0,218 0,120 | 0,012 0,011 0,011 0,014 0,013 0,017 0,017
RM (a. = 0,25) 0,052 0,083 0,070 0,046 0,09 0,139 0,09 | 0,013 0,011 0,012 0,014 0,018 0,018 0,017
RM (a = 0,50) 0,057 0,058 0,059 0,043 008 0136 0,103 | 0,012 0,010 0,011 0,014 0,016 0,016 0,017
RM(a = 0,75) 0,066 0,038 0,047 0,050 0,069 0,160 0,111 | 0,012 0,010 0,011 0,014 0,014 0,016 0,017
RMP 0,074 0,032 0,045 0,065 0,05 0,223 0,124 | 0,012 0,011 0,011 0,014 0,013 0,017 0,017
RMC(a = 0,25) 0,034 0,023 0,046 0,049 0,049 0,059 0,034 | 0012 0,010 0,012 0,015 0,015 0,018 0,017
RMC (a = 0,50) 0,037 0,025 0,048 0,049 0,050 0,064 0033|0014 0,011 0,014 0,017 0,017 0,023 0,019
RMC(a = 0,75) 0,038 0,026 0,048 0,048 0,049 0,065 0032 | 0,015 0,012 0,015 0,018 0,019 0,025 0,019
Efficacité relative moyenne (%)

HT 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 | 1000 1000 1000 100,0 100,0 100,0 100,0
RM1 118,7 1196 1189 1264 1435 1272 989 | 1342 1334 1339 1329 1472 138,0 1155
RM2 59,6 60,9 58,1 64,2 49,7 67,8 48,7 | 2089 1926 180,0 202,0 4557 2262 137,0
RM (a = 0,25) 110,8 1120 1104 119,8 1342 1215 89,2 | 1616 159,3 1585 159,0 2150 169,3 1257
RM (a = 0,50) 93,6 95,0 924 1014 994 1038 746 | 188,00 1821 1782 183,7 3154 2010 1335
RM(a = 0,75) 75,0 76,4 73,5 80,6 69,0 83,8 60,2 | 206,1 1949 186,3 200,0 4249 2224 1375
RMP 65,3 66,6 63,7 76,8 52,9 74,0 53,7 | 209,2 1946 1833 2024 4548 2256 137,2
RMC(a = 0,25) 1129 1119 1122 1145 1519 1127 1075 | 1882 1837 1814 1848 3471 1937 1349
RMC (a = 0,50) 1058 1054 1055 107,2 123,33 1057 1045 | 158,3 1560 1544 156,6 2238 1605 126,2
RMC(a = 0,75) 1024 102,33 102,3 103,0 109,1 1024 1021 | 1286 1279 1272 128,1 1497 1295 1146

Les nombres additionnels de «nouvelles unités » et d’«unités disparues » dans la population
(population 1V) donnent lieu a de petits gains d’efficacité relative des estimations ponctuelles pour tous les
estimateurs par la régression modifiée, en raison des réductions de I’EQM de ces estimateurs. Alors que
de petites pertes d’efficacité relative des estimations des variations sont constatées pour les
estimateurs RM2 et RMP, aucun effet n’est observé pour I’estimateur RM1. Le fait de doubler I’ampleur
du renouvellement non planifié de I’échantillon (population V) entraine une augmentation de I’efficacité
relative des estimations ponctuelles pour I’estimateur RM1, mais une diminution de cette efficacité
relative pour les estimateurs RM2 et RMP. Des améliorations importantes de I’efficacité relative des
estimations des variations sont observées pour tous les estimateurs par la régression modifiée, en raison
d’une plus forte augmentation de ’EQM de I’estimateur HT comparativement aux estimateurs par la
régression modifiée.

Une plus forte variation des valeurs déclarées par les unités (population V1) entraine de petits gains
d’efficacité relative des estimations ponctuelles pour tous les estimateurs par la régression modifiée,
principalement attribuables a de plus fortes augmentations de I’'EQM de I’estimateur HT comparativement
aux estimateurs par la régression modifiée. Cependant, aucun effet sur I’efficacité relative des estimations
des variations n’est constaté, car la grandeur des augmentations de I’EQM pour les estimateurs par la
régression modifiée est semblable & celle observée pour I’estimateur HT. Une faible corrélation des
valeurs déclarées par les unités au cours du temps (population VVII) produit de grandes réductions de
I’efficacité relative des estimations ponctuelles et des estimations des variations.
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Pour I’ensemble des populations | a VII, I'estimateur RM1 donne de meilleurs résultats que les
estimateurs RM2 et RMP pour les estimations ponctuelles, tandis que les estimateurs RM2 et RMP
produisent de meilleurs résultats que I’estimateur RM1 pour les estimations des variations. Le « meilleur »
estimateur en ce qui concerne la maximisation de I’efficacité relative des estimations des variations sans
aucune perte d’efficacité relative des estimations ponctuelles est I’estimateur RMC, quoique la
« meilleure » valeur de o différe d’une population artificielle a I’autre.

Les biais relatifs absolus moyens et les efficacités relatives moyennes des estimateurs pour les
populations VIII & X sont présentés au tableau 4.6. Par rapport a I’estimateur HT, I’utilisation de variables
auxiliaires dans les estimateurs donne lieu a des gains importants d’efficacité relative des estimations
ponctuelles et des estimations des variations pour tous les estimateurs par la régression modifiée. Le gain
d’efficacité relative des estimations ponctuelles ainsi que des estimations des variations est d’autant plus
important que la corrélation est forte entre la variable d’intérét et la variable auxiliaire. Toutefois, dans le
cas de I’estimateur RG, I’utilisation de variables auxiliaires dans les estimateurs produit de trés petits
gains d’efficacité relative des estimations ponctuelles, mais des gains modérés d’efficacité relative des
estimations des variations pour la plupart des estimateurs par la régression modifiée. Le gain d’efficacité
relative des estimations ponctuelles ainsi que des estimations des variations est d’autant plus faible que la
corrélation est forte entre la variable d’intérét et la variable auxiliaire.

Tableau 4.6
Biais relatif absolu moyen (%) et efficacité relative moyenne (%)
Estimations ponctuelles Estimations des variations
Pop. VIII Pop. IX Pop. X | Pop. VIII Pop. IX Pop. X
Biais relatif absolu moyen (%)
RG 0,021 0,014 0,020 0,010 0,008 0,011
RM1 0,042 0,041 0,044 0,016 0,015 0,016
RM2 0,032 0,026 0,031 0,014 0,013 0,014
RM (a = 0,25) 0,043 0,037 0,044 0,015 0,014 0,015
RM (a = 0,50) 0,041 0,034 0,040 0,015 0,014 0,015
RM(a = 0,75) 0,035 0,029 0,034 0,015 0,013 0,014
RMP 0,036 0,028 0,034 0,014 0,013 0,014
RMC (a = 0,25) 0,023 0,017 0,023 0,013 0,011 0,013
RMC (a = 0,50) 0,022 0,016 0,022 0,012 0,010 0,013
RMC (a = 0,75) 0,021 0,015 0,021 0,011 0,009 0,012
Efficacité relative moyenne (%) par rapport a I’estimateur HT
RG 256,4 4289 183,3 169,7 2153 140,2
RM1 258,9 4215 1911 166,8 198,0 150,5
RM2 265,8 436,0 194,4 218,7 2475 202,2
RM (a = 0,25) 263,8 428,3 194,9 184,4 213,7 168,7
RM (a. = 0,50) 267,6 4347 197,4 202,5 230,5 186,9
RM (a = 0,75) 268,6 438,1 197,3 2159 2440 199,8
RMP 266,5 4375 194,6 216,3 2458 199,2
RMC (a = 0,25) 266,7 4412 192,6 225,7 257,7 204,7
RMC (a = 0,50) 265,3 442,0 190,3 217,3 2544 191,6
RMC (a = 0,75) 261,4 437,0 187,0 197,5 239,7 168,6
Efficacité relative moyenne (%) par rapport a ’estimateur RG

RG 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0
RM1 101,0 98,3 104,2 98,3 92,0 107,4
RM2 103,7 101,6 106,1 128,9 115,0 1443
RM (a. = 0,25) 102,9 99,9 106,3 108,7 99,3 120,3
RM (a. = 0,50) 104,4 101,3 107,7 119,3 107,1 1333
RM (a = 0,75) 104,8 102,1 107,7 127,2 1133 142,5
RMP 103,9 102,0 106,1 127,4 114,2 142,1
RMC (a = 0, 25) 104,0 102,9 105,1 133,0 119,7 146,0
RMC (a = 0,50) 103,5 103,1 103,8 128,0 118,2 136,7
RMC (a = 0,75) 102,0 101,9 102,0 116,4 1113 120,3
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5 Conclusion

Le présent article décrit I’extension d’un certain nombre d’estimateurs par la régression modifiée aux
enquétes-entreprises avec bases de sondage évoluant au cours du temps en raison de I’ajout des
« nouvelles entreprises » et de la suppression des « entreprises disparues ». Les résultats de I’étude par
simulation indiquent que la grandeur du biais de ces divers estimateurs par la régression modifiée est
négligeable. Le « meilleur » estimateur est I’estimateur par la régression modifiée de compromis qui
produit d’importants gains d’efficacité des estimations ponctuelles et des estimations des variations, et
élimine la probabilité du probléme de « dérive » moyennant le choix approprié de o.
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Annexe

Les valeurs espérées de I’estimateur HT pour les « pseudo-variables auxiliaires composites »

"*(t) *(t) *() > Ari A .
Zh 12‘“55,(” O, alapériode t sont données par :

E [Z:ﬁ)] - |:Zh 1Z|gs*<'> W*(t) *F(ztlez)i]
- Z::l E [Z &0 w; "z Zglz/lz)i]
- ZhH:l N '(‘l_l)E [(Ziesﬁ(‘)ms ey W yl(t ! /Zles 10 ~sftD ‘*(t) )]
— Z::l N rgt—l)E [(ziesgmms;("l) Wi*(t)y:(t) /Zieswm:w Wi*(t) )]
* ZhH=1 N, (ZiESS)ﬁS?"” w; / Ziesﬁ" W‘(t)) E [Zigs;u)m;(t—l) w; Oy / Ziesﬁ'vms;n—u Wi*(t)i|
* Z::l N *(‘H) (ZiESS)\SE("” W:(t) /Zies,ﬁ” Wi(t)) E [Z.es "0\ D W*(t) i(t) /Zies#ns;ﬁ—n Wi*(t)]
= ::1 N DY D ::1 NDYO 4 Z::1 N (DY
Z::l N Dy D

H (t-1)
Z h=1 Yh

Yy,

Les valeurs espérées de I’estimateur HT pour les « pseudo-variables auxiliaires composites »

"*(t) *(t) *(t) 3 Ari A .
zh 12‘“55,(” Ozl ., alapériode t sont données par :
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5 *(t) _ H *()  *(t)
E[Z7] = E[ XL 2 W it
_ H *1) (1)
- thlE[Zies;‘“Wi Zrwpi |-

Si le « pseudo-échantillon » de la strate h a la période t ne contient pas d’unités qui n’étaient pas
incluses dans le « pseudo-échantillon » de la strate h ala période t —1 (s;” \'s;*™® = @) :

*t),, * () _ (t-1) 1)  *(t-1) *(t)
E [Zies;‘“ Wi Z(RMP)i :| =N h E I:(Ziesammsa(lfl) Wi yi /Ziesgmmsyfl) Wi )]
— N Dy -
=N h Yh
— Yét*l)

et si le « pseudo-échantillon » de la strate h a la période t contient des unités qui n’étaient pas incluses
dans le « pseudo-échantillon » de la strate h alapériode t —1 (s, \'s;*™ = &) :

E [Zies;‘v W:(t)zzgli/lP)i:I = N (Ziesimmsf‘(’h W:(t)/Ziesg‘) Wim)
x E [zi“:“m;wl’ Wi*(t)yr(til) /zies;‘”msﬁ'fll Wi*(t):|
+ N r(1t71) (Ziesﬁ,"\s:("l) w'® /Zies;" Wim)
(S W S i
- N r(11—1) (Zies;"\s;“*“ Wi*(t) /Zies‘h“ Wiu))
< E [(ziesﬁw"m;"’l) Wi*my:(t) /Ziesﬁ“ﬁs;((’” Wi*(t) ):|
b NEVE[(X g WY Do W]
- N (zies:ﬁ)mw W:(t)/ziesg‘) Wi(t))
(S W D)

Dy D
N h Yh
— Y},.(It_l)

dol E[Z}}] = Z::1Yf$t_l) _ oyt
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Exploration de la récursion pour les estimateurs optimaux
sous renouvellement de I’échantillon en cascade

Jan Kowalski et Jacek Wesolowski'

Résumé

Nous nous intéressons a 1’estimation linéaire optimale des moyennes pour des éditions subséquentes d’une
enquéte sous renouvellement de 1’échantillon, ou 1’évolution temporelle des échantillons est congue selon un
schéma en cascade. Depuis la publication de ’article fondamental de Patterson (1950), on sait que, si les unités
n’ont pas le droit de revenir dans I’échantillon aprés en étre sorties pendant une certaine période (pas
d’intervalles dans les schémas de renouvellement), la récursion en une étape tient pour I’estimateur optimal.
Cependant, dans certaines enquétes réelles importantes, par exemple, la Current Population Survey aux Etats-
Unis ou I’Enquéte sur la population active dans de nombreux pays européens, les unités reviennent dans
I’échantillon aprés en avoir été absentes pendant plusieurs éditions de I’enquéte (existence d’intervalles dans
les schémas de renouvellement). Le cas échéant, la question de la forme de la récurrence pour 1’estimateur
optimal devient considérablement plus difficile. Ce probléme n’a pas encore été résolu. On a plut6ot élaboré des
approches sous-optimales de rechange, comme 1’estimation composite K (voir, par exemple, Hansen, Hurwitz,
Nisselson et Steinberg (1955)), I’estimation composite AK (voir, par exemple, Gurney et Daly (1965)) ou
I’approche des séries chronologiques (voir, par exemple, Binder et Hidiroglou (1988)).

Dans le présent article, nous surmontons cette difficulté de longue date, autrement dit, nous présentons des
formules de récurrence analytiques pour 1’estimateur linéaire optimal de la moyenne pour des schémas de
renouvellement contenant des intervalles. Ces formules sont obtenues sous certaines conditions techniques, a
savoir PHYPOTHESET et 'HYPOTHESE IT (des expériences numériques donnent & penser que ces
hypothéses pourraient étre universellement satisfaites). Pour atteindre 1’objectif, nous élaborons une approche
par opérateurs algébriques qui permet de réduire le probléme de récursion pour I’estimateur linéaire optimal a
deux questions : 1) la localisation des racines (éventuellement complexes) d’un polyndme Q, défini en

fonction du schéma de renouvellement (le polynéme Q, s’exprime de fagon pratique au moyen de polyndmes

de Tchebychev de la premicre espece) et 2) le rang d’une matrice S définie en fonction du schéma de
renouvellement et des racines du polynéme Q. En particulier, nous montrons que I’ordre de la récurrence est

¢gal a un plus la taille de I’intervalle le plus grand dans le schéma de renouvellement. Nous donnons les
formules exactes de calcul des coefficients de récurrence — naturellement, pour les utiliser il faut confirmer
(dans de nombreux cas, numériquement) que les HYPOTHESES I et I sont satisfaites. Nous illustrons la
solution a I’aide de plusieurs exemples de schémas de renouvellement tirés d’enquétes réelles.

Mots-clés : Enquétes répétées; renouvellement de 1’échantillon; récurrence pour le BLUE de la moyenne courante;
polynémes de Tchebychev; algebre des opérateurs de translation; corrélation exponentielle.

1 Introduction

Les bureaux de la statistique et d’autres institutions utilisent fréquemment des enquétes répétées avec
renouvellement des éléments dans les échantillons. Le renouvellement précongu de (groupes d’) éléments
selon une forme de schéma en cascade, c’est-a-dire des scénarios ou, a chaque édition de I’enquéte,
1I’é1ément (le groupe d’éléments) « le plus ancien » quitte 1’échantillon et est remplacé par un nouveau, est
également d’usage trés répandu, mais souvent, I’information que contiennent les données d’enquéte n’est
pas pleinement exploitée. Cela, a son tour, entraine la construction d’estimateurs sous-optimaux dont la
variance est plus grande que le minimum réalisable. Afin d’accroitre 1’utilisation d’estimateurs optimaux
dans les scénarios de renouvellement, dans un article fondamental, Patterson (1950) a introduit la notion

1. Jan Kowalski, Ecole polytechnique de Varsovie, Varsovie, Pologne; Jacek Wesotowski, Ecole polytechnique de Varsovie et Bureau central de
la statistique, Varsovie, Pologne. Courriel : J.Wesolowski@mini.pw.edu.pl.
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de récurrence pour calculer les meilleurs estimateurs linéaires sans biais (BLUE) de la moyenne a chaque
édition de I’enquéte. Les principales hypothéses étaient que les moyennes de population inconnues sont
déterministes et que les réponses sont des variables aléatoires dont la variance et la structure de corrélation
sont entiérement connues. Sous corrélation exponentielle et en supposant en outre que tout élément qui
quitte 1’échantillon n’y revient pas, Patterson a prouvé que, pour toute édition t de I’enquéte, I’estimateur
BLUE [i, de la moyenne courante p, au temps t (basé sur toutes les observations passées) peut étre

calculé a partir de la récurrence en une étape suivante :
a, = a (t) a,, + [g (t)lt + [IT (t) X (1.1)

ou X, est le vecteur des observations au temps | =t, t — 1. Les formules pour les coefficients de
récurrence, c’est-a-dire les nombres a, (t) et les vecteurs r, (t),r,(t), étaient donnés dans cet article

également. (Ici et tout au long de I’exposé, un vecteur, disons r, s’entend d’une colonne, et r’ estsa

, , . T n
transposée. Pour deux vecteurs r = (r,,...,r,), W = (W,,...,w,) € R", Pexpression r' w = > " rw,

est simplement le produit scalaire de r et wW.)

L’hypothése de Patterson selon laquelle une unité qui quitte un échantillon ne revient jamais dans
I’enquéte était au cceur de son approche. Si cette hypothése est violée (c’est-a-dire, s’il existe des
intervalles dans le schéma de renouvellement), on sait depuis des années que de sérieuses difficultés se
posent si I’on cherche un analogue de la récurrence (1.1). Sachant cela (voir, par exemple, Yansanch et
Fuller 1998), les chercheurs ont plutot essayé des approches de rechange : I’estimateur composite K
classique a été proposé par Hansen et coll. (1955). Ses propriétés d’optimalité ont été développées dans
Rao et Graham (1964) et, plus récemment, dans Ciepiela, Gniado, Wesotowski et Wojtys (2012). La
principale différence est que, au lieu de rechercher la récurrence pour 1’estimateur BLUE, ces auteurs
restreignent le probléme d’optimalité aux estimateurs linéaires sans biais satisfaisant juste la récurrence
d’ordre un, c’est-a-dire qu’ils minimisent la variance de 1’estimateur basée sur I’estimateur le plus récent
et les observations provenant des deux dernieres éditions de I’enquéte seulement. Des ajustements, appelés
estimateurs composites AK, introduits dans Gurney et Daly (1965), ont été élaborés, par exemple, dans
Cantwell (1988, 1990) et dans Cantwell et Caldwell (1998) — en fait dans ces articles, les auteurs
introduisent la notion de plan équilibré a plusieurs niveaux, et un plan & un niveau correspond au schéma
en cascade que nous considérons ici. Une autre approche basée sur I’estimateur par régression composite a
été examinée dans Bell (2001), Fuller et Rao (2001), ainsi que Singh, Kennedy et Wu (2001) (avec des
implications pour I’Enquéte sur la population active du Canada).

La difficulté que pose I’estimation récursive dans le cas d’enquétes répétées pour des schémas avec
intervalles était soulignée dans Yansaneh et Fuller (1998), qui ont analysé les variances des estimateurs
composites sous plusieurs scénarios de renouvellement de 1’échantillon. Pour une description relativement
a jour de 1’état de I’art en la matiére, le lecteur peut consulter Steel et McLaren (2008), en particulier la
section IV sur les différents schémas de renouvellement et la section V sur les estimateurs composites.
Des comparaisons de ’efficacité sous différents schémas en cascade figurent dans McLaren et Steel
(2000) et dans Steel et McLaren (2002). Un article trés récent sur I’estimation optimale sous
renouvellement de 1’échantillon est celui de Towhidi et Namazi-Rad (2010). Certains des articles
susmentionnés traitent aussi de 1’approche par série chronologique (qui n’est pas examinée dans le présent
article) dans laquelle les moyennes inconnues sont traitées comme des quantités aléatoires — un apergu de
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cette approche est donné dans Binder et Hidiroglou (1988). Pour un développement plus récent de cette
approche, voir, par exemple, Lind (2005).

Quant a I’approche originale de Patterson, le résultat suivant concernant la forme récursive de
I’estimateur BLUE a été¢ présenté dans Kowalski (2009), ou des intervalles uniques dans le schéma de
renouvellement étaient permis. Comme dans Patterson (1950), cet article était consacré a la situation
« classique » dans laquelle les coefficients de 1’équation (1.2) présentée plus bas peuvent dépendre de t.
Trois conclusions découlant de ces travaux ont une incidence sur le présent article. Premiérement, il était
suggéré que la formule (1.1) pouvait &tre généralisée a un scénario de renouvellement arbitraire
(comprenant des intervalles) en intégrant les estimateurs optimaux et les observations provenant d’un
nombre probablement plus grand (mais encore aussi petit que possible) d’éditions antérieures de 1’enquéte
et que I’ordre de la récurrence devrait dépendre de la taille de I’intervalle le plus grand. Deuxiémement, il
était observé que la corrélation exponentielle, telle que supposée dans Patterson (1950), est essentielle a
I’obtention de la représentation récursive et qu’il est plausible de se limiter a la classe des schémas « en
cascade ». Ces hypothéses sont toutes deux retenues plus bas. Enfin, puisque selon les simulations
numériques, les coefficients de récurrence semblent étre rapidement convergents quand t — oo, il a été
proposé de considérer le cas « limite » de la configuration « classique », dans lequel les coefficients de
récurrence ne varient pas au cours du temps.

Nous insistons sur le fait que, dans le présent article, n’importe quel ensemble d’intervalles est permis
dans le schéma de renouvellement en cascade. L’objectif est de montrer que la récurrence

~ A A T T T
Ay =af, +.o+af, +re X+ X+ w1 X (1.2)

est vérifiée pour tout schéma de renouvellement en cascade et de trouver I’ordre de la récurrence p, les
coefficients numériques 4a,,...,a, et les coefficients vectoriels r,,...,r,. Soulignons que la
représentation (1.2) est « stationnaire » en ce sens que ni I’ordre de la récurrence P ni les coefficients de
récurrence (@;) et (r;) ne dépendent de t.

Notre résultat principal est la réduction du probléme de récurrence a 1’analyse d’un certain polyndme
Q, (de degré p, ou p — 1 est la taille de I’intervalle le plus grand dans le schéma de renouvellement) et

a la question de I’obtention d’une solution unique pour un certain systéme linéaire d’équations, qui dépend
des racines de Q. Heureusement, il se fait que le polynome Q, s’exprime de fagon pratique au moyen

de polyndémes de Tchebychev de la premiére espéce. Nous fournissons une condition suffisante en ce qui
concerne les propriétés de localisation des racines de Q, pour I’existence de la forme récursive de
I’estimateur BLUE d’ordre p, donnée en (1.2), et dérivons des formules explicites (exploitant les racines
de Q) pour les coefficients de récurrence (a;) et (r;). Les formes des coefficients dépendent aussi de
la solution unique du systéme linéaire susmentionné. Les résultats sont illustrés au moyen de plusieurs
exemples tirés d’enquétes réelles.

La convergence des coefficients de récurrence que nous avons observée numériquement dans de

nombreux schémas « classiques » (c’est-a-dire, avec les coefficients dans I’expression analogue de (1.2)
dépendant de t) de complexités diverses indique que la solution d’un tel probléme de récurrence

« stationnaire » devrait étre universelle (en fait, cette convergence n’est prouvée formellement que dans le
cas de Patterson, p = 1). S’il en est ainsi, elle peut étre traitée comme une solution approximative pour le
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scénario « classique ». Comme le lecteur le constatera, cette intuition est largement confirmée dans le
présent article. Notre résultat principal n’est toujours pas universel, méme dans les modéles avec
corrélation exponentielle. Notre approche s’appuie fortement sur deux hypothéses (HYPOTHESEI et
HYPOTHESE II ci-dessous) qui nous permettent d’affirmer que la récurrence (1.2) est vérifiée.
Néanmoins, nous avons exécuté de nombreuses expériences numériques pour différents schémas de
renouvellement et différentes valeurs de la corrélation qui, toutes, laissent entendre que ces hypothéses
peuvent toutes deux étre universellement satisfaites. Malheureusement, a I’heure actuelle, nous sommes
incapables de confirmer théoriquement ces observations.

Le plan de I’article est le suivant. A la section 2, nous présentons en termes mathématiques notre
modéle de travail. A la section 3, nous présentons nos deux hypothéses de base et formulons le résultat
principal de I’étude. La section 4 contient des exemples d’applications du résultat principal a plusieurs
scénarios de renouvellement souvent utilisés. La section 5 présente une discussion. Le corps principal de
I’exposé mathématique est reporté a la section 6. Dans la premiére partie, 6.1, nous examinons les
propriétés algébriques des opérateurs de translation. Elles sont essentielles a la preuve de la formule de
récurrence qui est donnée dans la deuxiéme partie, 6.2, de I’annexe.

2 Modéle

Soit (X i )i [y Ume matrice doublement infinie de variables aléatoires. Du point de vue heuristique,

X

i.; Teprésente la valeur de la variable X' mesurée pour I'unité (le groupe de renouvellement) i lors de

I’édition j de I’enquéte. Nous supposons que I’espérance de X, ; dépend uniquement de I’édition de

I’enquéte et non de 1’unité, c’est-a-dire

EX;; =n;, VijeZ

En outre, nous supposons que les corrélations entre les X, . sont exponentielles en temps pour la méme

i,
unité et qu’il n’existe pas de corrélation entre des unités différentes (a I’instar du modele de Patterson
(1950)), ¢’est-a-dire

Cov (X, ;. X)) =p""8,, Vi, jkleZ,

ij?

ou p| € (0,1) et &, =1sii=Kk,etd,, =0 autrement. (Dans les situations pratiques, p est souvent
compris dans [0,1). Dans le cas ou p = 0, les observations passées ne peuvent pas améliorer 1’estimateur

linéaire présent de la moyenne, de sorte que nous ne considérons pas ce cas plus loin.) Conséquemment,

VarX;; =1, i,jeZ.

Pour tout j € Z, nous sommes intéressés par l’estimateur BLUE de p; basé sur toutes les
observations disponibles provenant des éditions i < j de I’enquéte. Pour un entier positif fixe N,

désignons par
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T
LJ' - (XJ',J" >(J'H,J""" XJ'+N*1,J')

I’échantillon maximal (de taille N) lors de I’édition j €Z. Alors
1, jeZ,
oul=(1,1,...,1)" e R", et

Cov(X, X 4)=C*=[Cov(X;, X )]s JeZk=>0,

ou C est une matrice de dimensions N x N de la forme

0 p 0
0
C= .
p
10 0 0]

Notons que C" = 0 pourtout n > N.
L’échantillon effectif sera défini par un schéma en cascade, qui est un vecteur & =

(€),....8y)" € {0,1}" avec g, = &, = 1. Soit

N
n=Zsj et h=N-n.

j=1
Soit H I’ensemble de zéros dans le schéma &, c’est-a-dire j € H ssi &; = 0. Manifestement, #H = h.

Un intervalle de taille M est un ensemble maximal de M zéros séquentiels, c’est-a-dire un ensemble qui
satisfait

{lLi+L..,j+m=-1}cHetj-1,j+me H.

Par conséquent, H est une union de, disons, S intervalles de tailles m,,r = 1,2,...,s et Z::l m, = h.

La couverture P du schéma (voir Kowalski 2009 pour la définition équivalente) est la taille de

I’intervalle le plus grand augmentée de un :

p=1+maxm,.
1<r<s
Lors de chaque édition de I’enquéte j € Z, nous pouvons ne pas observer I’échantillon maximal X ;,

mais 1’échantillon effectif de taille N défini par le schéma en cascade ¢, autrement dit le vecteur

Y= (X ke{l,..,NJVH)",

j+k-1,j°

c’est-a-dire que les valeurs des X, ; représentés par des zéros (intervalles) dans le schéma en cascade ¢

J

sont supprimées de 1’échantillon.
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Considérons I’estimateur BLUE [i, de la moyenne p, lors de I’édition t € Z de I’enquéte qui est
basé sur les observations Y ;, j < t. C’est-a-dire

l:lt = Z\E/J!H
i=0

avec W; € R",i > 0, qui minimise Varfi, sous les contraintes d’absence de biais
Wil=1c¢etw1=0,i>1,

Il est a la fois évident et crucial pour notre approche que, de fagon équivalente,

A T
o= Swl X, @1
i=0
avec W, € R",i > 0, minimisant Var[l, sous les contraintes d’absence de biais

wil=1,w1=0,i>1, (2.2)

et les contraintes de schéma en cascade
wie; =0 Vi>0,VjeH, (2.3)

ou e; = (O,...,O,l,O,...,O)T (avec 1 a la j° position) est le j° vecteur de la base canonique dans

R", j € H. Notons que la contrainte (2.3) dit effectivement que les j* entrées (j € H) des vecteurs
w;,i > 0, sont toutes nulles.

3 Récurrence

Afin de formuler notre résultat principal qui donne la récurrence exacte pour les estimateurs BLUE
sous n’importe quel schéma de renouvellement de 1’échantillon, nous devons introduire deux objets : un
polynome Q, et une matrice S. Ils ont tous deux un aspect trés technique et ne possédent pas

d’interprétation heuristique directe. Néanmoins, ils semblent étre d’une importance essentielle pour la
formule de récurrence finale.

3.1 Polynome Q,
Rappelons que T,, le k® polyndme de Tchebychev de la premiére espece, est défini par
T, (x) = cos(k arccos x), k =0,1,....

Définissons une fonction polynomiale d’une matrice de Toeplitz symétrique de dimensions m x m
T, par
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T, T, T, T T,
T, T T, T,
T =| ¢ i . 3.1)
T, Tus n_a T, T,
_Tm—l Tm—2 Tm—3 Tl TO .

et une matrice tridiagonale inversible de dimensions m x m

[1+p> —p 0 - 0 0 |
- 1+p> —-p - 0 0
0 - l+p> -« 0 0
I I (3.2)
0 0 0 - 1+p> —p
. 0 0 0 e —p 1+ p7]

Notons que R est non singuliére.

Pour un schéma en cascade ¢ avec tailles d’intervalles m,...,m et couverture P, définissons un
polynéme Q, par
_ 2 2 2 2 % -1
Q, ()= (N =1)(1+p* =2px) + 1= p> — (1+p* - 2pX) ;tr(ij (x)ij). (3.3)
Puisque tr (T, (X)R,') est un polyndme de degré m — 1 en X,

degQ, = 2+max(m- —1) = p.

I<j<s J

3.2 Matrice S

Considérons de nouveau un schéma en cascade ¢ avec couverture p et #(H)=h=m, + ...+ m,.
Pour les nombres complexes d,,...,d o définissons une matrice S de dimensions

(ph + h +1) x p(h + 1) au moyen de sa structure par blocs

[G(d,) G(d,) - G(d,)]
Gd) 0 - 0

S=S8(d,...d,)=| 0 G, - 0 | (3.4)
L0 0 G(d,)]

Les blocs G (d,) sont les matrices de dimensions (h + 1) x (h + 1)
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~ 1 [(N=1D)(1-dp)+1-p’ (1-dp)1,
G(d) =

5 _ _ 3.5
I-p (1-dp)1, diag (Hr,...., Hn,)
avec Hn = Hn (d) étant une matrice bidiagonale supérieure de dimensions m x m
1 —dp ;
Hn(d) = - . (3.6)
.. —dp
— 1 -
Les blocs G (d,) sont les matrices de dimensions h x (h + 1)
G(d) = 1 _1p2 [(1-dp)(d - p)1,.d diag(H,, ,....H, )], (3.7)
ou H,, = H,, (d) estune matrice tridiagonale de dimensions m x m
[1+p> —dp ]
-p/d . .
H, (d)= _ . . (3.8)
.. . _dp
i —p/d 1+p°]
Les nombres dl,...,dp considérés plus haut sont reliés aux racines (potentiellement complexes)
X,..., X, du polynéme Q par la relation 2x; = d; +1/d;, et [d| <1, i =1,..., p. Certains détails

supplémentaires sont donnés dans la remarque qui suit.

Remarque 3.1 Soit x € C telle que 3x # 0 ou Rx & [-1,1].

1
fd+l = X
2 d

en d possede exactement deux racines, disons, d, (x) et d_(x), telles que

Alors I’équation

A <1et d,(x)> 1.

Si, en outre, 3x = 0, alors d, (x) et d_(x) sont réelles.

En désignant par x* la conjuguée complexe de X avec 3x = 0. Alors

d_(x) = (d_(x"))" et d,(x)=(d, (x7))".
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3.3 Résultat principal

Notre résultat principal donne la récursion de profondeur égale a la couverture P du schéma en

cascade, ainsi que les formes analytiques des coefficients qui sont prétes pour 1’implémentation
numérique. Des exemples réels de ce genre d’implémentations sont présentés a la section 4. La preuve que
nous offrons (voir I’annexe) est fondée sur deux hypotheses fondamentales concernant le polynéme Q, et

la matrice S.

HYPOTHESE I : Le polynéme Q, posséde des racines distinctes X,,..., X, € [-1,1].

HYPOTHESE II : La matrice S = S(dl,...,dp), oud, =d (x;),i =1,..., p estde plein rang.

Théoréme 3.1 Si les HYPOTHESES I et II sont satisfaites, alors pour tout t e Z, la récursion

p p
A= D afo, + Ik X 3.9)
k=1 k=0
est vérifiée avec
a = (=D > dj.d, k=1L..p, (3.10)

I<ji<..<je<p

et

M-

ri =

{(vi (d)I =V, (d,)CT)AN(d,) >’ c,.,me,}, i =0,1,...,p,

1 jeH’

3
Il

oue, =1,H ={0}UH,v,(d)=1v_,(d) =0,
vi(d)y=d'->ad", i=1,..,p, (3.11)
I=1
A=(1-CC")",N(d)=1-dC etavec

. 12 - ’ H ! T
c=[(c;.i eH).(c;,,ieH),....(c;,, ] € H)]
étant la solution unique (elle existe en raison de ’HYPOTHESE II) du systéme linéaire
Sc = (1,0,...,0)" e R™"",

En outre,

p
Var (i) = > Cyp- (3.12)
m=1
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A la section suivante, nous montrons comment le résultat théorique susmentionné peut étre appliqué
dans plusieurs scénarios de base, en particulier, dans ceux qui sont utilisés dans les enquétes réelles, tandis
que la preuve du théoréme 3.1 est donnée a la deuxiéme partie, 6.2, de 1’annexe. Elle est fondée sur une
approche basée purement sur des opérateurs algébriques qui est présentée a la premiére partie, 6.1, de
I’annexe.

Nous insistons sur le fait que des expériences numériques intensives donnent a penser que les

HYPOTHESES I et II peuvent étre universellement satisfaites, mais qu’en ce moment, nous n’avons pas
de preuve mathématique de ce fait (sauf dans les cas p = 1,2 et p = 3 pour un schéma spécial de

renouvellement de 1’échantillon). Donc, les applications de la formule de récurrence données plus haut
(pour p > 2) dans les enquétes doivent étre précédées d’une vérification numérique (qui est assez

simple) que les HYPOTHESES I et I sont satisfaites. Des exemples sont donnés 4 la section 4.

4 Exemples
4.1 Scénario de Patterson, p = 1

Le scénario en cascade de Patterson est utilisé, par exemple, pour réaliser I’Enquéte sur la population
active en Australie (N = n = 8, voir Australian Bureau of Statistics (2002)) et au Canada (N =n = 6,

voir Singh, Drew, Gambino et Mayda (1990)). Il n’y a pas de zéros dans le schéma, d’ou h = 0 et le
polynéme Q, = Q,, voir (3.3), ne contient pas I’opérande de somme avec la trace, c’est-a-dire

Q, (x) = (N —1)(1+p2 —2px)+1—p2.

2

P

2p|

1+p? 1-p’
2p 2(N -1)p
I’THYPOTHESE I est satisfaite. Il donne aussi d, = d_(x,) réelle de la forme

Sa seule racine X, = — est réelle et satisfait |X,| > > 1, c’est-a-dire que

N+ (N=-2)p* =[N +(N-2)p*] —4(N -1)°p
2(N -1)p '

En outre, S définie en (3.4) est une matrice de dimensions 1x1 de la forme S =

d,

1-d . N . .
{(N -1) | 12p + 1} # 0, c’est-a-dire que ’HYPOTHESE II est vérifiée trivialement. Donc, en vertu
- P

du théoréme 3.1, pour tout t € Z, nous avons

ou
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ou

1
c

o1~ 1-d ‘
(N -1 P
-p

En prenant par exemple N = 6 et p = 0,9, nous obtenons pour tout t :

T

[0,1765] [ 0,0000]
0,1765 ~0,1588
0,1765 ~0,1588

f, = 0,794201, , + X, + X
0,1765 ~0,1588
0,1765 ~0,1588
10,1176 | —0,1588 ]

Remarque 4.1 Patterson (1950) a considéré le méme scénario dans le modele « classique ». Il a prouvé
formellement que le coefficient de récurrence a, (t) converge quand t — oo et a montré que la limite

était a, telle que donnée plus haut. Les vecteurs r, (t) et r, (t), étant des fonctions continues de a, (t),
convergent vers r, et r,, respectivement. Autrement dit, la solution « stationnaire » est en effet en
harmonie avec I’asymptotique de la solution « classique ».

4.2 Scénarios avec intervalles de taille 1, p = 2

Le polynome Q, = Q,, voir (3.3), a la forme suivante :

p
4hp?

Qz(x)=—1 ;X2 =2(N=2h=Dpx+(N-h-1)(1+p*)+1-p°.
+p

Comme 1 — p* > 0, on voit immédiatement que son discriminant

4hp22 [(N -h- 1)(1 + pz) +1- p2] >4p> (N = 1) > 0. (4.1)

A=4(N-2h-17p> +4
( )P Tto

Donc, Q, posséde deux racines réelles uniques

-2(N =2h-1)p £A

xi :(1+p2) 8hp2

Notons que, puisque la taille de tous les intervalles est égale a un, nous avons nécessairement
N —h —12> h > 1. En utilisant ce fait et I’inégalité (4.1), nous obtenons par conséquent

— _ 2
N h 121+p
21p] 2p)

x.| > (1+p7) > 1, puisque [p| € (0,1).
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Donc PHYPOTHESE I du théoréme 3.1 est satisfaite.
De la remarque 3.1 il découle que d, =d_ (X )=x_+x°-1<0 et d,=d (x,)=x, —
J X2 =1 > 0 sont des nombres réels.

Puisque, dans ce cas, S=h et m, =...=m, =1, nous avons H, (d)=1et H () =1+p%
i = 1,2. Par conséquent, I’équation Sc = e implique que

(1—-dp)(d; =p)c,; +(1+p*)c; =0, k=1,...,h, i=12

Donc, ¢, =¢C,;, =...=¢,, et ¢, =C,, =... = C,. Conséquemment, le systtme SC = € se réduit

au systeme a quatre inconnues C,,,C, ;,Cy, et C,, :

T
S (CO,I »C115Coa> Cl,z) = (1 ,0,0, O)T

avece
(N-D(1-dp)+1-p* h(1-dp) (N-1)(1-d,p)+1-p" h(l-dy)]
~ | 1-dp 1 1-d,p 1
S: 2
=Pl a-dp)@ -p)  d(1+p7) 0 0
i 0 0 (1-dp)(d, =p)  d,(1+p7)]

Pour montrer que S est non singuliére, nous commengons par montrer que
p(d, +d,) > 0. 4.2)

A cette fin, nous notons d’abord que

p(X7+X+)=—(1+p2)%ﬁ_ISO. 4.3)

En outre,

X —

p(d, +d,) = p(xf +X+\/X3 —1_\/Xf _1):p(xf +X*)(1+\/x2 —1+i(/+Xf —J

= \/xfpfxlj\;(;()z - 1(«/ X2 =1+ X_+x2-1- x+).

En raison de (4.3), la derniére expression est non négative, puisque le second facteur est strictement

négatif. Maintenant, nous sommes préts a considérer le déterminant

~ d, —-d
det§ =927 9P g g
(1-p7)

ou
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s(d,d,) = (1+p*)[(N=1)(1-dp)(1-dyp)+(1-p*)(1+ddp*)]
+ h(—dp)(1—dp)(-1+(d, +d,)p+dd,p* -2p*).

Nous notons que |d,|<Li=1,2, et donc

dd,| < 1.

Par conséquent, nous avons

1+p*>>(1-d,p)(1-d,p)>0,1+d,d,p* > 0. Ces inégalités ainsi que (4.2) donnent

s(d,d,) > (1-dp)(1-dp){(N-D(1+p*)-h[1+dd,p*+2p"]]
> (1-dp)(1=d,p)[(N —h =1)(1 +p?) - 2hp*]
= (1—dlp)(1—d2p)(N —2h—1)(1+p2)

> 0.

Conséquemment, detS # 0.

Puisque rang S = rang S + 2 (h — 1), nous obtenons rang S = 2 (h + 1) et donc PHYPOTHESE II

du théoréme 3.1 est satisfaite. En outre, S

l .
existe. Donc,

~_117
(CO,I’CI,I’CO,Z’Cl,z) = (1,0,0,0)[3 ] .

Enfin, nous concluons que la récurrence est de la forme suivante :

. . . T T T
O, =af,, +a0,, +ro X+ Xy +1 X,

ou
a, =d, +d,

a, =-dd,

-
¥}
I

ry = N(dl)[(co,l + CI,I)l - C1,1§] + N(dz)[(co,z + Cl,z)l - Cl,zﬁ]
r=—(d, 0+ C")N(d)[(co, +¢,,)L —c &l - (d I+ CT)N(,)[(c,, +¢,,) 1 —c,,¢]
- dZCTN(dl)[(CO,l + Cl,l)l - Cl,lg] + dlcTN(dz)[(Co,z + CI,Z)l - Cl,2§]

Par exemple, soit N = 7,h = 2,H = {3,6} etsoit p = 0,5. Alors

et

X, = -2,6211
X, = 13711

Enfin, (3.9) prend la forme

=

d. (x)
d, =d (x)
d, (x,)
d, =d_(x,)

Q,(x) = -1,6x* - 2x + 5,75

-5,0439
-0,1983
2,3091
0,4331

a, = 0,2348
= .
a, = 0,0859
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[0,21717 [-0,00937" [ 0,0000]
0,1904 -0,1086 0,0047
0,0000 0,0000 0,0000

i, = 0,2348{, , + 0,08590, , +|0,2171| X, +|-0,0093| X, +[-0,0476| X,
0,1904 —0,1086 0,0047
0,0000 0,0000 0,0000
10,1850 | | 0,0010] | —0,0476 |

4.3 Scénario de Szarkowski, p = 3

S’il existe h, intervalles de taille 2 et h, intervalles de taille 1 dans le schéma en cascade, le polyndome

Q, = Q,, voir (3.3), prend la forme

+h
1+p° +p* "1+ p?

Qz(x):('\‘—1)(1+92—29x)+1—92—(1+p2—2px)2(h22px+2(1+p) | J

Le scénario de Szarkowski est défini par le schéma en cascade € = (1,1,0,0,1, 1)T (souvent noté aussi
sous la forme 2 — 2 — 2), utilisé, par exemple, par le Bureau central de la statistique de la Pologne pour
réaliser I’Enquéte sur la population active (connue sous I’acronyme BAEL), voir Szarkowski et

Witkowski (1994) ou Popinski (2006). En fait, ce genre de scénario est utilisé également dans ’EPA
d’autres pays européens. Ici, N = 6 et H = {3,4}. Donc h, = 1,h, = 0, et

2 pX +1+p°

Q,(x) =5(1+p* =2px)+1—-p*> —2(1+p* —2pX) (4.4)

1+p> +p*
Wesotowski (2010) a prouvé que, dans ce cas, Q, est strictement croissant ou décroissant dans le
domaine entier et posséde deux racines conjuguées complexes X,, X,, et une racine réelle x, € [-1,1],

ce qui signifie que PTHYPOTHESE I du théoréme 3.1 est vérifiée. Il a également montré dans cet flrticle
que la matrice S, dans ce cas de dimensions 9 x 9, est inversible (ce qui signifie que ’HYPOTHESE II
du théoréme 3.1 est vérifiée). Donc, comme pour p = 1,2, la récurrence (3.9) pour le scénario de
Szarkowski est toujours vérifiée.

En général, méme dans le cas p = 3, la vérification des HYPOTHESES I et II du théoréme 3.1 doit
étre effectuée numériquement, c’est-a-dire apres 1’attribution de la valeur du coefficient de corrélation p.
Cependant, il convient de noter que toutes les simulations exécutées confirment 1’existence de la solution.
L’approximation asymptotique des parameétres du modele « classique » a également été observée dans les
expériences numériques que nous avons effectuées.

Les coefficients a,,a,,a, dépendent de d, =d_(x,),d, =d_(x,)=d et d, =d_(X;) de la

facon suivante (voir (3.10)) :
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a, =d, +d, +d,

a, =—-(dd, +d,d, +dd,).
a, =dd,d,
Pour le scénario de Szarkowski, en prenant par exemple p = 0,7 dans (4.4), nous obtenons

d, (x,)= —1,0368 — 3,1035i

d, = d_(x,)= —0,0968 + 0,2899i

X, = —0,5668 — 1,4069i a, = 0,4060
d, (X,)= —1,0368 + 3,1035i

X, = —0,5668 + 1,4069i = = {a, = 0,0227.
d, = d_(x,)= —0,0968 — 0,2899i

X, = 1,1336 a, = 0,0560

d, (x,)= 1,6675

d, =d_(x;)= 0,5997
En raison du théoréme 3.1, nous obtenons la forme suivante de (3.9) :

f, = 0,40600, , + 0,02270, , + 0,0560(,

[0,28627" [-0,0036]" [-0,01437" [ 0,0000]"
0,2217 ~0,2004 0,0026 0,0100
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

+ X, + X + X, + X3
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,2862 ~0,0036 -0,0143 ~0,0760
10,2059 | | —0,1984 | 10,0033 | 0,0100]

4.4 Scénariodela CPS, p =9

Considérons le scénario 4-8-4 bien connu et qui a fait ’objet de nombreuses €tudes, pour lequel le
schéma en cascade est

e =(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1)"
qui est utilisé aux Etats-Unis pour la Current Population Survey, voir U.S. Bureau of Census (2002). Dans

ce cas, N =16,h =8 et H =1{5,...,12}. Nous ne possédons aucune preuve analytique que les
HYPOTHESES I et II sont satisfaites dans ce scénario pour tout p.

Le polynéme Q, = Q,, voir (3.3), est de degré 9 et de la forme

Q(x)=15(1+p> =2px) +1-p* = (1+p° - 2px)2tr(T8 (X)Ry').
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Par conséquent, son analyse, ainsi que 1’analyse de la matrice S (qui est de dimensions 81 x 81 dans
ce schéma), peut étre effectuée numériquement, apres avoir attribué une valeur pour p. Afin d’utiliser le

résultat du théoréme 3.1, nous devons vérifier numériquement que les HYPOTHESESI et II sont
satisfaites pour une valeur concréte donnée de p. Nous avons confirmé que les hypothéses sont vérifiées

pour plusieurs valeurs de p prises au hasard dans I’intervalle (—1,1).
En prenant par exemple p = 0,9, nous obtenons que Q, posse¢de huit racines complexes et une racine

réelle de la forme

X, = =0,7667 — 0,0208i

C=d_(x) =-0,7419 - 0,6220i  [a, = 0,7429

d
X, = —0,7667 + 0,0208i  |d, =d_(x,) =-0,7419 + 0,6220i  |a, = 0,0019
X, = —0,1746 — 0,0320i  |d, = d_(x,) =-0,1689 —09532i |a, = 0,0023
X, = —0,1746 + 0,0320i  |d, =d_(x,) =-0,1689 +0,9532i  |a, = 0,0029
X, = 0,4989 — 0,0284i = {d, = d_(x,) =0,4825-0,8389 = {a, = 0,0037.
X, = 0,4989 + 0,0284i d, =d_(x,) =0,4825+ 0,8389i a, = 0,0049
X, = 0,9391 — 0,0121i d, =d_(x,) = 009064 — 03335 a, = 0,0066
X, = 0,9391 + 0,0121i dy = d_(X,) = 09064 + 0,3335i a, = 0,0088
X, = —1,0006 d, =d_(x,) =-0,9682 a, = 0,0119

Le coefficient a, est dominant en ce qui concerne la valeur absolue. Le deuxieme plus grand
coefficient, a,, est plus petit d’un ordre de grandeur, et les autres coefficients sont plus petits d’au moins
deux ordres de grandeur. Les résultats pour d’autres valeurs du paramétre p ont un comportement

similaire.

5 Discussion

Le résultat principal de I’article est une formule de récurrence explicite pour le meilleur estimateur
linéaire sans biais (BLUE) de la moyenne pour n’importe quelle édition d’une enquéte répétée avec tout
schéma de renouvellement en cascade de 1’échantillon. La principale nouveauté tient au fait de permettre
des intervalles dans le schéma. Les résultats obtenus antérieurement concernaient des schémas sans
intervalle ou d’autres estimateurs que les estimateurs BLUE. L’approche que nous avons élaborée
s’appuie fortement sur 1’algebre des matrices et des opérateurs linéaires de dimension infinie, ainsi que sur
les propriétés des polynomes de Tchebychev. Malheureusement, la formule récursive explicite que nous
avons obtenue dans le théoréme 3.1 requiert deux hypothéses apparemment techniques : "’HYPOTHESE I
sur la localisation des racines d’un polynome Q, et I’HYPOTHESE II sur le rang de la matrice S. Il

convient de souligner que 1’'un et I'autre de ces objets, Qp et S, dépendent SEULEMENT de deux

parametres : le schéma de renouvellement de 1’échantillon ¢ et le coefficient de corrélation p. On sait
que ces deux hypothéses sont satisfaites si la couverture du schéma est p =1 ou p =2 pour tout
scénario en cascade et p = 3 pour le scénario 2-2-2. On ne sait pas si elles sont satisfaites en général.
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Cependant, des expériences numériques permettent de conjecturer que c’est véritablement le cas. Dans ces
expériences, nous avons considéré de nombreux schémas de renouvellement d’échantillon différents. Pour
chacun, nous avons considéré plusieurs valeurs de p € (—1,1). Aprés avoir choisi le schéma de

renouvellement & et la valeur de p, nous avons construit le polynome Q et la matrice S respectifs.
Numériquement, nous avons cherché les racines de Q. Ces racines étaient souvent complexes, mais
quand elles étaient réelles, elles étaient situées en dehors de I’intervalle (—1,1) dans toutes les expériences
(c’est-a-dire que ’'HYPOTHESE I était satisfaite). Ensuite, nous avons essayé de résoudre numériquement
I’équation Sc = (1,0,...,0) € R™""'. De nouveau, dans tous les expériences, nous avons obtenu la
solution unique, ce qui signifie que S était de plein rang (c’est-a-dire que I'HYPOTHESEII était
également satisfaite). Nous pensons que les deux hypothéses sont systématiquement satisfaites, mais il est
probablement difficile de donner une preuve mathématique de ces deux faits. Néanmoins, un article
donnant la preuve que "’HYPOTHESE I est satisfaite pour tout schéma de renouvellement en cascade avec
un seul intervalle de n’importe quelle taille et pour n’importe quelle valeur de p € (-1,1) est en
préparation.

La méthode que nous proposons posséde d’autres types de limites, qui sont dues aux contraintes du
modele. En particulier, dans le mode¢le, les corrélations sont exponentielles (comme dans le mode¢le

original de Patterson). Cette propriété joue un role important dans I’argument que nous utilisons;
par exemple, elle rend la matrice de covariance C nilpotente de degré N, c’est-a-dire que N est la plus

petite valeur de j telle que C’ = 0. En outre, on a observé (voir I’exemple 4.5 dans Kowalski 2009) que
d’autres modéles de covariance peuvent donner lieu a d’importantes difficultés dans 1’analyse de la
formule de la variance des estimateurs. Il se peut que certains écarts raisonnables par rapport a I’hypothese
de corrélation exponentielle, par exemple, COV(XL], Xk,,) =0+ (1-0) P‘H%i,k pour 0 € [0,1] (voir

Lent, Miller, Cantwell et Duff (1999), en particulier leur tableau 1, sa discussion ainsi que des références
supplémentaires) aboutissent a des formules de variance solubles. Un mode¢le de covariance de ce genre
est probablement le premier qu’il faudra examiner dans tous futurs travaux visant a étendre le mode¢le.

Dans le modéle, nous avons également supposé que les espérances pour une édition donnée de
I’enquéte sont toutes les mémes et dépendent seulement du numéro de I'édition: EX,, = u;.
Cependant, d’autres modeles pourraient présenter un intérét, par exemple, EX; ; = pu,; + &; (voir Bailar
1975). Ici les ajustements a; peuvent étre interprétés comme un biais de temps passé dans 1’échantillon
causé par le nombre d’éditions de ’enquéte a laquelle 1'unité i a participé. Naturellement, si a; est

connu, il n’y a pas de probleme : il suffit d’ajuster X, . en soustrayant a; et d’utiliser I’approche que

N
nous avons ¢€laborée. S’il n’est pas connu, la solution opérationnelle (mais non mathématique) consisterait
a ajuster les X, ; au moyen d’estimateurs appropriés des a; (obtenus en dehors du modele que nous
analysons). La solution mathématique exacte est inconnue et mériterait d’étre poursuivie.

Un autre aspect, qui présente un intérét dans le modele examiné ici, est la question de la récurrence
pour I’estimateur BLUE d’une variation de la moyenne p, — 1, ,. Nous pensons que cette question peut

étre approchée au moyen des méthodes ¢élaborées dans le présent article. Néanmoins, nous nous attendons
a ce que cela nécessite beaucoup d’adaptations prudentes des techniques algébriques utilisées plus haut.

Mentionnons aussi que 1’horizon temporel du modéle considéré dans le présent article est infini, alors
que le nombre d’éditions des enquétes réelles est toujours fini. Comme nous I’avons déja mentionné dans
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I’introduction, les résultats que nous avons obtenus semblent étre une approximation raisonnable du cas
d’un horizon fini, quand les coefficients de récurrence (1.2) dépendent de t. En particulier, des
expériences numériques, effectuées pour une grande gamme de valeurs de p € (—1,1) et divers schémas

de renouvellement en cascade &, montrent que, par exemple, la valeur des coefficients a'” (pour

I’horizon fini) était déja a peu pres la méme que celle de a; (pour I’horizon infini) pour t = 10. Nous

avons observé le méme comportement pour les variances des estimateurs. Néanmoins, la convergence n’a
été mathématiquement établie que pour le cas p = 1. A I’heure actuelle, il semble aussi impossible

d’obtenir les bornes analytiques pour la vitesse de convergence.

Il serait intéressant de savoir comment les estimateurs obtenus ici fonctionnent dans les enquétes
réelles. Pour répondre a cette question, il faut avoir acceés a des données réelles et susciter I’intérét des
praticiens pour les solutions théoriques que nous avons proposées. 1l est fort probable que les formules
exactes données dans le théoréme 3.1 nécessitent certains ajustements en raison des limites du modéle
dont nous avons discuteé.

6 Annexe

6.1 Algébre des opérateurs de translation

Dans la premiere partie de 1’annexe, nous introduisons et analysons un formalisme algébrique des
opérateurs qui est essentiel & la preuve de notre résultat principal (donnée a la sous-section 6.2).

Pour une séquence de vecteurs X = (Xq, X, X,,...),X; € R", définissons les translations vers la

gauche et vers la droite par

X1, X2, X3,...) translation a gauche,

R(X) =(0,Xq,X;,...) translation a droite.
Notons que LR = Z (identité), mais que
(T -RL)X =(X0,0,0,...) = X8, 6.1)

ou e = (1,0,0,...).

Pour toute matrice A de dimensions M x N définissons
AX = (AXo, AX;,AX,,...).
En particulier, pour un nombre complexe (réel) a, en prenant A = al, nous avons
ax = (axg,ax;,ax,,...).

En outre, en vertu des définitions susmentionnées, pour tout i, j > 0

R'LIAX = AR'LIX.
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Pour une séquence constante de vecteurs X = (X, X, X,---), nous avons £X = X et donc pour tout

i,j=0,

. . X, pouri 2 j:
LRix =1 (6.2)
RM7'X, pouri < j.

Si N =1, nous écrivons ¥ =Y = (Y,,Y,,Y,...), ¥; € R, et L:= L,R := R. Notons que, pour

T — n
y = (y )nzo , nous avons

L'y =yly (6.3)
et donc
o y'y, pourj i,
LRy =1
Ry, pourj <i.

Pour tout y = (y,),., et tout X = (X,),.,, définissons yX = (y X,),.,. Alors pour tous nombres

complexes (réels) o, B, toutes matrices A, B, de dimensions M x N, tous i, j,k,m > 0,
(cAR'L’ + BBL"R) yx = (aR'L'Y)(AR'L'X) + (BL"R"Y) (BL"R*X). (6.4)
Notons aussi que, si X = (X, X,...) est une séquence constante, alors

R'LIyx = (R'L'y)x et L'R'yx = (L'R'y) x. (6.5)

Lemme 6.1 Soit v;,i =1,...,p, les fonctions définies en (3.11), ou a,,...,a, sont des nombres

arbitraires. Soit X = (x,x,...) et y = (y") . Alors, pourtouti =1,...,p

c (I—Zp:ajRjj=(ﬁp —iajﬁpijm‘, (6.6)

j= j=

i-1

p . .
(Z - Rc)[['p - ZajCPJjRplyx =Y (y) (XO’Qaga"') (6.7)
et
p .
(/LP - Zajﬁ"’]yx = v, (y)yx. (6.8)
j=1
Preuve. Pour commencer, nous prouvons (6.8). En vertu de (6.4)

(ﬁp - Zp:ajﬁ""jyx = (LPy)LPx - JZ:aj (LPy) (L 7x).

i=1
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Notons que L'y = y*y et £X = X pourtout k = 0,1,.... Par conséquent

P p
(5’) - Zajﬁp_jjw = Ky” - Zamy"""jy}x.
j=1 m=1

Alors (6.8) s’ensuit en vertu de la définition (3.11) pour i = p.
De nouveau, de (6.2), (6.4) et (6.5) il découle que

(I—Rﬁ)[ﬁ" Za LP” J]Rp' {(I—RL)[ Zp“ajL""}R"‘iy}X

j=1 =1

Puisque, pour tout kK € {0,1,..., p},

( ZaL“]R”y—yy Zayk’y— ZaR‘ky—vk(y)y— ZaR’ky,

j=k+1 j=k+1

alors

(I—RL)[ iav”} "y = v, (y)e

et donc (6.7) s’ensuit.

L’identité (6.6) s’ensuit en vertu de (6.2) puisque

p p p
c [I - ZajRij =L =Y a, LR = LR - a L R
=1 j=1

j=1

Lemme 6.2 Soit D un opérateur sur I’espace des séquences de vecteurs dans R" défini par

N-1
D=1T+Y (CL+(CT) RY), (6.9)

k=1

ou C est la matrice de covariance définie a la section 2.

L’opérateur D est inversible et

D' =(I-C'R)A(ZT -CL). (6.10)

Preuve. Notons que I — CC' = diag (1 —pi,. 1= p2,1). Par conséquent, A = (I - CCT)_l est bien
définie. Notons aussi que ZL:CKE" est inversible et que son inverse est Z — CL. De méme,

Z:;OI (CT)" R estinversible et son inverse est T — CTR.
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Donc,

[(Z-CR)A(Z-cCL)]' = (Z-CL)y'AM(Z-CR)’

{zckckj(l - CCT){ (c")’ R‘}

N-1 ) N-1 )
> (Ch) LR - Dk (CT) LR

k,j=0 k,j=1

N

j=0

N-1 .
D+ Y C(CT) L7 (LR - T) R

K,j=1

= D.

6.2 Preuve de la récurrence

Preuve du théoreme 3.1. Notons d’abord que, puisque les d,,...,d  sont soit réelles, soit viennent en

p
paires conjuguées (voir la remarque 3.1), il découle de (3.10) que les a,,...,a, sont des nombres réels.

Rappelons que €, = 1 et notons € = (ej,€j,...),j € H' = {0} U H. Rappelons que la matrice

diagonale A de dimensions N x N est définie par

A=(1-cc)’ - L diag(1,...,1,1 - p?).
-p

Avec d,,...,d et ¢ définis comme dans le théoréme 3.1, soit (voir (6.10))

p —
W= (Wo,W,,..) =D} > ¢ dngy, (6.11)

ou dny = (l,dm,d;,...),m =1,...,p. Notons que |w;| (la longueur du vecteur w;) est d’ordre

(rnaxlsmSp \dm\)i ,i = 0,1,.... D’aprés la remarque 3.1 et "HYPOTHESE II, nous avons max d,| e

1<m<p

(0,1). D’ou (2.1) est une définition correcte d’une série aléatoire (avec variance bornée).

Par conséquent, il suffit de montrer que :

1. Laséquence W définie en (6.11) est la séquence de poids optimaux. Pour cela, nous notons que

la variance de tout estimateur linéaire ZZO u; X;,u; € RV,i =0,1,... estde la forme

Vary uf X; = 2 uiu; 2 > Ui Cru,. (6.12)

Nous devons montrer que U = (U;).., := W avec W défini en (6.11) minimise cette expression

i>0
sous les contraintes (2.2) et (2.3). Puisque la variance susmentionnée en tant que fonction de U

est convexe, le probléme posséde la solution unique. En utilisant la méthode de Lagrange
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classique, c’est-a-dire en dérivant la fonction de Lagrange (avec les multiplicateurs
i) jenrizo)

8

N-1

\ ('D

V(u) = 25:

i=0 i=0 k=1

\ C

Ui (j Uik — :§: :E:
i=0 jeH’

par rapport a (u;).., et en comparant les dérivées a zéro, de fagon équivalente, nous devons

i>0
montrer qu’il existe des nombres réels (multiplicateurs de Lagrange) A, jeH. I =01,..,
tels que

Dw = {I T z‘i(ckck +(cT)* Rk)}w = A, (6.13)

k=1

ol W est définien (6.11) et A = (Ay,A,,...) avec

A=Y ne5 =01,

jeH'

Les contraintes (2.2) et (2.3) sont satisfaites pour W défini en (6.11).

La récurrence de base (3.9) est vérifiée avec W défini en (6.11), c’est-a-dire que la séquence I
définie par

p
r= (I -~ Zamijw (6.14)
m=1
doit satisfaire

LT =0 (6.15)
et pour tout i = 0,1,...,p

p

(Z-RL)LT = Z{(vi (dn)I =V, (d,)CT)N(d,) Zc,—,me,}é, (6.16)

m=1 jeH'

ou N(d) = A(I - dC).

Ad. 1. Nous allons montrer que (6.13) est vérifiée avec

p
=2 Cinln,  JeHLI=01,.. (6.17)

m=1

D’apres la définition (6.11) de W, nous avons
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Donc, par définition des A . j1» Nous obtenons

W = (Z 7\—“61} = (Ao, Ay,..) = A.

jeH’
Pour voir que les A;, définis au moyen de (6.17) sont des nombres réels, prenons d’abord les
conjuguées des deux membres de Sc = e. Notons que
S*=8"(d,,....,d,) = S(d/,....d7).

Puisque les d,,...,d  sont soit réelles ou viennent en paires conjuguées (voir la remarque 3.1), I’équation

S'c” = e implique que, pour tout j € H' ettout m = 1,..., p, soit 3d, = 0 etalors C.

i.m estréelle ou

3d,, # 0 etalors il existe un N = m (avec d, = dm) tel que ¢}, = ¢, . Par conséquent, les quantités
c J-’md,'n dans (6.17) sont soit réelles soit viennent en paires conjuguées. Donc, il découle de (6.17) que A,
est réel.

Ad. 2. Notons qu’en appliquant (6.1) et (6.4) a (6.11) apres une algebre facile, nous obtenons

Wo = Zp: Z Cj,mN(dm)gj

m=1 jeH'
et
p
wi = > > ¢ dp'(dI-C")N(d,)e;, i=12,...
m=1 jeH'
Réécrivons les contraintes (2.2) et (2.3) en utilisant les formules susmentionnées pour W, et
w;,i > 1. La contrainte (2.2) pour i = 0 avec W, définie plus haut prend la forme
p
D> e TN, )e; =1 (6.18)
m=1 jeH'
etpour i > 1,
p
ZZch w17 (d - C")N(d,)e; = 0. (6.19)
m=1 jeH'
La contrainte (2.3) pour i = 0, c¢’est-a-dire pour W,, est de la forme
2 T
> > c.ecN(d,)e; =0, keH. (6.20)
m=1 jeH’
Pour i > 0, elle prend la forme
chmdr'n' (d,J-C")N(d,)e; =0, keH. (6.21)

m=1 jeH’
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Notons que la matrice de dimensions N x N

1 —pd . 0 0 ]
0 | 0
-1
N(d) - 1— pz
o . .1 -—pd
0 0 . 0 1-p7]
et (dI-CT)N(d) = | d > H,, (d) - voir (3.8). Donc, par des calculs élémentaires, nous obtenons
- P
(N-D(@-dp)+1-p* k=j=0,
1 -dp, k=0,jeHoukeH,j=0,
exN(d)e; = ﬁ 1, k=], (6.22)
—dp, k=j-1,tk,jeH
0, autrement,

et

ex (dI - CT)N(d)e;

(N-D(I-dp)(d-p)+d(l-p*), k=j=0,
(1-dp)(d -p), k=0,jeHouk eH,j=0,
. (6.23)
_ 1 P> k=1j+1,
1_p2 d(l+ 2 k = j
(1+9%), Lol jen.
—dzp, k = J_17
0, autrement,

En raison de (6.22) et (6.23), les contraintes (6.18), (6.19), (6.20) et (6.21) peuvent étre réécrites sous
la forme matricielle

' G(d,) G(d,) - G(d
C(dl) C(dz) G(dp
d,G(d,) d,G(d,) - d,G(d,)

(¢
I
@

(6.24)

d!G(d,) diG(d,) - d!G(d,)

ou G (d) est définie au moyen de (3.5) et (3.6),

Gd)= 4 {

H,(d) H,(d)
1-p? }

H, (d) H,(d)
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avece

H,(d)=(N-D(1-pd)(1-p/d)+1-p7,
H, = H], = (1-pd)(1-p/d)1],
H,, (d) = diag(H, (d),...,H, (d)),

et les matrices H, (d),i = 1,...,s, sont définies en (3.8).

La matrice infinie dans le premier membre de (6.24) peut s’écrire sous la forme

T 0 0 - 0‘_Nd &4 &g\

0 01 I o1 7( 1) G(dy) (d,)
Gd) o0 - 0

0 dI dJI - d]I _

L 0 G, - 0 |,

0 dT diI - dI . -

- . 0 0 - G(d,)

ou I=1I,,, e 0=0,, sont respectivement, les matrices unit¢ et nulle de dimensions
(h +1) x (h +1). Notons que la premiére matrice dans le produit qui précéde est de plein rang et peut

s’écrire sous la forme

S O
—_
—_
—_

.p ® Ih+1'

0 d dl - d

Donc, (6.24) équivaut a

'G(d,) G(d,) - G(d,)]

Gd) 0 - 0

0 G, - 0 |[c=(,0,..,0" RPN (6.25)
Lo 0 - G(d,)]

Supposons que nous prouvions que les matrices G(d,),m =1,...,p de dimensions
(h + 1) x (h + 1) sont singuliéres. Notons que d [H,, (d),H,, (d)] = G(d) en raison de (3.7). Donc, la
définition (3.4) de S implique que (6.25) équivaut a Sc = (1,0,...,0) € R"™"'. Cela s’obtient en

partant de (6.25) et en supprimant toutes les lignes déterminées au moyen des premiéres lignes des
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matrices G (d,),m = 1,..., p. Et ’équation Sc = (1,0,...,0) s’ensuit en vertu de "HYPOTHESE 1I et
de la définition de c.

Par conséquent, il suffit de montrer que detG(d,) = 0,m =1,..., p. Autrement dit, nous devons

vérifier que

{Hn (d,) Hy, (dm)}
0 = det

H21 (dm) H22 (dm)
pourtout m =1,...,p.

Notons que, si d = d, le deuxiéme membre peut s’écrire
detH,, (d)det[H,, (d) - H, (d)H}, (d)H,, (d)]
et
detH,, (d) = li[dethi (d). (6.26)
i-1
Puisque nous pouvons décomposer H,, (d) comme il suit

H,(d)=D,R,D,, (6.27)

ou D = diag (1,d ,d?,....,d m’l) et R, est définie en (3.2), nous voyons que

detH,(d)=1+p° +...+p"™ = 0.
Or, de (6.26) il découle que det H,, # 0.

Par ailleurs,

detl:Hn (d)-H, (d)H;21 (d)H,, (d)] =(N - l)a(p,d)+l—p2 -a’ (p,d)ilTH%ljl, (6.28)
=1

ot a(p,d)=1+p>—(d+d7)p.
La décomposition (6.27) de H,, donne

1"H'1 = tr(1"DR.'D, 1) = tr(D,11'D,'R ).
En outre, puisque tr (A) = tr(AT),
1TH'L = tr ((DmuTD;n‘R;)T) - «(R,;D,'1I'D,) = r(D,'11'D, R;)).

En combinant les deux derniéres expressions pour 1" H' I, nous obtenons

1"H'1 = tr(3(D,11'D,} + D '11'D, )R,}).
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Notons que

(D,11'D,' + D;‘LITDm)” =i g
et que

Wd*+d ™) =T, (4(d+d™), k=01,..,
ou (T,) estle k° polyndme de Tchebychev de la premiére espéce.
Donc,
1"H,'1 = «T, (X)R,,
ou Xx =x(d) = %(d +d ’1) et la matrice T,, est définie en (3.1). En introduisant cette expression dans

(6.28), nous trouvons que

det (H,, (d) - H,, (d) H,, (d) H,, (d)) = Q, (x(d)),

o Q, est le polyndme défini en (3.3). Selon PHYPOTHESEI, Q, (x(d,)) =0, donc I'égalité
susmentionnée donne detG(d,) = 0,m =1,..., p. Enfin, nous concluons que les contraintes (2.2) et

(2.3) sont satisfaites, et donc que la preuve du point 2 est achevée.

Ad. 3. Premicrement, nous allons montrer que, pour I défini par (6.14), I’identité (6.15) est vérifiée.
Pour cela, observons que, en vertu de (6.6) pour i = p, (6.10) et (6.13)

>

p p p
ce (z - ZamRme - L[Lp - Zamcpm]D‘A = LD (E" - zamcpmJ
m=1

m=1 m=1

Notons aussi que pour tout j = 1,..., p, en vertu de (6.8),

p
(L’) —~ Zamﬁp‘mjdj =v,(d;)d,.
m=1

De la définition (3.10) de a,,m = 1,..., p il découle que Vv, (d j) = 0. En raison de la définition de
A au moyen de (6.17), nous concluons que LT = 0.

Afin de vérifier (6.16), commencgons par noter qu’en raison de (6.10), il découle de (6.3) et (6.5) que,
pour y = (y”)nZO et X = (X, X,...)

D'yx = (T - C"R)N(y) yx.

Donc, pour tout i > 0, tout dj et e; , d’apres (6.6)

=~ g

p p
L [I - Z‘TamRmJDldjé’jk (D’ - Z;am[,pmJRpidjN(dj)éjk

k

p
- (ﬁ" - ZamﬁpmJRp“”deTN(dj)éj )
m=1
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Enfin, nous utilisons (6.7) avec y = d X = N(d j)EJ—k dans la premiére partie et avec y = d i
x =C'N (d i ) €, dans la deuxiéme partie de I’expression du deuxiéme membre de I’équation ci-dessus

pour arriver a

(Z-REE(Z-FaR" [D0e, = ()1 v, (0 €N (e).0.0...).

m=1
Donc (6.16) est vérifiée.

Enfin, nous allons prouver la formule (3.12) de variance de 1’estimateur BLUE [i,. Pour cela, nous

commengons par observer que

N-I iA(N-1)
Cov(fi, Xii) =w; + ZCkWi+k + Z (CT)k Wi_k
k=1

k=1

pour tout i = 0,1,.... Par ailleurs, en raison de (6.13), nous voyons que le deuxiéme membre de 1’égalité
qui précéde est égal a A;. Autrement dit, pour tout i = 0,1,...

Cov (i, X ) = Z Aji€j
jeH’

Maintenant, écrivons

Varﬂt Z w; Cov (l’lt’ t—i) = Z xj,iwing'

i=0 jeH’
En raison des contraintes (2.2) et (2.3), il découle de la formule qui précede que Varfi, = A
(3.12) découle de (6.17).
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Ajustements optimaux pour les incohérences dans les
données imputées

Jeroen Pannekoek et Li-Chun Zhang'

Résumé

Les microdonnées imputées contiennent fréquemment des renseignements contradictoires. La situation peut
découler, par exemple, d’une imputation partielle faisant qu’une partie de I’enregistrement imputé est
constituée des valeurs observées de I’enregistrement original et I’autre, des valeurs imputées. Les régles de
vérification qui portent sur des variables provenant des deux parties de I’enregistrement sont alors souvent
enfreintes. L’incohérence peut aussi résulter d’un ajustement pour corriger des erreurs dans les données
observées, aussi appelé imputation dans la vérification (imputation in editing). Sous I’hypothése que
I’incohérence persistante n’est pas due a des erreurs systématiques, nous proposons d’apporter des ajustements
aux microdonnées de maniére que toutes les contraintes soient satisfaites simultanément et que les ajustements
soient minimaux selon une mesure de distance choisie. Nous examinons différentes approches de la mesure de
distance, ainsi que plusieurs extensions de la situation de base, dont le traitement des données catégoriques,
I’imputation totale et I’étalonnage a un macroniveau. Nous illustrons les propriétés et les interprétations des
méthodes proposées au moyen de données économiques des entreprises.

Mots-clés : Régles de vérification; microdonnées cohérentes; optimisation; étalonnage.

1 Introduction

Notre propos est de rapprocher les valeurs contradictoires dans les microdonnées imputées. En guise
d’exemple, considérons une petite partie d’un enregistrement provenant d’une enquéte structurelle sur les
entreprises présentée au tableau 1.1. Postulons deux schémas de réponse, I’un ol nous observons
seulement le chiffre d’affaires et I’autre ou nous observons aussi I’effectif et la rémunération. Les moyens
d’imputer les valeurs manquantes dans un tel enregistrement receveur sont nombreux et les méthodes
d’ajustement que nous proposons s’appliquent quelle que soit la méthode d’imputation choisie.
L utilisation de I’imputation partielle par donneur est illustrée au tableau 1.1, ou I’enregistrement donneur
est le «plus proche voisin » issu de la méme catégorie d’activité économique que I’enregistrement
receveur et est le plus proche de ce dernier en ce qui concerne le chiffre d’affaires pour le schéma de
réponse (1), et en ce qui concerne I’effectif, le chiffre d’affaires et la rémunération pour le schéma de
réponse (11). L’ imputation est dite partielle parce qu’une valeur du donneur est transférée au receveur si et
uniquement si la valeur correspondante manque dans I’enregistrement receveur.

Les enregistrements de données des entreprises doivent généralement respecter un certain nombre de
contraintes comptables et logiques. Dans le contexte de la vérification de la validité d’un enregistrement,
ces contraintes sont appelées régles de vérification. Pour I’enregistrement choisi comme exemple ici,
supposons que les trois régles de vérification suivantes sont formulées :

al : X, — X + Xz =0 (profit = chiffre d’affaires — total des co(ts)
a2: X; — X, — X, =0 (chiffre d’affaires = chiffre d’affaires principal + autre chiffre d’affaires)
a3: Xz — Xs — X, = 0 (total des colts = rémunération + autres codts).
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L’imputation partielle par donneur entraine la violation de ces trois régles de vérification, situation que
nous nommons probléme de cohérence (de microniveau) : pour le schéma de réponse (1), les deux
premiéres regles de vérification portant sur le chiffre d’affaires sont enfreintes; pour le schéma de
réponse (1), les trois régles de vérification sont enfreintes. Pour obtenir un enregistrement cohérent,
certaines des huit valeurs (c’est-a-dire incluant les valeurs observées ainsi qu’imputées) doivent étre
modifiées. Or, dans les deux cas examinés ici, il est possible de ne remplacer que les valeurs imputées
pour satisfaire a toutes les régles de vérification, donc considérons pour le moment les ajustements des
valeurs imputées.

Tableau 1.1

Données, données manquantes et valeurs du donneur pour les variables d’un enregistrement d’entreprise.
Effectif (nombre d’employés); chiffre d’affaires principal (chiffre d’affaires de I’activité principale); autre
chiffre d’affaires (chiffre d’affaires d’autres activités); chiffre d’affaires (chiffre d’affaires total);
rémunération (cofits des salaires et traitements)

Variable Nom Réponse (I) Réponse (II) Valeurs du donneur
X, Profit 330
X, Effectif 25 20
X3 Chiffre d’affaires principal 1000
X, Autre chiffre d’affaires 30
Xy Chiffre d’affaires 950 950 1030
Xg Rémunération 550 500
X, Autres colts 200
Xg Total des codits 700

Les méthodes d’ajustement habituelles, telles que I’ajustement proportionnel mis en ceuvre dans le
logiciel Banff (Banff Support Team 2008), sont congues pour traiter une contrainte a la fois. Dans le cas
du schéma de réponse (I), la méthode d’ajustement proportionnel pourrait se dérouler comme il suit :
1) ajuster les valeurs imputées pour le total des codts et le profit d’un facteur 950/1 030 afin que leur
somme soit égale au chiffre d’affaires observé, 2) ajuster du méme facteur les valeurs imputées pour le
chiffre d’affaires principal et I’autre chiffre d’affaires pour satisfaire la deuxiéme régle de vérification et
3) ajuster les valeurs imputées de la rémunération et des autres codts, de nouveau du méme facteur, afin
gue leur somme soit égale a la valeur ajustée précédente du total des codts.

Pour le schéma de réponse (1), les étapes (1) et (2) peuvent étre exécutées comme auparavant, mais
I’étape (3) doit étre modifiée a moins que la rémunération observée doive étre « écrasée ». Notons que le
total des colts figure dans deux régles de vérification: al et a3. Quand le total des colts imputé est
ajusté uniquement en fonction de al a I’étape (1), I’information pertinente dans la rémunération observée
est ignorée. En effet, selon les valeurs disponibles, il peut méme arriver que le total des codts soit ajusté a
la baisse a I’étape (1) au point qu’il ne reste aucune solution non négative acceptable pour les autres codts
a I’étape (3). En général, I’ajustement d’une variable qui figure dans plusieurs régles de vérification en
fonction de I’'une d’elles seulement est non seulement sous-optimal en théorie, mais requiert aussi un
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choix arbitraire de I’ordre dans lequel les régles de vérification doivent étre appliquées, ce qui peut
entrainer inutilement une panne de la procédure.

Sous I’hypothese que I’incohérence n’est pas due a des erreurs systématiques, nous proposons une
approche d’optimisation ou toutes les contraintes sont traitées simultanément. A cette fin, il est commode
d’exprimer les contraintes de vérification en notation matricielle, sous la forme Cx = d, ou C est la

matrice des contraintes (ou restrictions), et d est un vecteur constant. Pour les contraintes al a a3, nous
avons

10 0 0 -1 0 01
C=/00 -1 -1 1 0O O Ofetd=0.
0o 0 0 0 -1-11

Les éléments non nuls dans une ligne de la matrice des contraintes identifient toutes les variables qui
interviennent dans la contrainte de vérification correspondante, et les éléments non nuls dans une colonne
de la matrice des contraintes identifient les contraintes de vérification qui font intervenir la variable
correspondante.

En outre, il existe souvent des contraintes d’inégalité linéaire. Le cas le plus simple est la non-

négativité de la plupart des variables économiques. Les contraintes peuvent alors étre formulées sous la
forme C,x =d, et C;,x <d qui correspondent aux contraintes d’égalité et d’inégalité. Pour

inég inég !

simplifier I’exposé, nous adopterons, sans autre notation, I’expression compacte Cx < d.

Comme nous I’avons mentionné plus haut, les valeurs ne doivent ou ne devraient pas étre toutes
ajustées. Nous faisons donc une distinction générale entre les variables libres (ou ajustables) et fixes (non
ajustables). Cela inclut comme cas particulier la situation ou toutes les valeurs des données sont
considérees ajustables. Nous insistons sur le fait que la distinction ne porte pas nécessairement sur celle
entre les variables imputées et observées, et que I’imputation peut avoir été effectuée pour des valeurs
manguantes ainsi que pour des valeurs observées incorrectes. Par exemple, certaines valeurs imputées
peuvent étre maintenues fixes parce qu’elles sont dérivées selon un raisonnement logique, comme dans
I’imputation déductive, ou parce qu’elles ont été obtenues de sources externes qui sont considérées comme
étant plus fiables. Par contre, certaines valeurs observées peuvent étre considérées comme non fiables et il
est permis de les modifier. Etant donné I’absence d’erreurs systématiques, une approche générale consiste
a repérer les variables ajustables par « localisation des erreurs » (par exemple, de Waal, Pannekoek et
Scholtus 2011), en traitant les valeurs imputées et observées comme étant aussi sujettes a erreur les unes
que les autres. Néanmoins, dans la suite du texte, nous traiterons la plupart du temps les valeurs imputées
comme étant ajustables et les valeurs observées, comme étant fixes, afin de faciliter I’exposé.

Etant donné les variables libres et fixes, I’enregistrement de données complet est partitionné en
conséquence en sous-vecteurs x,,. et X.., et la matrice des contraintes, en C,,. et Cg,. contenant les
colonnes de C qui correspondent a X, et Xg., respectivement. Les contraintes pour les variables
ajustables sont alors données par C,Xjie < d — CyXsire OU, de fagon équivalente, par

libre fixe

AXppe <b (1.2)
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ou la matrice A représente les contraintes sur les variables libres et est appelée matrice comptable, et b
représente le vecteur constant pour ces contraintes. Notons que la matrice des contraintes C est dérivée
a priori d’aprés les regles de vérification seulement, sans référence aux données réelles, et est la méme
pour tous les enregistrements, tandis que la matrice comptable A differe généralement d’un
enregistrement a I’autre, puisque la distinction entre les variables libres et fixes varie entre les unités.

Notre stratégie en vue de remédier au probléme d’incohérence de microniveau dans les données
imputées consiste a apporter aux variables ajustables des ajustements qui sont minimaux selon une mesure
de distance (ou de divergence) choisie, de facon que I’enregistrement ajusté satisfasse toutes les régles de
vérification. Toutes les contraintes sont traitées simultanément en supposant qu’il n’y a pas d’erreurs
systématiques.

Le reste de I’article est présenté comme il suit. A la section2, nous décrivons I’approche
d’optimisation. Nous considérons différentes mesures de distance (ou de divergence), ainsi que les
ajustements auxquels elles donnent lieu, et nous illustrons leurs propriétés et leurs interprétations en
utilisant I’exemple d’enregistrement décrit plus haut. A la section 3, nous discutons des extensions
possibles de I’approche élémentaire aux ajustements fondés sur des hypothéses statistiques en plus des
contraintes logiques, au traitement des données catégoriques, a I’imputation totale avec ajustement, et aux
ajustements pour des contraintes d’étalonnage de macroniveau combinées aux contraintes de cohérence de
microniveau. A la section 4, nous examinons les données sur la superficie des paturages provenant du
Recensement de I’agriculture de la Norvége de 2010, y compris une approche d’évaluation de I’incertitude
due a la vérification. Enfin, nous concluons par un bref résumé a la section 5.

2 L’approche d’ajustement minimal

2.1 Le probleme d’optimisation

Nous proposons de résoudre le probléme de cohérence décrit plus haut en ajustant les variables libres
simultanément et aussi peu que possible, de maniere a ce que toutes les régles de vérification soient
satisfaites. Représentons la partie ajustable de I’enregistrement avant I’ajustement par le vecteur x, de

dimension J et aprés I’ajustement, par le vecteur x de dimension J correspondant. Le probleme
d’optimisation peut étre formulé comme suit :

X = argminD(x,x,)
x ’ (2.1)
s.C. AX < b,

ou D(x,x,) est une fonction mesurant la distance (ou divergence) entre x et x,, et A est la matrice

comptable de dimensions K x J associée aux K contraintes sur x données en (1.1). Nous considérerons
différentes fonctions D a la section 2.2.

Les conditions pour une solution du probleme de minimisation (2.1) peuvent étre trouvées en
inspectant le lagrangien pour ce probléme, lequel peut s’écrire sous la forme

L(x,0) = D(x,x,) + @' (Ax — b) (2.2)
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ou a est un vecteur de dimension K de multiplicateurs de Lagrange, ou variables duales, avec
composantes o,, une pour chacune des K contraintes, et a, est la k® ligne (correspondant a la

contrainte k) de la matrice comptable A, ;. Notons qu’une contrainte de non-négativité additionnelle
doit étre appliquée a chaque o, correspondant a une contrainte d’inégalité, mais non aux o, des
contraintes d’égalité.

La théorie de I’optimisation montre bien que, pour une fonction convexe D (x,x,) et des contraintes
linéaires, la solution de (2.1) est donnée par les vecteurs X, @ qui satisfont ce qu’il est convenu d’appeler

les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (voir, parexemple, Luenberger 1984; Boyd et

Vandenberghe 2004). L’une d’elles est que le gradient du lagrangien en ce qui concerne x est nul quand il
est évalué a X, d, c’est-a-dire

L, (%,&) = D (X,%,) + Y. a,d, =0, (2.3)
k

]

ou a, est I’élément (k, j) de A, et L;J_ (X,@), le gradient de L en ce qui concerne x; évalué a x et @,
et D,

1
Xj

celui de D. L’examen de (2.3) montre comment divers choix de D menent a différentes

solutions du probléme d’ajustement, auxquelles nous donnons le nom de modeéles d’ajustement.

2.2 Fonctions de distance et modeles d’ajustement

Une fonction de distance d’usage tres répandu dans de nombreux domaines de la statistique est la
fonction des moindres carrés pondérés (MCP) donnée par D (x,x,) = 1/2(x — x,)’ W(x — Xx,), o0 W
est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont w;, pour j = 1,...,J. Nous obtenons alors, a

partir de (2.3), le modele d’ajustement

1 -
Xj = X _7Zakjak' (2.4)
w; 5

Le critere MCP aboutit donc a des ajustements additifs : I’ajustement total de la valeur initiale x,; est

égal a la somme pondérée des ajustements qui correspondent a chacune des K contraintes. L ajustement
db ala k® contrainte dépend des éléments suivants :

e e paramétre d’ajustement (c’est-a-dire la variable duale) &, qui décrit la grandeur de
I’ajustement. Une plus petite valeur de &, (en valeur absolue si k désigne une contrainte
d’égalité) correspond a un plus petit ajustement; une valeur nulle de &, signifie qu’aucun
ajustement dd a la contrainte en question n’a lieu;

e la constante a,; (C’est-a-dire un élément de la matrice comptable) qui décrit la direction et la
grandeur de I’ajustement de la variable j. Souvent, a,; vaut 1, -1 ou 0 et décrit alors si X, ; est
ajustée par &, , — &, ou ne I’est pas du tout;

e e poids w; : les variables dont les poids sont éleves sont moins ajustées que celles dont les
poids sont faibles. Le cas particulier de w; = 1 donne le critére des moindres carrés ordinaires
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(MCO), ou la quantité d’ajustement due a chaque contrainte est la méme pour toutes les
variables pertinentes.

Un choix particulier des poids est w; =1/x,;, pour j=1,..,J, auquel cas les carrés des
ajustements relatifs sont minimisés, et une grande valeur initiale (c’est-a-dire X, ;) fait I’objet d’un plus
grand ajustement qu’une valeur plus petite en valeur absolue. En divisant (2.4) par X, ;, nous obtenons

X

—L=1-%a,a,, (2.5)
Xo,j X

qui est un modeéle d’ajustement additif pour le ratio entre les valeurs ajustée et non ajustée. On notera qu’il
s’agit du développement en série de Taylor d’ordre un (c’est-a-dire autour de O pour tous les &,) de
I’ajustement multiplicatif donné par

AT a). (26)

Xo, ]

Partant de (2.5) nous voyons que &, deétermine la variation relative de la valeur initiale x,; a la valeur
ajustée X;, qui en valeur absolue est habituellement beaucoup plus petite que I’unité. Par exemple,
&, = £0,2 implique un ajustement de 20 %| de Xo; SI @, = £1, ce qui est grand en pratique. Les
produits des &, sont par conséquent souvent beaucoup plus petits que les o, proprement dits, auquel cas

(2.5) devient une bonne approximation de (2.6), et I’on peut considérer I’ajustement MCP comme étant
donné approximativement par le produit de tous les ajustements multiplicatifs propres aux contraintes.
L’ ajustement multiplicatif par (2.6) peut changer le signe de x,; si a,d, > 1 pour une certaine

unité k. Les ajustements multiplicatifs qui préservent le signe de la valeur initiale x,; peuvent étre

obtenus en utilisant la mesure de divergence de Kullback-Leibler (KL) (qui n’est pas formellement une
fonction de distance) donnée par D,, = Z X (In X: —Inx,. - 1). Nous avons alors, a partir de (2.3),
i i N

le modele d’ajustement

%; = Xo; [ T exp(-a4d.). (2.7)
k

L ajustement dU a la contrainte k est égal a 1 si a,; vaut 0 (c’est-a-dire aucun ajustement), il est égal a
exp (&, ) si a, vaut 1, et il est égal a 1/exp (&, ) si &, vaut —1. Puisque 1 — a,;d, est I’approximation
d’ordre un de exp (—akjdk) autour de @, = 0 si a,; £ 1, on peut s’attendre a ce que les criteres MCP et

KL donnent des ajustements similaires a condition que ceux-ci soient petits ou moyens.

2.3 Méthodes de résolution du probléme d’ajustement minimal

Le probléme général d’optimisation convexe (2.1) peut étre résolu explicitement si la fonction
d’objectif est celle des moindres carrés pondérés et qu’il existe seulement des contraintes d’égalité. Dans
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ce cas, le lagrangien est L(x,a) = 1/2(x — x,)' W(x — x,) + o' (Ax — b), et les équations qu’il faut
résoudre sont

L' (x,0) = W(x-x,)+ATa=0 (2.8)

L, (x,a) = Ax — b = 0. (2.9)
En résolvant (2.8) pour trouver x et en substituant le résultat dans (2.9), nous obtenons
&= (AW'A")" (Ax, - b)
et alors, par substitution inverse dans (2.8), nous obtenons explicitement

%= x, - WIAT (AW™AT) " (Ax, - b). (2.10)

Pour d’autres fonctions d’objectif et avec des contraintes d’inégalité en général, il n’existe pas de
solution explicite du probleme (2.1). Cependant, de nombreux algorithmes en acces libre ou commerciaux
sont disponibles pour résoudre le probléme d’optimisation convexe. Pour I’application décrite dans le
présent article, nous avons utilisé le langage de programmation R et appliqué le Successive Projection
Algorithm (SPA) (ou row action algorithm) — voir par exemple, Censor et Zenios (1997). Le SPA est un
algorithme itératif qui utilise les contraintes (lignes de la matrice comptable) une a une. En une itération,
le vecteur x est ajusté séquentiellement a chacune des contraintes. L’opération d’ajustement avec une
seule contrainte requiert uniqguement la mise a jour des éléments du vecteur x qui interviennent dans cette
contrainte (correspondant aux éléments non nuls de la ligne traitée de la matrice comptable). Une fois que
toutes les contraintes ont été traitées, I’itération s’acheve et la suivante commence. Pour le critéere MCP, il
existe un module (ou package) R qui met en ceuvre I’algorithme SPA et est congu spécialement pour le
probleme d’ajustement (van der Loo 2012).

2.4 Retour a I’exemple

Le tableau 2.1 montre les ajustements minimaux apportés a I’enregistrement du tableau 1.1 en utilisant
les criteres MCO, MCP et KL, respectivement. Les valeurs observées sont traitées comme fixes et
inscrites en caracteres gras, et les valeurs imputées sont ajustables. Pour la méthode MCP, nous utilisons
w; = 1/X,;, ce qui donne des résultats égaux a ceux produits par le critére KL jusqu’a la premiere
décimale.

Pour les deux schémas de réponse, la procédure d’ajustement MCO donne pour la variable Autre
chiffre d’affaires une valeur négative qui n’est pas acceptable (tableau 2.1). Quand la procédure MCO est
réexécutée avec une contrainte de non-négativité pour la variable Autre chiffre d’affaires, le résultat est
simplement zéro pour cette variable et 950 pour la variable Chiffre d’affaires principal en raison de la
contrainte a2. Sans la contrainte de non-négativité, les ajustements MCO sont de -40 pour X, et X,, etde

-16 pour X, et X,, c’est-a-dire le méme ajustement pour chaque paire de variables figurant dans la méme
contrainte. La variable Total des colts (x;) fait partie de deux contraintes et son ajustement total
comprend deux composantes additives. Une composante est due a la contrainte al, et I’autre, a a3. Pour
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le schéma de réponse (1), la premiére composante est -48 et la deuxiéme composante est 16, et leur somme
est égale a -32 dans le tableau 2.1.

Tableau 2.1

Imputation et ajustement de D’enregistrement d’entreprise du tableau 1.1. ID : Imputation partielle par
donneur sans ajustement; MCO : distance selon les moindres carrés ordinaires; MCP : distance selon les
moindres carrés pondérés; KL : mesure de divergence de Kullback-Leibler; RG : ajustement par le ratio
généralisé

Réponse (I) Réponse (1)

Variable Nom ID MCO MCP/KL RG| ID MCO MCPKL RG
X, Profit 330 282 291 304 | 330 260 249 239
X, Effectif 20 20 20 18 25 25 25 25
Xy Chiffre d’affaires principal 1000 960 922 922 | 1000 960 922 921
X, Autre chiffre d’affaires 30 -10 28 28 30 -10 28 29
Xg Chiffre d’affaires 950 950 950 950 | 950 950 950 950
X4 Rémunération 500 484 470 461 | 550 550 550 550
X, Autres codts 200 184 188 184 | 200 140 151 161
Xg Total des colts 700 668 658 646 | 700 690 701 711

Les ajustements MCP/KL sont plus grands, en valeur absolue, pour les grandes valeurs imputées que
pour les valeurs plus petites. En particulier, I’ajustement pour Autre chiffre d’affaires n’est que de -2,3, de
sorte qu’aucune valeur ajustée négative n’est produite dans ce cas, tandis que I’ajustement pour Chiffre
d’affaires principal est de -77,7. On peut observer la nature multiplicative de ces ajustements car le facteur
d’ajustement pour ces variables est égal a 0,92 (pour les deux schémas de réponse). Le facteur
d’ajustement pour les variables Rémunération et Autres co(ts sous le schéma de réponse (I) est égal a 0,94
dans les deux cas parce que ces variables figurent dans la méme contrainte a3, de sorte que le ratio de
leurs valeurs initiales n’est pas modifié par cet ajustement. Cependant, le ratio initial de chacune de ces
variables a la variable Total des colts n’est pas préservé, parce que le total des colts posséde un signe
différent dans la contrainte a3 et, de surcroft, il fait aussi partie de la contrainte al, si bien qu’il est sujet

a deux facteurs d’ajustement.

3 Extensions possibles des problemes d’ajustement connexes

3.1 Ajustement par le ratio généralisé

Habituellement, on utilise le modele du ratio pour pondérer les cas dans les enquétes aupres des
entreprises en supposant que les variables économiques peuvent toutes étre reliées proportionnellement a
une mesure de taille commune de I’unité commerciale, voir par exemple, Sérndal, Swensson et Wretman
(1992). Motivés par le modéle du ratio, nous pourrions multiplier toutes les valeurs du donneur par
950/1 030 pour obtenir les valeurs imputées pour I’enregistrement pris comme exemple sous le schéma de
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réponse (1), y compris la variable Effectif (x,) pour laquelle la valeur imputée initiale de 20 n’enfreint
formellement aucune contrainte. Cela montre qu’il existe peut-&tre des situations ou, en plus des
contraintes logiques et comptables, des ajustements pourraient étre introduits en se fondant sur des
hypothéses statistiques.

Pour le schéma de réponse (I1), les variables observées Effectif (x,), Chiffre d’affaires (x;) et
Rémunération (X,) peuvent en principe étre chacune utilisées comme variable de mesure de taille dans un
modeéle de ratio, de sorte que I’on ne peut pas dégager un ajustement par le ratio unique. Cependant, nous
pouvons postuler I’existence d’un ratio commun entre les enregistrements receveur et donneur sous le
modeéle du ratio, et considérer les ratios observés (c’est-a-dire, 20/25 pour I’effectif, 950/1 030 pour le
chiffre d’affaires et 550/500 pour la rémunération) comme les manifestations aléatoires de ce ratio
commun. Donc, il semble qu’une approche plausible consiste a déterminer ce ratio commun comme étant
la valeur qui minimise la variance, ou toute autre mesure de dispersion jugée appropriée, des trois ratios
individuels. Enfin, dans la mesure ol le ratio commun a trait aux autres variables, il devient possible
d’ajuster celles-ci en utilisant I’approche du ratio généralisé (RG).

Supposons le modéle d’ajustement multiplicatif X; = x,;5;, ou chague &, est une manifestation

aléatoire d’un ratio commun théorique. Soit la fonction de distance

D (%,x,) =1/2(878 - &%) (3.1)

ou & est le vecteur des & et § est leur moyenne. Pour toutes les variables auxquelles est appliqué le ratio

commun, incluant celles qui sont libres ainsi que celles qui sont fixes, nous effectuons maintenant

I’ajustement en deux étapes. La premiére est une étape conceptuelle, ol hous imaginons qu’un ajustement
Xj/xoyj est apporté aux variables fixes : si X; = x; est observee et fixe, alors §; = xj/xQj , tandis que

5, =1 si X,

; est la valeur imputée Xx,; mais devant étre maintenue fixe pour un ajustement

« supplémentaire ». A la deuxiéme étape, les ajustements sont effectués sur les valeurs initiales des
variables libres par résolution du probléme d’optimisation (2.1) en utilisant (3.1) comme fonction de
distance. Cela donne les ajustements RG des trois variables libres concernées.

Une condition importante de I’approche RG est qu’au moins I’un des & ; doit avoir trait a une variable
fixe. Sinon, &; = X, serait une solution triviale, parce que cela donnera toujours D = 0. Notons que
nous avons supprimé la notation J dans (3.1) et utilisé un peu abusivement les notations x, et %
introduites pour (2.1). Prenons le schéma de réponse (1) dans le tableau 1.1, la valeur fixe x, = 950 doit
étre incluse dans (3.1), ce qui donne 3, = X /X,; = Xs/X,; = 950/1 030. La résolution de (2.1) pour
toutes les autres variables donne alors 5, = 950/1 030 et D = 0. Par contre, sans inclure &5, nous
aurionsobtenu D = 0 a §; =1et X; = X,; pour j # 5.

Les ajustements RG pour le schéma de réponse (I1) sont donnes au tableau 2.1. Les trois &; observes
pour j = 2,5 et 6 sont inclus dans (3.1) et maintenus fixes pour le probléme d’optimisation. On voit que

les résultats sont proches des ajustements MCP/KL. La variance empirique des facteurs multiplicatifs vaut
0,0270 pour les ajustements RG, 0,0276 pour les ajustements MCP/KL et 0,1434 pour les ajustements
MCO. La somme relative des carrés des écarts, c’est-a-dire deux fois la distance MCP, vaut 50,6 pour les
ajustements MCP/KL, 51,6 pour les ajustements RG et 78,0 pour les ajustements MCO. Enfin, la somme
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non pondérée des carrés des écarts, c’est-a-dire deux fois la distance MCO, est de 20925 pour les
ajustements MCO, de 23 976 pour les ajustements MCP/KL et de 25 090 pour les ajustements RG. Donc,
en ce qui concerne les trois fonctions de distance, les ajustements RG sont plus proches des ajustements
MCP/KL que des ajustements MCO.

Or, les mesures de distance (ou de divergence) prises en considération a la section 2.2 pourraient étre
caractérisées comme étant décomposables, puisque la distance globale entre deux vecteurs est donnée par
une somme (pondeérée) des « distances » entre les composantes correspondantes. L’une des conséquences
est qu’une variable ne figurant dans aucune des contraintes retiendra sa valeur initiale sous I’approche de
I’ajustement minimal. Par contre, la distance (3.1) est non décomposable, chaque ajustement dépendant
des autres ajustements. Par conséquent, méme les valeurs qui n’interviennent explicitement dans aucune
contrainte seront ajustées si elles sont incluses dans la fonction de distance, en raison des changements
apportés aux variables qui sont liées aux contraintes. La variable Effectif dans le tableau 2.1 en est un
exemple. L’approche RG offre donc la possibilité de faire des ajustements fondés sur des hypothéses
statistiques en plus des contraintes logiques et comptables. En effet, si une seule variable fixe est incluse
dans (3.1), les ajustements RG se réduisent a un ajustement proportionnel commun, conformément ici a la
notion intuitive d’ajustement par le ratio. Si plusieurs variables fixes sont incluses, I’approche RG vise a
produire une forme d’ajustements les plus uniformes en tant que généralisation du modele de ratio unique.
Pour le schéma de réponse (I1) du tableau 1.1, I’approche tient compte d’un seul coup des trois ratios
observés. Arriver au méme résultat en formulant un modeéle statistique explicite précisément pour ce
schéma de réponse n’est pas aussi pratique dans des conditions de production.

3.2 Ajustements portant sur des données catégoriques

Une variable catégorique est associée a des contraintes différentes de celles d’une variable continue. I
vaut donc la peine d’examiner la mesure dans laquelle les variables catégoriques peuvent étre incorporées
dans I’approche d’optimisation. Nous distinguons trois types de données catégoriques que I’on rencontre
fréquemment en pratique.

Premiérement, nous disons qu’une variable catégorique/discrete est pseudo-continue si, en pratique,
elle peut étre traitée comme s’il s’agissait d’une variable continue. Des exemples types de variables
pseudo-continues sont I’age, le nombre d’employés, la taille du ménage, etc. La pseudo-continuité peut
avoir une incidence sur le choix du modéle d’ajustement et de la fonction de distance. Par exemple, des
ajustements additifs ainsi que proportionnels peuvent étre acceptables pour le nombre d’employés, tandis
gu’un ajustement proportionnel de la taille du ménage ou de I’age ne parait pas naturel. Néanmoins, aprés
avoir choisi le modéle d’ajustement et la fonction de distance, on peut traiter une variable pseudo-continue
tout comme une vraie variable continue. Un arrondissement est nécessaire par aprés et son effet doit étre
surveillé.

Deuxiémement, nous appelons variable catégorique nominale une variable qui indique si une unité
rentre dans une catégorie particuliére. Une variable nominale avec M catégories, étiquetées
x =1,2,...,M, estassociée a la contrainte

IM[(X -m)=0. (3.2)
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Cependant, les étiquettes (par exemple, 1 =tomates, 2 = haricots, 3 = concombres) ne conviennent pas
pour des opérations telles que I’addition, la multiplication ou I’arrondissement. En outre, une valeur
nominale de 3 n’est pas plus distante de 1 que la valeur 2. Par conséquent, la contrainte (3.2) ne peut pas
étre prise en compte sous I’approche d’ajustement minimal qui suppose des mesures sur une échelle
d’intervalle. L ajustement d’une valeur observée qui ne satisfait pas (3.2) doit étre traité en marquant cette
valeur comme étant manquante, puis en imputant une valeur admissible ainsi qu’appropriée, c’est-a-dire
tout comme dans le cas ou la valeur manque dés le départ.

Troisiemement, une variable peut étre définie comme étant nulle pour les unités qui ne sont pas
admissibles. Selon que la mesure est pseudo-continue ou nominale quand I’unité est admissible, nous
avons une variable semi-continue/-nominale ayant une probabilité non nulle d’étre nulle. La différence par
rapport a la pseudo-continuité susmentionnée est qu’une variable semi-continue peut nécessiter une
contrainte supplémentaire de non-négativité dans la matrice comptable. Considérons alors une variable
semi-nominale. En pratique, dans la conception des questionnaires, une telle variable est souvent divisée
en deux, disons X, et X,. Soit X, =1 si I’'unité s’adonne a une certaine activité, disons, la production
de légumes en serre, et X, = 0 autrement. Soit X, une mesure nominale de I’activité quand X, =1, et
X, = 0 autrement. Formellement, la contrainte logique peut étre exprimée par

1-%)%, + xlﬁ(xz -m)=20 (3.3

Considérons tous les schémas de données possibles, y compris quand une valeur manque (indiqué
par « — »):

o (X;,X,) =(=X,): la valeur X, peut étre déduite a condition que X, soit admissible,
c’est-a-dire X, vaut 0 ou satisfait (3.2), sinon la situation devient le cas (X;,X,) = (-, —)
décrit plus bas.

o (X;,X,) =(X;,—):six, =0alors &, =0; si X, =1 alors (3.3) se réduit a (3.2) mentionnée
plus haut.

o (X, X,) = (=) : lesdeux valeurs doivent étre imputées par des valeurs qui satisfont (3.3).

e (X, X,):ilyaviolation de (3.3), par exemple si (x;,X,) = (1,0) ousi x, =0 et x, > 0.
Nous avons le cas (—, X, ) décrit plus haut si X, est fixe, (X;,—) si X, est fixe, ou (—,—) sini
I’une ni I’autre n’est fixe.

En résumé, les contraintes (3.2) et (3.3) ne peuvent pas étre traitées par I’approche d’ajustement
minimal avec les contraintes linéaires examinées plus haut. Elles doivent plutbt étre traitées par la
méthode d’imputation. Souvent, I’'imputation par donneur (par exemple, le logiciel SCANCIR de
Statistique Canada qui applique la méthode d’imputation par le plus proche voisin, MIPPV) peut étre
congue pour imputer des données catégoriques de maniére que les contraintes spécifiées par I’utilisateur
soient satisfaites, voir par exemple, Bankier, Lachance et Poirier (2000).

3.3 Ajustement de ’imputation totale par donneur

Dans I'imputation totale par donneur, toutes les valeurs de I’enregistrement proviennent du donneur
choisi. Cette approche offre des avantages par rapport & la modélisation conjointe de toutes les variables
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cibles si celles-ci sont nombreuses. Chen et Shao (2000) établissent la cohérence de I’estimateur selon
I’enquéte fondé sur I’imputation par le plus proche voisin (IPPV) sous des conditions faibles. L’hypothése
clé est que la différence entre les espérances conditionnelles d’une variable cible dans un enregistrement
donneur et un enregistrement receveur, sachant les variables sur lesquelles la mesure de distance est
calculée, est bornée par la « distance » entre ces enregistrements. Autrement dit, si la « distance » entre
eux est nulle, ils ont les mémes espérances respectivement pour chacune des variables statistiques.

Il est donc nécessaire d’ajuster I’imputation totale par donneur quand la « distance » entre le receveur
et le donneur n’est pas nulle. Pour illustrer ceci au moyen de I’enregistrement choisi comme exemple au
tableau 1.1, supposons que le chiffre d’affaires (X;) est toujours connu a partir d’une source
administrative et qu’il est utilisé pour trouver le donneur, de sorte que I’imputation partielle sous le
schéma de réponse (1) devienne une imputation totale. Puisque le chiffre d’affaires de I’enregistrement
receveur difféere de celui de I’enregistrement donneur, la distance entre les deux enregistrements n’est pas
nulle, et il parait naturel que les valeurs du donneur soient ajustées pour tenir compte de cette différence.
En effet, maintenant qu’il existe des contraintes faisant intervenir le chiffre d’affaires, des ajustements
sont nécessaires de toute fagon.

Posons que x contient les variables qui peuvent étre manguantes. Posons que z contient les variables
connues qui sont utilisées pour trouver le donneur. Soit x™ = (xT , zT) le vecteur combiné de variables.

L’imputation totale (sachant x,) peut étre considérée comme une imputation partielle du sous-vecteur
manquant x de x". L’ajustement de I’imputation totale peut étre nécessaire s’il existe des régles de
vérification qui font intervenir a la fois les valeurs de x et z, et/ou s’il n’y a pas concordance exacte des
valeurs de z entre le donneur et le receveur. En fait, I'imputation totale sans ajustement pourrait plutét
étre considérée comme exceptionnelle en pratique.

3.4 Etalonnage de macroniveau en plus des contraintes de microniveau

Un recensement des entreprises doit faire appel a I’imputation et a la vérification afin d’obtenir un
ensemble de données complet pour la production de statistiques. Ou bien, un registre statistique peut étre
créé en se basant sur une combinaison de données administratives et de données provenant d’une ou de
plusieurs enquétes. La vérification et I'imputation sont de nouveau nécessaires. Une caractéristique
commune est que, contrairement au sondage, aucune pondération n’est nécessaire.

Durant le traitement de telles données, des contraintes d’étalonnage de macroniveau sont fréquemment
imposées pour des raisons d’efficacité statistique et/ou de cohérence de macroniveau avec les sources
externes. Une contrainte d’étalonnage est satisfaite si la somme des données complétes correspond au total
d’étalonnage donné, qui peut se rapporter a différents niveaux d’agrégation, c’est-a-dire contenant des
totaux pour la population ainsi que pour des sous-populations. Par exemple, certains totaux nationaux clés
peuvent étre estimés par une méthode appropriée et imposés comme contraintes d’étalonnage par la suite.
Ou, un ensemble de contraintes d’étalonnage au niveau du domaine peut étre obtenu par une technigue
d’estimation sur petits domaines. En outre, des contraintes d’étalonnage provenant de sources externes
sont fréquentes dans les statistiques structurelles sur les entreprises — un exemple tiré du Recensement de
I’agriculture de la Norvége de 2010 sera décrit a la section 4.

Les méthodes d’imputation sous contraintes d’étalonnage ont été étudiées par Beaumont (2005),
Chambers et Ren (2004), Zhang (2009) et Pannekoek, Shlomo et de Waal (2013). L’approche adoptée ici
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est similaire a celle suivie dans les deux premiers articles. Dans ces deux articles, une distance selon les
moindres carrés pondérés entre les valeurs imputées initiales (ou les valeurs aberrantes dans le cas de
Chambers et Ren 2004) et les valeurs imputées ajustées est minimisée sous la contrainte que les totaux
pondérés par les poids de sondage basés sur les données ajustées soient égaux aux totaux d’étalonnage.
Ici, nous supposons qu’une méthode d’imputation appropriée a été appliquée pour produire I’ensemble de
données de population complet initial, qui peut ou non étre étalonné. Le probléme d’incohérence de
microniveau implique que des ajustements de I’ensemble de données complet initial seront en général
nécessaires.

Désignons par X I’ensemble de données complet d’intérét, ou chaque ligne correspond a un
enregistrement au niveau de I’unité tel que celui du tableau 1.1, et chaque colonne correspond a une
variable particuliére. Soit X, I’ensemble de données complet initial aprés imputation et X I’ensemble de
données ajusté. Chaque contrainte d’étalonnage s’applique a un vecteur-colonne particulier de X et aux
unités qui sont comprises dans son domaine. Autrement dit, cela peut s’exprimer génériguement sous la
forme r'col(X) =t, ou col(X) est le vecteur-colonne d’intérét, et r est le vecteur d’indicateurs
indiquant si une unité appartient au domaine d’intérét, et t est le total d’étalonnage. De cette fagon, toutes
les contraintes d’étalonnage peuvent étre résumées comme

[r]" [col (X)] = ¢ (3.4)

ou chaque colonne de [col (X)] correspond a une contrainte d’étalonnage, et chaque colonne de [r] au

vecteur d’indicateurs correspondant, et t est le vecteur de tous les totaux d’étalonnage. Notons la
similarité entre (3.4) et (1.1). Une approche d’ajustement minimal s’ensuit en spécifiant les valeurs
ajustables et fixes, ainsi que la fonction de distance (ou de divergence).

Tant les contraintes d’étalonnage que les contraintes de microniveau peuvent étre considérées comme
des contraintes linéaires sur le trés long vecteur contenant tous les éléments de X, vec(X), disons.
Conceptuellement, toutes les contraintes regroupées peuvent donc étre exprimées sous la forme (1.1). La
matrice des contraintes de cette formulation est, cependant, énorme et trés éparse. Les lignes
correspondant aux contraintes de microniveau peuvent contenir des valeurs non nulles concordant avec les
valeurs de I’enregistrement auxquelles elles s’appliquent et des zéros pour toutes les autres valeurs de
vec(X), et les lignes correspondant aux contraintes d’étalonnage contiennent des éléments non nuls
concordant uniquement avec les valeurs de vec (X) qui contribuent au total d’étalonnage en question. En

pratique, le probléme d’optimisation généré par (3.4) en plus des contraintes de microniveau peut étre
traité en utilisant I’algorithme SPA, c’est-a-dire une contrainte a la fois et en opérant uniquement sur les
éléments de vec(X) correspondant a des éléments non nuls dans la contrainte en question, sans former
effectivement cette matrice des contraintes énorme et éparse. Pour les contraintes d’étalonnage, nous
devons uniquement traiter les colonnes de [col (X)] une par une, et pour les contraintes de microniveau,
nous traitons chaque enregistrement au niveau de I’unité un & la fois. Ces ajustements minimaux itératifs
le long des colonnes et des lignes de X ressemblent a I’algorithme d’ajustement proportionnel itératif (ou
de raking) pour I’ajustement des modéles log-linéaires sur des données de tableau de contingence et pour
I’ajustement des tableaux (de contingence) sur de nouvelles marges, ce qui est formellement identique a
un algorithme SPA avec les contraintes de divergence KL et d’égalité seulement.
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4 Etude de cas

4.1 Imputation et ajustement des données sur les paturages

La population cible du « questionnaire principal » du Recensement de I’agriculture de la Norvege de
2010 contient environ 45 000 unités. Les questions 22 a 24 ont trait a la superficie des paturages :

e Laquestion 22 demande quelles sont les unités qui posseédent des paturages productifs.
e Laquestion 23 demande quelle est la superficie totale des paturages productifs en 2010.

e Laquestion 24 demande la composition de la superficie des paturages en fonction de la derniere
fois ou ils ont été ensemencés : 1) 2006 a 2010, 2) 2001 a 2005, et 3) 2000 ou antérieurement.

Désignons par x,,,X,, €t X, les trois catégories de superficie des paturages déclarées a la

question 24. Soit x, = 23,-:1 X, . la somme qui est le sujet de la question 23. Ce total peut aussi étre

N
obtenu auprés de I’organisme gouvernemental qui administre la subvention pertinente. A I’étape de la
vérification, la valeur déclarée de X, est remplacée par le chiffre administratif, désigné par x, et
maintenue fixe par la suite. Ensuite, la réponse a la question 22 peut étre inférée en sachant g et
maintenue fixe par la suite, de sorte qu’il ne reste qu’a traiter la question 24.

Ci-aprés nous décrivons le traitement des 34 480 unités possédant une superficie de paturages
productifs selon leurs profils d’observation respectifs (tableau 4.1, ou I’indice d’unité i de toutes les
variables a été omis pour faciliter I’exposé).

e 10 378 unités ont déclaré une superficie totale des paturages conforme aux données de la source
administrative : il s’agit des donneurs potentiels; aucun ajustement n’est nécessaire.

e 11827 unités ont déclaré un total supérieur a la valeur connue : elles présentent un probléme

d’incohérence de microniveau. Naturellement, il pourrait aussi s’agir de valeurs manquantes si
Zj r; <3, mais les chances sont faibles, si bien que nous supposerons qu’il n’y a pas de

valeurs manquantes parmi ces unités. Toutes les valeurs observées sont ajustables, de sorte que
I’équation comptable est donnée par

DR =K

iir=t1

L’approche RG donne simplement I’ajustement proportionnel X/Z,—-r.:lxo,j- Le méme

ajustement est donné par I’approche MCP avec w; =1/x,; si r; =1, ainsi que par

I’approche KL. Nous notons qu’il n’existe aucune raison particuliére d’envisager des
ajustements additifs pour ces données.

e 3876 unités n’ont pas déclaré de superficie des paturages d’aucune sorte, alors qu’elles

possédent une superficie de péaturages productifs selon la source administrative : il s’agit

d’enregistrements avec données totalement manquantes. Le donneur qui est le plus proche
voisin (PPV) est trouvé en fonction de %, dans chacune des 12 « formes d’agriculture », qui

représentent une classification connue pour I’ensemble de la population. Dans le cas de
donneurs PPV multiples, nous avons choisi celui pour lequel la distance physique était la plus
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courte, ce qui rend I’imputation PPV entiérement déterministe, étant donné toutes les valeurs x.
Enfin, un ajustement proportionnel des valeurs du donneur est effectué afin de satisfaire
I’équation comptable

ZXJ‘:X

=1
ou rj* est I’indicateur d’observation/déclaration associé au donneur.

3 019 unités ont déclaré des superficies de paturages de chacun des trois types, mais dont la
somme est inférieure au total connu: ces unités présentent un probléme d’incohérence de
microniveau. Un ajustement proportionnel est appliqué a toutes les valeurs déclarées en ce qui

concerne I’équation comptable ZLXJ. = %

Le dernier groupe comprend les 2 703 unités qui ont déclaré une catégorie de superficie de
paturages et les 2 677 unités qui ont déclaré deux catégories de superficie de paturages.
Manifestement, ici, le fait que le total déclaré est inférieur a la valeur connue peut étre causé par
des valeurs incohérentes et/ou manguantes. Pour éviter d’introduire un profil systématique di a
la vérification, nous laissons la décision dépendre du donneur. Prenons une unité ayant déclaré
une seule catégorie de superficie des paturages. Premiérement, les donneurs potentiels sont
limités & ceux provenant de la méme « forme d’agriculture », ainsi qu’ayant au moins la méme
catégorie de superficie des paturages. Le donneur PPV est alors choisi parmi les donneurs
potentiels de maniere a minimiser

max(

R°/% —]_‘, X’;/x* _ xoyj/i‘j:rj:l)

ou (xf, Xy, x;‘) et X sont les valeurs du donneur potentiel. Autrement dit, le donneur PPV est

choisi en ce qui concerne a la fois la différence relative entre les superficies totales des
paturages et la proportion de la catégorie déclarée de superficie des paturages par rapport au
total correspondant. Soit le donneur PPV associé a x" eta r”. Si Zj rj* >1= Zj r;, alors

nous supposons qu’il existe des valeurs manquantes ot r; = 1 mais r; = 0; tandis que si
= Zj r;, alors nous supposons qu’il existe uniquement un probleme d’incohérence.

Les opérations d’imputation et d’ajustement restantes sont simples. Le méme traitement est
appliqué aux unités ayant déclaré deux catégories de superficie des paturages, avec les
modifications évidentes dues au fait que Z,- =2

Tableau 4.1
Profil d’observation parmi les unités avec superficie de piturages productifs: r; =1 si X,; est déclaré,
r; = 0 autrement; j = 1,2,3 pour les trois catégories de superficie de paturages

Total

2 Ti%e < X

Zjnxo,ﬁ* Zjnxo,ﬁ* Z,-r;=0 erizl erj=2 Z,»f;=3

34 480

10378 11 827 3876 2703 2677 3019
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Les totaux de sous-population et de population basés sur I’imputation avec ajustement sont donnés au
tableau 4.2, comparativement aux totaux des données brutes et aux totaux du fichier de recensement. Nos
constatations sont les suivantes. a) Le fichier de recensement a été vérifié de la fagon « conventionnelle »
qui requiert beaucoup de travail manuel (environ 1,5 personne-année en tout). Par contre, ici, les
procédures de vérification sont entiérement automatisées, et tout le travail (c’est-a-dire analyse
exploratoire, décision concernant les traitements, programmation et traitement) a été effectué en moins de
deux jours. Méme si les questions concernant les superficies des paturages ne sont qu’au nombre de 3 sur
un total de 36 questions du « questionnaire principal », il est évident que I’économie de temps possible
pourrait étre énorme. b) Les différences entre les totaux imputés et les totaux de recensement sont faibles
pour toutes les sous-populations, comparativement a celles observées entre les données brutes et les totaux
de recensement. Tous les changements par rapport aux données brutes vont dans la « bonne » direction, si
I’on en juge d’apres les résultats du recensement. On peut conclure que les procédures de vérification
automatisées ont abouti & la plupart des résultats de vérification du recensement. c) Il est possible
d’ajouter des contraintes d’étalonnage. A titre d’exemple, nous avons utilisé les totaux de sous-population
du fichier de recensement pour les 3 876 enregistrements avec données totalement manquantes, en plus de
la superficie totale connue des paturages pour chacun d’eux. La convergence a été atteinte en 23 itérations
en utilisant le critere MCP. d) Pour les 5 380 unités pouvant contenir des données manquantes partielles,
I’imputation des valeurs « manquantes » a été effectuee pour environ 25 % d’entre elles dans le cadre du
traitement du recensement, tandis que la proportion est d’environ 75 % pour la procédure de vérification
décrite ici. Le nombre de cas de données partiellement manquantes est probablement sous-estimé dans le
fichier du recensement parce que ce nombre est fondé sur des vérifications manuelles sélectives. Quoi
gu’il en soit, malgré les différences entre les traitements individuels, les totaux vérifiés sont assez proches
de chacun (tableau 4.2, sous 0 < Z,— r, <3).

Tableau 4.2
Superficies totales des paturages des sous-populations et de la population fondées sur les données brutes,
Pimputation avec ajustement et les données de production du recensement (tous les chiffres x10°%)

Z,- rX,; < X
er,-xo,,->5( erj=3 0<erj<3
Brutes 8,20 6,95 12,76 1,40 1,45 1,53 1,33 0,86 3,05
Imput. et ajust. 5,24 4,34 8,71 1,72 1,81 1,88 2,01 1,87 3,51
Recensement 5,47 4,37 8,45 1,73 1,85 1,84 2,04 1,54 3,80
zjrj =0 zjrj >0 Total
Brutes - - - 14,0 12,4 21,9 - - -
Imput. et ajust. 1,20 1,06 1,93 12,2 11,3 19,3 13,43 12,38 21,17
Recensement 1,31 1,23 1,66 12,6 11,0 19,1 13,95 12,25 20,79

4.2 Estimation approximative de I’erreur quadratique moyenne

A titre de mesure de I’incertitude des données sur la superficie des paturages, nous utilisons ici I’erreur
guadratique moyenne de prédiction (EQMP) donnée par

EQMP; = E{(X
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ou X, = Zieu X;; est le total de population cible et )Zj = Zieu X;; est le total correspondant fonde sur

I’imputation avec ajustement, pour j = 1,2,3. En outre, XU = (X;),;., contient les totaux connus des
superficies de paturages dans la population, et R, est la matrice des indicateurs de donnees manquantes
dontla i® ligne est donnée par (r;,,r;,, 3).

Or, méme s’il est habituel de parler d’imputation lorsque I’on fait référence aux ajustements dus aux
incohérences dans les microdonnées dans le cadre de la vérification de données statistiques, I’éventuelle

incertitude qui y est associée est généralement « ignorée » par la suite. Cela revient a supposer que

X; = X; si r; =1. Ce qu’il reste a expliquer est I’incertitude associée a I’imputation des valeurs
manquantes et a I’ajustement subséquent des valeurs du donneur, sous I’hypothése que ni I’imputation ni
I’ajustement n’introduit un biais dans la valeur finale. Cela revient a supposer que E (Xij - xij) =0 si

r; = 0. Sous ces deux hypotheses, nous avons

EQMP,

(Ze-nn-za-nx )]

ieU ieU

Y, > ddx [+V X;
ieU;r=1,d;>1 IeU r;j=0

2 AV () DL V()

ieU;r=1,d;; 21 ieU;r; =0

14

ou d; est le nombre de fois que x;; est utilisee comme valeur du donneur pour I’imputation des données

manquantes, et la décomposition de la variance est vérifiée a condition que les distributions des unités
soient indépendantes les unes des autres. En outre, a condition que d; >

5 = 2 /(duxu)

keU ;X =Xij

ou X, = X; signifie que x; est utilisée comme valeur du donneur pour x,;, et X,; est la valeur finale

ou d.x. aurait été la

apres ajustement. Autrement dit, 3, est I’ajustement combine fait a d;Xx;, i Xii

contribution de x; a Xj par imputation s’il s’était agi d’une imputation par donneur sans ajustement.
Notons que d; peut étre traitte comme une constante dans la derniere équation (approximative) a

condition que I’identification du donneur dépende uniquement de R, et XU. Cela est vrai pour les

3 876 enregistrements avec données totalement manquantes, mais pas exactement pour les 5 380 unités

pour lesquelles des données pourraient étre partiellement manguantes. Comme il est expliqué a la
section 4.1, I'identification du PPV dépend en fait aussi des valeurs observées x;. Pour cette raison, la

derniére équation n’est vérifiée qu’approximativement.
Un modele de ratio pour la variance conditionnelle de x;; semble naturel ici, c’est-a-dire

=B;X; +¢&; OUE(g;) = 0etV(g) = o’x

i
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ou ( j,cﬁ,ocj) peut varier en fonction de la composition des superficies des paturages, désignée par
q=(111),(1%0),(1,0,1) et (0,1,1), ou g; =1 si I'unité i posséde le j° type de paturage et O
autrement. Notons que, dans le cas de quij =1, nous avons x; = X si g; =1, de sorte que la
variance conditionnelle est nulle. Les paramétres de ce modele de ratio peuvent étre estimés d’apres les
10 378 donneurs potentiels satisfaisant Zj riX,; = X. L’analyse exploratoire des données montre que

a; =2 estun choix raisonnable dans tous les cas de sorte que, dans les calculs qui suivent, seules B; et

csf varient en fonction du profil d’observation, désigné par (Bj;h,cﬁ;h) pour h =1,...,4. Notons qu’en
raison de o; = 2, on obtiendra le méme c”sf;h quel que soit j quand quu = 2. Par exemple, si nous

prenons q = (1,1,0)" , nous avons ﬁl + Bz =1, de sorte que les résidus prédits « centrés réduits » sont
donnés par &, /%, = x, /X — B, et &,/% =X, /% - B, = (% - x,)/% - (1-B,) = -&,/%, . De
toute fagon, nous obtenons V, (x;) = &5, %7 pour I’unité i ayant la composition h.

Le facteur d’ajustement 3, semble difficile a modéliser d’avance. Mais sa moyenne et sa variance,
notées pu, = E (6”) et 62 =V (6”) respectivement, peuvent étre estimées empiriqguement aprés avoir
effectue I'imputation et I’ajustement. En outre, nous supposons que & est indépendant de x; sachant

X,. Cela semble une hypothése plausible, puisque le premier dépend principalement de la distribution de
x dans le « voisinage » de x = g, tandis que la seconde dépend de la variation sur j étant donné que la

somme est égale a x. Par exemple, asymptotiqguement, & mesure que la chance de trouver un donneur dans
tout voisinage arbitrairement proche tend vers Iunite, le facteur d’ajustement &; tend vers 1 en

probabilité, indépendamment des valeurs de x;. Il s’ensuit alors que, sachant la composition h, une

estimation de la variance correspondante V, (Sijxij) est donnée par

7 _ A2 g2a2 A 2,2 | a2 g2n2
Vi, (6ijxij) = G X005 + (Bj;hxi) G5 + GinXiHs-

Enfin, en combinant tous les éléments susmentionnés, nous obtenons une estimation approximative de
I’EQMP sous la forme

—

EQMP, =~ 3 > diV, (8yxy) + > >0 Vi (xy).

h ieUy;r=1 h ieUp;r;=0

Les résultats de I’estimation approximative de la variance sont donnés au tableau 4.3. Nous savons
d’avance que le coefficient de régression du modéle de ratio doit varier en fonction de la composition de
la superficie des paturages, mais les estimations de G?;h donnent a penser qu’il était raisonnable de

permettre que le parametre de variance dépende de h. La moyenne estimée de 3, est proche de I’unité

pour toutes les catégories de superficie des paturages, ne donnant donc aucun indice que les hypothéses
concernant les facteurs d’ajustement ne sont pas raisonnables. La variance de 6 est clairement la plus

grande pour j = 2, ce que refléte aussi le fait que I’lEQMP estimée dans ce cas présente I’augmentation

la plus importante par rapport a I'imputation PPV sans ajustement. Les racines carrées relatives de
I’EQMP sont trop faibles pour expliquer les différences réelles entre les totaux de recensement et les
totaux imputés (donnés au tableau 4.2). Cela illustre I’impression générale qui suit concernant I’évaluation
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de I’incertitude due a la vérification. Les effets systématiques pour ce qui est des moments d’ordre un des
statistiques résultantes sont habituellement les éléments qui dominent I’incertitude globale due a la

vérification. Mais ils sont aussi plus difficiles a quantifier que les propriétés de variance d’ordre deux. Ici,

cela concerne les deux hypotheses d’« ordre un » faites au début, c’est-a-dire X; = x; si r; =1 et
E (%

—xij)=0 si r.

; = 0. Des hypotheses plus complexes au sujet du mécanisme d’erreur des

i
ajustements de cohérence dans la vérification sont nécessaires afin d’aller au-dela de cette approche
« optimiste ».

Tableau 4.3
Estimation de la variance approximative pour I’imputation avec ajustement. REQMP : racine carrée de
PEQMP. REQMP pour I’imputation PPV sans ajustement entre parenthéses

j=1 j=2 j=3

B, a=@L) 0,312 0,359 0,329
q = (1,1,0) 0,346 0,654 -
q=(1,0,) 0,407 - 0,593
q=(011) - 0,567 0,433

&  q=(LLY 0,0248 0,0511 0,0364
q=(1,1,0) 0,0478 0,0478 -
q =100 0,0464 - 0,0464
q=(0,12) - 0,0798 0,0798
(62 (0,992; 0,0248) (1,020; 0,0994) (1,003; 0,0236)
REQWP @ 130 @ 530) @s25)
Fm/zm % 141% 1,79 % 0,93%
REQMP /X, 0,24 % 0,34 % 0,15%

5 Sommaire

Dans le présent article, nous avons formulé une approche d’optimisation du probléme d’incohérence de
microniveau qui peut résulter d’erreurs de mesure et/ou de I’'imputation de valeurs manquantes. Cette
approche fournit une méthodologie générale qui s’étend au-dela des méthodes d’ajustement avec
contrainte unique classiques, telles que I’ajustement proportionnel. Toutes les contraintes sont traitées
simultanément; si une variable figure dans plus d’une contrainte, elle est ajustée en fonction de chacune
d’elles. En plus d’étre optimale en ce qui a trait a la fonction de distance (ou de divergence) choisie,
I’approche a I’avantage pratiqgue de ne pas nécessiter la spécification de I’ordre d’application des
contraintes.

Plusieurs fonctions de distance (ou de divergence) sont analysées. Il est montré que minimiser la
distance selon les moindres carrés pondérés meéne a des ajustements additifs et minimiser la mesure de
divergence de Kullback-Leibler aboutit a des ajustements multiplicatifs. Cependant, pour un choix
particulier de poids, la solution MCP du probléme d’optimisation est une approximation de la solution KL.

Les ajustements bases sur des hypothéses statistiques en plus des contraintes logiques sont introduits
sous I’approche du ratio généralisé. Les ajustements RG sont considérés comme une généralisation de
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I’ajustement par ratio unique sous un modéle de ratio. Tous les ratios entre les enregistrements receveur et
donneur propres & une variable observée sont utilisés; une variable qui ne figure dans aucune contrainte
peut également étre ajustée si elle est incluse dans la fonction de distance.

Nous discutons aussi des ajustements dans les cas de données catégoriques, d’enregistrements avec
données totalement manquantes et de contraintes d’étalonnage de macroniveau en plus des contraintes de
cohérence de microniveau. Dans son ensemble, I’approche d’optimisation proposée est applicable a des
données continues dans un certain nombre de situations.
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Traitement de la non-réponse non ignorable dans les
enquétes : une approche de modélisation par variables
latentes

Alina Matei et M. Giovanna Ranalli

Résumé

La non-réponse est présente dans presque toutes les enquétes et peut fortement biaiser les estimations. On
distingue habituellement la non-réponse totale et la non-réponse partielle. En notant que pour une variable
d’enquéte en particulier, nous avons uniquement des valeurs observées et des valeurs inobservées, nous
exploitons dans la présente étude le lien entre la non-réponse totale et la non-réponse partielle. En particulier,
nous supposons que les facteurs qui sous-tendent la réponse totale sont les mémes que ceux qui sous-tendent la
réponse partielle pour les variables d’intérét choisies. Nous estimons alors les probabilités de réponse en
utilisant une covariable latente qui mesure la volonté de répondre a I’enquéte et qui peut expliquer, en partie, le
comportement inconnu d’une unité en ce qui concerne la participation a I’enquéte. Nous estimons cette
covariable latente en nous servant de modéles a traits latents. Cette approche convient particuliérement bien
pour les questions sensibles et, par conséquent, permet de traiter la non-réponse non ignorable. L’information
auxiliaire connue pour les répondants et les non-répondants peut étre incluse dans le modele a variables latentes
ou dans le processus d’estimation de la probabilité de réponse. L approche peut également étre utilisée quand
on ne dispose pas d’information auxiliaire, et nous nous concentrons ici sur ce cas. Nous proposons une
estimation au moyen d’un systéme de repondération basé sur la covariable latente précédente quand aucune
autre information auxiliaire observée n’est disponible. Les résultats d’études par simulation en vue d’évaluer sa
performance en se servant de données réelles ainsi que simulées sont encourageants.

Mots-clés : Non-réponse totale; non-réponse partielle ; modeéles a traits latents; propension a répondre; modeles de Rasch.

1 Introduction

La non-réponse est un probléme de plus en plus fréquent dans les enquétes. Il s’agit d’un probléme
parce qu’elle se traduit par des données manquantes et, surtout, parce que ces lacunes sont une source
possible de biais dans les estimations d’enquétes. En présence de non-réponse totale, on suppose souvent
qu’une probabilité de répondre a I’enquéte est associée a chaque unité de la population. Cette probabilité
de répondre est inconnue et plusieurs méthodes sont proposées pour I’estimer explicitement, en
modélisant la propension a répondre, par exemple a I’aide de modeles de régression logistique (voir,
par exemple, Kim et Kim 2007), ou implicitement, en utilisant des groupes de réponse homogénes ou,
plus généralement, le calage (voir Sarndal et Lundstrdom 2005, pour un apercu). Aprés avoir calculé les
estimations, une méthode souvent utilisée pour traiter la non-réponse totale est la repondération : les poids
de sondage des répondants sont ajustés par I’inverse de la probabilité estimée de répondre pour obtenir de
nouveaux poids. L’estimation des probabilités de répondre requiert habituellement I’accés a de
I’information auxiliaire, sous la forme de la valeur de certaines variables auxiliaires pour toutes les unités
dans I’échantillon sélectionné au départ, ou de leur moyenne ou de leur total de population.

Dans le présent article, nous nous intéressons tout spécialement au cas ou le mécanisme de création des
données manquantes est non ignorable, parce que la non-réponse dépend des caractéristiques d’intérét qui

1. Alina Matei, Institut de statistiques, Université de Neuchatel, Pierre & Mazel 7, 2000, Neuchétel, Suisse. Courriel : alina.matei@unine.ch et
Institut de recherche et de documentation pédagogique, Neuchatel, Suisse; M. Giovanna Ranalli, Département de sciences politiques,
Université de Pérouse, Italie. Courriel : giovanna.ranalli@stat.unipg.it.
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sont soit observées uniquement sur les répondants ou qui sont entierement inobservées, ce qui mene a des
données qui ne manquent pas au hasard (NMAR pour Not Missing At Random). Cette situation est typique
des enquétes comportant des questions sensibles (sur I’abus de drogues, les attitudes sexuelles, la
politique, le revenu, etc.), mais sans s’y limiter. Diverses approches sont proposées dans la littérature sur
les enquétes pour traiter la non-réponse non ignorable. Ces approches peuvent étre classees, de maniere
générale, en méthodes fondées sur la vraisemblance et en méthodes de repondération. Notons que toutes
ces méthodes font appel a de I’information auxiliaire observée. Les problémes relatifs aux enquétes avec
des non-réponses non ignorables sont discutés, par exemple, dans Greenlees, Reece et Zieschang (1982),
Little et Rubin (1987), Beaumont (2000), Qin, Leung et Shao (2002), Zhang (2002). Copas et Farewell
(1998) ont introduit dans la National Survey of Sexual Attitudes and Lifestyles du Royaume-Uni une
variable appelée « empressement a répondre » a I’enquéte, qui en principe est reliée aux probabilités de
réponse totale et de réponse partielle. Les auteurs proposent une méthode d’estimation de ces probabilités
en utilisant la variable susmentionnée pour obtenir des estimations sans biais des paramétres de
population. Une approche fondée sur I’utilisation de variables latentes pour modéliser la non-réponse non
ignorable est décrite dans Biemer et Link (2007), qui étendent les idées présentées dans Drew et Fuller
(1980) et se servent d’une variable latente discréte basée sur I’historique des appels disponible pour toutes
les unités de I’échantillon. La variable latente est calculée en utilisant certains indicateurs du niveau
d’effort basés sur les tentatives d’appel.

Nous proposons ici une méthode de repondération afin de réduire le biais de non-réponse dans le cas
d’une non-réponse non ignorable. La méthode ne requiert pas d’information auxiliaire au niveau de
I’échantillon ni de la population, mais différentes hypothéses sont formulées. Premierement, nous
supposons que I’enquéte fait I’objet d’une non-réponse partielle et que celle-ci affecte m variables
présentant un intérét particulier. Donc, nous pouvons définir pour chaque variable 7, pour ¢ =1,...,m,
un indicateur de réponse qui prend la valeur 1 si I’item ¢ est observé sur I'unité k et O autrement.
Ensuite, nous supposons que les indicateurs de réponse sont des manifestations d’une échelle continue
sous-jacente qui déterminent une variable latente qui est reliée a la propension a répondre des unités et a la
variable d’intérét. Nous pouvons calculer une telle variable latente non seulement pour les répondants,
mais aussi pour toutes les unités de I’échantillon et donc I’utiliser comme variable auxiliaire dans une
procédure d’estimation des probabilités de réponse. Enfin, nous pouvons utiliser le résultat de cette
procédure d’estimation pour la repondération.

L utilisation de variables latentes continues pour modéliser la non-réponse partielle est examinée dans
Moustaki et Knott (2000). Dans la présente étude, nous adoptons une perspective différente et utilisons
des modeles a variables latentes pour traiter la non-réponse totale non ignorable. Nous proposons d’utiliser
une variable latente que nous appelons « volonté de répondre a I’enquéte », en principe reliée a la
probabilité de réponse totale, qui est similaire a la variable d’« empressement a répondre » définie par
Copas et Farewell (1998). Comme I’ont indiqué Moustaki et Knott (2000), [Traduction] « la pondération
en faisant appel a la modélisation par variables latentes devrait donner de bons résultats en présence de
non-réponse non ignorable quand le conditionnement sur les covariables observées seulement ne suffit
pas ». En outre, en I’absence de toute covariable, nous nous attendons a ce qu’un estimateur basé sur le
systeme de pondération proposé utilisant des variables latentes donnera, en ce qui concerne la réduction
du biais, de meilleurs résultats que I’estimateur naif calculé sur I’ensemble des répondants. Moustaki et
Knott (2000) proposent un systéme de repondération pour corriger la non-réponse partielle en utilisant des
covariables et une ou plusieurs variables latentes. Notre principale contribution par rapport a la littérature
existante tient a la construction d’un systéme de pondération pour traiter la non-réponse totale et partielle
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qui est basé uniquement sur des variables latentes et peut aussi étre utilisé en I’absence de toute autre
covariable. Par ailleurs, notre approche différe de celle de Copas et Farewell (1998), car ils observent leur
variable « empressement a répondre » sur les répondants pour quantifier I’intérét a répondre a I’enquéte et
un ensemble de covariables, tandis que nous I’inférons a partir des données.

L’article est structuré comme suit. A la section 2, nous présentons le cadre de sondage et la notation.
A la section 3, nous illustrons I’estimation des probabilités de réponse. A la section 4, nous décrivons le
modele & traits latents utilisé a cette fin. A la section 5, nous décrivons I’estimateur proposé et I’estimation
de sa variance. A la section 6, nous évaluons les propriétés empiriques de I’estimateur proposé au moyen
d’études par simulation. Enfin, a la section 7, nous résumons nos conclusions.

2 Cadre de travail

Soit U une population finie de taille N, indicée par k variant de 1 a N. Soit S I’ensemble
d’étiquettes d’échantillon, tel que s — U, tiré de la population en utilisant un plan de sondage
probabiliste p(s). La taille de I’échantillon est désignée par n. Soit ©, = ka p (s) la probabilité
d’inclure IP'unité k dans [I’échantillon. Nous supposons que =, >0,k =1,...,N. Les unités
sélectionnées dans S ne répondent pas toutes a I’enquéte. Désignons par r < s I’ensemble de

répondants, et par T = s \ r I’ensemble de non-répondants. Le mécanisme de réponse est donné par la
distribution q(r|s) telle que, pour chaque s fixé, nous avons

q(rls) > 0, pourtoutr € R, et > q(rls) =1, ot R, = {r|r < s}.

SeR;

En présence de non-réponse totale, nous définissons I’indicateur de réponse R, =1 si I'unité k e r
et 0 si ker. Donc r={k e s|[R, =1}. Nous supposons que ces variables aléatoires sont

indépendantes I’une de I'autre et du mécanisme de selection de I’échantillon (Oh et Scheuren 1983).

Puisque seules les unités dans r sont observées, une structure de réponse est utilisée pour estimer la
probabilité de répondre a I’enquéte d’une unité kK e U, p, = P(k erk € s) = P(R, =1k € s), qui

est une fonction de I’échantillon et qui doit étre positive.

Supposons qu’il y ait m variables d’intérét particulieres dans I’enquéte. Chaque répondant est exposé
a ces m variables du questionnaire, étiquetées ¢ =1,...,m. Supposons que I’objectif est d’estimer le
total de population de certaines variables d’intérét et, en particulier, de la variable d’intérét y;, c’est-a-

. N N . s s . s .
dire Y, = zkzlykj, ou y,; estla valeur prise par y; sur I'unité k. Dans le cas ideal, si la distribution
des réponses q(r|s) est connue, alors les p, seront connues et disponibles pour estimer Y, en utilisant

une approche de repondération. Supposons aussi la présence d’une non-réponse partielle pour la variable
y;. Soit r; = {k reponday; k e r} I’ensemble de répondants pour la variable y;. Comme dans le cas

de la non-réponse totale, nous supposons que les unités dans r; répondent indépendamment I’'une de
I'autre. Soit q,; = P(k répond ay; k e r). L’ensemble final de poids a utiliser dans une approche

entiérement repondérée pour traiter les non-réponses totale et partielle est donné par 1/(rrk pquj), pour
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tout k e r;, en supposant que g,; > 0. Ces poids peuvent étre utilisés, par exemple, en trois phases dans

I’estimateur de Horvitz-Thompson (HT) suivant :

-~ y .
Yj,pq,réelles = Z K (21)

)
ker; Tk Py

(voir Legg et Fuller 2009, pour les propriétés des estimateurs sous échantillonnage a trois phases).
Habituellement, p, et g,; sont inconnues et doivent étre estimées. Un estimateur corrigé de la non-
réponse est alors construit en remplagant p, et q,; par les estimations p, et {,; dans (2.1). Les sections

qui suivent fournissent des précisions a ce sujet.

3 Estimation des probabilités de réponse

3.1 Utilisation de la régression logistique pour estimer p,

Différentes méthodes d’estimation de p, sont proposées dans la littérature. Toutes sont fondées sur

I’utilisation d’information auxiliaire connue au niveau de la population ou de I’échantillon. Si la non-
réponse est non ignorable, la variable d’intérét est elle-méme la cause (ou I’'une des causes) du
comportement de réponse, et une covariance entre cette variable et la probabilité de réponse est produite
par la voie d’une relation causale directe (voir Groves 2006). Dans un tel cas, la probabilité de réponse p,

pourrait étre modélisée pour k € s par régression logistique comme suit :

1

p, = P(Rk = 1\yk,-) = 15 exp(—(ao + alyk,-))

, (3.1)

ou comme suit ;

1
1+ exp(—(a, + a,y, + z,a))’

P = P(Rk = 1‘ykj'zk) (3.2)

ol z, = (Z,,...,2,) estun vecteur de valeurs prises par t > 1 covariables sur I’unité k, et a,,a,, et @
sont des parameétres.
Le biais de non-réponse dans le total non ajusté des réponses pour la variable d’intérét y,; dépend de

la covariance entre les valeurs y, et p, (voir Bethlehem 1988). Le degré d’intérét pour le sujet de

I’enquéte, comme les connaissances, les attitudes et les comportements associés a ce sujet, est un exemple
de covariable qui réduit la covariance entre y,; et p, (voir Groves, Couper, Presser, Singer, Tourangeau,

Acosta et Nelson 2006). L’ensemble de covariables z, pourrait aussi étre relié a la variable d’intérét y ;

pour réduire la variance d’échantillonnage (Little et Vartivarian 2005).
Puisque y,; n’est observee que sur les répondants, les modeles (3.1) et (3.2) ne peuvent généralement
pas étre estimés. Donc, habituellement, les valeurs de z, qui sont connues pour les répondants ainsi que
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les non-répondants et qui sont reliées aux valeurs y,; par une « régression que I’on espere forte » (Cassel,
Sarndal et Wretman 1983) sont utilisées dans le modéle suivant :

1
1+exp(-(a, + za))

p. = P(R, =1fz,) = (3.3)

Alors, le maximum de vraisemblance peut servir a ajuster le modele (3.3) en utilisant les données
(R.,z,) pour k e s. Cela méne a I’estimation de &, et @, et aux probabilités de réponse estimées

P, = 1/[1+ exp(—(&, + z,a))] a utiliser dans (2.1). Cette procédure offre une certaine protection contre
le biais de non-réponse si z, est un prédicteur puissant de la probabilité de réponse et/ou de la variable
d’intérét (Kim et Kim 2007).

Dans la suite de I’exposé, nous proposons un systéme d’ajustement par repondération s’appuyant sur

une variable auxiliaire qui mesure la propension de chaque unité & participer a I’enquéte. A cette fin,
d’autres hypothéses concernant la structure de réponse sont introduites afin de supposer que les p,

dépendent d’une variable auxiliaire latente qui est reliée aux scores de propension de Rosenbaum et Rubin
(1983). L’approche proposée peut étre utilisée en I’absence d’autre information auxiliaire sur k € s.

3.2 Variables latentes comme information auxiliaire

Afin d’obtenir une mesure des propensions a répondre, nous considérons le cas ou une non-réponse
partielle sur les variables d’intérét est également présente. Alors, a I’instar de Chambers et Skinner (2003,
page 278) selon lesquels [Traduction] « d’un point de vue théorique, la différence entre les non-réponses
totale et partielle est superflue, la non-réponse totale étant simplement une forme extréme de non-réponse
partielle », nous supposons que la non-réponse partielle sur les variables d’intérét repose chez les
répondants sur les mémes attitudes et facteurs que ceux qui sous-tendent la non-réponse totale. Des
modeéles a variables latentes peuvent étre utilisés pour estimer ces facteurs qui, par conséquent, peuvent
servir de covariables dans un modéle de régression logistique.

Comme nous l’avons déja mentionné, nous supposons que la non-réponse partielle touche les m

variables d’intérét particulier de I’enquéte. Un deuxiéme indicateur de réponse est introduit pour chaque
item /. Pour chaque item ¢ et chaque unité K, nous définissons une variable binaire x,, qui prend la

valeur 1 si I'unité k répond a I’item / et 0 autrement. Soit X, = (X4,..., X,,,..., X,y) l€ vecteur des

indicateurs de réponse de I’unité k aux m items et sOit y, = (Vy1r-eer Yisoooer Vi) 1€ Vecteur des
variables étudiées pour I'unité k. Donc y,, est la valeur de la réponse de I'unité k a I’item ¢ et x,, est
I’indicateur de sa réponse.

Supposons que les x,, sont reliés a une échelle continue latente sous-jacente présumée; ils sont les
indicateurs d’une variable latente désignée par 6,. De Menezes et Bartholomew (1996) appellent la
variable 0, la «tendance a répondre » a I’enquéte. Nous I’appelons ici la « volonté de repondre a

I’enquéte » de I'unité k. Un modele a traits latents contenant une seule variable latente est utilisé pour
calculer 6, pour chaque k € s (nous verrons plus tard de quelle fagon; voir la section 4.4). Supposons

que le moment que 6, est connu pour toutes les unités de I’échantillon et, comme dans le cas de
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Iinformation auxiliaire habituelle, qu’il peut étre utilisé comme une covariable. En I’absence d’autres
covariables, le modele (3.3) se réécrit sous la forme :

1

1+exp(—(o, +a,0,)) (34)

p. = P(R, =10,) =

La covariable 6, peut étre considérée comme une variable qui explique le comportement associé au sujet
de I’enquéte, et qui possede donc de bonnes propriétés pour reduire la covariance entre y,; et p, et, par
conséquent, le biais de non-réponse. Si d’autres données auxiliaires appropriées sont disponibles, elles

peuvent étre insérées dans le modéle a titre de covariables supplémentaires. Maintenant, pour estimer le
parametre du modéle (3.4), la valeur de 6, doit étre disponible pour toutes les unités comprises dans

I’échantillon. Les sections qui suivent expliquent en détail comment obtenir les valeurs estimées de 0,
pour les répondants ainsi que les non-répondants.

4 Calcul des propensions a répondre en utilisant des modeles a traits
latents

La variable 0, peut étre calculée en utilisant un modele & traits latents. En général, les modeles a

variables latentes sont des modéles de régression multivariés qui relient des réponses continues ou
catégoriques a des covariables inobservées. Un modéle a traits latents est essentiellement un modéle
d’analyse factorielle pour données binaires (voir Bartholomew, Steele, Moustaki et Galbraith 2002;
Skrondal et Rabe-Hesketh 2007).

Nous commengons par créer la matrice contenant les éléments {X,, },_..,., - La figure 4.1 donne un
schéma des indicateurs Xx,, pour les répondants et les non-répondants. Ensuite, nous supposons que les
facteurs qui sous-tendent la réponse totale sont les mémes que ceux qui sous-tendent la réponse partielle
sur des variables d’intérét choisies. Autrement dit, la non-réponse partielle est supposée non ignorable.

items
1

0 0
0 1
unités — | 1 1

= o = =
—_ = = D

1 1 0 1
1 1 1

—

0O 0 0
0o 0 0
0o 0 0
0O 0 0

unités —

o O O O

Figure 4.1 Schéma représentant les variables X,, pour les ensembles r et I'
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Soit q,, la probabilité de réponse de I'unité k pour I'item ¢, pour tout ¢/ =1,....m et k er.
Comme dans le cas de la non-réponse totale, q,, est modélisée sous forme d’une fonction de la variable
d’intérét en utilisant la régression logistiqgue comme suit :

1

q. = P(x, =1ly,,,0,,R, =1 = ,
“ « i O Ry 1+exp(=B,o + B0 +B2Yi))

(4.1)

pour £ =1,....m, etk er, oup,, B, etp,, sontdesparametres. Puisque y,, est connue uniguement
pour les unités pour lesquelles x,, =1, k € r, le modele (4.1) ne peut pas étre estimé. Comme dans le
cas de la non-réponse totale, nous proposons d’estimer ¢,, comme une fonction d’une variable auxiliaire
reliée a la variable d’intérét, c’est-a-dire 0,. Le modéle (4.1) se réécrit :

1

= P X, = 16 ’R = 1 = ,
dy, ( k¢ ‘ k k ) 1+eXp(_(Bgo +B[lek))

(4.2)

pour ¢ =1,...,m, et k € r. Le modéle (4.2) n’est pas un modele de régression logistique ordinaire,
parce que les 6, sont des valeurs inobservables prises par une variable latente. Les modéles a traits latents
peuvent étre utilisés dans ce cas pour estimer q,,, 0, et les parametres du modele. Notons que, dans le
domaine des tests de connaissances et de la psychométrie, la modélisation a traits latents est appelée
théorie des réponses aux items.

Le modéle de Rasch (Rasch 1960) est un premier modele a traits latents simple, souvent mentionné
dans la littérature psychométrique et utilisé pour analyser les données provenant d’évaluations pour
mesurer des variables telles que les compétences et les attitudes. Il prend la forme suivante :

1
" 1+exp(=(B,, +Bi6,))

Oy, pour/ =1,....,metk er. (4.3)

Les paramétres f3,, sont estimés pour chaque item ¢ et reflétent le caractére extréme (la facilite) de I’item

¢ : la probabilité d’une réponse positive en tous les points de I’espace latent est d’autant plus grande que
les valeurs sont grandes. Le paramétre 3, est appelé paramétre de « discrimination » et peut étre fixé a
une valeur arbitraire sans incidence sur la vraisemblance, a condition de permettre que I’échelle des
propensions des individus soit libre. Dans de nombreuses situations, I’hypothese voulant que les
discriminations des items soient constantes sur I’ensemble des items est trop contraignante. Le modéle
logistique a deux paramétres (2PL) généralise le modele de Rasch en permettant que les pentes varient. En
particulier, le modele 2PL suppose la forme donnée par I’équation (4.2). Les paramétres B, sont
maintenant estimés pour chaque item ¢ et donnent une mesure de la quantité d’information qu’un item
fournit au sujet de la variable latente ©,. Pour arriver a I’identifiabilit¢ du modéle (4.2), nous pouvons
fixer la valeur d’un ou de plusieurs paramétres §,, et §,, dans le processus d’estimation. Moran (1986) a
montré que, dans le modele 2PL, tous les paramétres sont identifiables sous des conditions tres générales,
a condition que le nombre d’items soit supérieur a deux, et que toutes les pentes soient supposées étre
strictement positives. On trouve dans la littérature une généralisation supplémentaire du modele (4.2) — le
modéle 3PL — qui contient un autre paramétre, le paramétre de pseudo-chance, pour modéliser la
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probabilité qu’un sujet pour lequel une variable latente tend vers —co réponde a un item. Une telle
extension ne parait pas nécessaire dans le présent contexte et ne sera plus examinée.

4.1 Hypothéses dans les modeles a traits latents

Les modeles a traits latents s’appuient habituellement sur les hypothéses suivantes. La premiére est
celle qu’il est convenu d’appeler hypothése d’indépendance conditionnelle, qui postule que les réponses
aux items sont indépendantes sachant la variable latente (c’est-a-dire que la variable latente rend compte
de toutes les associations entre les variables observées x,,). Conséquemment, sachant 6, , la probabilité

conditionnelle de x, est
P(x,10,) = H P (X, 0,).
1=1

Selon Bartholomew et coll. (2002, page 181) [Traduction] « I’hypothese d’indépendance conditionnelle
ne peut étre testée qu’indirectement en vérifiant si le modéle est adéquat pour les données. Un modéle a
variables latentes est considéré comme étant bien ajusté si les variables latentes expliquent la plupart de
I’association entre les réponses observées ».

Une deuxiéme hypothése des modeéles (4.2) et (4.3) est celle de monotonicité : a mesure que la valeur
de la variable latente 6, augmente, la probabilité de réponse a un item augmente ou reste la méme sur les
intervalles de 6,. Autrement dit, pour deux valeurs de 6,, disons a et b, et en supposant arbitrairement
que a < b, la monotonicité implique que P(x,, =1/6, = a) < P(x,, =16, = b) pour £ =1,...,m.
La chance d’une réponse a chaque item est d’autant plus grande que les valeurs de 6, sont grandes.

Enfin, la troisieme hypothese, et peut-étre la plus forte, des modeles (4.2) et (4.3) est celle
d’unidimensionnalité, impliquant qu’une variable latente unique explique complétement la volonté de
I'unité k de répondre au questionnaire. Toutes ces hypothéses fondamentales impliquent que la
dépendance entre les items x,, peut étre expliquée par la variable latente 6, qui représente la volonté de

répondre et que la probabilité qu’une unité k réponde a une variable donnée augmente avec 0, .

4.2 Estimation du modeéele

Nous allons maintenant nous concentrer sur le modéle logistique a deux paramétres (2PL) donné en
(4.2). Soit B, = (B,,.B,,) et B={B,.¢ =1,...,m}. Le modele (4.2) peut étre ajusté en utilisant la

méthode du maximum de vraisemblance ou une méthode bayésienne. Nous nous penchons ici sur la
premiére. Sous I’approche du maximum de vraisemblance sont développées trois grandes méthodes, celles
du maximum de vraisemblance jointe, de vraisemblance conditionnelle et de vraisemblance marginale. Ici,
nous nous concentrons sur le maximum de vraisemblance marginale qui peut étre appliqué pour ajuster le
modéle 2PL. Cette méthode est également utilisée dans les études par simulation de la section 6. Elle
consiste a maximiser la vraisemblance du modéle aprés avoir éliminé par intégration les 6, en faisant
I’hypothese d’une loi commune sur ces parametres. En particulier, on suppose que 0, est une variable
aléatoire qui suit une loi de densité de probabilité h(-); habituellement 6, ~ N (0,1). On suppose aussi
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que les vecteurs de réponses x, sont indépendants les uns des autres et que I’hypothése d’indépendance
conditionnelle est vérifiée.

Pour un ensemble de n, répondants ayant les vecteurs de réponses x, ,k = 1,...,n., lavraisemblance
marginale peut étre exprimée sous la forme

L(Bixareonx,) = [T T (x,B)

ou f(x,[B) = Iig(xk 0,.8)h(6,)dO,,

o X Teexp (X, (B, +B10,))
g(x. 0,.B)=][ax@-q,)™ = '
Ol = e @00 = 11y o, a0

et h désigne maintenant la densité de la loi N (0,1). La méthode consiste a maximiser la log-
vraisemblance correspondante, donnée par

log L (B;x,,....x, ) = :Zlog(f (x B)).

par rapport a B en utilisant, par exemple, I’algorithme EM. Les estimations de B,, et B,,,¢/ =1,...,m
sont donc fournies. Ensuite, 0, est estimé en utilisant la méthode de Bayes empirique en maximisant la

densité a posteriori

h(0, x,) = s gk(’xﬁ))h (6

o g(x,10,,B)h(6,),

par rapport & 0, et en maintenant les paramétres d’item et les observations fixes. Les estimations de q,,
sont obtenues en utilisant I’expression (4.2), ou B,,,B,, et 6, sont remplacés par leurs estimations.

4.3 Mesures de ’adéquation du modéle

Différentes mesures d’adéquation sont proposées dans la littérature pour tester si le modéle donné en
(4.2) est ajusté adéquatement aux données (voir, par exemple, Bartholomew et coll. 2002). On utilise les

valeurs de marge de tableaux des réponses a double ou a triple entrée. Les écarts entre les fréquences
espérées (E) et observées (O) dans ces tableaux sont mesurés en utilisant la statistique R =

(O - E)2 /E . Les grandes valeurs de R pour les marges d’ordre deux ou d’ordre trois détermineront des
ensembles d’items pour lesquels le modéle n’est pas bien ajusté. Notons que les résidus (O — E)Z/E ne

sont pas indépendants et qu’ils ne peuvent pas étre totalisés pour donner une statistique de test globale qui
suit une loi du khi-carré (voir Bartholomew et coll. 2002, page 186). Des indices d’adéquation des items
(item fit indexes) (Bond et Fox 2007) peuvent étre utilisés a cette fin également. En se basant sur les
variables latentes et les paramétres d’item estimés, on peut calculer la réponse espérée d’une unité a un
item. La similarité entre les réponses observée et espérée a un item peut étre évaluée au moyen de deux
statistiques d’adéquation basées sur la moyenne des carrés : la statistique d’adéquation sensible aux
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valeurs aberrantes (item outfit) et la statistique d’adéquation pondérée par I’information (item infit).
L’estimation produite pour I’item outfit est relativement plus affectée par les réponses inattendues a des
items qui s’écartent du niveau mesuré d’une personne, c’est-a-dire qu’elle est surtout sensible aux
réponses inattendues données par des unités a des questions auxquelles il devrait leur étre relativement trés
facile ou trés difficile de répondre. L’item infit, pour laquelle chagque observation est pondérée par
I’information est, a I’oppose, relativement plus affectée par les réponses inattendues a des items proches
du niveau mesuré de la personne, c’est-a-dire que la statistique est plus sensible a des structures
inattendues de réponses données par des unités a des items qui sont approximativement ciblés sur elles en
fonction de la valeur de leur variable latente. La valeur espérée pour les deux statistiques est un. Les
valeurs de I’infit et de I’outfit supérieures/inférieures a un indiquent une plus grande/faible variation entre
les structures de réponses observées et prédites, et un intervalle de 0,5 a 1,5 est généralement acceptable
(Bond et Fox 2007).

En outre, des corrélations point-mesure (Olsson, Drasgow et Dorans 1982) peuvent étre utilisées pour
estimer la corrélation entre la variable latente et la réponse a un item unique. Les items pour lesquels ces
mesures prennent une valeur négative ou nulle doivent étre supprimés de I’analyse ou peuvent étre la
preuve que le concept latent n’est pas unidimensionnel. L’unidimensionnalité peut étre testée en exécutant
une analyse en composantes principales (ACP) des résidus standardisés pour les items (Wright 1996). De
cette fagon, la premiére composante (dimension) a déja été éliminée, et il est possible d’examiner des
dimensions, composantes ou contrastes secondaires. L’unidimensionnalité est confirmée par I’observation
que la valeur propre de la premiére composante de I’ACP dans la matrice de corrélation des résidus est
faible (habituellement inférieure a 2,0). Sinon, les poids sur le premier contraste indiquent qu’il existe des
configurations contrastées dans les résidus.

Enfin, lorsque les items sont utilisés pour former une échelle, ils doivent posséder une cohérence
interne. Le coefficient alpha de Cronbach peut étre utilisé pour tester si les items ont la propriété de
fiabilité, c’est-a-dire que s’ils mesurent tous la méme chose, ils devraient étre corrélés les uns aux autres.

4.4 Estimation de p,

Deux solutions sont présentées ici pour estimer p, en utilisant I’information provenant du modeéle a
traits latents. La premiére solution utilise la régression logistique pour estimer p, pour tout K € s, et une
approche en deux étapes.

Etape 1 : Premiérement, nous fournissons une estimation 0, de 6, . Pour calculer une valeur 0, pour
k € T, nous supposons de nouveau que la non-réponse totale est simplement une forme extréme de non-
réponse partielle. Donc, un non-répondant ne répond a aucun item ¢ et par conséquent x,, = 0, pour

tout / =1,...,m. Le calcul de 0, pour k € T est traité comme suit : nous ajoutons a I’ensemble r une

unité répondante fantdme k pour laquelle X, est égal a 0, pour tout £ =1,...,m. Nous désignons ce

nouvel ensemble par F = r U {IZ} Nous estimons les paramétres du modéle (4.2) en utilisant toutes les

unités k € F, et nous calculons les valeurs ék,k e . Le modele (4.2) permet le calcul de ék pour tout

A

k e . L’unité k a une valeur estimée ég. Nous affectons a toutes les unités k € T une estimation 0,

égale & éﬁ. Donc, la méme valeur de ék est fournie pour tout k e r. En utilisant cette méthode, chaque
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unité k e s est associée a une estimation 0,. Il s’agit de la caractéristique clé pour I’estimation des
probabilités de réponse p, donnée a I’étape suivante.

Etape 2 : Nous utilisons I’estimation 0, , pour k € s, fournie a la premiére étape comme une covariable
dans le modéle (3.4) au lieu de la valeur inconnue de 0, ; en particulier

: Ay L 1
p. = P(R =1[6,) = L+ exp(—(as + alék)),pourtout k es. (4.4)

Le modele (4.4) donne les estimations p, de p,,pour tout kK € s.

L’un des arbitres a suggéré la solution suivante pour estimer p,. Soit S, = z;":lxké, le score brut

pour l'unité k, c’est-a-dire le nombre d’items auxquels I'unité k a répondu: si k e T, alors
S, =0; sik er, alors S, > 0. Ensuite, nous pouvons estimer p, en modélisant P (S, > 0/6,). En

vertu de I’hypothese d’indépendance conditionnelle, nous avons

P« P(S, >00,) =1-P(S, =00,) =1~ P(ﬂr::l(xk/ = O‘Gk))

1_ﬁ(1_ P(x, =1,)).

Nous avons P(x,, =168,) = P(R, =1/6,)P(x,, =1/6,,R, =1)+ P(R, =0}6,)P(x,, =1/6,,
R, =0) = p.q,,, parce que P(x,, =1/6,,R, = 0) = 0. Par conséquent, nous obtenons

P = 1_H(]—_ Pl ). K €T
i=1

La probabilité de réponse estimée p,, k € r s’obtient comme une solution de I’équation polynomiale

Py =1- H(l_ P Gy/)-
/=1

Cette solution, quoique trés élégante, a deux inconvénients. Si m est grand, I’équation polynomiale

susmentionnée est difficile, voire impossible, a résoudre. S’il est possible de la résoudre pour une valeur
modérée de m, les solutions réelles ne se trouvent pas nécessairement dans (0, 1). Cette solution n’a pas

été examinée plus en détail ici.

5 L’estimateur proposé et I’estimation de sa variance

Rappelons que nous avons une variable d’intérét particulier y,; et qu’il existe une non-réponse
partielle pour cette variable. Si nous souhaitons estimer le total de population Y; de y;, un estimateur

naif ne comprenant de correction ni pour la non-réponse totale ni pour la non-réponse partielle est
donné par
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YAj,nal'rf = NZ& Zi

1
kerj Tl:k kerj nk

(5.1)

La repondération des répondants aux items est aussi une approche pour traiter la non-réponse partielle.
Moustaki et Knott (2000) proposent de pondérer les répondants aux items par I’inverse de la probabilité
prédite de réponse a I'item §,,, en supposant que §,, > 0. Par conséquent, un poids d’ajustement

possible pour les non-réponses partielle et totale associées a I’unité k < r; est donné par 1/(f)k(jkj).

Nous proposons d’utiliser I’estimateur sous échantillonnage a trois phases ajusté pour les non-réponses
partielle et totale par repondération donné par

V Yy

ivpg

=y 26 (5.2)

~ A i
ker, T Pic by

ot p, est fourni par le modéle (4.4), et §,, par le modele (4.2). Des propositions faisant appel a
I"imputation des valeurs de y,; pour k € r \ r; pour traiter la non-réponse partielle sont eégalement prises

en considération, mais ne sont pas présentées faute d’espace. Elles peuvent étre obtenues sur demande
aupres des auteurs.

Les propriétés de I’estimateur proposé (5.2) dépendent des hypotheses faites au sujet des mécanismes
de non-réponse totale ainsi que partielle. En particulier, I’estimateur (5.2) suppose une deuxieme phase
d’échantillonnage avec probabilités de réponse inconnues. Si nous ignorons I’estimation de 6, dans le
modeéle (4.4), les résultats présentés dans Kim et Kim (2007) concernant la convergence de I’estimateur
sous un plan échantillonnage a deux phases utilisant les probabilités de réponse estimées sont vérifiés ici,
si I’on considére les estimations du maximum de vraisemblance pour les parametres o, et o,. En
ignorant I’estimation de la variable latente ©, et en utilisant les estimations du maximum de

vraisemblance marginale pour les parametres f3,, et 3,, dans le modéle (4.2), I'estimateur Y, . sera

convergent si les modéles pour les probabilités de non-réponse totale et partielle sont spécifiés
correctement.

Nous pouvons considérer des méthodes de rééchantillonnage pour I’estimation de la variance de
I’estimateur proposé et combiner les propositions pour I’échantillonnage a deux phases (Kim, Navarro et
Fuller 2006) et pour le calage généralisé en présence de non-réponse (Kott 2006). En particulier,
I’estimateur de variance par rééchantillonnage peut s’écrire comme

L
7 7 () 7 2
Vv, = ;Cl (Yj,pq _Yj,pq) '
ou \fj(v'z)q estla I° version de \fjqu basée sur les observations incluses dans la 1° réplique, L est le nombre
de répliques, c, est un facteur associé a la réplique | déterminé par la méthode de rééchantillonnage. La

¢ répli 2 acri 7 = 0 b w® dési i
I* réplique de Y, ,, peut s’écrire sous la forme Y = Zkgrj Wgy,, oU wy désigne le poids de

rééchantillonnage de la k° unité dans la 1° réplique. Ces poids de rééchantillonnage sont calculés en
utilisant une procédure en deux étapes.
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Premiérement, notons que, si nous ignorons pour le moment la présence de la non-réponse partielle,
Iestimateur sous échantillonnage a deux phases Y, , = zker W,, Y\, @ pour poids

W, = 1/(m py) = WlkF(ék;aoial)'

avec wy =1/m, F (8, 0, 0,) = 1+exp(—(ay + 0,0,)) (voir Iéquation (4.4)). Soit Z, =

Z w, z, I’estimation de premiére phase du total de la variable z, définie comme z, =
kes

T, Py (1,ék)’. Alors, les paramétres o, et o, sont tels que

ZwlkF (ék;ao,al)zlk =1, (5.3

ker

Cette procédure équivaut a obtenir des estimations non pondérées du maximum de vraisemblance, mais il
est commode de la configurer comme un probleme de calage généralisé non linéaire. De cette facon, il est
possible d’utiliser I’approche décrite dans Kott (2006), combinée a celle décrite dans Kim et coll. (2006),
pour obtenir les poids de rééchantillonnage en utilisant les étapes suivantes.

Etape 1 : Calculer I’estimation de premiére phase du total de z,, en supprimant la I° observation, c’est-
a-dire 2 = 3" _wiz,, ol wj) est le poids de rééchantillonnage jackknife classique pour I'unité k
dans la réplique 1. Calculer les poids jackknife pour I’échantillonnage de deuxiéme phase en utilisant 2{"

comme valeur étalon. En particulier, les w!) sont choisis comme étant w{) = w, WF (8, ; a,, ;) /Wy,
avec o, et o, tels que

) — 50
szkzlk =1z, .

ker

Cette procédure fournit des poids qui sont treés similaires a ceux considérés dans Kott (2006) et peuvent
étre calculés en se servant des logiciels existants qui prennent en charge le calage généralisé.

La non-réponse partielle est traitée de maniére similaire en considérant que w, =1/(m,p.q,) =
w,, F (ék ;Bjo,le) (comparé a I’équation (4.3)). Ici, une approximation importante consiste a supposer
que, sachant ék, les parametres f3;, et ;, sont estimés en utilisant un modele logistique classique (au
lieu d’un modéle 2PL) et sont tels que

ZWZKF(ék;BjO’le)ZZk =1,,

ker;
oA _ A \T . - . S .
ouz, = Zker Wy Zy, et z, = m, P,y (1,ek) . Un autre inconvenient est que les variables auxiliaires

z,, dépendent de j et, donc, que des ensembles de poids différents doivent étre produits pour les diverses
variables d’intérét.
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Etape 2 : Les poids jackknife de troisiéme phase sont obtenus en calculant d’abord I’estimation de
deuxiéme phase du total de z,, avec suppression de I’unité | en utilisant les poids provenant de I’étape 1,

Z,) = ). Wyz,. Alors, en utilisant 23’ comme valeur étalon, les wj) sont choisis comme étant
ker

wy) = wy Wi)F (8,58 0,B1)/W,, avec B, et B, calculés au moyen de

| _ ad
Zwék)ZZk - Z(z)-

ker;

6 Etudes par simulation

Nous évaluons la performance de I’estimateur présenté a la section 5 au moyen d’une simulation
Monte Carlo sous deux scénarios différents. Le premier utilise un ensemble de données réelles comme
population et des variables d’intérét qui sont toutes binaires, tandis que le second utilise des données de
population simulées avec des variables d’intérét continues. Les résultats pour le premier scénario sont
présentés a la section 6.1, tandis que ceux pour le deuxieme sont présentés a la section 6.2.

Sous les deux scénarios, nous utilisons I’échantillonnage aléatoire simple sans remise et considérons
les estimateurs suivants :

HT = zkes Y, /™ - Pestimateur de Horvitz-Thompson dans le cas d’une réponse compléte

est calculé comme valeur de référence en I’absence de non-réponse.

\ijna.,.f . I’estimateur naif donné en (5.1); aucune mesure explicite n’est prise pour corriger les

non-réponses totale et partielle. Notons que, sous échantillonnage aléatoire simple sans remise,
ilsereduitay, .. = NZkerj Y /N, . oun, estlataille de I'ensemble ry, etil est identique a

I’estimateur de Horvitz-Thompson ajusté pour la non-réponse totale sous I’hypothése de
probabilités de réponse uniformes estimées par n, / n.

Y o - I’estimateur sous échantillonnage a trois phases propose a la section 5, équation (5.2).

Y . I’estimateur sous échantillonnage a trois phases qui utilise les valeurs réelles des

j,pg.réelles

probabilites de reponse p, et q,; est également calculé aux fins de comparaison avec Y,

pour comprendre I’effet de I’estimation des probabilités de réponse.

Les simulations sont exécutées en R version 2.15, en utilisant le module R « 1tm » (Rizopoulos 2006)
pour ajuster les modéles a traits latents. Les mesures de performance suivantes sont calculées pour chagque
estimateur, ci-aprés deésigné génériquement par Y ol le suffixe j est abandonné pour simplifier la
notation (Y désigne le total de population) :

le biais Monte Carlo
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B=E,,(Y)-V,

ou Eg, (¥) ="V, /M, Y, est la valeur de I'estimateur Y a la i* exécution de la
simulation et M est le nombre total d’exécutions de la simulation;
e |e biais relatif

e |’écart-type Monte Carlo

M
JVAR = JM S - En ()
e |’erreur quadratique moyenne Monte Carlo

EQM = B? + VAR.

6.1 Scénario de simulation 1

Nous considérons un jeu de données formé de quatre variables binaires extraites de la British Social
Attitudes Survey de 1986 et qui concernent I’attitude a I’égard de I’avortement. Les données sont
disponibles dans le module R «1tm» (Rizopoulos 2006). N = 379 personnes ont répondu aux
questions suivantes aprés qu’on leur ait demandé si la loi devrait permettre I’avortement dans les
circonstances présentées par chaque item :

1. Lafemme décide toute seule qu’elle ne souhaite pas garder le bébé.
2. Le couple est d’accord qu’il ne souhaite pas avoir un enfant.

3. Lafemme n’est pas mariée et ne souhaite pas épouser I’nomme.

4. Le couple n’a pas les moyens d’avoir un autre enfant.

La variable d’intérét y; est choisie comme étant la deuxiéme (j = 2) avec un total Y; = 225 dans la

population.

Les données sont analysées par Bartholomew et coll. (2002) a titre d’exemple de situation ou I’on peut
trouver une variable latente qui mesure I’attitude a I’égard de I’avortement. Au niveau de la population,
nous calculons la variable latente (notée ici 6;) en utilisant le modéle (4.2) sur les données

{YirSee nim 4 - Lacorrélation entre les valeurs de y,, et 6} est approximativement égale a 0,85, pour
¢ =1,...,4. Ensuite, nous avons fixé 6, = 02, pourtout k =1,...,N.

Au niveau de la population, les probabilités de réponse totale sont générées en utilisant la structure de
réponse suivante :
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p, =1/ 1 +exp(-(0,7+y, +6, +0,2¢,)))), (6.1)

avec g, ~ U (0,1), pour simuler une non-réponse non ignorable. La moyenne de population de p, est
égale a environ 0,74,

Pour générer les probabilités de réponse partielle au niveau de la population, le modéle utilisé est le
suivant :

d, =1/ 1 +exp(-(b,6, +a, +v,,)), pourt=1,...,4, (6.2)

ou b, =3, pour £ =1,...,4, tandis que a, prend différentes valeurs en fonction de /; en particulier,
a, =la, =0,a, = 05 et a, =1. Le taux nominal de non-réponse partielle pour les quatre items
dans la population est de 35 %, 42 %, 47 % et 31 %, respectivement.

Nous tirons M = 10 000 échantillons aléatoires simples sans remise a partir de la population en
utilisant deux tailles d’échantillon: n = 50 et n = 100. Dans chaque échantillon s, les unités sont
classées comme étant des répondants conformément a un échantillonnage de Poisson, en utilisant les
probabilités p, calculées comme dans I’équation (6.1) et résultant en I’ensemble r. Alors, sachant r,

nous construisons la matrice {X,},_,.,., ,. ou lesvaleurs de x,, sont tirées selon un échantillonnage de

L4

Poisson avec probabilités q,, définies en (6.2). Dans chaque simulation, le modéle (4.2) et I’ensemble de

répondants r sont utilisés pour calculer la variable ék pour tout k € s comme il est décrit a la
section 4.4. Le modéle (4.4) est ajusté pour obtenir p,. Le taux moyen de non-réponse partielle sur les

simulations pour les quatre items est de 26 %, 33 %, 38 % et 23 %, respectivement. L’estimateur de
variance jackknife a été calculé comme il est décrit a la section 5 en utilisant la fonction gencalib ()
dans le module R «sampling» (Tillé et Matei 2012) et la distance logistique (Deville, Sarndal et
Sautory 1993).

Le tableau 6.1 donne les résultats pour n = 50 et n = 100. Comme prévu, les estimateurs HT et

Y. sareenes ONE UN biais presque nul, tandis que le second présente une EQM relativement plus grande qui

est due uniquement a la plus petite taille d’échantillon. L’estimateur naif donne un biais négatif trés
important. Cela tient au fait que les unités dont la valeur de y; est nulle sont moins susceptibles de

répondre et que le total est clairement sous-estimé. L’estimateur \ijpq présente un bien plus petit biais que

I’estimateur naif. Notons que la performance de I’estimateur propose est dictée principalement par le biais
absolu, de sorte qu’elle ne differe pas particulierement lorsqu’on augmente la taille de I’échantillon, mis a

part une diminution de la variance. Si nous comparons Y; . ... €t Y; ,,, nous notons que Y, . souffre

encore d’un certain biais qui provient de la spécification incorrecte de la structure de réponse (nous ne
tenons pas compte des valeurs des variables d’intérét).

Pour I’estimateur proposé, I’estimateur de variance jackknife a également été testé en examinant la
couverture empirique d’un intervalle de confiance a 95 % calculé pour chagque réplique comme
YALpq +1,964/V,. Pour n = 50, la valeur moyenne de /V, sur I’ensemble des simulations était de 54,8,
tandis que pour n = 100, elle était de 53,3, avec un taux de couverture de I’IC a 95 % de 94,6 % et de

96,3 %, respectivement. L’estimateur par rééchantillonnage surestime I’écart-type Monte Carlo donné
pour Y; . au tableau 6.1 dans les deux cas, mais possede de bons taux de couverture.

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2015 167

Tableau 6.1

Résultats des simulations sous le scénario 1 — Ensemble de données sur I’avortement

Estimateur B VAR EQM BR %
n =50

HT 0,05 245 600,5 <0,1
Y, it -126,5 19,4 16 378,6 -56,2
. 20,6 32,4 14741 9,1
Y, paéetis 0,02 35,0 12250 <01
n =100

HT -0,06 16,0 255,5 <0,1
Y, it -126,9 13,5 16 284,1 -56,4
. 17,9 21,9 802,2 8,0
Y 0,1 23,7 559,9 <0,1

j. pq,réelles

Pour étudier la performance du modeéle a traits latents au niveau de la population et la corrélation entre
la variable d’intérét et la variable latente estimée, nous avons appliqué la procédure décrite plus haut en

utilisant q,, définie en (6.2) pour construire la matrice {X,,},., .-, , Pour toutes les unités de la

population. Nous avons ajusté le modéle (4.2) au niveau de la population et calculé la variable 6, pour
tout kK =1,...,N. Le coefficient alpha de Cronbach prend la valeur de 0,83 ce qui indique une bonne

cohérence interne des items. Le coefficient de corrélation entre la variable d’intérét et la variable latente

estimée prend la valeur de 0,76, ce qui indique que I’information auxiliaire latente possede un fort pouvoir
de prédiction de y,,, comme il I’a été prone pour le modele de Cassel et coll. (1983). L’inspection des

marges de tableau a double entrée pour la matrice {x,,} donne les résidus (O — E)Z/E, compris entre
0,03 et 0,23. De méme, les marges de tableau a triple entrée pour la matrice {x,,} donnent des résidus

entre 0 et 1,19. Cela indique que nous n’avons aucune raison de rejeter ici le modele & un facteur latent
(4.2) (voir Bartholomew et coll. 2002, page 186).

6.2 Scénario de simulation 2

Nous générons {VY,,,..., ¥,s,0,} pour kK =1,..., N = 2000 en utilisant une loi normale multivariée
de moyenne 1. Le degré de corrélation entre y, et y, est0,8,avec ¢, /' =1,...,6, ¢ # ¢'. Nous posons
que la variable d’intérét est y, et considérons divers degrés de corrélation entre ses valeurs et celles
prises par 0,, a savoir 0,3, 0,5, 0,8. Les valeurs de 6, sont ensuite centrées et réduites afin qu’elles
soient de moyenne 0O et de variance 1.

Les probabilités de réponse sont obtenues en calculant d’abord

py = 1/[L+exp(—(05+vy,, +6,))], pourk =1,...,N, (6.3)
puis en les rééchelonnant afin qu’elles prennent des valeurs comprises entre 0,1 et 0,9, avec une moyenne

de population approximativement égale a 0,7.
Les probabilités de réponse partielle sont générées en calculant d’abord :
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q;, =1/(L +exp(—(b,6, +a, +vy,,)), pourk =1,...,Nets=1,...,6, (6.4)

ou{a,},, =140,-0510;-05 et {b,},_, =1L 1 1 1,5 1,5; 1,5}, puis en rééchelonnant les

valeurs pour qu’elles soient comprises entre 0,1 et 0,95.

=1,...,

Nous tirons M = 10 000 échantillons par échantillonnage aléatoire simple sans remise de taille
n = 200. Pour chaque échantillon s, un ensemble de réponses r est créé en réalisant un échantillonnage

de Poisson de parametre p, défini en (6.3). Chaque élément de la matrice {X,,},_, ., , est généré en
utilisant I’échantillonnage de Poisson de paramétre q,, défini en (6.4). Les taux de non-réponse partielle

sur I’ensemble des simulations prennent approximativement les valeurs de 18 %, 28 %, 35 %, 19 %, 29 %
et 34 %, pour ¢/ =1,...,6, respectivement. Pour chaque simulation, le modele (4.2) est utilisé pour

calculer la variable ék pour tout k € s. Le modele (4.4) est alors ajusté pour obtenir p,.

Tableau 6.2

Résultats des simulations sous le scénario 2 — Données continues simulées

Estimateur B VAR EQM BR %
Coefficient de corrélation de 0,3

HT -0,7 131,6 17 331,2 ~-0,0
Y, 825,6 177,1 713 039,3 41,0
Vi 2274 188,0 87 033,0 -11,3
Y’\j,pq,réelles 4814 231,8 56 073,2 2,4
Coefficient de corrélation de 0,5

HT 0,1 135,0 18 220,5 ~0,0
Y, it 972,6 176,2 977 009,5 50,7
Vi -180,0 175,5 63 552,0 9,4
Y’\j,pq,réelles 74,8 212,7 50 844,0 3,9
Coefficient de corrélation de 0,8

HT -0,1 134,1 17 992,0 ~-0,0
Y it 1154,6 168,1 1361 388,1 57,7
. -184,8 164,4 61173,0 -9,2
Y, pqrteties 100,6 196,2 48597,9 5,0

Le tableau 6.2 donne la performance des estimateurs pour les trois valeurs prises par le coefficient de
corrélation nominal entre y,, et 6, : 0,3,0,5 et 0,8. L estimateur proposé est toujours capable de reduire
le biais comparativement a I’estimateur naif, méme quand la corrélation entre la variable d’intérét et la
variable latente devient plus faible. Le biais relatif prend des valeurs acceptables dans la plupart des cas.
Le biais mérite d’étre examiné de plus prés. Dans tous les cas, I’estimateur naif surestime fortement le
total. Cela n’est pas étonnant, parce que les valeurs de p,,q,,,0, et y,, vont toutes dans la méme
direction. Par conséquent, dans notre échantillon de répondants, nous sommes plus susceptibles de trouver
des valeurs relativement grandes de y,, ce qui donne lieu a une surestimation pour I’estimateur naif. Par

ailleurs, \fj,pq sous-estime le total, parce qu’il est fondé uniquement sur les unités observées de r; qui ont
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des valeurs relativement grandes pour Yy, mais aussi des valeurs relativement grandes pour p, et q,, et,
par conséquent, qui ont a la fin un faible poids.

La matrice des valeurs de population {X,,},_, est construite de la méme facon qu’a la

,..,2000,0=1,...,6
section 6.1 pour valider les hypothéses qui sous-tendent le modéle 2PL. Le coefficient alpha de Cronbach
prend approximativement la valeur de 0,5 pour le coefficient de corrélation égal a 0,3, de 0,6 pour le
coefficient de corrélation égal a 0,5, et de 0,7 pour le coefficient de corrélation égal a 0,8; I’association par
paire entre les six items révéle des valeurs p plus petites que 0,01. L’inspection des marges & double
entrée et a triple entrée de la matrice {x,,} donne des résidus (O — E)Z/E qui prennent tous des valeurs

inférieures a 4. Par conséquent, le modele a un facteur latent peut étre accepté et les items semblent tous
mesurer le méme facteur latent.

7 Discussion et conclusion

Nous avons proposé un systéme de repondération pour tenir compte de la non-réponse non ignorable
en nous basant sur une variable auxiliaire latente. Cette variable est calculée pour chaque unité de
I’échantillon au moyen d’un modéle a traits latents en supposant qu’il existe une non-réponse partielle et
que les non-réponses partielle et totale cachent la méme structure latente. Les probabilités de réponse
totale sont alors estimées au moyen d’un modeéle logistique qui utilise comme covariable le facteur latent
extrait d’aprés les structures de réponse en utilisant un modeéle a traits latents. Le systeme de repondération
proposé est ensuite utilisé dans un estimateur sous échantillonnage a trois phases pour traiter la non-
réponse, en méme temps qu’une méthode de rééchantillonnage pour estimer son incertitude. L’objectif
principal est de réduire le biais de non-réponse dans I’estimation du total de population. L’estimateur
proposé donne de bons résultats dans nos études par simulation comparativement a I’estimateur naif, et le
gain d’efficacité est important dans certains cas. Des réductions du biais sont également observées quand
la corrélation entre le facteur latent et la variable d’intérét est modeste.

Par conception, la variable latente estimée 0, est reliée aux indicateurs de réponse X,; pour la variable
d’intérét y,; puisque la non-réponse est supposée non ignorable, y,; et x,; sont reliés également. Si la

condition qui suit est vérifiée,

2 2
pyj,xj + péyxj N 1’

ou les coefficients de corrélation Py, Poy > 0, alors y; et © sont positivement corrélés (voir
' X

Langford, Schwertman et Owens 2001). Notons que nous avons constaté que le degré minimal de
corrélation entre la variable d’intérét et la variable latente capable de réduire le biais de non-réponse était
égal a 0,3 dans le scénario de simulation 2 (section 6.2). Naturellement, la réduction du biais dépend des
hypothéses du modéle. Si les indicateurs de réponse ne sont pas de bons prédicteurs du comportement de
réponse totale, alors nous sommes en présence d’un modele mal spécifié et, évidemment, il pourrait ne pas
y avoir de réduction du biais et une variance pourrait étre introduite dans I’estimation. Néanmoins, des
outils diagnostiques provenant de la théorie des réponses aux items peuvent étre utilisés pour évaluer
I’adequation du modéle a traits latents employé pour estimer les valeurs de 6, .
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Nous avons considéré le cas ou aucune information auxiliaire n’est disponible au niveau de
I’échantillon ou de la population pour réduire le biais de non-réponse. Les covariables observées (si elles
sont disponibles) et la variable latente peuvent néanmoins étre utilisées ensemble dans I’estimation des
probabilités de réponse. En outre, les modeles a traits latents peuvent, eux-mémes, étre ajustés en
introduisant des covariables. L’introduction de covariables dans ces modeéles doit étre effectuée en faisant
preuve d’une prudence croissante en ce qui concerne la variance.

L’estimateur proposé est un estimateur sous échantillonnage a trois phases utilisant un systéme de
reponderation basé sur p, et §,;. Il est connu que de faibles valeurs de p, et §,; peuvent donner lieu a

des estimateurs repondérés instables, en raison de grands poids de non-réponse. Pour résoudre ce
probléme, on utilise souvent en pratique la méthode du score de propension (par exemple, Eltinge et
Yansaneh 1997), qui offre un bon reméde contre les ajustements extrémes des pondérations. Afin
d’appliquer cette méthode dans notre cadre, les répondants a y; doivent étre groupés en différentes

classes données par les quantiles de 1/(ﬁquj). La derniére étape est le calcul d’un poids pour chagque

classe.

Les remarques finales concernent I’hypothése d’indépendance conditionnelle dans les modéles a traits
latents. Dans la littérature sur la non-réponse, il est habituel d’utiliser I’échantillonnage de Poisson pour
modéliser le comportement de réponse totale en supposant que les unités dans I’ensemble r sont
sélectionnées avec des probabilités de réponse inconnues et que la réponse est indépendante d’une unité a
I’autre. L hypothese d’indépendance conditionnelle dans les modéles a traits latents est une condition
similaire appliquée aux items. Les deux hypothéses sont fortes, parfois mises en doute, et pourtant
nécessaires dans le processus d’inférence statistique.

Différentes méthodes ont été élaborées dans la littérature psychométrique pour relacher I’hypothése
d’indépendance conditionnelle. Nous citons ici I’approche d’indépendance partielle proposée par Reardon
et Raudenbush (2006), élaborée pour le cas ou les réponses a des questions antérieures déterminent si les
guestions ultérieures seront posées ou non, et ou I’hypothése d’indépendance conditionnelle usuelle des
modeles classiques échoue. Cette approche pourrait étre utilisée dans notre cadre pour le cas ou q,, est
définie comme P (x,, = 1|x,,pour un certainj e {1,...,m},¢ = j,0,) au lieu de P(x, =1/6,),

k e r. Une autre approche utile pour les cas ou les items sont groupés est celle de la modélisation
hiérarchique a traits latents. Un effet aléatoire est introduit dans un modéle a traits latents pour tenir
compte de la dépendance possible des résidus due aux sources communes de variation partagées par les
groupes d’items (voir, par exemple, Scott et Ip 2002). D’autres travaux de recherche devraient étre
effectués pour adapter ces approches dans le cadre d’enquétes.
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Une ou deux étapes ? Pondération par calage a partir d’une
base liste compléte en présence de non-réponse

Phillip S. Kott et Dan Liao'

Résumé

Quand un échantillon aléatoire tiré d’une base liste compléte souffre de non-réponse totale, on peut faire appel
a la pondération par calage sur des totaux de population pour éliminer le biais de non-réponse sous un modele
hypothétique de réponse (sélection) ou de prédiction (résultat). De cette fagon, la pondération par calage peut
non seulement procurer une double protection contre le biais de non-réponse, mais aussi réduire la variance. En
employant une astuce simple, on peut estimer simultanément la variance sous le modele hypothétique de
prédiction et I’erreur quadratique moyenne sous la combinaison du modéle hypothétique de réponse et du
mécanisme d’échantillonnage probabiliste. Malheureusement, il existe une limite pratique aux types de modele
de réponse que I’on peut supposer lorsque les poids de sondage sont calés sur les totaux de population en une
seule étape. En particulier, la fonction de réponse choisie ne peut pas toujours étre logistique. Cette limite ne
géne pas la pondération par calage lorsqu’elle est effectuée en deux étapes : de I’échantillon de répondants a
I’échantillon complet pour éliminer le biais de réponse, et puis de I’échantillon complet a la population pour
réduire la variance. Des gains d’efficacité pourraient découler de I’utilisation de I’approche en deux étapes,
méme si les variables de calage employées a chaque étape représentent un sous-ensemble des variables de
calage de I’approche en une seule étape. L’estimation simultanée de I’erreur quadratique moyenne par
linéarisation est possible, mais plus compliquée que lorsque le calage est effectué en une seule étape.

Mots-clés : Echantillonnage probabiliste; modéle de réponse; modéle de prédiction; double protection; estimation
simultanée des variances.

1 Introduction

Le sondage est un outil utilisé surtout pour estimer les paramétres d’une population finie en se basant
sur un échantillon de ses membres tiré aléatoirement. Les échantillons probabilistes sont assortis de poids
de sondage (d’échantillonnage) qui sont souvent les inverses des probabilités de sélection des membres
individuels. A condition que chaque élément de la population posséde une probabilité de sélection
positive, il est simple de produire un estimateur du total de population de la variable étudiée qui est sans
biais par rapport au mécanisme d’échantillonnage probabiliste. Le ratio de deux estimateurs sans biais des
totaux, ou toute autre fonction lisse des totaux estimés, n’est pas forcément sans biais, mais est
asymptotiquement sans biais et souvent convergent puisque sa variance relative, comme son biais relatif,
tend vers zéro quand la taille de I’échantillon devient arbitrairement grande.

Deville et Sarndal (1992) ont introduit la pondération par calage comme outil d’ajustement des poids
de sondage de fagon que les sommes pondérées de certaines variables de « calage » soient égales a leurs
totaux de population connus (ou mieux estimés). Si ces équations de calage sont vérifiées, I’erreur-type
d’un total estimé pour une variable dont le total de population est inconnu est souvent réduite, tandis que
I’estimation demeure quasi (c’est-a-dire asymptotiqguement) sans biais sous le mécanisme
d’échantillonnage probabiliste.

Bien qu’elle ait été élaborée au départ pour réduire les erreurs-types, la pondération par calage a
souvent été utilisée pour éliminer le biais de sélection résultant de la non-réponse totale sous certaines
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hypothéses (par exemple, Folsom 1991; Fuller, Loughin et Baker 1994; Lundstrom et Sarndal 1999;
Folsom et Singh 2000). A cette fin, on traite le fait qu’un élément sélectionné dans I’échantillon répond
(ou non) a une engquéte comme une phase additionnelle de I’échantillonnage aléatoire de Poisson avec
probabilités de sélection inconnues, mais positives. La pondération par calage estime ces probabilités de
sélection de Poisson implicitement et produit des totaux estimés qui sont presque sans biais sous le
mécanisme combiné de sélection de I’échantillon et des répondants, qui est souvent appelé le « quasi-plan
d’échantillonnage ». Voir Oh et Scheuren (1983).

Une mise en garde importante est que, si le mécanisme de sélection de I’échantillon est entierement
sous le contrdle du statisticien, le mécanisme de sélection des réponses est inconnu. Une hypothése est
émise quant a la forme particuliére du mécanisme de réponse, et si cette hypothése n’est pas vérifiée, les
estimateurs peuvent étre biaiseés.

Une autre justification de la pondération par calage s’appuie sur un type de modélisation différent. Il
est facile de montrer que la pondération par calage produit un estimateur qui est sans biais sous un modéle
de prédiction (résultat) linéaire si la valeur prévue de la variable étudiée sous le modéle de prédiction est
une fonction linéaire des variables de calage pourvu que les mécanismes d’échantillonnage et de réponse
soient ignorables, c’est-a-dire que I’on puisse appliquer le méme modele de prédiction que I’élément de la
population soit ou non échantillonné ou qu’il réponde ou non lorsqu’il est échantillonné.

Contrairement au modeéle de sélection qui régit le mécanisme de réponse, il est possible que le modéle
de prédiction linéaire soit vérifié pour une variable étudiée et non pour une autre. C’est la raison pour
laguelle la plupart des échantillonneurs préférent émettre 1I’hypothése d’un modele de sélection lorsqu’ils
corrigent la non-réponse totale. Néanmoins, il est rassurant de savoir que si I’un ou I’autre modéle est
correct, le total estimé est quasi sans biais (c’est-a-dire qu’il posséde un biais relatif qui s’évanouit
asymptotiquement), une propriété que Kim et Park (2006) ont appelée « double protection » contre le biais
de non-réponse.

Il est possible de simultanément éliminer le biais de sélection et réduire I’erreur-type sous le
mécanisme d’échantillonnage probabiliste en une seule étape en ajustant les poids de sondage des unités
répondantes afin que les totaux estimés pour un ensemble de variables de calage soient égaux aux totaux
de population connus de ces unités. Néanmoins, il existe des raisons de préférer I’approche de pondération
par calage en deux étapes, méme quand les ensembles de variables de calage utilisés aux deux étapes sont
les mémes ou sont un sous-ensemble des variables de calage de I’approche en une étape : la premiére
étape, de I’échantillon de répondants a I’échantillon original, élimine le biais de sélection et la deuxiéme
étape, de I’échantillon original a la population, réduit la variance des estimateurs résultants.

Bien que Folsom et Singh (2000) et d’autres aient souligné que la pondération par calage peut aussi
étre utilisée pour éliminer le biais de sélection d0 a une sous-couverture ou une surcouverture de la base
de sondage, nous nous concentrons ici sur un échantillon & un degré tiré d’une base liste compléte sans
enregistrements en double. Autrement dit, nous supposons que la base de sondage est identique a la
population cible (c’est-a-dire que chaque unité de la population est énumérée sur la liste de la base de
sondage).

La présentation de I’article est la suivante. A la section 2, nous passons en revue certains éléments de
théorie sur la pondération par calage. A la section 3, nous présentons un estimateur de variance légérement
nouveau qui, comme I’estimateur de variance décrit dans Kott (2006), peut étre utilisé pour mesurer a la
fois I’erreur quadratique moyenne d’un estimateur pondéré par calage sous le quasi-plan
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d’échantillonnage et la variance sous le modéle de prédiction ou la combinaison du modéle de prédiction
et du mécanisme d’échantillonnage original, ce qui rend sans doute la double protection contre le biais de
non-réponse plus utile pour I’inférence. L’estimateur de variance donné dans Kott s’applique seulement
lorsque le calage se fait sur les valeurs de population. Ici, a I’instar de Folsom et Singh (2000), nous
donnons la possibilité d’effectuer le calage sur I’échantillon original.

A la section 4, nous discutons des limites de la pondération par calage en une seule étape et élaborons
une théorie pour I’approche en deux étapes. Bien que notre principal objectif ici soit de faire valoir les
avantages de I’utilisation de deux étapes, méme lorsque des ensembles similaires de variables de calage
sont employés aux deux étapes, I’estimateur par calage que nous traitons dans cette section est plus
général. A la section 5, nous décrivons les résultats de certaines expériences par simulation, tandis qu’a la
section 6, nous tirons quelques conclusions.

2 Pondération par calage en une étape

2.1 Pondération par calage et non-réponse totale

En I’absence de non-réponse (ou d’erreurs de base de sondage), la pondération par calage est une
méthode d’ajustement des poids d’échantillonnage en vue de créer un ensemble de poids {w,;k € S},

asymptotiquement proche des poids de sondage originaux, d, = 1/=m,, qui satisfont & un ensemble
d’équations de calage (une pour chaque composante de z, ) :

DW= D i

ou S désigne I’échantillon, ©, désigne la probabilité de sélection dans I’échantillon de I'unité k,U
désigne la population de taille N, z, est un vecteur comprenant P composantes ayant chacune un total
de population connu, et >, signifie 2, _, .

Kott (2009) décrit un ensemble prudent de conditions faibles sous lesquelles t, = > w,y, est un
estimateur quasi sans biais du total de population T, = >, y, (c’est-a-dire que le biais relatif de t, est
asymptotiquement nul). Fait plus important, on suppose que chaque probabilit¢ 7, N /n possede une
borne inférieure positive égale a N et que la taille d’échantillon (prévue), n, devient arbitrairement
grande (nous ajoutons entre parentheses le terme « prévue » au cas ou la taille d’échantillon est aléatoire).

En outre, on suppose que les quatre premiers moments de population centrés de chague composante de
z, possédent une borne supérieure, tandis que N ™ 20 z,z, converge vers une matrice définie positive.

L utilisation de la pondération par calage aura tendance a réduire I’erreur quadratique moyenne par
rapport a I’estimateur a facteur d’extension (expansion estimator), tyE =2.d,y,, quand y, estcorrélée

a certaines composantes de z,. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que, dans la plupart des enquétes,
les variables étudiées y, sont nombreuses.

Un moyen simple de calculer les poids de calage consiste a le faire linéairement en utilisant la formule
suivante :
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W

T -1
dy [1 (Xpz - Xodizy) (X.dizz)) Zk]
= d, [1 + gTzk].
Fuller et coll. (1994) et plus tard Lundstrém et Sarndal (1999) ont soutenu que ce calage linéaire peut

aussi étre utilisé pour traiter la non-réponse totale. L’échantillon S est remplacé par I’échantillon de
répondants R, tandis que

&= [(1_ 0)(2, 2 - ZRdej)T +0(2 djz, _ZRdeJ‘)T}(ZRdJZJ‘ZE)A*

selon que I’échantillon de répondants est calé sur la population (6 = 0) ou calé sur I’échantillon original
(6 =D. Dans I’un et I’autre cas, I’estimation est quasi sans biais sous le quasi-plan d’échantillonnage qui
traite la réponse comme une deuxieme phase d’échantillonnage aléatoire a condition que la probabilité de
réponse de chaque unité soit de la forme :

Py = 1/(1+'YTZk)1 (2.1)

et g est un estimateur convergent du vecteur de paramétres inconnus y dans I’équation (2.1).
Le probléme en ce qui concerne la fonction de réponse donnée par I’équation (2.1) est que I’estimateur
implicite de p,, p, = 1/(1+ g'z,) peut étre négatif. Une forme non linéaire de la pondération par

calage permettant d’éviter cette possibilité a été proposée par Kott et Liao (2012) qui se sont fondés sur la

forme exponentielle généralisée de Folsom et Singh (2000). Cette forme de calage fait appel a la méthode
de Newton (approximations itératives du développement en série de Taylor) pour trouver un g tel que

I’équation de calage (a partir d’ici, nous utilisons le terme équation de calage pour faire référence au
vecteur des équations de calage des composantes) :

ZRszk = Zdea(gTzk)zk =1- G)Zuzk + GZSdkzk (2.2)
est vérifiée,ou 6 = 0 ou 1,

T _ b+ exp(g'z,)
) el @3

¢, la borne inférieure de o (), est non négative (de sorte que les poids de calage sont également non
négatifs), et la borne supérieure de a(),u > ¢, peut étre finie ou infinie.
Bien que la fonction d’ajustement des poids oc(gTzk) puisse prendre d’autres formes raisonnables,

nous nous limiterons aux fonctions de la forme de I’équation (2.3). Il s’agit d’une généralisation du
ratissage (raking) ou ¢ = 0,u = oo, ainsi que de I’estimation implicite d’un modele de réponse logistique,
ou ¢/ =1u = . Dans I’algorithme d’ajustement proportionnel itératif original de Deming et Stephan
(1940) pour le ratissage, les composantes de z, ont été restreintes a des fonctions indicatrices. Nous
utilisons ici le terme « ratissage » de maniere plus générale pour désigner une pondération par calage avec
une fonction d’ajustement des poids de la forme a.(g'z,) = exp(g'z, ).

Quand /¢ <1, I’équation (2.3) devient I’ajustement par calage généralisé introduit dans Deville et

Sarndal (1992) et discuté plus en détail dans Deville, Sérndal et Sautory (1993). Le calage généralisé
permet non seulement que les composantes de z, soient continues, mais aussi que I’étendue des oc(gTzk)

soit contrainte entre une valeur positive ¢ et une valeur (possiblement) finie u.
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Deville et Sarndal (1992) posaient comme condition que «(0) = o'(0) = 1. Puisqu’ils ne
s’intéressaient pas a des échantillons avec non-réponse (ou a des bases de sondage incorrectes), g'z,

devait converger vers 0 et a.(g'z,) vers 1 quand la taille d’échantillon (prévue) devenait arbitrairement

grande. Cependant, lorsqu’on ajuste les poids de sondage pour corriger la non-réponse, poser que ¢ > 1
est une stratégie plus raisonnable afin que la probabilité de réponse estimée implicite ne soit pas
supérieure a 1.

Tandis que la définition originale de la pondération par calage donnée dans Deville et Sarndal (1992)
comprenait la minimisation des écarts dans R entre les w, et d,, mesurés par une certaine fonction de

perte, des formulations ultérieures (par exemple, Estevao et Sarndal 2000) ont éliminé la fonction de perte
de la définition. Forcer w, et d, & étre proches a peu de sens quand la pondération par calage est utilisée
pour corriger la non-réponse totale, puisque si une unité k échantillonnée a une probabilité relativement
faible de réponse, I’écart entre w, et d, doit étre relativement grand.

Au lieu de supposer un modéle de réponse ayant une forme fonctionnelle particuliére, une autre
justification de I’utilisation de la pondération par calage comme moyen d’éliminer le biais de non-réponse
totale consiste a émettre I’hypothese d’un modele de prediction dans lequel la variable étudiée y, est elle-
méme une variable aléatoire telle que E(y,|z,) = z,p pour un B inconnu, que I'unité k soit

échantillonnée ou non ou qu’elle réponde ou non quand elle est échantillonnée. Kott (2006) et d’autres ont
observe que I’estimateur pondére par calage de T, = 2, y, sera quasi sans biais sous le modele de

prédiction quand le calage est effectué sur la population (quand 6 = 0 dans I’équation (2.2)), et sous la

combinaison du modéle de prédiction et du mécanisme de sélection de I’échantillon original quand le
calage est effectué sur I’échantillon original (quand 6 = 1).

La propriété faisant qu’un estimateur pondéré par calage est dans un certain sens quasi sans biais
qguand un modéle hypothétique de réponse ou un modele hypothétique de prédiction est vérifié a été
appelée « double protection contre le biais de non-réponse » par Kim et Park (2006). Elle est appelée
« double robustesse » dans la littérature biostatistique (Bang et Robins 2005) et attribuée a Robins,
Rotnitzky et Zhao (1994), qui ont traité la non-réponse partielle plutdt que totale.

On suppose souvent que la distribution de y, [z, sous le modéle de prédiction est la méme pour les

membres de la population échantillonnés et non échantillonnés. Autrement dit, le mécanisme
d’échantillonnage est considéré comme étant ignorable. En outre, on suppose souvent que la distribution
de y, |z, est la méme qu’un membre de la population réponde ou non quand il est échantillonné,

c’est-a-dire que le mécanisme de réponse est également considéré comme étant ignorable (Little et Rubin
2002). Ici, nous faisons des hypotheses analogues plus faibles sous le modele de prédiction, nommément
que E(y, |z,) ne dépend pas du fait que I’unité k est échantillonnée ou non ou qu’elle répond ou non

guand elle est échantillonnée. Disons que les mécanismes d’échantillonnage et de réponse sont considérés
comme étant « ignorable au premier moment ».

2.2 Variables instrumentales

Deville (2000) a observé que I’on peut utiliser le calage avec des variables instrumentales pour corriger
le biais de non-réponse possible en émettant I’hypothése d’un modéle de réponse qui dépend de x,,
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4 l+exp(y'x,)/u
T 1 k
= = , 2.4
P = Lt ) = ) (24)
mais en ajustant les équations de calage avec z, :
ZRszk = szka(ngk)zk =0- G)ZU z, + ezsdkzk, (2.5)

ou le g satisfaisant I’équation (2.5) avec 6 = 0 ou 1 est un estimateur convergent du vecteur de
parametres inconnus y dans I’équation (2.4). Certaines conditions faibles sont nécessaires ici. Les

conditions qui suivent sont suffisantes: N 3. d,a(y"x,)z, estun estimateur convergent et borné
pour N [L-0X,z, +0X.dz,], a(d) est partout deux fois dérivable, et N> d, o' (¢) z, X,
est toujours inversible et borné quand I’échantillon devient arbitrairement grand.

Soit R, =1 quand k € R, 0 autrement. Il n’est pas difficile de montrer que

g—y = —(stkRka'(Ck)zkxl)_1{zsdkRka(yTxk)zk —[(l—e)zuzk +Ozsdkzk]}

—(N ’lzsdkRka'(Ck)zkxI)_l{N’lzsdkRka(yTxk)zk -N"* [(1—6)ZU zZ, +stdkzk]}

pour un certain ¢, compris entre g'x, et y'x,, comme l’ont démontré Kott et Liao (2012) quand
X, = Z,.
Deville note également que les composantes de x, peuvent étre des variables étudiees dont les valeurs

ne sont connues que pour les répondants. Chang et Kott (2008) ont étendu la notion de la pondération par
calage afin de permettre que la dimension du vecteur z, soit plus grande que celle du vecteur x,. Nous

ne traiterons ni I’une ni I’autre possibilité dans les sections qui suivent.

Kim et Shao (2013), en traitant la non-réponse non ignorable, désignent par « variables
instrumentales » les composantes de z, qui ne sont pas entierement des fonctions des composantes de

x,. Pour limiter toute confusion future, nous utiliserons donc le terme « variables du modéle » pour
désigner les composantes de x, .

3 Estimation de la variance de ’estimateur par calage en une étape

A la présente section, nous posons que

t, = ZRkak = Zdea(ngk)yk

est I’estimateur pondéré par calage de T,, ol w, = d,a(g'x,) quand k € R est le poids de calage, et
w, est défini de fagon commode comme étant égal a 0 quand k ¢ R. La fonction d’ajustement des poids
o () est définie implicitement par I’équation (2.4), et g est de nouveau choisi de facon que I’équation de
calage (2.5) soit vérifiée pour 6 = 0 ou 1.
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Nous proposons I’estimateur suivant de la variance de t, :

Vi) - Y (1_ nkni][dk (82D + e ][0, (6270 + a e, )]+ 3, (of - o)e?, (31)

Ty keR
ol m, est la probabilite de sélection conjointe de k et j sous le plan d’échantillonnage original,

me =7 =1/d,,m, =al(g'x,) quand k € R et 0 autrement,
b = [szka,(ngk)XkZI]dszka'(ngk)Xkyk’ (3.2)

et e, =y, —z;b. Nous montrerons que v (t,) dans I"équation (3.1) peut étre quasi sans biais dans un

certain sens si soit un modele de réponse (section 3.1) soit un modele de prédiction est vérifié
(section 3.2).

L’estimateur de variance dans I’équation (5.2) de Kott (2006) est identique a v (t,) dans I’équation

(3.1) quand 6 = 0. L’estimateur de variance dans Kim et Haziza (2014) est également similaire. Leur
modele de prédiction est plus général que le modéle de prédiction linéaire considéré ici.
Cet estimateur de variance v (t,) présuppose que le plan d’échantillonnage original est tel que chaque

élément ne peut étre tiré qu’une seule fois. A la section 3.1, nous voyons que, quand les probabilités de
réponse sont indépendantes (Poisson), alors sous des hypotheses faibles, v (t,) est un estimateur quasi

sans biais de I’erreur quadratique moyenne de t, sous le quasi-plan d’échantillonnage, que le modéle de
prédiction, E(y, |x, ,z,) = z.P, soit vérifié ou non.

A la section 3.2, nous montrons que v(t,) est un estimateur quasi sans biais pour le modele de
prédiction combiné a la variance sous le plan d’échantillonnage original de t, en tant qu’estimateur de
T,, que le modele de réponse donné par I’équation (2.4) soit verifié ou non. Donc, v (t,) peut étre appelé

un « estimateur simultané des variances ».

3.1 Estimation de la variance sous le modéle de réponse

Pour simplifier I’exposé, nous supposerons que le modele de réponse donné par I’équation (2.4) avec
une borne supérieure u finie est vérifié. Les conditions suffisantes pour que v (t,) soit un estimateur

guasi sans biais de I’erreur quadratique moyenne de t, (en vertu desquelles le biais converge vers 0 quand

la taille de I’échantillon devient arbitrairement grande) sont

g > B, >0 (3.3)

N
Tij

—]{ < B, < oo pour chaque K, (3.4)

Ty

< B, <o ol esty; outoute composante de x; ou z;, tandis que r = 1 ou 2, (3.5)

>
N
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et N*X.d.a'(g'x,)z.x, estde plein rang et est bornée en probabilité quand la taille de I’échantillon
devient arbitrairement grande.

En vertu de cela, de o' (¢) = (1 — a(d)/u)exp(¢)/[(1 + exp(¢)/u)] étant bornée quand u est finie,
et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz ((Za,b,)’ < ¥a?Xb?), il n’est pas difficile de voir non
seulement que g est un estimateur convergent de vy, mais aussi que b dans I’équation (3.2) (qui peut étre
rendue sous la forme b = [N 3, d,a'(g"x,)x,zf | N3, d,o'(g"x,)x,y,) posséde une limite en
probabilité, que nous appellerons b”, que le modéle de prédiction soit vérifié ou non. En outre, b — b”
ainsi que g — y sont O, (1/~/n).

Observons que

(t, -T,)/N = 6(>  dyzgb” = > zb")/N
+|:Zdoch e, — Zdocyx :]/N
+ [Zdea v Xk)ek - uek:l/N'

ol e, =y, —z,b". L’insertion de a'() dans le « coefficient de régression » b nous permet d’ignorer
la contribution du deuxiéme terme de cette somme, Q = X, d, [a(g'x,) — a(y'x,)]e; /N, & I’erreur
quadratigue moyenne sous le quasi-plan d’échantillonnage. 1l en est ainsi parce que
>.d. o' (y'x,)x,e, =0 est vraie par définition, ce qui implique que X.d,o'(y'x,)x,e, est
0, (1/+/n) sous nos hypothéses. En outre, puisque o (g'x,) — a(y"x,) = a’(c,) (g — 7)" x, est aussi
0,(1/vn), Q=(g-7v) Xyda'(c,)x,e; est O, (1/n), qui est asymptotiquement ignorable par
rapport aux deux composantes O, (1/+/n) de (t, = T,)/N.

La contribution de Q étant éliminée, un estimateur sans biais idéalisé, mais incalculable, de I’erreur
gquadratique moyenne sous le quasi-plan d’échantillonnage de t, est donné par

s j[d (6z]b" + & )][d, (02'b" + )]+ Z[ :Jz(l_pk)’ 55

keR k

W)= 31"

k,jeS

ou le premier terme du deuxiéme membre estime I’erreur quadratique moyenne avant la non-réponse (s’il
y en a une) et le deuxieéme terme estime la variance ajoutée par la non-réponse.

Un estimateur quasi sans biais idéalisé de I’erreur quadratique moyenne de rechange, plus prées d’étre
calculable, est donné par

Vi, (L) = Z (1_“Tt’fj]{dk(ezlb*+I:ke;ﬂ{d [ez b +p—’e ]:|+ > d, ( j L-p), 37

ol de nouveau R, =1 quand k € R,0 autrement. Puisque les (R, /p,)e, sont indépendants sous le

modéle de réponse et sont de moyenne e, et de variance (e:/pk)2 P 1= o),
E[(R./P.)e (R;/p;)e;] =ece] quand k # j. Par contre, I"expression qui suit est vérifiée quand
k=j:
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(1- nk)EdeF;ke:) } =(1- Tck)|:(dke:)2 "‘(d;ekj P (1- pk):|

N P
_(1_Tck)(dkek) +( 0 j P (1 py) dk(pj P (1= py).

k k

La premiére sommation dans le deuxieme membre de I’équation (3.7) contient des termes ol k # | et
des termes ou k = |, les derniers faisant que la deuxieme sommation dans (3.7) différe de la deuxiéeme

sommation dans le deuxiéme membre de I’équation (3.6). Notons que I’espérance sous le modéle de
reponse de 2. d, (e;/pk)2 (1 - py) dans la deuxiéme sommation dans le deuxieme membre de (3.7) est

* 2
2 dy (ek/pk) P (L= Py)-
Enfin, v, (t,) peut étre remplacé par I’estimateur v (t,) asymptotiquement identique, mais
calculable, dans I’équation (3.1) puisque X, (1 - =, m; /m,;) est borne pour tout k sous les hypothéses

(3.3) et (3.4), ce qui permet de substituer e, et o, a e, et 1/p, inconnus, respectivement (parce que
e, — & eta, —1/p, sont O, (1/+/n) pour tout k).

3.2 Estimation de la variance sous le modele de prédiction

Les choses sont un peu plus simples quand nous supposons qu’un modele de prédiction est vérifié mais
que le modeéle de réponse de I’équation (2.4) ne I’est pas nécessairement. Supposons que
E(y, x,,z,) = z,B, peu importe que I"unité k soit échantillonnée ou non ou qu’elle réponde ou non

quand elle est échantillonnée, et que les ¢, =y, —z, B sont des variables aléatoires non corrélées de
variance égale & o’ =z,n, ol n ne nécessite pas d’autres spécifications que le fait d’avoir des

composantes finies.
L’erreur quadratique moyenne de t, en tant qu’estimateur de T, sous le modele de prédiction est

égale a la somme de la variance de prédiction de t, en tant qu’estimateur de T,,2, (W —w, )o? (voir,

par exemple, Kott 2009, page 69), et du carré du biais, (X x,p— X, xIB)2 , ce dernier étant égal & zéro
quand 6 =0. La variance combinée de t, en tant qu’estimateur de T, sous le modéle de prédiction et le

plan d’échantillonnage original est donnée par
Ve =6Var, (D x;B)+E, [ZS(Wf —wk)csﬂ,

ou I’indice inférieur D indique que I’opération (variance ou espérance) est effectuée par rapport au plan
d’échantillonnage original. Rappelons que w, =0 pour k # R.

Pour voir que v(t,) dans I’équation (3.1) donne un estimateur quasi sans biais de V., observons

d’abord que

e =Y, —zb=¢, —z, I:N ’12Rdja'(ngj)ij§:|fl N’lZRdja'(ngj)xjsj.
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Soit §,=1 quand k=] et O autrement. Parce que les &  ne sont pas corrélés, et que
E(e?) =0, =zn, il est maintenant facile de montrer que E(ekej)zékjcﬁ +0(1/n) pour presque
chaque paire K, j sous le modele de prédiction quand N X, d.a'(g"x, )z, x| converge vers une
matrice inversible, et que les hypothéses (3.3), (3.4), et

N
DV
j=1

N

< B, < 0ol v, désigne toute composante de x; ouz;, etr =1,2, 3ou4d, (3.8)

sont vérifiées. Observons que le changement provenant des hypothéses dans (3.5) a (3.8) fait que le biais
relatif de v (t,) est un estimateur de V (ou X, (w7 —w,)c? quand 6 =0)O(1/n) plutdt que O(1/+/n).

4 Pondération par calage en deux étapes

4.1 Pondération par calage en deux étapes

En pratique, les composantes de x, sont souvent des identificateurs d’appartenance a un groupe de
type 0/1, et les groupes sont mutuellement exclusifs et exhaustifs. Dans cette situation, g'x, ne peut
prendre que P valeurs. Presque toute fonction d’ajustement des poids, a(ngk), donnera des résultats
équivalents. La fonction linéaire, oc(ngk) =1+g'x,, de Lundstrém et Sarndal (1999) en est un
exemple.

Une fonction d’ajustement des poids d’usage répandu qui, parfois, ne peut pas étre utilisée (noter le
mot « presque » en italiques dans le paragraphe précédent) est o.(g"x, ) = 1+ exp(g'x, ), qui suppose
que la réponse est une fonction logistique de x,. Le probléme est que cette fonction d’ajustement des
poids ne peut pas retourner des valeurs plus petites que I’unité. Nous avons mentionné a la section
précédente que, parfois, on peut avoir besoin que o, soit plus petit que 1. Une routine qui essaie d’utiliser

a(g'x,) =1+exp(g'x,) etdajuster les équations de calage échouera.

Cela peut poser probléme en particulier quand on émet I’hypothése d’un modele de réponse logistique
et que I’on essaie de le caler sur la population en une seule étape. Il pourrait exister une composante de
z,, disons z,,, qui est toujours non négative, mais I’échantillon original et I’ensemble de réponses sont

tels que >,d,z,, > 2, z,, méme si 2. d,z,, ne peut pas excéder > d,z,,. Donc, le calage sur la
population échouera toujours, parce qu’aucun o, ne peut étre plus petit que 1.
Le calage sur I’échantillon original, par contre, ne doit pas échouer, puisque>, d,z,, < 2. d,z,,.

Cela suggere que I’on effectue d’abord le calage sur I’échantillon original, ce qui élimine le biais de
réponse si le modéle hypothétique de réponse est vérifié, puis sur la population, ce qui élimine le biais de
réponse si le modele de prédiction est vérifié. Estevao et Sarndal (2002) discutent de divers moyens de
procéder au calage par étapes, mais nous nous concentrons sur une seule méthode ici.

Un deuxieme avantage de la pondération par calage en deux étapes tient au fait qu’elle peut étre
réalisée méme si les variables de calage utilisées aux deux étapes sont les mémes ou sont un

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2015 183

sous-ensemble de celles utilisées dans la méthode en une seule étape. Cela se produit quand le modéle de
réponse est Vérifié et que le modele de prédiction linéaire n’est qu’approximativement vrai. Une certaine
version ou estimation « optimale » peut alors étre utilisée a la deuxiéme étape de pondération par calage
pour accroitre I’efficacité. Rao (1994) a introduit la notion d’estimateur par la régression optimal. Il a été
mis sous forme de pondération par calage et discuté plus en détail dans Bankier (2002) et dans Kott (2009,
section 4.2). Des renseignements détaillés sur la fagon dont cela peut étre fait sont fournis aux sections 4.2
et 5.

4.2 Estimation et estimation de la variance sous calage en deux étapes

A la présente sous-section, nous commencons par décrire un estimateur par calage en deux étapes
assez géneral d’un total, puis nous abordons I’estimation de sa variance. La premiére étape de pondération
par calage, qui est effectuée sur I’échantillon original, emploie x, comme vecteur des variables du

modéle de reponse et z, comme vecteur de calage. Chacun posséde P, composantes. La fonction
d’ajustement des poids est de la forme décrite & I’équation (2.4) ou g, remplace maintenant g. L’équation
de calage est Y, d,a(g]x,, )z, = X d.z,,.

La deuxiéme étape de la pondération par calage, qui est effectuée sur la population, emploie x,, et
z,,, chacun ayant P, composantes. Le biais de non-réponse sous le modéle de réponse est éliminé a la
premiére étape. Comme fonction d’ajustement des poids pour la deuxiéme étape, nous proposons d’utiliser

_ 0, +exp(g;x,)
1+ exp(g;x,)/uy

ou I’on peut fixer u, > ¢, >0 presque a sa guise (mais voir plus bas). Le deuxiéme membre de
I’équation (4.1) peut varier sur les unités k (et peut donc dépendre de d, et a,), pourtant

h, (gZXZk) (4.1)

h, (0 = h; (0) = 1, ce qui la rend asymptotiquement indistinguable de la fonction linéaire : 1 + gJx,, .
Pour simplifier, nous désignerons h, (g;x,,) et h; (gix,, ), parh, et h;, respectivement. Du point de

vue d’un quasi-plan d’échantillonnage, les deux fonctions sont asymptotiquement identiques a I’unité. La
deuxiéme équation de calage est X, d,h, (27X, )Zy = 2y Z, COmme cette équation doit étre
vérifiee, il existe des limites aux choix disponibles pour u, et 7, dans I’équation (4.1).

Un bon estimateur simultané des variances pour t, = X, w,y, = X, d,a(g/x,)h, (g;x,)y, est

(comme nous le verrons)

T,
v(t,) = kz El -k ’J[dk (zIkb1 + akhkelk)][dj (zL-bl + ocjhjelj)]

IEA 4.2)

+de (hkzai - hkak)elzk’

keR
ou
, 1 ,
€ = Yy — 2y (2 0o hix, 2y ) X djashix, ), (4.3)
’ -1 [

b, = (stfafxllef) stfafhfxlerf’ (4.4)
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et
€ = €y — X-lrkbl' (4.5)

Soit maintenant x, le vecteur composé des composantes non en double de x,, et x,,, et definissons z,

de maniére analogue. Les conditions suffisantes pour que (4.2) soit un estimateur simultané des variances
comprennent les composantes correspondantes de I’équation (4.1) selon que le modéle de réponse de
I’équation (2.4) est Vérifié avec x, remplacant x, ou que le modéle de prédiction est

E(y, x,,z,) = zB,, que l'unitt k soit ou non échantillonnée ou réponde ou non si elle est
échantillonnée, et les €, =y, — z, B, sont des variables aléatoires non corrélées de variances égales a
G5 = ZyM,, OU M, ne doit pas étre spécifié outre le fait que ses composantes doivent étre finies.
Maintenant, N * ¥ d, a'(g] x,, )z, x,, ainsique N"3.d.h! (gx,,)z,Xx}, sontconsidérées comme
étant de plein rang et bornées quand la taille de I’échantillon devient arbitrairement grande.

L’estimateur de variance donné par I’équation (4.2) est presque le méme que I’estimateur donné en
(3.1) : x, aété remplacé par x,, et z,, par z,,, tandis que h,e,, se substitue & y, (nous parlerons sous

peu d’une petite différence). Observons que e,, est effectivement une expression du « résidu » de la

deuxiéme étape de pondération par calage. Ce résidu est multiplié par la fonction d’ajustement des poids
h,, qui est asymptotiquement égale a I'unité dans la perspective fondée sur le quasi-plan

d’échantillonnage et a une constante du point de vue du modéle de prédiction. Le produit est alors utilisé
pour créer le « coefficient de régression » de la premiére étape b, dans I’équation (4.4) et ses « résidus »

connexes e,, dans I’équation (4.5). Nous effectuons la régression de la deuxiéme étape pour commencer,
parceque t, =T, =2, WY, — 2, Y, = 2g W8y — 2y €y

C’est pour estimer le modéle de prédiction de t, en tant qu’estimateur de T, > (W —w,) o2, que
la derniere apparition de h, dans le deuxiéme membre de I’équation (4.2) n’est pas élevee au carre,
comme elle le serait si h.e,, se substituait a y, partout. Du point de vue d’un quasi-plan, h, est

asymptotiquement identique a I’unité, de sorte que, qu’elle soit élevée au carré ou non ne fait
asymptotiquement aucune différence.

Notons que les h} ont été insérées dans I’équation (4.3) pour la méme raison que o’ a été inséré dans
b dans I’équation (3.1). Cependant, comme les h; sont asymptotiquement égales a I’unité, elles ne sont

pas vraiment nécessaires (et ne remplissent aucune fonction du point de vue d’un modele de prédiction).
Un argument similaire s’applique aux h, dans I’équation (4.4) : elles sont asymptotiquement égales a

I’unité du point de vue du quasi-plan d’échantillonnage (et font partie d’une estimation de 0 du point de
vue du modéle de prédiction).

5 Quelques simulations

Comme dans Kaott et Liao (2012), nous avons créé une population synthétique, U, d’hépitaux a partir
du fichier de données a grande diffusion DAWN de 2008. Apres avoir créé U, nous avons tiré
indépendamment 3 600 échantillons aléatoires simples stratifiés de taille 400 de U en utilisant les
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définitions des strates du fichier de données a grande diffusion. Ces définitions incorporent I’information
sur I’emplacement et la propriété de I’hopital (publique ou privée) qui n’est pas fournie directement dans
le fichier.

Nous avons fixé les tailles des échantillons de strate de fagon qu’elles soient approximativement
proportionnelles a une mesure de taille g,, mais jamais inférieures a quatre. Pour g, , nous avons utilise
le nombre annuel de visites au service d’urgence associées a la consommation de drogues, qui était
toujours positif. Dans le fichier DAWN, une variable de taille est en fait associée a chaque hépital figurant
dans la base de sondage, a savoir le nombre de visites au service d’urgence durant une année antérieure
selon I’American Hospital Association. Malheureusement, cette variable n’était pas incluse dans le fichier
de données a grande diffusion. Dans nos simulations, les poids de sondage variaient entre 4,375 et 48, ce
qui nous a permis de traiter les facteurs de correction pour population finie comme étant ignorables dans
I’estimation de la variance.

Comme dans notre article original, nous avons généré un échantillon de répondants R pour chaque
échantillon simulé selon un tirage de Bernoulli a partir de la fonction logistique :

p, = (1+exp(3,735-0,4log(q,))) ", (5.1)
Nous avons également créé des échantillons de répondants de rechange en utilisant
p, = (1+exp(0,597 — 0,005¢%2))™". (5.2)

Les modéles de réponse ont tous deux produit des taux de réponse globaux non pondérés d’environ
54 %, ce qui est similaire a la situation réelle du fichier DAWN, ou la réponse prend aussi la forme d’une
fonction légerement croissante de la variable de taille. Notons que o, = 1/ p, est borné méme si ni I’une

ni I’autre probabilité ne peut &tre exprimée par I’équation (2.4) avec une borne supérieure u finie.

Comme dans I’étude précédente, nous nous sommes concentrés sur I’estimation des totaux de
population pour trois variables étudiées. Les nombres annuels de visites au service d’urgence liées a la
consommation de drogues avec réaction pharmaceutique indésirable et de celles résultant en un décés ont
été extraits du fichier de données a grande diffusion. Puisque ces variables étaient approximativement
linéaires en notre mesure de taille, la troisiéme variable « étudiée » a été construite artificiellement. Il
s’agissait de la mesure de taille (nombre de visites annuelles au service d’urgence liées a la consommation
de drogues) élevée a la puissance 1,3.

Nous avons étudié huit estimateurs et estimations de leur variance. Les résultats sont résumés au

tableau 5.1. Les deux premiers comportaient le calage sur I’échantillon original seulement (équation (2.5)
avec 6 = 1), en supposant que la réponse était de forme logistique en le logarithme de la mesure de taille.

Nous avons employé I’équation (2.3) avec x, = (1 log(q,))’ . Le premier estimateur utilisait
z, = (1 log(q,))" comme vecteur de calage, tandis que le deuxiéme utilisait z, = (1 q,)" , qui était

davantage en harmonie avec un modéle de prédiction raisonnable, du moins pour les réactions indésirables
et les déces.

Nos troisieme et quatrieme estimateurs comportaient le calage sur I’échantillon et sur la population en
une seule étape (équation (2.5) avec 0 = 1, puis 6 = 0) en utilisant x, = z, = (1 log(q,)q,)’ . s
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étaient congus pour étre quasiment sans biais si le modéle de réponse logistique en (1 log (qk))T ou le
modgle de prédiction linéaire en (1 g, )" étaient vérifiés.

Tableau 5.1
Sommaire de I’exercice de simulation (tous les résultats sont exprimés en pourcentage %)

Estimateur t, t, t, t, ts te t, g
Calage sur I"échantillon
Variables du modéle de réponse : x,, (L log(g,))" (@ log(q,)" @ log(q,)q,)" - @ log(q)" @ log(q,) (@ log(q, )" (1 log(q,))"
Variables de calage : z, (@ log(a)" (g)" (@ log(g)a,) - @ log(a,)) @€a) (2 log(g))’ @g)
Calage sur la population
Variables du modeéle de réponse : x,, - - - @ log(g,)q,)" @ log(a)q,)" @ log(a)a)" f, (@ log(g)a)" f, (@ log(g,)a,)"
Variables de calage : z, - - - (@ log(g)a,)" (L log(a)g)" (@ log(a,)a,)" (& log(g)q)" @ log(q,)a,)’
Réponse vraie : p, = 1/{1 + exp[3,735 + 0,4 log (q, )]}
Réactions indésirables
Biais relatif de t, -0,07 0,06 -0,11 -0,13 -0,02 -0,07 0,10 0,09
REQM relative de t, 4,97 3,98 4,01 2,45 2,51 2,57 2,40 2,39
Biais relatif de V(ty) 8,60 12,59 12,52 6,24 6,76 6,16 6,76 6,48
Décés
Biais relatif de t, -0,17 0,06 -0,20 -0,26 -0,20 -0,30 0,04 -0,07
REQM relative de ty 11,75 11,39 11,56 11,07 11,28 11,36 10,91 10,91
Biais relatif de V(ty) -1,34 -0,48 -0,90 -0,76 -1,00 -0,60 -0,12 -0,28
(Taille)*®
Biais relatif de t, -0,16 -0,05 0,08 0,09 0,04 0,06 -0,02 0,01
REQM relative de t, 6,92 5,07 5,06 0,95 1,05 1,12 0,89 0,89
Biais relatif de V(ty) 10,01 18,49 17,47 -2,26 -3,41 -3,32 0,51 -2,12
Réponse vraie : p, = 1/{1 + exp[0,597 + 0,005 q;*]}
Réactions indésirables
Biais relatif de t, 2,87 -0,26 0,08 0,04 0,48 0,53 0,15 0,07
REQM relative de t, 5,90 3,97 4,00 2,35 2,43 2,45 2,33 2,35
Biais relatif de V(ty) -18,22 11,63 11,95 9,90 8,82 7,35 7,19 6,67
Décés
Biais relatif de t, 1,24 -1,88 0,47 0,36 1,03 1,20 -0,58 -0,67
REQM relative de t, 11,42 11,01 11,41 10,95 11,18 11,26 10,69 10,72
Biais relatif de V(ty) 5,30 3,00 6,27 6,24 5,65 5,06 6,21 5,90
(Taille)**
Biais relatif de t, 517 1,05 -0,07 -0,05 -0,31 -0,36 0,01 0,08
REQM relative de t, 9,11 5,31 5,05 0,85 0,97 1,01 0,80 0,82
Biais relatif de V(ty) -26,83 11,70 17,09 8,23 0,29 -3,98 517 2,90

f=deoy —1=(d,/p)-1

Il n’est pas surprenant de constater que I’erreur quadratique moyenne relative (empirique) du
quatriéme estimateur est toujours plus faible que celle du troisieme. La raison en est assez évidente si I’on
examine I’équation (3.1) et que I’on considére la conséquence du fait que 6 est égal a 0 (calage sur la
population) plut6t qu’a 1 (calage sur I’échantillon).
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Les cinguiéme a huitieme estimateurs ont été calés en deux étapes. Pour les cinquieme et septiéme
estimateurs, on a employé la pondération par calage utilisée pour le premier estimateur a la premiere
étape, tandis que pour les sixieme et huitieme, on a employé la pondération par calage du deuxieme
estimateur. Pour les cinquiéme et sixiéme estimateurs, on a utilisé z,, = x,, = (1 log(g,)q,)" ala
deuxieme étape, tandis que les septieme et huitieme étaient quasi pseudo-optimaux (Kott 2011) en
utilisant z,, = (1 log(q,)q,)’ et x, = (d,a, —1)z, & la deuxiéme étape. Pour les quatre
estimateurs, on a employé les fonctions d’ajustement des poids individuels suivantes :

1 T
h, (g;XZk) = + [1 - JeXp gzxz{
a KO 1—
d.o,

Comme I’a montré Kott (2011), ces h, (g;x2k) sont asymptotiquement identiques & la fonction
d’ajustement des poids, 1+ gJx,,, quand gix, = O, (1/~/n), mais empéchent tout poids w, de
devenir inférieur a I’unité. Chacune est une version de I’équation (4.1) avec ¢, =1/(d,a,),c =1, et
u = oo,

Comme le taux de non-réponse n’était pas élevé, nous n’avons pas eu de probleme a calculer les
troisieme et quatriéme estimateurs quel qu’était I’échantillon de répondants simulés utilisé. L’erreur
guadratiqgue moyenne relative du quatriéme estimateur était systématiquement Iégerement plus grande que
celle des septieme et huitieme estimateurs, dans lesquels était incorporé un calage quasi pseudo-optimal a
la deuxieme étape. Curieusement, cela n’était pas le cas pour la comparaison du quatriéme estimateur aux
cinquieme et sixiéme estimateurs qui, bien que comprenant les deux étapes, n’intégraient pas le calage
quasi pseudo-optimal.

Il convient de souligner que, méme si le deuxiéme estimateur possédait systématiquement une plus
petite erreur quadratique moyenne relative que le premier, du fait qu’il était davantage en harmonie avec
un modgle de prédiction raisonnable (méme pour q°, la variable étudiée paraissait plus prés d’étre
linéaire en g, qu’en log(q,)), les autres paires analogues (cinquiéme c. sixiéme et septiéme c. huitiéme)

ne présentaient aucun schéma évident de supériorité. Cela tient au fait que ce sont les résidus de la
deuxiéme étape qui sont effectivement modélisés dans I’équation (4.4) et non les valeurs de y.

La production de la non-réponse au moyen de I’équation (5.2) plutdt que (5.1) ne semble pas avoir
beaucoup d’effet sur les résultats, sauf en ce qui concerne les biais relatifs du premier estimateur. Tant
pour les réactions indésirables que pour la (taille)*®, le biais relatif de cet estimateur est supérieur a
40 % de I’erreur quadratiqgue moyenne relative. Il en est vraisemblablement ainsi parce que les deux
modeéles qui pouvaient étre utilisés pour justifier cet estimateur (la réponse est logistique en le logarithme
de la mesure de taille et la variable étudiée est linéaire en le logarithme de la mesure de taille) n’ont pas

tenu. Il n’est donc pas étonnant, puisque le biais relatif représente une telle part de I’erreur quadratique
moyenne relative dans ces deux situations, que Vv(t,) sous-estime fortement I’erreur quadratique

moyenne. Nulle part ailleurs le biais relatif de v (t,) n’est supérieur a 15 %.

Il semble que méme notre variable artificielle, (taille)"*, s’approchait suffisamment de la linéarité en
la mesure de taille pour que le biais ne soit jamais un probléme pour tout autre estimateur que le premier.
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Le premier estimateur lui-méme avait un biais relatif négligeable quand la réponse était un modeéle
logistique du logarithme de la mesure de taille, comme on le suppose.

6 Conclusion

A la section 4, nous avons mentionné deux raisons de préférer la pondération par calage en deux
étapes : rendre I’ajustement implicite d’un modele de réponse logistique plus facile et intégrer le calage
presque quasi-optimal. Un avantage secondaire du calage en deux étapes est une estimation plus efficace
du modéle de réponse a la premiére étape, puisque aucune erreur d’échantillonnage ne fausse I’estimation.
Cette propriété est utile si I’on veut analyser les causes de la non-réponse totale en tant que fin en soi.

Nous concédons, cependant, que la réduction de I’erreur quadratique moyenne en utilisant les deux
étapes était modeste dans nos expériences par simulation a la section 5. En outre, nous ne pouvons nier
I’attrait pratique de la simplicité du calage en une seule étape.

Lorsqu’on utilise la pondération par calage pour corriger la non-réponse quand les réponses ne
manguent pas au hasard comme il est décrit dans Chang et Kott (2008) et dans Kott et Chang (2010), des
gains d’efficacité vraisemblablement importants découlent d’une deuxiéme étape ou n’interviennent que
des variables de calage et des fonctions des variables de calage comme variables du modéle.

Quand les facteurs de correction pour population finie peuvent étre ignorés, le rééchantillonnage offre
une approche beaucoup plus simple d’estimation de la variance que I’équation (3.7), méme si I’on peut
laisser tomber la deuxiéme sommation dans le deuxieme membre dans cette situation. Une autre option
intéressante est la version « contractée » de I’équation (4.2) qui ignore I’effet de la premiere étape de
calage :

keR

v(t,)= >, [1—

T
K,jes Ty

][Wkezk]l:wjezj:l + zdk (hkzoci - hkak)egk'

Cet estimateur estime manifestement la variance du modéle de prédiction si ce modele est vérifié. Une
version de cet estimateur — avec la deuxiéme sommation supprimée — a donné de bons résultats dans nos
expériences par simulation (résultats non présentés). Une certaine prudence est de rigueur avant de tirer
une conclusion trop catégorique de ce résultat, puisque le modéle linéaire n’était jamais trés loin d’étre
vérifié dans nos investigations.

Enfin, un certain nombre d’hypothéses ont été faites pour simplifier I’exposé. Le lecteur que cela
intéresse peut étendre les résultats & une d, non bornée ou a des fonctions d’ajustement des poids plus
générales et qui ne sont pas nécessairement bornées, ou permettre que les erreurs du modele de prédiction
soient corrélées a I’intérieur des unités primaires d’échantillonnage. Quand N augmente plus rapidement
gue n, I’hypothése selon laquelle o2 = z;n peut parfois étre abandonnée. Voir, par exemple, Kott

(2009, page 69).
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La pertinence du suivi dans la collecte des données pour le
systeme d’assurance de la qualité du Recensement de la
population et du logement du Portugal

Paula Vicente, Elizabeth Reis et Alvaro Rosa’

Résumé

La mise en ceuvre des opérations du Recensement de la population et du logement du Portugal est gérée par une
structure hiérarchique dans laquelle Statistique Portugal se situe au sommet et les institutions gouvernementales
locales, a la base. Quand le recensement a lieu, tous les 10 ans, Statistique Portugal demande aux
administrations locales de collaborer avec lui a I’exécution et a la surveillance des opérations sur le terrain au
niveau local. A I’étape de 1’essai pilote du Recensement de 2011, on a demandé aux administrations locales une
collaboration supplémentaire, a savoir répondre a un sondage sur la perception du risque, qui avait pour objectif
de recueillir des renseignements en vue de concevoir un instrument d’assurance de la qualité pour surveiller les
opérations du recensement. Le taux de réponse espéré au sondage était de 100 %, mais a 1’échéance de la
collecte des données, prés du quart des administrations locales n’avaient pas répondu et il a donc été décidé de
procéder a un suivi par la poste. Dans le présent article, nous examinons si nous aurions pu tirer les mémes
conclusions sans le suivi qu’avec celui-ci, et nous évaluons son influence sur la conception de I’instrument
d’assurance de la qualité. La comparaison des réponses pour un ensemble de variables de perception a révélé
que les réponses des administrations locales avant ou apres le suivi ne différaient pas. Cependant, la
configuration de I’instrument d’assurance de la qualité a changé lorsque 1’on a inclus les réponses au suivi.

Mots-clés : Assurance de la qualité; sondages auprés des administrations locales; suivis; carte d’alerte.

1 Introduction

Le dernier Recensement de la population et du logement du Portugal a eu lieu en mars 2011. Il
s’agissait d’une opération statistique coliteuse et de grande envergure comportant des prises de contact en
personne, porte a porte, pour la distribution et la collecte des questionnaires imprimés partout dans le pays.
La tache principale de toute opération de recensement est de dénombrer tous les habitants et de déterminer
ou ils vivent, sans omettre personne (Waite 2007). Cependant, le bon accomplissement d’une telle tache
peut étre compromis par divers facteurs, notamment la performance des ressources humaines
participantes, le degré de coopération des citoyens, et les caractéristiques particuliéres des régions et des
populations qui sont dénombrées. Des données fiables ne peuvent étre obtenues qu’au moyen de processus
valables et rigoureux, raison pour laquelle le recensement s’appuie sur un systéme d’assurance de la
qualité (AQ) complet qui est congu et mis en ceuvre tout au long des opérations de recensement
proprement dites (Wroth-Smith, Abbott, Compton et Benton 2011).

Avant 2011, le systétme d’AQ des opérations de recensement s’appuyait sur des procédures nationales
normalisées, c’est-a-dire des normes, des indicateurs, des processus et des sous-processus définis au
niveau national, si bien que toutes les régions utilisaient les mémes activités d’AQ pour les besoins de la
surveillance. Bien que le Portugal soit un petit pays, il présente une grande diversit¢ géographique et
démographique caractérisée par des régions fortement urbanisées ainsi que des régions rurales, des régions
a trés forte densité de population ainsi que des villages quasiment abandonnés et déserts, de méme que des

1. Paula Vicente, Elizabeth Reis et Alvaro Rosa, Instituto Universitario de Lisboa (ISCTE-IUL), Business Research Unit (BRU-IUL), Lisbonne,
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régions habitées principalement par des personnes agées et d’autres, par des personnes beaucoup plus
jeunes. Cette diversité est susceptible d’avoir une incidence sur la mise en ceuvre d’un recensement, car
les problémes, les difficultés et le risque d’échec ne sont pas uniformes, mais varient plutoét en fonction
des caractéristiques particuliéres de la population et des régions ou le recensement est effectué¢. Compte
tenu de cette situation, une nouvelle perspective a été adoptée pour le Recensement de 2011 : le systéme
d’AQ a été remanié afin de 1’adapter aux caractéristiques locales particulieres des régions géographiques
et des populations (Statistics Portugal 2007). Ce changement a rendu nécessaire I’établissement de la carte
des risques d’échec sur le territoire du Portugal, ce qui a mené a 1’élaboration d’une carte d’alerte (Map of
Alert) (Statistics Portugal 2010).

Le Portugal est subdivisé administrativement en 303 municipalités englobant 4 260 freguesias
(administrations locales). (La freguesia est la plus petite région administrative/gouvernementale au
Portugal. Chaque municipalité comprend un ensemble de freguesias. La freguesia est 1’équivalent d’une
paroisse civile.) Cette organisation sert de base a la mise en ceuvre des opérations du recensement : la
freguesia est le niveau le plus bas de la hiérarchie de coordination des opérations; au-dessus d’elle vient la
coordination municipale, puis la coordination régionale et, enfin, la coordination nationale au sommet. Le
Bureau du recensement de Statistique Portugal est chargé de la coordination stratégique et nationale des
opérations complétes. Statistique Portugal nomme des délégués régionaux chargés de la coordination
régionale; les présidents des municipalités sont responsables de la coordination municipale, et enfin, les
présidents des junta de freguesia (PJF). Les PJF sont chargés de la coordination au niveau de la freguesia
(le junta de freguesia est 1’organe directeur de chaque freguesia et est administré par le président du junta
de freguesia).

La carte d’alerte est une carte détaillée du territoire portugais au niveau des freguesias, dans laquelle
un code de couleur est attribué a chaque freguesia pour indiquer le risque potentiel d’échec des opérations
de recensement : rouge (risque élevé), orange (risque moyen) et vert (risque faible). Par risque d’échec,
nous entendons d’éventuels problémes de couverture, c’est-a-dire omettre de dénombrer certaines
personnes ou en dénombrer d’autres en double. Dresser la carte des 4 260 freguesias en fonction de leur
risque d’échec devrait permettre aux coordonnateurs municipaux de savoir d’avance quelles freguesias
nécessiteront des activités d’AQ particuliéres afin de soutenir efficacement les opérations sur le terrain.
Cela permettrait de cibler les ressources sur les freguesias que 1’on sait poser un risque élevé d’échec des
opérations. Donc, les freguesias vertes ou oranges pourraient étre traitées en appliquant les procédures
d’AQ standard, tandis que des procédures spéciales seraient congues et mises en ceuvre pour répondre aux
caractéristiques locales particuli¢res des freguesias rouges. Ces procédures spéciales pourraient inclure
I’affectation d’agents recenseurs plus chevronnés aux régions les plus difficiles, le contréle plus régulier
du travail des agents recenseurs, ou la vérification du travail d’une proportion d’agents recenseurs
supérieure aux 5 % habituels.

L’information sur les caractéristiques des populations, des logements et des régions susceptibles de
causer des difficultés de couverture pour le recensement (par exemple, ’existence de sans-logis, de
personnes appartenant a des groupes minoritaires ou de régions comptant de nombreux logements
inoccupés (Groves 1989, page 137, Groves et Couper 1998, page 176)) était nécessaire pour dresser la
carte d’alerte. Ce genre d’information aurait pu étre tirée des données du Recensement de 2001, mais
comme celles-ci risquaient d’étre dépassées, on a décidé de recueillir I’information requise au moyen d’un
sondage expédié par la poste a tous les PJF. Il était essentiel d’obtenir la coopération de chacun des
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4 260 PJF afin d’étre certains que chaque freguesia soit classée selon un niveau de risque dans la carte
d’alerte.

Le questionnaire du sondage sur la perception du risque a été envoyé au début d’octobre 2010.
L’échéance pour la collecte des données établie a I’interne par 1’équipe de recherche était le milieu de
décembre 2010, mais comme les répondants ont tendance a remettre a plus tard la réponse aux sondages
par la poste, on leur a demandé de retourner le questionnaire diiment rempli dans le mois suivant sa
réception. Plus de la moitié des freguesias (58 %) 1’ont fait dans ce délai; apres cette période, les réponses
ont continué d’arriver, mais & un rythme plus lent. A I’échéance, 77 % des freguesias avaient retourné le
questionnaire, mais le nombre de questionnaires arrivant a la fin avait baissé fortement. Malgré le bon
taux de réponse (Dillman, Smyth et Christian 2009), I’objectif visant a obtenir les données aupres de
toutes les freguesias était loin d’étre atteint. Terminer la collecte des données a la mi-décembre aurait
signifi¢ qu’un niveau de risque ne serait pas attribué a prés du quart des freguesias, réduisant ainsi
considérablement 1’efficacité de la carte d’alerte en tant qu’instrument d’assurance de la qualité. Un envoi
par la poste de suivi a donc été adressé aux freguesias non répondantes le 16 décembre. En plus
d’accroitre la taille de 1’échantillon, on espérait améliorer la qualité de I’information pour la conception de
la carte d’alerte. En fait, on craignait que les non-répondants soient des freguesias dont les caractéristiques
posaient probléme pour le recensement, de sorte que I’ampleur réelle du code rouge serait sous-
représentée dans la carte. Il est bien connu que la demande de renseignements personnels ou délicats dans
les questionnaires augmente le risque de non-réponse (par exemple, Groves, Fowler Jr, Couper,
Lepkowski, Singer et Tourangeau 2004, page 224) et, méme si les renseignements demandés dans le
sondage sur la perception du risque n’étaient pas de nature personnelle (c’est-a-dire concernant le PJF lui-
méme), ils communiquaient des informations que les PJF pourraient hésiter a partager. Ceux-ci pourraient
juger les questions sur I’existence de sans-logis, de zones sans éclairage public, ou de chaussées non
revétues de tarmacadam dans les régions qu’ils gouvernent comme exagérément délicates, et donc
entrainer leur non-participation au sondage. L’envoi par la poste de suivi avait aussi pour objectif de
réduire au minimum 1’effet de la non-réponse sur la classification des freguesias selon le niveau de risque.

La carte d’alerte a été utilisée pour la premiére fois dans le cadre du Recensement de la population et
du logement du Portugal de 2011, mais Statistique Portugal a I’intention de I’adopter comme instrument
d’AQ permanent pour les futures opérations de recensement. L’étude décrite dans le présent article
examine I’effet du suivi sur le taux de réponse et les résultats du sondage sur la perception du risque, et
évalue la mesure dans laquelle les réponses au suivi ont modifié¢ la configuration de la carte d’alerte,
c’est-a-dire la classification selon le niveau de risque.

La méthode est présentée a la section 2. Les résultats sont donnés a la section 3. Enfin, une discussion
est fournie a la section 4.

2 Méthode

Le sondage sur la perception du risque a eu lieu a 1’étape de ’essai pilote du Recensement de la
population et du logement du Portugal de 2011 (I’essai pilote, qui était la derniere étape préparatoire du
Recensement de 2011, s’est déroulé pendant presque 1’entiéreté de 2010). L’objectif était de recueillir des
renseignements sur les caractéristiques particulieres des freguesias susceptibles d’entraver le
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dénombrement exhaustif et exact des personnes et des logements. Le sondage avait pour population cible
les freguesias du Portugal (N =4 260). Les présidents des juntas de freguesia ont été choisis comme
répondants, parce qu’ils sont en contact étroit avec la population et ont une connaissance approfondie des
problémes de la région qu’ils gouvernent.

Le questionnaire comprenait deux modules de questions (le questionnaire est présenté a la figure A.1
de I’annexe). Le premier module contenait les questions sur I’age du répondant, son niveau d’études, la
durée de I’occupation du poste de président du junta de freguesia, et la fréquence d’utilisation d’un
ordinateur et d’Internet, ainsi que I’identification de la freguesia et de la municipalité. Le deuxiéme
module comprenait des questions sur les caractéristiques des freguesias susceptibles d’avoir une incidence
sur la mise en ceuvre du recensement. Ce module comprenait quatre sections. La premiere section
contenait un ensemble de six questions sur les caractéristiques de la population de la freguesia. Les
répondants devaient se servir d’une échelle de cinq points variant de « peu » a « beaucoup » pour répondre
a chacune des six questions. La deuxiéme section contenait un ensemble de six questions sur les
caractéristiques des immeubles et des régions de la freguesia. De nouveau, une échelle de cing points
variant de « peu » a « beaucoup » devait étre utilisée pour répondre a chacune des questions. La section
suivante contenait deux questions sur le recrutement des agents recenseurs auxquelles il fallait répondre en
se servant d’une échelle de cinq points variant de « difficile » a « facile ». Le questionnaire se terminait
par une question sur la perception globale de la mise en ceuvre du Recensement de 2011 dans la freguesia.

Statistique Portugal posséde une liste a jour des adresses postales de tous les Juntas de Freguesia qui a
été utilisée comme base de sondage. Le premier envoi par la poste a été adressé aux 4 260 PJF, de sorte
que le sondage sur la perception du risque était davantage un recensement qu’un sondage. L’envoi par la
poste comprenait un questionnaire, une enveloppe affranchie pour le retour du questionnaire et une lettre
d’introduction. La lettre et le questionnaire étaient imprimés sur du papier a I’en-téte du Recensement de
2011 et de Statistique Portugal, responsable de la mise en ceuvre et de la coordination du sondage. Puisque
la réponse au sondage n’était pas obligatoire, ’importance de celui-ci a été soulignée dans la lettre
d’invitation dans le but d’améliorer le taux de coopération (par exemple, Porter 2004, Dillman et coll.
2009) : la lettre expliquait que le sondage concernait les opérations du Recensement de 2011 et que les
réponses des PJF étaient indispensables a la qualité de ces opérations au niveau tant local que national. En
outre, I’importance de la réponse était mise en relief par le fait que la demande venait de Statistique
Portugal.

A toutes les freguesias qui n’avaient pas retourné le questionnaire le 15 décembre 2010, on a adressé
un envoi par la poste de suivi contenant un deuxiéme exemplaire du questionnaire, une lettre
d’introduction insistant sur I’importance de la réponse et une enveloppe affranchie pour le retour du
questionnaire. La collecte des données a pris fin a la mi-février 2011.

3 Reésultats

Pour les besoins de 1’analyse, nous considérons deux « groupes » de réponses : le groupe initial et le
groupe final. Le groupe initial englobe les freguesias qui ont retourné le questionnaire avant la date du
suivi; le groupe final comprend toutes les freguesias qui ont répondu au sondage, ¢’est-a-dire le groupe
initial plus les freguesias qui ont retourné le questionnaire aprés le suivi. Les deux groupes ne sont pas
mutuellement exclusifs.
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L’analyse débute par une description des résultats de 1I’envoi par la poste. Nous examinons les taux de
réponse (global et par région) et la répartition géographique des freguesias auxquelles a pu étre attribué un
niveau de risque (dans la version initiale ainsi que dans la version finale de la carte d’alerte). Pour les
analyses par région, nous utilisons la classification NUTS II du territoire du Portugal, qui comporte six
régions : le Nord, le Centre, Lisbonne, I’ Alentejo, 1’ Algarve et I’Archipel de Madére et des Agores. A la
deuxiéme étape, une analyse en composantes principales des réponses des PJF est réalisée dans le but de
réduire la dimensionnalité des données et de déterminer les dimensions latentes du risque. Cette analyse
est effectuée pour les deux groupes de réponses. Enfin, nous évaluons la classification des freguesias selon
le niveau de risque dans la carte d’alerte initiale ainsi que dans la carte finale. Les freguesias qui n’ont pas
répondu au sondage sur la perception du risque (appelées non-répondants) sont décrites en fonction de leur
répartition géographique.

3.1 Analyse des taux de reponse

La figure 3.1 donne la répartition des nombres de questionnaires recus par jour sur I’ensemble de la
période de collecte (du 10 octobre 2010 quand les premiers questionnaires ont été recus jusqu’a 1’échéance
finale du 16 février 2011). On observe deux pics de réponses, le premier environ un mois apres le premier
envoi par la poste et le deuxieme, quelques jours aprés 1’envoi par la poste de suivi. Presque aucun
questionnaire n’était re¢u au moment de 1’envoi par la poste de suivi, ce qui porte a croire qu’aucun autre
questionnaire n’aurait été recu sans le deuxiéme envoi par la poste.

400

300

200 Suivi

100

D’un total de 4 260 questionnaires expédiés lors du premier envoi postal, 2 457 ont été retournés
diiment remplis dans le délai recommandé (un mois), 816 ont été regus apres cette période, mais avant
I’envoi par la poste de suivi, et 609 ont été retournés diment remplis aprés la date de suivi. Des
4 260 freguesias, 378 n’ont pas répondu. Cette absence de réponse a été considérée comme un refus,
puisqu’il est peu probable que ces questionnaires n’aient pas été livrés, car une liste d’adresses mise a jour
a été utilisée pour I’expédition par la poste. Le taux de réponse global au sondage, calculé en pourcentage
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de freguesias qui ont répondu au questionnaire sur le nombre total de freguesias dans la population, était
de 91,1 % (tableau 3.1).

Tableau 3.1
Résultats de I’envoi des questionnaires par la poste

N %
Freguesias ayant retourné le questionnaire dans le mois suivant I’envoi 2 457 57,7
Freguesias ayant retourné le questionnaire aprés un mois et avant 1’envoi par la poste de suivi 816 19,2
Freguesias ayant retourné le questionnaire aprés 1’envoi par la poste de suivi 609 14,3
Freguesias n’ayant pas retourné le questionnaire 378 8,9
Questionnaires envoyés 4260 100,0
Total des freguesias ayant retourné le questionnaire 3882 91,1

Le tableau 3.2 donne le taux de réponse par région pour le groupe initial et le groupe final. Le taux de
réponse a 1’envoi par la poste initial variait de 71 % dans le Nord a 88,1 % dans I’Algarve; le taux de
réponse final variait de 87,3 % dans le Nord a 96,4 % dans 1’Algarve. L’envoi par la poste de suivi a
permis un accroissement du taux de réponse global ainsi que du taux de réponse dans chaque région, mais
il a été plus efficace dans le Nord que dans les autres régions. La participation au sondage a augmenté de
16,3 % dans le Nord, comparativement a environ 6 % dans la région de I’Archipel de Madere et des

Acores.

Tableau 3.2

Taux de réponse par région selon le groupe de réponses (%o)

Région Initial Final
Nord 71,0 87,3
Centre 79,3 91,4
Lisbonne 84,3 95,3
Alentejo 83,1 96,0
Algarve 88,1 96,4
Archipel de Madére et des Agores 86,7 93,3

Global 76,8 91,1

Le tableau 3.3 donne la répartition géographique des freguesias auxquelles un niveau de risque a été
attribué dans la carte d’alerte initiale et dans la carte d’alerte finale. Plus de 40 % des freguesias sont
situées dans le Nord et environ 26 % sont situées dans le Centre. Si ’on compare la répartition finale a
celle de toutes les freguesias dans la population, les différences les plus importantes s’observent pour les
régions de Lisbonne (13,1 % c. 7,0 %, ce qui signifie que la région de Lisbonne est surreprésentée dans la
carte d’alerte) et le Centre (26,1 % c. 30,6 %, ce qui signifie que la région du Centre est sous-représentée
dans la carte d’alerte). La répartition géographique des freguesias auxquelles un niveau de risque a été
attribué dans la carte finale est trés semblable a celle de la carte initiale.

Pour ce qui est des freguesias non répondantes, plus de la moitié sont situées dans le Nord et environ
une sur quatre est située dans le Centre. Les autres régions comptent moins de 10 % de freguesias
auxquelles aucun niveau de risque n’a été attribué. Ce schéma s’observe pour le groupe initial ainsi que le
groupe final.
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Tableau 3.3
Répartition géographique des freguesias auxquelles un niveau de risque est attribué et des non-répondants
dans la carte d’alerte, selon le groupe de réponses et les freguesias dans la population (%6)

Freguesias auxquelles un . .
Région nivea?J de risque%st attribué Non-répondants Population
Initial Final Initial Final
Nord 44,0 46,1 59,5 63,2 46,6
Centre 26,7 26,1 23,1 23,8 30,6
Lisbonne 13,7 13,1 8,4 6,1 7,0
Alentejo 7,7 75 52 2,6 8,9
Algarve 2,3 2,1 1,0 0,9 2,0
Archipel de Madére et des Agores 5,6 5,1 2,8 3,4 4,9
N= 32641 3 8731 987 378 4260

T Un niveau de risque n’a pas pu étre attribué a neuf freguesias du groupe initial parce qu’il n’y avait pas de réponse a la
question sur I’identification de la freguesia.

3.2 Analyse des réponses des PJF

Afin de simplifier la structure des données d’enquéte et de cerner les dimensions possibles du risque
associé aux opérations de recensement, on a procédé a deux analyses en composantes principales (ACP).
L’une de ces ACP portait sur les cinq questions au sujet des caractéristiques des PJF (age, niveau d’études,
durée de I’occupation du poste de président du junta de freguesia, fréquence de I’utilisation d’un
ordinateur et fréquence de 1’utilisation d’Internet), et I’autre ACP portait sur les questions avec échelle de
Likert au sujet des caractéristiques des freguesias et du recrutement des agents recenseurs (sections 1 a 3
du questionnaire). Une valeur propre plus grande que un a été choisie comme critére pour extraire les
composantes. Le tableau 3.4 donne le nombre de composantes principales (CP) et le pourcentage de la
variance totale qu’elles expliquent en se basant sur une rotation varimax. Les deux ACP ont été exécutées
sur le groupe initial et sur le groupe final de freguesias.

Les résultats révélent que les réponses obtenues aupres des freguesias initiales ont la méme structure,
en ce qui a trait aux dimensions latentes du risque, que les réponses du groupe final de freguesias.
L’indicateur d’adéquation de 1’échantillon pour I’ACP sur les -caractéristiques des PJF était
raisonnablement bon (KMO > 0,6) dans les ensembles de données sur les freguesias initial ainsi que final.
Dans les deux ensembles de données, 1’analyse a donné lieu a I’extraction de deux composantes
principales représentant environ 77 % de la variance des données. Les CP ont ét¢ nommées : CP, —
Compétences des PJF et CPg — Expérience des PJF.

Tableau 3.4
Caractéristiques des analyses en composantes principales selon le groupe de réponses
Caractéristique analysée Initial Final
ACP sur les caractéristiques des PJF
Mesure de Kaiser-Meyer-Olkin de 1’adéquation de 1I’échantillon 0,687 0,685
CP extraites 2 2
Variance expliquée 77,3 % 77,2 %
ACP sur les caractéristiques des freguesias
Mesure de Kaiser-Meyer-Olkin de 1’adéquation de 1’échantillon 0,693 0,696
CP extraites 5 5
Variance expliquée 61,4 % 61,3 %
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L’indicateur d’adéquation de 1’échantillon pour ’ACP sur les questions avec échelle de Likert était
également raisonnablement bon (KMO > 0,6) pour les deux ensembles de données. Tant dans I’ensemble
de données initial que dans 1’ensemble de données final, cinq CP ont été extraites, représentant pres de
61 % de la variance des données, a savoir : CP; — Population difficile a joindre, CP, — Agents recenseurs
possédant les compétences appropriées et disponibles pour travailler au recensement, CP; — Population
agée, CP, — Régions désertes et CPs — Régions a taux élevé de logements habitables vacants.

En ce qui concerne ’opinion globale quant a la difficult¢é de mise en ceuvre des opérations du
Recensement de 2011 (question de la section 4 du questionnaire), la réponse de preés des deux tiers des
répondants était supérieure au point médian de 1’échelle dans les deux groupes de réponses. Pour le groupe
initial, 67,8 % des répondants ont choisi le niveau « 4 » ou « 5 » sur 1’échelle de réponse comparativement
a 67,5 % pour le groupe final (tableau 3.5).

Tableau 3.5
Opinion globale au sujet du recensement selon le groupe de réponses (%)

Initial Final
1 — « difficile » 1,7 1,7
2 3,8 3,8
3 26,7 27,0
4 38,4 37,9
5 — « facile » 29,4 29,6

3.3 Classification du niveau de risque des freguesias

Les sept dimensions du risque dégagées des deux ACP ont ensuite été utilisées comme entrée dans un
modele de mélange fini et soumises a une classification automatique pour produire une segmentation des
freguesias (les détails et les données de sortie de cette analyse ne sont pas présentés, mais peuvent étre
consultés sur ISCTE-IUL (2011)). La segmentation est effectuée pour les groupes initial et final de
freguesias. Le résultat de la segmentation est présenté dans la carte d’alerte dans laquelle les freguesias
sont représentées en rouge, en orange ou en vert (la carte d’alerte finale est présentée a la figure A.2 en
annexe. Les taches noires représentent les freguesias auxquelles aucun niveau de risque n’a été attribué en
raison de la non-réponse). Le tableau 3.6 résume la classification des niveaux de risque des freguesias
dans les versions initiale et finale de la carte.

Tableau 3.6
Classification des niveaux de risque dans la carte d’alerte selon le groupe de réponses (%)
Initial Final A%
Niveau de risque (n=3264) (n=3873)
Risque ¢€levé (rouge) 6,4 3,7 —-422
Risque moyen (orange) 53,3 33,9 -36,4
Risque faible (vert) 40,3 62,4 +54,8
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Dans la carte d’alerte initiale, la couleur dominante est 1’orange (53,3 % des freguesias sont évaluées
comme présentant un risque moyen). La part de freguesias a risque élevé n’est que de 6,4 %. Dans la carte
finale, le vert prédomine (62,4 % des freguesias sont classées comme présentant un faible risque) et moins
de 4 % de freguesias regoivent le code de couleur rouge. L’ajout des réponses de suivi aux réponses
initiales a donné lieu a une modification de la configuration de la carte d’alerte, surtout une augmentation
du pourcentage de freguesias considérées comme présentant un risque faible (+ 54,8 %).

Nous avons ensuite analysé la fagon dont les réponses de suivi ont modifié la classification des niveaux
de risque des freguesias initiales. Les réponses des 3 264 freguesias initiales ont permis d’attribuer un
code de couleur a chacune d’elles et d’établir la version initiale de la carte d’alerte. Aprés avoir intégré les
réponses des freguesias de suivi, la carte d’alerte a été remaniée : non seulement il était possible
d’attribuer un code de couleur a un plus grand nombre de freguesias, mais la couleur attribuée au départ
aux freguesias initiales changeait aussi dans certains cas. Des 3 264 freguesias initiales, environ 50 % ont
recu une couleur différente dans la carte d’alerte finale. La figure 3.2 donne les changements globaux de la
classification des niveaux de risque des freguesias initiales apres ’intégration des réponses des freguesias

de suivi.

100 %~ 22 1,5
32,9

37,1

50 Yo = 36,6 —_— —_— —
60,8 65,5
30,7
0% Rouge initial Orange _initial Vert_initial
m Rouge final Orange_final Vert_final

(Base : n=3 264)

Figure 3.2 Classification des niveaux de risque dans la carte d’alerte finale selon la classification des niveaux
de risque dans la carte d’alerte initiale

Les freguesias qui avaient recu le code de couleur vert au départ (vert initial) avaient tendance a
demeurer vertes (vert_final) aprés la prise en compte des réponses au suivi (65,5 %). Seulement 32,9 %
des freguesias colorées en vert au départ sont passées a 1’alerte orange (orange final), et 1,5 % sont
passées a I’alerte rouge (rouge final). Quant aux freguesias qui au départ avaient regu la couleur orange
(orange initial), les réponses au suivi ont entrainé le passage de 60,8 % d’entre elles & la couleur verte
(vert_final); seulement 37,1 % sont demeurées orange (orange final) et une minorité de 2,2 % sont
passées a I’alerte rouge (rouge final). Le changement le plus important causé par les réponses au suivi
s’observe pour le groupe de freguesias ayant regu la couleur rouge : seulement 32,7 % des freguesias
rouges initiales (rouge initial) sont demeurées dans la catégorie a risque élevé (rouge final), et la majorité
sont passées a I’orange (36,6 %) ou au vert (30,7 %).
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Enfin, nous avons analysé la classification des niveaux de risque par région, et comparé les cartes
initiale et finale (tableau 3.7).

Tableau 3.7

Classification des niveaux de risque par région selon le groupe de réponses (%)

Région Niveau de risque Initial Final A%

Nord Risque élevé 4,2 0,8 -81,0
Risque moyen 52,7 46,1 -12,5
Faible risque 43,1 53,1 +23,2

Centre Risque élevé 3,7 0,3 -91,9
Risque moyen 54,8 18,6 -66,1
Faible risque 41,5 81,2 +95,7

Lisbonne Risque ¢élevé 19,1 20,3 +6,3
Risque moyen 45,3 24,1 —46,8
Faible risque 35,6 55,6 +56,2

Alentejo Risque élevé 4,0 1,0 -75,0
Risque moyen 65,9 5,0 -92.4
Faible risque 30,1 94,0 +212,3

Algarve Risque ¢élevé 17,0 29,8 +75.3
Risque moyen 434 38,1 -12,2
Faible risque 39,6 32,1 -18,9

Archipel de Madére et des Agores Risque élevé 5,2 1,5 -71,2
Risque moyen 56,0 60,9 +8,8
Faible risque 38,8 37,6 -3,1

Lisbonne et I’ Algarve sont les régions présentant le pourcentage le plus élevé de freguesias codées en
rouge (19,1 % et 17,0 %, respectivement). Cette tendance s’observe dans la carte d’alerte initiale ainsi que
finale. Les réponses au suivi ont entrainé une réduction du pourcentage de freguesias codées en rouge
dans toutes les régions, sauf celles de Lisbonne et de 1’Algarve pour lesquelles la carte d’alerte finale
présente des pourcentages plus élevés de freguesias en rouge que la carte initiale. En ce qui concerne le
pourcentage de freguesias a risque faible, les réponses au suivi ont causé une augmentation dans toutes les
régions, sauf 1’Algarve et I’Archipel de Madére et des Agores dans lesquelles une diminution a été
constatée. En outre, le pourcentage de freguesias oranges a diminué dans toutes les régions apres 1’ajout
des réponses au suivi, sauf pour 1’Archipel de Madére et des Agores.

4 Discussion

Les résultats présentés plus haut montrent clairement que 1’envoi par la poste de suivi a été utile et a eu
un effet positif sur le taux de réponse au sondage sur la perception du risque, ainsi que sur la conception
de la carte d’alerte.

Bien qu’il ait été impossible d’atteindre le taux de réponse cible de 100 % au sondage sur la perception
du risque, le taux de réponse élevé — 91,1 % — n’a pu étre obtenu que grace a I’envoi par la poste de suivi.
Le taux de réponse variait selon la région, mais le suivi a permis de I’accroitre dans chacune d’elles. Le
Nord affichait le taux de réponse le plus faible pour le groupe initial — 71 % — ainsi qu’apres le suivi —
87,3 %. Plusieurs facteurs pourraient étre a I’origine de ce résultat. Premiérement, les PJF du Nord
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demeurent en fonction plus longtemps que partout ailleurs dans le pays. La durée moyenne de
I’occupation du poste de PJF est de 8,6 années dans le Nord alors que la moyenne nationale est de
7,8 années. En outre, tandis que le 90° centile de la distribution de la « durée de la période en tant que
président » est de 20 ans dans le Nord, il ne dépasse pas 17 ans dans les autres régions. Cela signifie que
les PJF en fonction dans le Nord ont plus d’expérience de gouvernance et sont probablement capables de
mieux évaluer I’effet des caractéristiques particuliéres de leur freguesia sur le recensement. Il se pourrait
que ces PJF aient eu le sentiment que leur freguesia ne poserait pas de problémes pour le recensement et
n’ont donc pas pris la peine de répondre au questionnaire. Un autre fait qui pourrait avoir joué un role
dans le taux de réponse plus faible dans le Nord est que le principal parti de I’opposition est celui qui a
recueilli le plus grand nombre de votes dans le Nord lors de la derniére €lection parlementaire, de sorte
que le manque de coopération des PJF pourrait avoir ét¢ une forme de censure a I’encontre du
gouvernement central, parce qu’ils savaient que le sondage avait été demandé par le bureau officiel de la
statistique du pays. Enfin, le Nord est la région comptant le plus grand nombre de freguesias, prés de
2 000, ce qui rend ’obtention d’un taux de réponse de 100 % plus difficile que dans les régions plus
petites, comme 1’ Algarve, qui compte moins de 90 freguesias.

Les réponses au suivi ont entrainé des changements de la classification des niveaux de risque des
freguesias. Contrairement aux premieres attentes, le scénario de codes de couleur de la carte d’alerte finale
ne posait pas davantage probléme que celui de la carte initiale. Non seulement le pourcentage de
freguesias avec un code d’alerte rouge était plus faible dans la carte finale, mais le pourcentage de
freguesias ayant un code vert avait augmenté. Par conséquent, en plus d’accroitre le nombre de freguesias
auxquelles était attribué un niveau de risque sur la carte (pour passer de 3 264 a 3 873 freguesias), ’envoi
par la poste de suivi a permis de « corriger » la classification de certaines freguesias, a savoir celles
classées au départ comme présentant un risque élevé, qui pour la plupart ont été recodées en orange ou en
vert apres avoir tenu compte de I’ensemble de données incluant les réponses au suivi.

Ces résultats montrent qu’il est important que les administrations locales s’investissent davantage et
participent activement aux futures éditions du sondage. La stratégie de prise de contact adoptée pour le
sondage sur la perception du risque comprenait I’envoi et le retour du questionnaire par la poste, mais
d’autres approches pourraient étre envisagées dans 1’avenir, notamment 1’ajout d’autres modes de collecte,
comme Internet. En outre, les stratégies de prise de contact pourraient étre personnalisées en fonction des
caractéristiques particuliéres des régions. Comme le Nord affichait le taux de réponse le plus faible, une
stratégie comportant un plus grand nombre de prises de contact de suivi (par la poste, par téléphone ou par
courriel) pourrait étre adoptée dans cette région, et une stratégie de contact et de re-contact moins
agressive pourrait étre appliquée dans les autres régions. Enfin, il convient de souligner que la carte
administrative du Portugal a changé en 2013 et que le nombre total de freguesias est maintenant réduit a
environ 3 000. Ce nouveau format d’organisation aura certainement un effet favorable sur le prochain
sondage sur la perception du risque, puisque le plus petit nombre de PJF simplifiera la mise en ceuvre de la
stratégie de prise de contact et facilitera 1’interrogation exhaustive de toutes les freguesias.
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Annexe

/| sy om e CENSO5'=20l11
Sondage sur la perception du risque

Questionnaire a I’intention des présidents des juntas de freguesia utilisé pour I’essai pilote du
Recensement de 2011

IDENTIFICATION

Freguesia :

Municipalité :

Nom : Age:

Niveau d’études :

Inférieur au niveau de base D Niveau de base (9 années obligatoires) D Secondairen Université D

Depuis combien de temps étes-vous président de ce junta de freguesia? : années

Fréquence de I’utilisation d’un ordinateur : Rarement D Plusieurs fois par jour D Plusieurs fois par semaine D Tous les jours D

Fréquence de I’utilisation d’Internet : Rarement D Plusieurs fois par jour D Plusieurs fois par semaine D Tous les jours D

PERCEPTION AU SUJET DES CARACTERISTIQUES DE LA FREGUESIA

Servez-vous de I’échelle de 1 a 5 pour répondre aux questions qui suivent concernant la freguesia. Marquez d’un X le chiffre
correspondant a votre choix.

1 POPULATION

1. Existence de personnes agées (age > 65 ans) Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
2. Existence de personnes analphabeétes (ne sachant

pas lire ou écrire) Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
3. Existence de personnes vivant dans des quartiers a

logements sociaux Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
4. Existence d’émigrants Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
5. Existence d’immigrants Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
6. Existence de sans- logls Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
2 LOGEMENTS ET REGIONS
1. Existence de régions a prédominance de

copropriétés protégées Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
2. Existence de régions a prédominance de résidences

secondaires ou d’été Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
3. Existence de régions a prédominance de batiments

résidentiels construits récemment Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
4. Existence de régions d’acces difficile (p. ex., pas de

routes revétues de tarmacadam, par d’éclairage, ...) Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
5. Existence de régions a logements dispersés Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup
6. Existence de régions principalement dortoirs Peu 1 2 3 4 5 Beaucoup

3 RESSOURCES HUMAINES

1. Dans quelle mesure sera-t-il difficile de recruter des

agents recenseurs ayant les compétences voulues? Difficile 1 2 3 4 5 Facile
2. Dans quelle mesure sera-t-il difficile de recruter des
agents recenseurs ayant du temps disponible? Difficile 1 2 3 4 5 Facile

4 OPINION GENERALE AU SUJET DU RECENSEMENT

Dans quelle mesure sera-t-il difficile de mettre en ceuvre
le Recensement de 2011 dans la freguesia? Difficile 1 2 3 4 5 Facile

Figure A.1 Questionnaire sur la perception du risque
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Mesure de I’emploi temporaire. Les données d’enquéte ou de
registre disent-elles la vérité ?

Dimitris Pavlopoulos et Jeroen K. Vermunt!

Résumé

L’une des principales variables de I’Enquéte sur la population active des Pays-Bas est celle indiquant si un
enquété posséde un emploi permanent ou temporaire. Le but de notre étude est de déterminer I’erreur de
mesure de cette variable en appariant I’information tirée de la partie longitudinale de cette enquéte a des
données de registre uniques provenant de I’organisme de gestion des assurances sociales pour salariés des
Pays-Bas (UVW). Contrairement aux approches antérieures visant a comparer des ensembles de données de ce
genre, nous tenons compte du fait que les données de registre contiennent aussi des erreurs et que I’erreur de
mesure qu’elles présentent est vraisemblablement corrélée dans le temps. Plus précisément, nous proposons
d’estimer I’erreur de mesure dans ces deux sources en utilisant un modele de Markov caché étendu au moyen
de deux indicateurs observés du type de contrat d’emploi. Selon nos résultats, aucune des deux sources ne doit
étre considérée comme étant exempte d’erreur. Pour les deux indicateurs, nous constatons que les travailleurs
titulaires d’un contrat d’emploi temporaire sont souvent classés incorrectement comme ayant un contrat
d’emploi permanent. En particulier, dans le cas des données de registre, nous observons que les erreurs de
mesure sont fortement autocorrélées, car les erreurs commises a une période ont tendance a se répéter. En
revanche, lorsque I’enregistrement est correct, la probabilité qu’une erreur soit commise a la période suivante
est presque nulle. Enfin, nous constatons que les contrats d’emploi temporaire sont plus répandus que ne le
laisse supposer I’Enquéte sur la population active, tandis que les taux de transition entre les contrats d’emploi
temporaire et permanent sont nettement moins élevés que ne le suggérent les deux ensembles de données.

Mots-clés : Contrats d’emploi temporaire; erreur de mesure; modele de Markov caché; données de registre.

1 Introduction

La question de I’emploi temporaire occupe une place de plus en plus importante dans le débat
économique et politique. Les contrats d’emploi temporaire permettent aux employeurs de contourner les
réglements stricts en matiére d’embauche et de licenciement (Bentolila et Bertola 1990; Booth 1997;
Cahuc et Postel-Vinay 2002) et parfois méme les réglements concernant la rigidité des salaires
(OECD 2002). Surtout durant les récessions économiques, les employeurs recourent aux contrats d’emploi
temporaire pour ajuster leur effectif en fonction des fluctuations de la demande de produits.

Les Pays-Bas font figure de pionniers en matiere de souplesse d’emploi depuis le début des
années 1990. La souplesse contractuelle est une caractéristique importante du marché du travail
néerlandais. L’emploi temporaire a augmenté fortement, pour passer de 5,9 % en 1991 a 17,1 % en 2010
(OECD 2012), tandis que la contribution de la croissance de I’emploi temporaire a la croissance de
I’emploi total a été de 9,9 points de pourcentage de 1990 a 2000 (OECD 2002). Les employeurs adoptent
habituellement une stratégie d’effectif a « capacité minimale » (Sels et Van Hootegem 2001), qui consiste
a offrir des contrats permanents a leurs travailleurs « de base » et des contrats temporaires aux autres
travailleurs afin de pouvoir ajuster leur effectif en période de ralentissement économique.

Jusque récemment, les statistiques sur les contrats d’emploi temporaire aux Pays-Bas reposaient
exclusivement sur des données d’enquétes auprés des ménages et d’enquétes sur la population active, mais
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il existe aujourd’hui des données de registre de haute qualité qui peuvent compléter les données d’enquéte,
voire les remplacer. La premiere comparaison des deux sources de données a révélé certains chiffres
gravement divergents quant a la taille de I’emploi temporaire. En 2009, la part de tous les types de
contrats d’emploi temporaire était de 15,4 % selon I’Enquéte sur la population active (EPA), tandis qu’elle
était de 23,6 % selon les données du « Polisadministratie » (PA), qui sont des données de registre fournies
par I’organisme de gestion des assurances sociales pour salariés (UWV) (Hilbers, Houwing et
Kosters 2011). Comme la taille de I’emploi temporaire est un élément trés important a prendre en
considération dans I’élaboration des politiques relatives au marché du travail, Statistics Netherlands a
entrepris de résoudre les divergences entre les deux sources de données. Une analyse plus approfondie des
données ne s’est pas avérée tres prometteuse. Les résultats préliminaires indiquent que 15,6 % des
personnes titulaires d’un contrat d’emploi permanent selon I’EPA semblent posséder un contrat d’emploi
temporaire selon le PA, tandis que 18,3 % des personnes titulaires d’un contrat d’emploi temporaire d’une
durée inférieure a un an selon I’EPA semblent posséder un contrat d’emploi permanent selon le PA
(Mars 2011). Bien qu’une part des incohérences puisse étre expliquée par les définitions un peu
différentes de I’emploi temporaire dans les deux sources de données, de grands écarts persistent méme
quand on utilise un échantillon apparié et que I’on sélectionne les cas pour lesquels il n’existe pas de
différence de définition.

Comme le laissent entendre des études antérieures, I’erreur de mesure peut expliquer les incohérences
constatées entre les données d’enquéte et les données de registre. Dans le cas des données d’enquéte,
I’erreur de mesure est reconnue comme étant une source importante de biais (Rodgers, Brown et Duncan
1993; Pischke 1995; Bollinger 1996; Rendtel, Langeheine et Berntsen 1998; Bound, Brown et
Mathiowetz 2001; Biemer 2011). L’erreur de mesure relative au type de contrat d’emploi n’a fait I’objet
d’aucune étude jusqu’a présent, mais des travaux de recherche sur d’autres caractéristiques du marché du
travail, dont I’activité, les salaires, le nombre d’heures de travail, I’industrie et la profession, montrent que
les données d’enquéte peuvent contenir de grandes quantités d’erreurs de mesure, susceptibles de biaiser
séverement les résultats des analyses statistiques. Ainsi, Biemer (2004) soutient que dans les éditions de
1992 a 1994 de la Current Population Survey, 20,9 % des enquétés en chdomage ont été classés
incorrectement dans d’autres catégories. Gottschalk (2005) indique que les deux tiers des réductions de
salaire nominal sans changement d’emploi étaient dues a des erreurs de mesure. En particulier, 17 % des
travailleurs déclarent une réduction de salaire nominal d’une année a I’autre tout en restant au service du
méme employeur. Cependant, si I’on neutralise I’effet de I’erreur de mesure, la proportion de travailleurs
qui demeurent avec le méme employeur et font face a des réductions de salaire nominal annuelles ne
dépasse pas 4 % a 5 %. En s’appuyant sur I’étude de validation de la Panel Study of Income Dynamics
(PSID), Mathiowetz (1992) constate que la concordance entre les registres des entreprises et les réponses
aux enquétes pour ce qui est de la catégorie professionnelle est de 87,3 %. Brown et Medoff (1996)
observent une corrélation de 0,82 entre les registres des entreprises et les réponses aux enquétes en ce qui
a trait a la taille de I’établissement, et une corrélation de 0,86 en ce qui concerne la taille de I’entreprise.

La recherche sur I’erreur de mesure est nettement moins riche dans le cas des données de registre que
dans celui des données d’enquéte. Les données de registre sont habituellement traitées comme étant
exemptes d’erreur et utilisées comme « norme de référence » quand elles sont comparées aux données
d’enquéte. Ainsi, la plupart de la recherche fondée sur I’étude de validation de la PSID fait appel a cette
hypothése (Duncan et Hill 1985; Rodgers et coll. 1993; Bound, Brown, Duncan et Rodgers 1994;
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Pischke 1995). Toutefois, certains travaux montrent aussi que I’hypothése de la « norme de référence »
n’est pas toujours plausible. Kapteyn et Ypma (2007) étudient I’erreur de mesure dans la rémunération et,
quoiqgu’ils retiennent I’hypothése que les données de registre sont exemptes d’erreur, ils tiennent compte
de I’erreur dans I’appariement des données d’enquéte aux données de registre. En particulier, ils supposent
gu’un enregistrement dans le registre est identique a un enregistrement dans I’enquéte avec une certaine
probabilité. Ils concluent que I’introduction de cette source supplémentaire d’erreur modifie le profil de
I’erreur de mesure dans I’enquéte. Abowd et Stinson (2005) comparent la rémunération déclarée dans le
cadre de la Survey of Income and Program Participation (SIPP) et les données des Detailed Earnings
Records (DER). lls constatent que I’erreur de mesure est plus importante dans les données administratives
des DER (20 % a 27 %) que dans les données de la SIPP (13 % a 15 %). En comparant les mémes
ensembles de données, Gottschalk et Huynh (2010) soutiennent que I’erreur de mesure peut biaiser
fortement les mesures de I’inégalité des revenus.

L’objectif du présent article consiste a estimer la grandeur de I’erreur de mesure concernant le type de
contrat d’emploi dans I’EPA des Pays-Bas. A cette fin, nous apparions les données de I’enquéte & des
données provenant du registre PA. Les données de registre sont traitées comme n’étant pas exemptes
d’erreur, car nous modélisons simultanément I’erreur de mesure dans les deux sources. Nous utilisons un
modele de Markov caché étendu au moyen de deux indicateurs du type de contrat (temporaire ou
permanent), chacun provenant de I’une de nos sources de données.

Le restant de I’article est présenté comme il suit. A la section 2, nous nous étendons davantage sur le
probléme de la mesure de I’emploi temporaire au Pays-Bas en présentant les renseignements pertinents sur
les deux sources de données, ainsi que certaines statistiques descriptives. A la section 3, nous décrivons le
modgle de Markov caché utilisé pour I’étude. A la section 4, nous discutons des résultats de I’analyse.
Enfin, a la section 5, nous présentons les conclusions de notre étude.

2 Description des deux sources de données

Les deux sources de données sur les contrats d’emploi temporaire sont I’Enquéte sur la population
active (en néerlandais: Enquéte Beroepsbevolking) administrée par Statistics Netherlands (en
néerlandais : Centraal Bureau voor de Statistieck — CBS) et I’ensemble de données « Polisadministratie »
de I’organisme de gestion des assurances sociales pour salariés (UWV). L’EPA est une enquéte
trimestrielle a panel rotatif sur les caractéristiques du marché du travail qui est représentative de la
population néerlandaise de 15ans et plus. L’enquéte a été lancée en 1987, mais sa composante
longitudinale a été introduite en 1999. Depuis 1999, les enquétés sont interviewés durant cing vagues
consécutives du panel, ce qui permet d’étudier les évolutions individuelles a court terme sur le marché du
travail. L’information recueillie a trait a la situation au moment de I’interview. Les interviews sont
réparties assez uniformément au cours du trimestre.

Les erreurs de mesure du type de contrat dans le cadre de I’EPA sont, comme cela est habituellement le
cas dans les enquétes, le résultat d’erreurs de déclaration par les enquétés ou d’erreurs d’enregistrement
des réponses par les enquéteurs. Le recours a des interviews par personne interposée est une source
supplémentaire d’erreur. Habituellement, dans I’EPA, un seul membre du ménage fournit les réponses
pour tous les membres du ménage inclus dans I’échantillon, ce qui accroit I’erreur de mesure. Dans notre
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échantillon de I’EPA, 40,1 % des observations proviennent d’interviews par personne interposée. Une
autre cause possible d’erreur de mesure tient au fait que les travailleurs peuvent confondre le contrat
d’emploi juridique et le contrat d’emploi implicite ou psychologique avec leur employeur. En particulier
chez les cohortes de jeunes travailleurs parmi lesquels les contrats flexibles sont trés répandus et dans les
secteurs ol la mobilité d’emploi est grande et ou les conditions d’emploi évoluent, comme le secteur de la
santé, les travailleurs peuvent déclarer qu’ils ont un contrat permanent en se basant sur les promesses de
I’employeur, alors qu’en réalité, ils sont employés aux termes d’un contrat temporaire.

Le PA est un ensemble de données de registre unique contenant I’information sur le marché du travail
et le revenu de tous les travailleurs assurés au Pays-Bas. Cet ensemble de données est construit en
recueillant et en appariant I’information provenant de diverses sources, comme le Bureau de I’'impét (en
néerlandais : Belastingdienst) — y compris des données provenant des déclarations de revenu des
particuliers aux fins de I’impét (en néerlandais : jaaropgave), les déclarations fournies par les agences
d’emploi temporaire (en néerlandais : weekaanleveringen) et le registre de la population (en néerlandais :
Gemeentelijke BasisAdministratie persoonsgegevens - GBA). Le PA est administré par I’organisme de
gestion des assurances sociales pour salariés des Pays-Bas (UWV).

L’UWV a tout intérét a maintenir le haut niveau de qualité et d’exactitude du PA, car cette source de
données est utilisée par plusieurs institutions gouvernementales. Par exemple, les cotisations de sécurité
sociale, les allocations de logement (en néerlandais : huurtoeslag), et les indemnités de soins de santé (en
néerlandais : zorgtoeslag) sont déterminées en se servant de I’information provenant de cet ensemble de
données. Afin d’améliorer la qualité des donnés, le PA a fait I’objet de plusieurs révisions depuis 2006. I
n’y a pas de données manguantes car les employeurs sont obligés de transmettre les relevés d’information
fiscale. Cependant, alors que I’ensemble de données contient des renseignements mensuels, les
employeurs transmettent habituellement I’information pertinente une fois par an (il est impossible
d’extraire le moment de la transmission). Cette situation peut donner lieu a des erreurs pour la période
comprise entre deux transmissions consécutives, surtout en ce qui concerne la mesure du type de contrat,
qui n’est manifestement pas la variable la plus importante pour les utilisateurs du PA. Par conséquent, il
est probable que, si une erreur est commise concernant le type de contrat, elle persistera jusqu’au moment
ou I’employeur soumettra le rapport suivant a I’'UWYV. Cela signifie que I’on peut s’attendre a ce que
I’erreur de mesure dans le PA soit autocorrélée.

Pour les besoins de notre étude, nous choisissons des participants a I’'EPA qui ont été interviewés pour
la premiére fois durant le premier trimestre de 2007. Puisque nous nous concentrons sur les personnes
ayant un emploi, nous avons gardé dans I’échantillon les personnes agées de 25 a 55 ans. Apreés
I’application de la contrainte d’age, nous avons obtenu une taille d’échantillon de 11 632 personnes. Pour
toutes ces personnes, Statistics Netherlands a apparié I’information provenant de I’EPA a I’information
mensuelle provenant du PA en utilisant le numéro de sécurité sociale des individus. Le niveau
d’appariement atteint était de 98 % et toutes les incohérences pertinentes ont été résolues (I’appariement et
le contrdle de la qualité ont été effectués par Statistics Netherlands). Notre ensemble de données finales se
présente sous la forme d’un fichier personne-mois pour 11 632 personnes avec 15 observations pour la
période de janvier 2007 & mars 2008 contenant I’information compléte provenant du PA et I’information
partiellement observée (5 observations — une réponse tous les trois mois) provenant de I’EPA. L’ensemble
de données appariées est illustré au tableau 2.1. Cet ensemble de données de panel n’est pas équilibré pour
I’EPA, car nos données d’enquéte souffrent d’une certaine attrition. Plus précisément, des
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11 632 personnes qui avaient répondu a la premiére interview, 9 970 restaient dans I’échantillon de I’EPA
pour la deuxiéme interview, 9 113 pour la troisieme, 8 953 pour la quatrieme et 8 629 pour la derniére
interview. Dans le cas des données du PA pour cet échantillon, il n’y a pas d’attrition, de sorte que
I’échantillon est entiérement équilibré.

Tableau 2.1
Une illustration de notre exemple

EPA
Polisadministratie
Janv.07 Fév.07 Mars 07 Avr. 07 Mai 07 Juin 07 Juill. 07 Ao(t 07 Sept. 07 Oct. 07 Nov. 07 Déc. 07

EPA
Polisadministratie
Janv. 08 Fév. 08 Mars 08

Nota: Le tableau illustre la correspondance entre le panel rotatif de I’EPA et les observations mensuelles provenant du registre
Polisadministratie. Il a trait aux personnes qui ont été interviewées le premier mois de chaque trimestre. Une cellule
ombrée en gris indique une observation valide.

La principale variable d’intérét de notre étude est le type de contrat d’emploi, qui peut prendre
trois valeurs : permanent, temporaire et « autre ».

Le type de contrat est déterminé d’aprés I’emploi principal, donc I’information sur les autres emplois
gu’une personne pourrait occuper n’est pas prise en compte. Les personnes qui n’ont pas d’emploi
rémunéré sont classées dans la catégorie « autre ». Il convient de souligner que cette derniére catégorie est
assez hétérogene, car elle englobe, entre autre, les catégories de travail autonome, de chémage et d’études
a temps plein. Cependant, il est nécessaire d’ajouter cette catégorie dans notre analyse, car dans les
modeles de Markov, les classes latentes doivent étre mutuellement exclusives et exhaustives.

Le tableau 2.2 présente la distribution des types de contrats observée pour le premier mois de la
période de référence selon les données d’enquéte et les données de registre. Les écarts les plus importants
ont lieu pour les pourcentages de personnes possédant des contrats d’emploi permanent et temporaire, et
sont moindre pour la catégorie «autre ». Selon les données d’enquéte, en janvier 2007, 8 % de la
population active détenait un contrat d’emploi temporaire, tandis que selon les données du registre, la
proportion était plus élevée (12,3 %).

Tableau 2.2
Distribution des types de contrats selon I’enquéte et selon le registre

Enquéte Registre
Permanent 0,659 0,602
Temporaire 0,080 0,123
Autre 0,261 0,275
Total 1,0 1,0
Cas 3887 11 632

Nota: Ces distributions de fréquence ont trait au premier mois de la période de référence, janvier 2007. L’échantillon de I’'EPA
est plus petit que I’échantillon du PA car seulement 3 887 participants a I’lEPA ont été interviewés pour la premiere fois
en janvier 2007. Les autres participants ont été interviewés en février et en mars 2007.
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Le tableau 2.3 donne le croisement du type de contrat selon les deux sources pour I’échantillon groupé.
Ce tableau confirme les écarts importants entre les deux sources de données signalés par Statistics
Netherlands. Ces écarts ont trait principalement aux personnes qui sont enregistrées comme travaillant aux
termes d’un contrat temporaire. Plus précisément, 50,2 % de personnes qui, selon les données du registre,
ont un contrat d’emploi temporaire semblent posséder un contrat d’emploi permanent selon I’enquéte. Des
divergences plus faibles, mais néanmoins existantes, se dégagent pour les personnes qui sont inscrites
comme ayant un contrat d’emploi permanent ou comme appartenant a une autre catégorie.

Les incohérences de classification des personnes présentées au tableau 2.3 ont des conséguences
importantes en ce qui concerne les transitions entre les différents états d’emploi. Le tableau 2.4 donne les
taux de transition sur trois mois pour les cas assortis d’une observation valide provenant de I’EPA. Ce
tableau indique que les données du registre contiennent un plus grand nombre de transitions que les
données d’enquéte. En particulier, parmi les personnes ayant un contrat d’emploi temporaire au
mois t — 3, 5,7 % ont un contrat d’emploi permanent au mois t selon les données d’enquéte et 8,5 % sont

dans cette situation selon les données du registre.

Tableau 2.3
Tableau croisé du type de contrat selon I’enquéte et selon le registre
Données du registre Données d’enquéte

Permanent Temporaire Autre Total
Permanent 0,944 0,039 0,017 1,0
Temporaire 0,502 0,437 0,061 1,0
Autre 0,081 0,030 0,889 1,0
Total 0,667 0,087 0,246 1,0
Cas 32225 4216 11 856 48 297

Nota: Les distributions de fréquence sont calculées pour I’échantillon groupé. Le total général représente le nombre
d’enregistrements de I’EPA inclus dans notre analyse dans I’échantillon groupé.

Tableau 2.4
Transitions sur trois mois observées dans I’EPA et dans le PA

Transitions observées d’apres les données de I’enquéte

Contratent

Permanent Temporaire Autre

Contrat ent-3 Permanent 0,981 0,009 0,010
Temporaire 0,057 0,889 0,054

Autre 0,017 0,035 0,948

Total 0,674 0,089 0,237

Transitions observées d’apres les données du registre

Contratent

Permanent Temporaire Autre
Contrat en t-3 Permanent 0,967 0,018 0,015
Temporaire 0,085 0,860 0,055
Autre 0,018 0,036 0,946
Total 0,624 0,128 0,247
Nota: Il s’agit des taux de transition sur une période de trois mois et pour 34 820 cas de notre échantillon groupé. Ces cas

proviennent des participants a I’'EPA qui figurent au moins deux fois dans notre échantillon.
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3 Modele de Markov caché utilisé pour estimer I’erreur de mesure du
type de contrat

Le modéle que nous utilisons pour estimer I’erreur dans la mesure du type de contrat est un modéle de
Markov caché ou latent. Ce modele a été utilisé pour estimer I’erreur de mesure de variables provenant
des enquétes sur I’emploi (voir, entre autre, van der Pol et Langeheine 1990; Rendtel et coll. 1998; Bassi,
Hagenaars, Croon et Vermunt 2000; Biemer et Bushery 2000; Biemer 2011; Pavlopoulos, Muffels et
Vermunt 2012). Notre application différe des applications susmentionnées en ce sens que nous avons
deux mesures au lieu d’une seule pour la variable de résultat; autrement dit, le type de contrat d’aprés le
registre PA et d’aprés I’EPA. D’autres exemples d’applications de modeles de Markov latents spécifiées
pour de multiples variables de réponse figurent dans Langeheine (1994), Paas, Vermunt et Bijmolt (2007),
Bartolucci, Lupparelli et Montanari (2009) et Manzoni, Vermunt, Luijkx et Muffels (2010).

Soit C,, et E, I'état observé de la personne i au point dans le temps t selon le registre et selon
I’enquéte, respectivement, ol i =1,...,N et t =0,...,T. Pour tenir compte du fait que E, n’est
observé que tous les trois mois, nous utilisons la variable indicatrice 8, qui est égale a 1 si I’information
de I’enquéte était disponible pour le mois concerné et 0 autrement. En plus des mesures provenant du
registre et de I’enquéte, le modele de Markov caché contient une variable non observable représentant le
type de contrat réel d’une personne au point t dans le temps. Nous désignons cet état latent par X,.
Notons que C,, E, et X, peuvent prendre trois valeurs représentant les catégories de contrat permanent,
temporaire et autre. Nous designons une catégorie particuliere de ces variables par C,,€,, et X,
respectivement.

Le diagramme de cheminement pour le modéle de Markov caché d’intérét est illustré a la figure 3.1.
Pour simplifier, ce diagramme de cheminement se rapporte uniquement aux personnes qui sont entrées
dans I’échantillon de I’EPA durant un mois particulier. Pour cette raison, des quatre observations qui sont
illustrées dans le diagramme, seules celles des mois t — 3 et t ne manquent pas pour I’'EPA. Comme le
montre la figure, le type de contrat latent X, suit un processus de Markov d’ordre 1; autrement dit, le

contrat réel au point dans le temps t, X, est indépendant du contrat au point dans le temps t’, X .., pour

it'"?
t' <t -1, conditionnellement a I’état au temps t —1 X,,,. Une autre hypothése est que les états
observés sont indépendants I’un de I’autre a I’intérieur et entre les points dans le temps, ce que nous
appelons I’hypothése d’indépendance locale ou I’hypothese d’erreurs de classification indépendantes
(ECI). On peut aussi constater que E;, est observé seulement tous les trois points dans le temps.

LEX-3 EM®...
0 0
LXE-3) 5> X(t-2 5 Xt-D > X,
\ \ \ \

..Ct-3) Ct-2 Ca-D C...

Figure 3.1 Diagramme de cheminement pour le modéle de Markov caché avec deux indicateurs
(partiellement) observés
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Comme il est mentionné a la section précédente, nous utilisons les données pour 15 mois, ce qui
signifie que t vade 0 & T = 14. La probabilité de suivre un certain cheminement observé sur la période
de T + 1 mois peut étre exprimée comme il suit :

3 3 3 T
P(C, =c,E =¢) = ZZ"'ZP(XiO = XO)HP(Xit = X | Xip = Xiy)
Xo=1x,=1 Xy =1 t=1

) ! 3.1)

St
I IP(Cit = Ct‘xil = X[)HP(EH = et‘xit = Xl) .
t=0 t=0

Les probabilités pertinentes qui figurent dans cette équation sont les probabilités de I’état initial
P(X,, = X,), les probabilités de transition propre a la période P (X, = X| X,y = X4), les
probabilités d’erreur de mesure pour le registre P(C, =c,| X, = X,), et les probabilités d’erreur de
mesure pour I’enquéte P(E, =e|X, = X,).

Jusqu’a présent, nous avons supposé que I’erreur de mesure n’était pas corrélée entre les divers points
dans le temps — c’est-a-dire que I’hypothese ECI est vérifiée — ce qui pourrait ne pas étre raisonnable dans
le cas de notre application. Avant tout, comme il est mentionné a la section précédente, I’erreur de mesure
dans les données du registre est vraisemblablement autocorrélée; autrement dit, I’existence d’une erreur de
classification entre X, et C, au point dans le temps t augmente la probabilité que la méme erreur soit

présente au point dans le temps t + 1. Cela tient au fait que les erreurs que les employeurs commettent
dans leurs registres ne sont pas corrigées jusqu’a ce gu’ait lieu un contréle ordinaire. Dans les données
d’enquéte, surtout parce qu’elles sont prospectives plutdt que rétrospectives, il n’y a aucune raison de
penser qu’il existe une structure d’erreur autocorrélée « directe » similaire. Par contre, les erreurs dans les
données d’enquéte peuvent étre corrélées dans le temps parce que la probabilité de commettre une erreur
peut varier d’un groupe de personnes a I’autre, ce qui est parfois appelé erreur de mesure différentielle. En
particulier, I’erreur de mesure dans les données d’enquéte est vraisemblablement plus importante dans les
secteurs ou la mobilité est fréquente et ou il existe une ambiguité quant aux accords conclus entre les
employeurs et les travailleurs, par exemple dans le secteur de la santé. De surcroit, les erreurs peuvent étre
plus importantes pour les jeunes travailleurs qui se soucient moins d’une relation de long terme avec
I’employeur et qui, par conséquent, pourraient avoir une vision moins claire que les enquétés plus agés des
modalités officielles de leur contrat. La figure 3.2 représente le diagramme de cheminement du modéle
lorsque I’on corrige I’hétérogénéité et I’autocorrélation possibles de I’erreur de mesure, ou V représente
les variables observées qui introduisent une corrélation dans le temps de I’erreur de mesure dans les
données d’enquéte.

\

t t

...XI3)<XQ2) <}X(1D <):(t£

..Ctt-3 Ct-2 Ct-D Cl...

Figure 3.2 Diagramme de cheminement pour le modéle de Markov caché avec deux indicateurs et des
erreurs corrélées
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Comme il est également important de tenir compte de I’hétérogénéité dans la partie structurelle d’un
modele de Markov (Shorrocks 1976), le modéle est étendu au moyen de variables observées —
éventuellement variant en fonction du temps — qui ont une incidence sur I’état initial et les probabilités de
transition latentes, en suivant I’approche de Vermunt, Langeheine et Béckenholt (1999). Nous désignons
ces variables de controle par Z,. Cependant, ces variables de contréle observées ne peuvent pas traduire
complétement I’hétérogénéité présente dans les probabilités de transition latentes, car celles-ci peuvent
également étre affectées par des traits personnels non observés, tels que la motivation et les compétences.
En suivant I’approche la plus classique dans le cadre des modéles de Markov caché, nous corrigeons
I’hétérogénéité non observée en supposant que la population est constituée d’un petit nombre de classes
latentes dont I’état initial et les probabilités de transition différent (Poulsen 1990). De cette facon, nous
évitons les hypotheses de distribution de la variable latente peu attrayantes qui sont adoptées dans les
modeéles a effets aléatoires continus (Heckman et Singer 1984; Vermunt 1997). Le nombre de classes
latentes K peut étre déterminé en utilisant des indices d’ajustement du modéle.

Dans notre modéle de Markov caché mixte, la probabilité conjointe d’avoir un cheminement vers un
état observé particulier conditionnellement aux valeurs du prédicteur peut s’exprimer par I’équation :

P(C =c, E =¢]|V,,Z)) = iii"'inkp(xio =X/ Zi9,K)

k=1xy=1x,=1 xp=1

T
HP(X“ = Xt‘ Xien =X Ligs k)

t=1

P(Cio :CO‘XiO :Xo) (3.2)
.

HP (Cie = ¢ Xyt =Xy Xiqn = %15 Cigen =€)

t=1

T
HP(Eit :et‘ Xit = Xt'Vit)EiI )
t=0

qui spécifie un modele de mélange fini comportant K classes latentes pour tenir compte de
I’hétérogénéité non observée dans I’état latent initial et dans les probabilités de transition latentes. m, est

la probabilité d’appartenir a la classe latente k,V, est le vecteur de covariables ayant une incidence sur
I’erreur de mesure dans les données d’enquéte (&ge et interview par personne interposee), et Z, est le
vecteur des covariables ayant une incidence sur les probabilités de transition latentes (sexe, age, niveau de
scolarité et pays d’origine). Z,, est le vecteur des valeurs de ces covariables au point dans le temps initial.

Contrairement a I’équation 3.1, dans I’équation 3.2, les probabilités d’erreur dans les données
d’enquéte peuvent dépendre des covariables (V, ). Les effets des covariables sur ces probabilités d’erreur

sont modélisés en utilisant un modéle logit. En outre, les probabilités d’erreur dans les données du registre
peuvent dépendre du type de contrat observé décalé et du type de contrat réel décalé. Notons que X, , et

C...p Peuvent prendre trois valeurs, ce qui implique qu’il existe neuf (3 fois 3) ensembles différents de
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probabilités d’erreur dans les données du registre, un pour chaque combinaison possible de contrat
observeé et de contrat latent décalés. Comme cela n’a pas de sens d’estimer toutes ces probabilités d’erreur

librement, nous avons utilisé un modeéle restreint. Plus spécifiquement, nous définissons un modele logit
pour P(Cit = Ct‘ Xit = Xt' Xi(t—l) = Xt—l’Ci(t—l) = Ct—l) de la forme O('c‘,x[ + Bc‘,c‘,l,xt,x‘,l’ ou BCI,CH,X‘,XH

est un parametre libre quand C, = C,; # X, = X,; (quand la méme erreur est commise entre des points

dans le temps adjacents) et égal a 0 autrement. Ce modeéle, qui contient six parametres supplémentaires
comparativement a un modele sans effets décalés sur les probabilités d’erreur de classification, exprime
que la vraisemblance de commettre une erreur particuliére dépend du fait que la méme erreur a été ou non
commise au point dans le temps précédent. Des structures d’erreur corrélées contraintes similaires ont été
utilisées par Manzoni et coll. (2010) dans un modéle de Markov latent pour des réponses recueillies
rétrospectivement.

Pour restreindre I’état initial et les probabilités de transition latentes, nous nous servons aussi de
modeéles logit, tandis que pour les transitions latentes, nous utilisons des modéles qui séparent les
coefficients selon I’état d’origine. Le méme ensemble de covariables (Z, et Z,, respectivement) est
introduit dans les modéles pour I’estimation de I’état initial et des probabilités de transition latentes.
Notons que le modéle de Markov caché mixte décrit dans I’équation 3.2 repose sur I’hypothése d’un
processus de Markov d’ordre 1 pour les états réels conditionnellement aux valeurs individuelles des
covariables et des effets non observés constants dans le temps, mais que cette hypotheése ne doit pas étre
vérifiée aprés la marginalisation sur les valeurs des covariables et les classes latentes. Un simple modele
de Markov de premier ordre ne conviendrait pas pour les transitions dans I’emploi, particulierement au
niveau mensuel, parce qu’il existe une dépendance a I’égard de la durée dans le chémage. Par exemple, il
est peu probable qu’une personne en chdmage durant les mois 3 a 9 ait la méme probabilité de se trouver
dans un état particulier sur le marché du travail au mois 10 qu’une personne qui n’a été en chdémage que
durant le mois 9. Cependant, dans un modéle de Markov caché, le biais de I’erreur de classification due a
la violation de I’hypothése de Markov est minime. En utilisant des simulations, Biemer et Bushery (2000)
montrent que, méme dans les cas d’une violation grave de I’hypothése de Markov, dans un modele de
Markov caché, le biais de I’estimation de I’erreur de classification dans la catégorie du chémage ne
dépasse pas 3 %.

Les estimations du maximum de vraisemblance des paramétres du modele sont obtenues en utilisant
une variante de I’algorithme espérance-maximisation (EM) (Dempster, Laird et Rubin 1977) appelée
algorithme forward-backward ou algorithme de Baum-Welch (Baum, Petrie, Soules et Weiss 1970). Nous
utilisons une extension de cet algorithme pour modéles de Markov latents mixtes avec covariables comme
il est décrit, entre autres, dans Vermunt, Tran et Magidson (2008) et Pavlopoulos et coll. (2012). A
I’étape E, nous calculons la log-vraisemblance prévue pour les données complétes, ce qui comprend le
calcul des probabilités a posteriori marginales pertinentes pour les classes latentes et les états latents. A
I’étape M, les parameétres du modéle sont mis a jour en utilisant des algorithmes standard pour I’analyse
par régression logistique, ou les probabilités a posteriori marginales sont utilisées comme pondérations.
Cet algorithme est implémenté dans le programme Latent GOLD (Vermunt et Magidson 2008), qui fournit
aussi les erreurs-types pour les parametres du modéle (d’autres programmes populaires pour I’estimation
des modéles de Markov latents sont MPLUS, LEM et PANMARK).

Les valeurs manquantes en raison de la conception de I’enquéte (parce que les participants ne sont
interviewés qu’une fois tous les trois mois) manquent completement au hasard (MCAR pour Missing
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Completely At Random). Les valeurs manguantes dues a I’attrition sont traitées comme des données
manquant au hasard (MAR pour Missing At Random). Plus précisément, de la maniére standard dans la
procédure d’estimation du MV, nous maximisons la log-vraisemblance pour les données observées
incomplétement, ce qui s’obtient en éliminant par intégration les valeurs manquantes. Cette procédure est
valide sous MAR.

Comme le plan de sondage de I’EPA est complexe, nous avons utilisé dans le modéle les poids de
sondage de I’enquéte, a savoir une pondération unique par observation. Ces poids sont employés dans une
procédure d’estimation du pseudo MV, ou les erreurs-types sont ajustées pour tenir compte de la
pondération en utilisant un estimateur par linéarisation (Skinner, Holt et Smith 1989). Comme il s’agit de
pondérations trimestrielles, elles ne conviennent pas pour estimer les totaux de population au niveau
mensuel. Cependant, comme nous utilisons I’information provenant du registre pour tous les participants a
I’EPA qui sont entrés dans I’enquéte durant un trimestre particulier, ces pondérations sont appropriées
pour I’estimation des modeles de Markov cachés.

4 Résultat pour les données de I’EPA et du PA appariées

En tout, nous avons estimé neuf modéles qui sont présentés au tableau 4.1. Tous ces modeles sont des
modéles de Markov cachés d’ordre 1 avec deux variables indicatrices pour le type de contrat comme il est
décrit a la section 3. Les probabilités d’erreur sont homogeénes dans le temps. Les probabilités de transition
(latentes) sont supposees étre hétérogenes dans le temps; autrement dit, les logit des transitions peuvent
dépendre du temps et du carré du temps. Ces modéles sont aussi des modéles de mélange finis qui
comprennent trois classes latentes pour tenir compte de I’effet de I’hétérogénéité non observée dans I’état
latent initial et dans les probabilités de transition latentes. Ce nombre de classes latentes a été choisi en
comparant des variantes des modeles B” et C comprenant différents nombres de classes latentes (les
résultats de ces tests sont disponibles sur demande).

Les modeéles A’, A” et A spécifient des erreurs de classification indépendantes (ECI) pour I’enquéte, le
registre et les deux ensembles de données, respectivement. Le modele B’ spécifie I’erreur dans I’enquéte
de fagon qu’elle dépende des covariables V, d’age et d’interview par personne interposée, le modéle B”
spécifie des erreurs autocorrélées dans le registre, tandis que le modele B combine ces deux spécifications.
Les modéles C’ et C” étendent le modéle B” en introduisant les prédicteurs Z, (sexe, age, niveau de
scolarité et pays d’origine) pour les transitions, d’une part, et pour I’état initial ainsi que les transitions,
d’autre part. Le modele C étend le modele B en introduisant les mémes prédicteurs.

Le tableau 4.1 donne les valeurs de la log-vraisemblance, du critére d’information bayésien (BIC) et du
critere d’information d’Akaike (AIC), ainsi que le nombre de parameétres pour neuf des modéles qui ont
été estimés en utilisant les données de I’EPA et du PA appariées. Dans tous les modeéles, les probabilités
de transition (latentes) sont supposées étre hétérogénes dans le temps; autrement dit, les logit des
transitions peuvent dépendre du temps et du carré du temps.

Le modele A spécifie que les données de I’enquéte ainsi que les données du registre contiennent des
erreurs de classification (indépendantes). Comme la qualité de I’ajustement de ce modéle aux données est
meilleure que celle des modéles A’ et A” restreints, qui supposent que seule I’enquéte (Modele A’) ou
seul le registre (Modele A”) contient des erreurs, nous concluons qu’il s’agit d’une preuve que les sources
contiennent toutes deux des erreurs de classification.
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Dans les modeles B’, B” et B, I’hypothése ECI est relachée pour I’enquéte, pour le registre, ainsi que
pour I’enquéte et le registre, respectivement. Plus précisément, I’erreur de mesure dans les données
d’enquéte peut dépendre de I’Age de I’enquété et du fait que I’information a été obtenue ou non par
personne interposeée, et I’erreur de mesure dans les données du registre peut dépendre du type de contrat
latent et observé décalé. Cette derniére condition est obtenue en estimant un jeu distinct de probabilités
d’erreur pour la répétition de la méme erreur sur les diverses éditions de I’enquéte ou du registre. Les
versions restreintes du modele B sont estimées également pour examiner si la violation de I’hypothése ECI
s’applique a I’erreur de mesure des données d’enquéte seulement (modele B’) ou des données du registre
seulement (modéle B”). Le fait que le modéle B” soit mieux ajusté que les modéles A et B’ indique que
I’hypothése ECI doit étre relachée pour I’indicateur de données du registre. Le modele B améliore
légérement I’ajustement comparativement au modele B”, ce qui indique que I’hypothése ECI pour la
variable indicatrice d’enquéte doit aussi étre relachée dans un modele sans prédicteurs pour les transitions
et pour I’état initial.

Tableau 4.1
Mesures de I’ajustement pour huit modéles estimés au moyen de données de I’EPA et du PA appariées

Log-
Modele vtr)?is%m- (EIB_IVC) :_IVC) Parametres L2 dl Valeur p

ance

A’: Enquéte ECI -286 814 574118 573716 44 2405434 69327 1,6e-18 454
A”: Registre ECI -454 196 908 882 908 480 44 575307,7 69327 8,5e-78 021
A: Les deux ECI -284 413 569 384 568 926 50 235742,1 69321 4,8e-17 717
B’: A + enquéte non-ECI -283 573 567 748 567 254 54 426 966,7 69 317 6,6e-50 302
B”: A + registre non-ECI -246 054 492 732 492 220 56 435025,8 69315 2,9e-51771
B: A + les deux non-ECI -246 000 492669 492 120 60 4777418 69311 7,6e-59 639
C’: B” + prédicteurs des transitions -245 282 491590 490 748 92 486 186,8 69279 1,8e-61222

C”: B” + prédicteurs état initial et transitions -241 990 485 140 484 189 104 4796034 69267 4,9¢-60 003
C: B + prédicteurs état initial et transitions -242 006 485217 484 229 108 479 635,2 69263 1,2e-60 010

Nota: Les modeéles A’, A” et A spécifient des erreurs de classification indépendantes (ECI) pour I’enquéte, le registre et les
deux ensembles de données, respectivement. Le modéle B’ spécifie une erreur dans I’enquéte qui dépend de I’age et de
I’interview par personne interposée, le modéle B” spécifie des erreurs autocorrélées dans le registre, tandis que le
modele B combine ces deux spécifications. Les modeles C’ et C” étendent le modele B” en introduisant le sexe, I’age, le
niveau de scolarité et le pays d’origine comme prédicteurs des transitions, ainsi que de I’état initial et des transitions,
respectivement. Le modele C étend le modéle B en introduisant les mémes prédicteurs. Tous les modeles sont des
modéles de mélange finis comportant trois classes latentes pour corriger I’hétérogénéité non observée dans I’état latent
initial et dans les probabilités de transition latentes. En outre, tous les modéles supposent que les probabilités de
transition latentes sont hétérogenes dans le temps. En particulier, nous conditionnons les probabilités de transition
latentes sur une tendance linéaire pour le mois de I’observation ainsi que sur son carré.

Enfin, nous étendons les modeles B” et B en incluant des covariables (sexe, age, niveau de scolarité et
pays d’origine) dans les modéles pour les probabilités de transition latentes et d’état initial latent (modéle
C” et C, respectivement). Le modéle C’ est une version restreinte du modele C”. Les variables explicatives
ne peuvent avoir une incidence que sur les probabilités de transition latentes. Le fait que la qualité de
I’ajustement du modele C” soit meilleure que celles du modéle B” et du modéle C’ indique que les
covariables ont un effet significatif a la fois sur les transitions et sur les états initiaux. Le fait, d’aprés deux
des trois mesures, que la qualité de I’ajustement du modele C est moins bonne que celle du modéle C”
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signifie que I’hypothése d’ECI dans les données d’enquéte devrait étre gardée dans le modéle comprenant
des variables explicatives pour les transitions et pour I’état initial (comme le montrent les résultats du
modeéle C, la taille de I’erreur de mesure dans les données d’enquéte ne varie que légérement avec I’age et
I’interview par personne interposée. Il s’agit d’une preuve supplémentaire en faveur du maintien de
I’hypothése d’ECI pour I’indicateur d’enquéte. En fait, les estimations de la taille de I’erreur de mesure
dans les données d’enquéte ainsi que dans les données de registre et les estimations des probabilités de
transition latentes sont trés semblables pour les modéles C, C” et C”. Cela montre que les résultats de notre
modéle sont robustes aux petites erreurs de spécification du modele). Dans la suite de I’exposé, nous
présentons les estimations calculées d’aprées le modéle C” (les estimations calculées d’aprés les modéles C
et C’ sont disponibles sur demande).

Nous avons examiné diverses options de modele non-ECI. En particulier, nous avons cherché a
déterminer si I’erreur de mesure dans les données d’enquéte différe pour des secteurs ol la mobilité de
contrat et d’emploi est grande, comme le secteur de la santé, mais cela ne s’est pas avéré étre le cas. Pour
les données de registre, nous avons examiné des spécifications restreintes de rechange pour les erreurs
corrélées, mais celles-ci ont donné des modeéles dont la qualité de I’ajustement était pire que celle des
modeles du tableau 4.1.

Examinons maintenant la quantité d’erreur de classification dans les deux sources de données. Selon
I’équation 3.2, pour les données d’enquéte et de registre, elle est représentée par les probabilités
P(Eit = eit‘ Xy = Xt) et P(Cit = Cit‘ Xie = X Xigp = X0y Ciqp = Ct—l)' respectivement.  Les
estimations d’apres le modéle C” sont présentées aux tableaux 4.2 et 4.3. En particulier, le tableau 4.2
montre que I’état de contrat permanent et I’état « autre » sont mesurés de fagon trés précise dans I’EPA,
car presque toutes les personnes dans ces états sont classées correctement. Ce fait est indiqué par les
grandes probabilités sur la diagonale principale du tableau. Une certaine erreur est observée pour les
personnes qui possédent en réalité un contrat d’emploi temporaire. 12,5 % de ces personnes déclarent
gu’elles ont un contrat d’emploi temporaire, tandis que 4,2 % déclarent étre dans une autre situation.

Tableau 4.2
Taille de I’erreur de mesure dans les données d’enquéte selon le modele C”

Contrat observé a la période t

Contrat latenten t Permanent Temporaire Autre
Permanent 0,998 0,001 0,002
Temporaire 0,125 0,832 0,042
Autre 0,004 0,005 0,991

Nota : Les erreurs-types sont toujours inférieures a 0,0001.

Le tableau 4.3 donne les probabilités estimées d’erreur de mesure pour les données de registre, qui,
selon I’équation 3.2, dépendent des états observé et latent décalés. En raison des restrictions imposées
(voir la section 3), nous avons estimé des parametres (logit) d’erreur distincts pour la répétition de la
méme erreur entre les mois t —1 et t. Ces situations correspondent aux cellules ombrées dans le
tableau 4.3. Comme le montre le tableau, les erreurs de mesure sont fortement autocorrélées; autrement
dit, si une erreur a été commise au mois t —1 et qu’il était possible de répéter la méme erreur (si la
personne était restée dans le méme état latent), I’erreur persistait presque certainement au mois t. Par
exemple, si une personne posseédant un contrat d’emploi permanent au mois t — 1 était enregistrée par
erreur comme ayant un contrat d’emploi temporaire et qu’elle possédait encore un contrat d’emploi
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permanent au mois t, elle avait une probabilité de 0,968 d’étre de nouveau enregistrée incorrectement
comme ayant un contrat d’emploi temporaire au temps t. Pour les cing autres erreurs possible, la
probabilité d’une erreur de mesure persistante est un peu plus faible, mais n’est jamais inférieure a 0,84.

Un tableau différent se dégage lorsqu’aucune erreur n’est commise au temps t —1 ou quand une
personne change d’état latent entre t — 1 et t, et que, par conséquent, aucune répétition de I’erreur n’est
possible. Dans ces cas, les données de registre sont presque exemptes d’erreur. Par exemple, quand une
personne a été enregistrée correctement comme ayant un contrat d’emploi permanent au temps t — 1 et
qu’elle posséde un contrat d’emploi temporaire au temps t, le type de contrat est enregistré correctement
comme étant temporaire au temps t avec une probabilité de 0,930. En pratique, cela signifie que
I’enregistrement initial du type de contrat est crucial pour le registre PA. Si cet enregistrement est correct,
on peut avoir pleinement confiance dans le type de contrat enregistré pour la personne jusqu’a ce qu’un
changement réel de situation sur le marché du travail ait eu lieu. En revanche, si le type de contrat de la
personne est enregistré incorrectement au départ, cette erreur persistera presque certainement jusqu’a ce
que le type de contrat de la personne change.

Tableau 4.3
Probabilités conditionnelles d’erreur de mesure dans les données du registre selon le modele C”

Contrat observé en t

Contrat observé en Contrat latent Contrat latent

t-1 en t ent—1 Permanent Temporaire Autre
Permanent Permanent Permanent 0,986 0,009 0,004
Permanent Permanent Temporaire 0,986 0,009 0,004
Permanent Permanent Autre 0,986 0,009 0,004
Permanent Temporaire Permanent 0,045 0,930 0,025
Permanent Temporaire Temporaire 0,968 0,032 0,001
Permanent Temporaire Autre 0,045 0,930 0,025
Permanent Autre Permanent 0,005 0,005 0,990
Permanent Autre Temporaire 0,005 0,005 0,990
Permanent Autre Autre 0,913 0,000 0,087
Temporaire Permanent Permanent 0,027 0,973 0,000
Temporaire Permanent Temporaire 0,986 0,009 0,004
Temporaire Permanent Autre 0,986 0,009 0,004
Temporaire Temporaire Permanent 0,045 0,930 0,025
Temporaire Temporaire Temporaire 0,045 0,930 0,025
Temporaire Temporaire Autre 0,045 0,930 0,025
Temporaire Autre Permanent 0,005 0,005 0,990
Temporaire Autre Temporaire 0,005 0,005 0,990
Temporaire Autre Autre 0,001 0,842 0,157
Autre Permanent Permanent 0,039 0,000 0,961
Autre Permanent Temporaire 0,986 0,009 0,004
Autre Permanent Autre 0,986 0,009 0,004
Autre Temporaire Permanent 0,045 0,930 0,025
Autre Temporaire Temporaire 0,005 0,099 0,896
Autre Temporaire Autre 0,045 0,930 0,025
Autre Autre Permanent 0,005 0,005 0,990
Autre Autre Temporaire 0,005 0,005 0,990
Autre Autre Autre 0,005 0,005 0,990

Nota : Les erreurs-types sont systématiquement inférieures a 0,0001.

Afin d’estimer la quantité globale d’erreurs dans les données de registre, nous utilisons la probabilité
a posteriori de posséder un type particulier de contrat latent a chaque point dans le temps. Cette probabilité
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est estimée pour toutes les personnes comprises dans notre échantillon au moyen du modéle de Markov
caché. Ces estimations sont assez exactes, car I’erreur de classification n’est que de 0,016. Les moyennes
de ces probabilités sur I’ensemble des personnes et des points dans le temps sont présentées au tableau 4.4.
En comparant les probabilités sur les diagonales principales des tableaux 4.1 et 4.4, nous voyons que
I’erreur est plus grande dans I’indicateur de registre que dans I’indicateur d’enquéte. En particulier, les
personnes qui travaillent réellement aux termes d’un contrat temporaire ont une probabilité de 0,237 d’étre
enregistrées comme ayant un contrat permanent (0,125 dans les données d’enquéte) et une probabilité de
0,079 d’étre enregistrées comme se trouvant dans I’état « autre » dans le PA (0,042 dans les données
d’enquéte). Il existe également une erreur de classification pour les personnes qui possédent réellement un
contrat d’emploi permanent, car elles ont une probabilité de 0,081 d’étre enregistrées comme des
travailleurs temporaires et une probabilité de 0,031 d’étre enregistrées comme étant dans une autre
situation.

Tableau 4.4
Taille de I’erreur de mesure dans les données de registre selon le modéle C”

Contrat observé en t

Contrat latenten t Permanent Temporaire Autre
Permanent 0,888 0,081 0,031
Temporaire 0,237 0,684 0,079
Autre 0,032 0,017 0,951

Nota : Ces probabilités sont égales a la moyenne des probabilités a posteriori d’avoir un type particulier de contrat latent telles
qu’elles sont estimées au moyen du modeéle C” avec une erreur de classification de 0,016.

Nous nous intéressons non seulement a I’erreur de mesure proprement dite, mais aussi a la grandeur de
son effet sur I’estimation de la taille de I’emploi temporaire. En utilisant de nouveau la moyenne des
probabilités a posteriori d’avoir un type particulier de contrat latent, nous estimons la taille de I’emploi
temporaire aux Pays-Bas. Au tableau 4.5, nous comparons la taille de I’emploi temporaire estimée au
moyen du modéle de Markov caché avec les distributions observées du type de contrat selon I’EPA et
selon le PA. La probabilité a posteriori moyenne d’avoir un contrat temporaire est de 10,9 % et est
comprise entre les valeurs obtenues d’aprés I’EPA et d’aprés le PA.

Tableau 4.5
Taille moyenne de I’emploi temporaire selon le modéle C”

Observée Latente

Enquéte Registre

Permanent 0,667 0,597 0,634
Temporaire 0,087 0,130 0,109
Autre 0,246 0,273 0,257
Cas 48 297 174 480 174 480

Nota : Les probabilités latentes sont égales a la moyenne des probabilités a posteriori d’avoir un type particulier de contrat latent
telles qu’elles sont estimées au moyen du modéle C” avec une erreur de classification de 0,016.

Le tableau 4.6 donne I’évolution de la taille de I’emploi temporaire d’apres les deux sources de
données et d’aprés le modele de Markov caché. Ce tableau confirme la constatation selon laguelle la taille
de I’emploi temporaire calculée d’aprés notre modéle est comprise entre celles obtenues d’apres les
données du registre et d’apreés les données de I’enquéte. On voit aussi que, durant la période de référence,
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la proportion d’employés temporaires a augmenté. La faible baisse observée dans les données de registre
en janvier 2008 (mois 13) comparativement a décembre 2007 (mois 12) s’explique par le fait que de
nombreux contrats temporaires se terminent le 31 décembre et que, de surcroit, certains de ces contrats
sont convertis en contrats d’emploi permanent. La fluctuation un peu plus importante de la taille de
I’emploi temporaire selon les données d’enquéte est due au fait que les participants a I’'EPA sont
interviewés tous les trois mois et que les diverses estimations mensuelles proviennent donc partiellement
de différents participants a I’enquéte.

Il est important d’examiner non seulement la variation agrégée, mais aussi la variation au niveau
individuel, c’est-a-dire la probabilité d’une transition d’un emploi temporaire a un emploi permanent et
inversement. Ces probabilités de transition sont présentées au tableau 4.7. En particulier, ce tableau donne
les probabilités de transition latentes (moyennes) obtenues d’aprés le modele C”. Les probabilités de
transition ont trait a une période de trois mois et une moyenne est calculée sur les 12 périodes de
trois mois dans nos données. Si nous comparons les résultats du tableau 4.7 a ceux du tableau 2.4, nous
voyons que les probabilités de transition latentes sont beaucoup plus faibles que celles découlant des
données de registre et des données d’enquéte. D’apres les probabilités de transition latentes, 3,2 % des
personnes ayant un contrat d’emploi temporaire possédaient un contrat d’emploi permanent trois mois
plus tard, mais selon les données d’enquéte et de registre, ces pourcentages étaient de 5,7 % et 8,5 %,
respectivement. Cela montre que I’erreur de mesure donne lieu a une inflation de la taille des probabilités
de transition. Une telle inflation serait clairement attendue quand les erreurs sont indépendantes dans le
temps (Hagenaars 1990, 1994). Si les erreurs ne sont pas indépendantes dans le temps, comme dans notre
cas, I’attente est moins claire, car les erreurs pourraient soit accroitre soit réduire les probabilités de
transition, selon la nature et la taille de I’association. La méme tendance a la sous-estimation de la stabilité
peut étre observée pour I’état de contrat permanent : 98,1 % et 96,7 % de personnes sont restées dans cet
état selon les données de I’enquéte et les données du registre, respectivement, alors que la stabilité réelle
était de 98,7 %.

Tableau 4.6
Evolution de la proportion d’employés temporaires durant la période de janvier 2007 & mars 2008
Source
Mois Enquéte Registre Latente
1 0,080 0,123 0,102
2 0,082 0,124 0,103
3 0,085 0,123 0,102
4 0,084 0,128 0,103
5 0,084 0,129 0,103
6 0,090 0,129 0,104
7 0,089 0,130 0,105
8 0,087 0,131 0,106
9 0,091 0,135 0,110
10 0,087 0,134 0,112
11 0,088 0,135 0,114
12 0,091 0,135 0,114
13 0,090 0,131 0,116
14 0,089 0,131 0,118
15 0,096 0,132 0,121

Nota : Les données d’enquéte comprennent des observations trimensuelles par personne, tandis que les données de registre
comprennent des observations mensuelles par personne. Les probabilités latentes sont égales a la moyenne des
probabilités a posteriori d’avoir un type particulier de contrat latent telles qu’elles sont estimées au moyen du modele C”
avec une erreur de classification de 0,016.
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Tableau 4.7
Transitions observées sur 3 mois dans I’EPA et le PA et transitions latentes selon le modele C

Transitions latentes

Permanent Temporaire Autre

Contrat en t-3 Permanent 0,987 0,006 0,007
Temporaire 0,032 0,931 0,037

Autre 0,009 0,030 0,961

Total 0,634 0,110 0,256

Nota: Les probabilités latentes sont égales a la moyenne des probabilités a posteriori d’avoir un type particulier de contrat latent
telles qu’elles sont estimées au moyen du modele C” avec une erreur de classification de 0,016.

5 Conclusion

Dans le présent article, nous avons étudié I’erreur de mesure du type de contrat d’emploi dans I’'EPA
des Pays-Bas en appariant les données de sa composante longitudinale pour la période de 2007 au debut
de 2008 a un ensemble de données de registre unique, c’est-a-dire le PA. Nous avons appliqué plusieurs
modeéles de Markov cachés dans lesquels le type de contrat réel est traité comme un état latent et dans
lesquels les données provenant de I’enquéte et du registre servent d’indicateurs observés du contrat réel
d’une personne. Nous avons modélisé I’erreur de mesure dans les deux sources de données en tenant
compte du fait que I’erreur dans le registre est corrélée entre les périodes.

Nos résultats montrent que les données du registre contiennent plus d’erreurs que les données
d’enquéte et qu’elles ne peuvent donc pas étre utilisées comme normes de référence. Cependant,
I’amélioration de I’enregistrement initial dans les données du registre peut accroitre considérablement leur
qualité, car I’erreur de mesure dans I’indicateur du type de contrat provenant de cet ensemble de données
est autocorreélée.

L’erreur de mesure résulte en une sous-estimation du pourcentage de personnes possédant un contrat
d’emploi temporaire. Dans I’EPA, ce pourcentage est de 8,9 %, mais aprés correction de I’erreur de
mesure, il passe a 10,9 %. Un autre effet de I’erreur de mesure est qu’elle produit des probabilités de
transition fortement surestimées. Selon I’EPA et le PA, la probabilité de transition entre I’emploi
temporaire et I’emploi permanent pour une période de trois mois est de 5,7 % et de 8,5 %, respectivement,
tandis que la probabilité de transition latente correspondante n’est que de 3,2 %. Cette constatation est
particuliérement importante pour les responsables de I’élaboration des politiques aux Pays-Bas, car elle
indique clairement que la mobilité de I’emploi temporaire vers I’emploi permanent est nettement moindre
qu’on ne le pensait au départ.

Les résultats de la présente étude demeurent relativement stables pour les diverses spécifications de
modeéle que nous avons évaluées. Cela montre qu’ils sont robustes aux petites erreurs de spécification du
modeéle. Cependant, ils restent quelque peu dépendants des hypotheses du modéle. D’autres applications et
tests de sensibilité permettront de vérifier plus en profondeur la validité de nos résultats. De futures études
pourraient se concentrer sur des tests de sensibilité en faisant appel a des simulations Monte Carlo.
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Cadre généralisé pour la détermination des probabilités
d’inclusion optimales dans les plans de sondage a un degré
pour des enquétes a plusieurs variables et plusieurs
domaines

Piero Demetrio Falorsi et Paolo Righi1

Résumé

L’article décrit un cadre généralisé de calcul des probabilités d’inclusion optimales dans divers contextes
d’enquéte dans lesquels il est requis de diffuser des estimations d’enquéte d’une précision préétablie pour de
multiples variables et domaines d’intérét. Le cadre permet de définir des plans de sondage stratifiés classiques
ou incomplets. Les probabilités d’inclusion optimales sont obtenues en minimisant les codts au moyen d’un
algorithme qui garantit I’établissement de bornes pour les erreurs d’échantillonnage au niveau du domaine, en
supposant que les variables d’appartenance au domaine sont disponibles dans la base de sondage. Les variables
cibles sont inconnues, mais peuvent étre prédites au moyen de modeles de superpopulation appropriés.
L algorithme tient compte correctement de I’incertitude de ces modeles. Certaines expériences basées sur des
données réelles montrent les propriétés empiriques de I’algorithme.

Mots-clés : Répartition optimale; stratification multidimensionnelle; estimations de domaine; échantillonnage équilibré.

1 Introduction

Les enquétes menées dans le contexte de la statistique officielle produisent fréqguemment un grand
nombre d’estimations qui ont trait a différents parametres d’intérét ainsi qu’a des domaines d’estimation
d’un niveau de détail tres élevé. Lorsque des variables indicatrices de domaine sont disponibles pour
chaque unité d’échantillonnage figurant dans la base de sondage, le concepteur du plan de sondage peut
essayer de sélectionner un échantillon dans lequel la taille de chaque domaine est fixée. Dans ces
conditions, il est possible d’obtenir des estimations directes pour chaque domaine et de contrbler les
erreurs d’échantillonnage au niveau du domaine. Nous présentons ici un cadre unifié et général pour
définir les probabilités d’inclusion optimales pour les plans d’échantillonnage a un degré lorsqu’on
connait les variables d’appartenance au domaine a I’étape de I’établissement du plan. Il pourrait s’agir du
scénario le plus fréquent dans les enquétes auprés des établissements et dans d’autres contextes d’enquéte,
comme les enquétes agricoles ou les enquétes sociales si les domaines sont de nature géographique (par
exemple, type de municipalité, région, province, etc.). La progression croissante de I’intégration des
données des registres administratifs et des bases de sondage pourrait aussi rendre I’approche présentée ici
plus applicable aux enquétes sociales. La proposition pourrait étre utile pour la planification d’un sondage
de deuxiéme phase optimal si I’on a recueilli les données sur les variables d’appartenance au domaine a la
premiére phase.

Le probleme de I’établissement de plans de sondage optimaux a été abordé dans certains articles

récents. Gonzalez et Eltinge (2010) donnent un apercu intéressant des approches en vue de définir des
stratégies d’échantillonnage optimales. Le probléme d’optimisation est habituellement traité dans le

1. Piero Demetrio Falorsi, FAO, Viale delle Terme di Caracalla, Roma. Courriel : piero.falorsi@fao.org; Paolo Righi, ISTAT Via C. Balbo 16,
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contexte de I’échantillonnage stratifié avec taille d’échantillon fixe dans chaque strate. La répartition
optimale sous échantillonnage stratifié pour une population univariée est bien décrite dans la littérature sur
I’échantillonnage (Cochran 1977). Dans les cas multivariés, ou plus d’une caractéristiques doivent étre
mesurées sur chaque unité échantillonnée, la répartition optimale pour les caractéristiques individuelles est
de peu d’intérét pratique, a moins que les diverses caractéristiques étudiées soient fortement corrélées. Il
en est ainsi parce qu’une répartition optimale pour une caractéristique est généralement loin de I’étre pour
les autres. La multidimensionalité du probléeme méne a la définition d’une méthode de répartition de
compromis (Khan, Mati et Ahsan 2010) associée a une perte de précision comparativement aux
répartitions optimales individuelles. Plusieurs auteurs ont discuté de divers critéres permettant d’obtenir
une répartition de compromis réalisable — voir, par exemple, Kokan et Khan (1967), Chromy (1987),
Bethel (1989), Falorsi et Righi (2008), Falorsi, Orsini et Righi (2006) et Choudhry, Rao et
Hidiroglou (2012).

Récemment, certains articles ont porté sur la recherche des probabilités d’inclusion optimales sous
échantillonnage équilibré (Tillé et Favre 2005; Chauvet, Bonnéry et Deville 2011), une classe générale de
plans d’échantillonnage qui inclut les plans d’échantillonnage stratifiés comme cas particuliers. Plus
précisément, Chauvet et coll. (2011) proposent I’adoption de I’algorithme du point fixe pour définir les
probabilités d’inclusion optimales. Néanmoins, les articles susmentionnés n’abordent pas le cas ou les
variables d’équilibrage dépendent des probabilités d’inclusion et ne présentent qu’une solution partielle au
probléme di au fait que la variance d’échantillonnage est une fonction implicite des probabilités
d’inclusion. Choudhry et coll. (2012) propose un algorithme de répartition optimale pour les estimations
de domaine sous échantillonnage stratifié (si les domaines d’estimation ne recoupent pas les strates). Leur
algorithme représente un cas particulier de [I’approche que nous proposons. Les conditions
méthodologiques illustrées ici représentent une amélioration considérable par rapport a la version
antérieure de la méthodologie décrite dans Falorsi et Righi (2008) qui ne tenait compte que du cas ou les
valeurs des variables d’intérét étaient connues et ou la mesure de la précision était exprimée par la
variance sous le plan; en outre, la version antérieure ne tenait pas compte du fait que la variance sous le
plan, bornée dans le probléme d’optimisation, est une fonction implicite des probabilités d’inclusion. Le
présent article porte sur le cas plus réaliste ou les variables d’intérét ne sont pas connues et doivent étre
estimées. En outre, il traite explicitement le probléme découlant du fait que les variances anticipées sont
des fonctions implicites des probabilités d’inclusion. Le nouvel algorithme d’optimisation peut étre
exécuté facilement, parce qu’il est fondé sur une décomposition générale de la mesure de la précision.
Nous proposons un plan d’échantillonnage général qui englobe la plupart des plans d’échantillonnage a un
degré adoptés dans les enquétes réelles, par exemple I’échantillonnage aléatoire simple sans remise
(EASSR), ’'EASSR stratifié, I’échantillonnage PPT stratifié, les plans avec stratification incompléte, etc.
Le cadre est fondé sur I’utilisation conjointe de plans d’échantillonnage équilibrés (Deville et Tillé 2004)
qui, suivant les différentes définitions des équations d’équilibrage, représentent une vaste gamme de plans
d’échantillonnage et de modéles de superpopulation pour la prédiction des valeurs inconnues des
variables d’intérét. La présentation de I’article est la suivante. A la section 2, nous exposons les définitions
et la notation. A la section 3 et & la section 4, nous illustrons le plan d’échantillonnage et la variance
anticipée. A la section 5, nous décrivons I’algorithme utilisé pour définir les probabilités d’inclusion
optimales. A la section 6, nous illustrons les propriétés empiriques de I’algorithme au moyen de certaines
expériences fondées sur des données réelles sur les entreprises. Enfin, a la section 7, nous présentons les
conclusions.
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2 Définitions et notation

A la présente section, nous exposons les concepts du domaine d’estimation et du domaine planifié qui
jouent un réle clé dans le cadre présenté ici.

Soit U la population de référence de N éléments et soit U, (d = 1,..., D) un domaine d’estimation,
c’est-a-dire une sous-population générique de U contenant N, éléments, pour laquelle des estimations
distinctes doivent étre calculées. Soit y, lavaleurdela »* (r =1,..., R) variable d’intérét attachée a la
k* unité de population et soit v, I’indicateur d’appartenance au domaine pour I’unité £ défini par

1 sikeU,
= . 2.1
Y {O autrement 1)

Nous supposons que les valeurs de vy, sont disponibles dans la base de sondage et que plus d’une
valeur de y, (d =1,...,D) peut étre égale a 1 pour chaque unité k; par conséquent, les domaines
d’estimation peuvent se chevaucher.

Les parametres d’intérét sont les D x R totaux de domaine

tan = Doy V¥ =1 Rid = 1,...,D). (2.2)

Soit p () un plan d’échantillonnage sans remise & un degré et = = (n,,...,7,,...,®,) le vecteur de
dimension N des probabilités d’inclusion. Soit s I’échantillon sélectionné avec la probabilité p(s).
Désignons par U, (h = 1,..., H) la sous-population de taille N, = > 5, ou 3, =1sik eU, et

keU,

5,, = 0 autrement.

Nous nous concentrons que les plans d’échantillonnage a taille fixe qui sont ceux qui satisfont

0, =n, (23)

kes

ol 6, =(8,,....,8,,,....8,,) et n=(ng,...,n,,....,n,) estlevecteur de nombres entiers définissant

les tailles d’échantillon fixées au moment de I’établissement du plan d’échantillonnage. Puisque la taille
d’échantillon n,, qui correspond & U,, ne varie pas d’une sélection d’échantillon a I’autre, la sous-

population U, sera appelée domaine planifié dans la suite de I’exposé. Une condition nécessaire, mais
non suffisante, pour s’assurer que (2.3) soit satisfaite est que le vecteur & soit tel que

ZkeU nkak =n (2-4)

Dans notre configuration, les domaines planifiés peuvent se chevaucher; par conséquent, I’unité %

peut posséder plus d’une valeur 8,, =1 (pour & =1,..., H). Supposons que les valeurs de &, sont

connues et disponibles dans la base de sondage pour toutes les unités de la population. Supposons en outre
que la matrice (61,...,6k,...,6N)' de dimensions N x H n’est pas singuliére.

Les domaines planifiés et leur relation avec les domaines d’estimation jouent un role central dans notre

cadre généralisé. Nous supposons que les domaines d’estimation peuvent étre définis comme un agrégat
de domaines planifiés complets, de sorte que la taille d’échantillon prévue dans le d° domaine
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d’estimation U, disons n,, peut étre obtenue sous forme d’un agrégat simple des tailles d’échantillon
prévues des domaines planifiés inclus. Enfin, soit 7, I’estimateur d’Horvitz-Thompson (HT) de ¢,
avec

E(dr) = Zkesi Yo - (2.5)
T
Un exemple tiré des enquétes-entreprises. Supposons que I’on doive calculer les estimations d’enquéte
séparément en considérant troistypes de domaines, a savoir la région (20 modalités), I’activité
économique (2 modalités : biens ou services) et la taille de [’entreprise (3 modalités : petite, moyenne ou
grande). Autrement dit, il existe D = 20 + 2 + 3 = 25 domaines d’estimation chevauchants possibles.
Les domaines planifiés peuvent étre définis selon différentes options.

Option 1. Le domaine planifié unique U, est défini par une intersection spécifique des catégories des

domaines d’estimation. Dans ce cas, H = 20 x 2 x 3 = 120 domaines planifiés sont définis.
Ils représentent une partition particuliére de U. Les domaines planifiés ne se chevauchent pas

et > 46, =1

Option 2. Les domaines planifiés U, coincident avec les domaines d’estimation. Par conséquent,
H =D =25 et les 6’k sont définis comme des vecteurs contenant trois 1, de sorte que
Zhéhk = 3. Rappelons que les domaines planifiés se chevauchent.

Option 3. Les domaines planifiés U, sont définis par i) la région selon I’activité économique et
ii) I’activité économique selon la taille d’entreprise; alors, H = (20 x 2) + (2 x 3) = 46 avec

Oy =2

D’autres relations intermédiaires entre les domaines d’estimation et les domaines planifiés sont
possibles.

Soulignons que les domaines planifiés représentent le fondement pour la définition de classes plus
générales de plans d’échantillonnage. Par exemple, les plans d’échantillonnage stratifiés requiérent
que les domaines planifiés ne se chevauchent pas, car Zhéhk =1 et que chaque U, est désignée

comme étant une strate. Par conséquent, I’option 1 de I’exemple qui précéde nous mene a définir un plan
d’échantillonnage stratifié. En outre, les strates définies comme dans I’option 1 servent de fondement a ce
gue I’on appelle un « plan d’échantillonnage stratifié multimensionnel » (Winkler 2001).

Si Zhé‘)hk > 1, les tailles d’échantillon des domaines planifiés définies dans I’option 1 (strates) ne

sont pas strictement contrélées. Néanmoins, elles restent contr6lées a un niveau agrégé. Dans I’option 2 de
I’exemple susmentionné, les tailles d’échantillon sont contrélées uniquement pour les domaines
d’estimation; par contre, dans I’option 3, les tailles d’échantillon sont contr6lées pour les sous-ensembles
de deux partitions différentes, définies par i) la région selon I’activité économique et i) I’activité
économique selon la taille d’entreprise. En nous basant sur la définition de Winkler, nous désignons les
plans utilisant ces types de domaines planifiés comme étant des plans d’échantillonnage stratifiés
multidimensionnels incomplets (ESI).
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3 Echantillonnage

Soit z, un vecteur de variables auxiliaires disponible pour toutes les unités £ € U. Un plan
d’échantillonnage p(s) est dit équilibré sur les variables auxiliaires si, et seulement si, il satisfait les
équations d’équilibrage suivantes

Zkesﬁ = ZkeU Zy (3'1)

ULy

pour chaque échantillon s tel que p(s) >0 (Deville et Tillé 2004). Selon les variables auxiliaires et les

probabilités d’inclusion, I’équation (3.1) peut étre exactement ou approximativement satisfaite dans
chaque échantillon possible; par conséquent, un plan d’échantillonnage équilibré n’existe pas toujours. En
spécifiant

z, =m0, (3.2)

les équations (3.1) deviennent

Db =2, T (3.3)

Dans ce cas, les équations d’équilibrage stipulent que la taille d’échantillon réalisée dans chaque sous-
population U, est égale a la taille prévue. Dans différents contextes, Ernst (1989) et Deville et
Tillé (2004; page 905 Section 7.3) ont prouvé que i) sous la spécification (3.2) et ii) si le vecteur des

tailles prévues d’échantillon, données par n = zkeu n,0,, ne contient que des nombres entiers, alors un

plan d’échantillonnage équilibré existe toujours. La spécification (3.2) définit des plans d’échantillonnage
qui garantissent le respect de I’équation (2.4) sur laquelle nous souhaitons nous concentrer. Deville et
Tillé (2004, pages 895 et 905), Deville et Tillé (2005, page 577) et Tillé (2006, page 168) ont montré que
plusieurs plans d’échantillonnage habituels peuvent étre considérés comme des cas particuliers de
I’échantillonnage équilibré, en définissant de maniére appropriéee les vecteurs @ et 8, de I’équation (3.2).
Ces problemes sont illustrés a la remarque 4.2 et a la section 6. Des échantillons équilibrés peuvent étre
tirés par la méthode du cube (Deville et Tillé 2004). Cette méthode facilite grandement la sélection sous
des plans d’échantillonnage stratifiés incomplets en permettant de contourner les inconvénients de calcul
des méthodes fondées sur des algorithmes de programmation linéaire (Lu et Sitter 2002). La méthode du
cube satisfait exactement les équations (3.1) quand la spécification (3.2) est vérifiée et que n est un
vecteur de nombres entiers. Dans les cas de ’EASSR et de ’EASSRS, on peut utiliser les méthodes
classiques de sélection de I’échantillon, ainsi que la méthode du cube. Deville et Tillé (2005) proposent
une approximation de la variance pour I’estimateur HT sous-échantillonnage équilibré

Ep (f(dr) - t(dr))z = [N/(N - H)] [ZkeU (1/7% - 1)n(2dr)k] (3-4)

ou E, désigne I’espérance d’échantillon et

Nk = Vu¥ax — Tcké;c [A (7‘)]71 zjeu T; (1/ch - 1)5jyrdek (3.5)

avec
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A () = z/EU 88 m,(1-m)). (3.6)

Les résultats de simulations donnés récemment dans Breidt et Chauvet (2011) confirment que
I’équation (3.4) représente une bonne approximation de la variance d’échantillonnage quand les équations
d’équilibrage sont satisfaites exactement. L’estimation de la variance est étudiée dans Deville et
Tillé (2005).

4 Variance anticipée

Avant I’échantillonnage, les valeurs de y, ne sont pas connues et la variance exprimée par la

formule (3.4) ne peut pas étre utilisée pour planifier la précision de I’échantillonnage a la phase
d’élaboration du plan. En pratique, il est nécessaire d’obtenir des valeurs substitutives ou de prédire les
valeurs y, en se basant sur des modeles de superpopulation qui exploitent I’information auxiliaire. La

disponibilité croissante d’information auxiliaire (obtenue par intégration des registres administratifs et des
bases de sondage) facilite I’usage des prédictions. Sous inférence fondée sur un modéle, on suppose que
les valeurs de y,, sont la réalisation d’un modele de superpopulation A7. Le modéle que nous étudions est

de la forme suivante :

yrk = fr (Xk;Br) + urk
, (4.1)
Ey(u,) =0 Yk E, (uh) =0k Ey (uy,u,) =0 Vk #1

ou x, estun vecteur de variables explicatives (disponibles dans la base de sondage), B, est un vecteur de
coefficients de régression et f, (x,;B,) est une fonction connue, u, est le terme d’erreur et E,, ()
désigne I’espérance sous le modele. Les paramétres B, et les variances c? sont supposés connus,
quoiqu’en pratique ils sont habituellement estimés. Le modéle (4.1) est spécifique a une variable, et I’on
peut utiliser différents modéles pour différentes variables sans créer de difficultés supplémentaires.
Comme mesure de I’incertitude, nous considérons la variance anticipée (VA) (Isaki et Fuller 1982) :

VA (?(dr)) = EMEp (;(dr) - Z‘(dr))z ' (42)

Une expression générale pour la VA sous des modeles linéaires a été établie par Nedyalkova et
Tillé (2008). Leur formulation s’obtient en considérant une fonction linéaire £, () et un ensemble unique

de variables auxiliaires, x,, utilisé a la fois pour la prédiction des valeurs de y et pour I’équilibrage de
I’échantillon. Dans notre contexte, nous avons introduit x, et z, = m,8,, en soulignant que les variables
auxiliaires peuvent étre différentes pour la prédiction et I’équilibrage. Les variables x, doivent étre aussi
prédictives de y, que possible, tandis que les variables z, jouent un rdle instrumental dans le contréle
des tailles d’échantillon pour les sous-populations.

Dans le contexte considéré ici, en insérant la variance approximative (3.4) dans I’équation (4.2), nous
obtenons I’expression approximative de la VA :

VAA (i) = [N/(N - H)] ZkeU A/m, -1 E, (n(zdr)k)v (4.3)
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ol les termes n?2,,, de (3.4) sont remplacés par E,, (n?’,,,). En définissant

Vi = 1 (x3B,), (4.4)

nous pouvons reformuler I’équation (4.3) sous la forme

. 1 -
VAA(ty,) = [N/(N - H)] {dejn(yrzk + Gfk)de - ZkeU (yrzk + Gfk)ydk - VAA3(dr)i|a (4.5)
k
ol la troisiéme composante de variance de VAA(7,,) est

VAA,,, = ZkeU a- Tck)a(d,,)k M [25 Y0 — Tl (@]

+ ZkeU (1= m, )26y, (M) — mc, (O]

et ay,, (@, b, (@ et c,, (@ sontdes nombres réels définis respectivement par les équations (A1.4),
(AL1.7) et (A1.8) de I’annexe Al.

(4.6)

Remarque 4.1. L’expression (4.5) est une formule dont le calcul est laborieux mais, a toute fin pratique,
ce calcul peut étre simplifié au moyen d’une légére approximation a la hausse en posant que
b (M = ¢, (@) = 0 dans (4.6). La preuve est donnée a I’annexe A3. Une approximation a la hausse

est un choix prudent dans ces conditions, puisqu’il évite le risque de définir une taille d’échantillon
insuffisante pour la précision attendue.

Remarque 4.2. Le plan EASSRS est obtenu si les domaines planifiés définissent une partition unique de
la population (Option 1 de I’exemple a la section 2) et que le modéle (4.1) est spécifié de fagon que les
valeurs prédites soient y, =Y, avec o = o, (pour k € U,). La VAA devient

VAA () = [IN/WN = D1 3 64N, (N, /n, = 1), 4.7)

ou H, est I’ensemble de domaines planifiés inclus dans U, (voir I’annexe A4). Notons que I’expression
(4.7) concorde avec le résultat 2 de Nedyalkova et Tillé (2008), sauf pour le terme N/(N — H). Si
[N/(N — ED](1/N,) = 1/(N, —1), I’expression (4.7) approximerait la variance de I’estimation HT sous

le plan EASSRS. 1l est prouvé que I’approximation susmentionnée est vraie quand le nombre de domaines
H reste petit comparativement a la taille globale de la population N, et que les tailles de domaine N,

sont grandes.

5 Détermination des probabilités d’inclusion optimales

Le vecteur des valeurs de m est déterminé en résolvant le probléme d’optimisation suivant :

Min (ZkeU TCka)

VAA (i) <V, (d=1..D;r=1..R), (5.1)

O<m <1 (k=1..,N)
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ou ¢, est le colt de la collecte de I’information auprés de I’unité & et ¥, est un seuil de variance fixe
correspondant a 7.,,. Le systéme (5.1) minimise le colt prévu en s’assurant que les variances anticipées
soient bornees et que les probabilités d’inclusion soient comprises entre 0 et 1. Si toutes les valeurs de c,

sont des constantes égales a 1, le probléme (5.1) minimise la taille d’échantillon. Nous notons que, dans le
probléme (5.1), les variances o? figurant dans VAA(Z,,) sont traitées comme étant connues; en

pratique, elles doivent étre estimées. A la section 6, nous procédons & une évaluation empirique afin
d’étudier la sensibilité de la taille d’échantillon globale en utilisant différentes valeurs estimées de c?,.

Pour résoudre (5.1), nous réarrangeons les contraintes d’inégalité afin d’obtenir

(Ph +0i)va _N-H i
ZkeU ‘ T, et < N Vi + ZkeU (yfk + Gfk)de + VAA, - (5.2)

En fixant de maniére appropriée les valeurs de VAA,,,, le probleme d’optimisation devient un

probleme linéaire convexe séparé (PLCS) classique (Boyd et VVandenberghe 2004). La figure 5.1 illustre le
diagramme de cheminement de I’algorithme (un logiciel prototype dans lequel est mis en ceuvre
I’algorithme est disponible a I’adresse http://www.istat.it/it/strumenti/metodi-e-software/software), qui est
structuré en deux boucles emboitées : la boucle externe (BE) et la boucle interne (Bl). Les deux boucles

sont mises a jour en suivant un schéma d’algorithme du point fixe. La convergence sous certaines
approximations est démontrée a I’annexe A2.

Initialisation :
(a=0) n. = (ot=00)

Fermeture :
# optimal= “ =

T, =T

Boucle externe : point fixe

f— )
< Sortie de BE :
Wa=a,, (“n) b, (“n),c,, (“n)

(o+D = (o)

T

T 5
Boucle interne : point fixe <:> @g= g
(o) (a1) (at)
= VA, — @ D o
PLCS . . oul
. (s > Sortie de Bl : ]
Probléme (5.7) = T (s oo (o)

Figure 5.1 Diagramme de cheminement de I’algorithme

Initialisation. A I’itération o = 0 de la BE, fixer “”n = {“%z, =mk=1..,N}avec0<m<Ll

Un choix raisonnable est © = 0,5. A I’itération t = 0 de la boucle interne, fixer ‘“”x = ““ z. Fixer le
vecteur de dimension N, ¢, de faibles valeurs positives.
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Boucle externe

e Fixation des valeurs pour la boucle interne. Conformément aux expressions (Al.4), (Al.7) et
(A1.8) données a I’annexe A1, les valeurs scalaires réelles suivantes sont calculées

a ! a -1 ~ o
ag () =8, [A(“7)] zjeUﬁjyrjydj (1 S )nj), (5.3)
b (1) =8 [A(“D] " 8,6%7, 1- “x,), (5.4)
Cop (“m) = 128 [A (@)™ |:zj€U 88 cly,(1-" th)z} [A (@] 5,. (5.5)

e Lancement de la boucle interne. La boucle interne est exécutée jusqu’a la convergence.

(a+D

e Mise a jour ou sortie. Si le vecteur

m est tel que |

T— n\ > ¢, alors la boucle

externe est itérée en mettant & jour le vecteur ‘'z avec “*"z. Si |“**

T— v n\ < g, alors la

(a)

bouche externe se ferme et "*m représente la solution donnant les valeurs optimales du

probleme donné par le systeme (5.1).

Boucle interne

e Fixation des valeurs pour le PLCS. Les valeurs suivantes sont calculées :

(o) (o) (@ ~ (o (@
“VAAy,, = ZkeU (1 - Tck)a(dr)k (* n)[zyrky(ik — A, (* 7r)]

(5.6)
+ ZkeU (L= T )[2bg (V) = e, (Y],
conformément a I’expression (Al1.7) a I’annexe Al.
e Résolution du PLCS. En considérant que les valeurs de “”VAA,,, sont fixes, ““"n

s’obtient en résolvant, au moyen d’un algorithme standard pour un PLCS classique, le probléme
d’optimisation suivant :

Min (Z,{EU (at+D 7_[:kck)

(7o +oi)va _N-H_ - "
Zkey k(ar+l)ﬂ/: * < N Vi + ZkeU (yrzk + sz)de + ¢ )VAAS(dr)' (5.7)

k

0< ““Pr <1 (k=1,...,N)
k

e Mise a jour ou sortie. Si le vecteur “**Vz est tel que |’z — “”a| >¢, alors la boucle

(o)

interne est itérée en mettant a jour le vecteur “”zr avec “*** . Si \(‘”*l’n — (o n\ < g, alors la

boucle interne se ferme et le vecteur mis & jour ‘***

(at+D
at n

7t pour la boucle externe est donnée par
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Remarque 5.1. Le probleme du systéme (5.7) peut étre résolu par I’algorithme proposé dans Falorsi et
Righi (2008, section 3.1) qui représente une légére modification de I’algorithme de Chromy (1987),
élaboré au départ pour la répartition optimale multivariée sous des plans EASSRS et mis en ceuvre dans
des outils logiciels standard (voir par exemple le logiciel Mauss-R disponible a I’adresse:
http://wwwa3.istat.it/strumenti/metodi/software/campione/mauss_r/). Ou bien, le PLCS peut étre traité en
se servant de la procédure NLP de SAS comme I’ont proposé Choudhry et coll. (2012).

Remarque 5.2. L algorithme fait la distinction entre le vecteur “’ , (mis a jour dans la boucle externe)

et le vecteur ““m, (mis & jour dans la boucle interne). L’innovation de I’algorithme proposé tient
précisément a cette particularité. Si cette distinction entre les probabilités d’inclusion n’est pas faite, c’est-

(o) (o)

a-dire si ““m = “ @, nous avons observé dans plusieurs expériences que les solutions itérées du PLCS
pour chaque boucle externe ne convergent pas vers un point stationnaire.

Remarque 5.3. Apres la phase d’optimisation, dans laquelle le vecteur m est défini comme étant la
solution du probléme du systeme (5.1), une phase de calage est exécutée (Falorsi et Righi 2008) afin
d’obtenir les probabilités d’inclusion calées, ., m,, qui modifient marginalement le vecteur @ optimal

afin de satisfaire Z 0, =n, ou n est un vecteur de nombres entiers. L’utilisation de

keu cal T

I’algorithme d’ajustement proportionnel itératif généralisé (Dykstra et Wollan 1987) permet de s’assurer
que toutes les probabilités d’inclusion calées sont comprises dans I’intervalle (0,1].

6 Evaluations empiriques

Plusieurs simulations ont été exécutées sur des ensembles de données réelles et de données simulées
pour étudier les propriétés empiriques de la stratégie d’échantillonnage proposée. Ici, nous montrons les
résultats obtenus pour un seul exercice portant sur des données réelles se rapportant a la population
d’entreprises de 1999 dont le nombre d’employés était compris entre 1 et 99 et qui appartenaient au
secteur des Activités informatiques (code a deux chiffres de la Nomenclature statistique des activités
économiques dans la Communauté européenne, Rév. 1, dont I’acronyme est NACE). Nous avons effectué
trois expériences. L’expérience (a) avait pour but de Vvérifier si la répartition obtenue au moyen de
I’algorithme proposé convergeait vers la solution de I’algorithme de Chromy sous le plan EASSRS.
L’expérience (b) visait & comparer les tailles d’échantillon du plan EASSRS classique avec celles du plan
d’échantillonnage stratifié incomplet (ESI), dans lequel les strates définies par classification croisée
étaient des sous-populations non planifiées; cette expérience consistait a étudier le risque de fardeau
statistique d0 a la sélection répétée lors de différentes éditions de I’enquéte. Enfin, I’expérience (c) avait
pour objet de mesurer les discordances entre le coefficient de variation (CV) prévu calculé par
I’algorithme et le CV empirique obtenu par une simulation Monte Carlo.

Dans les trois expériences, les valeurs de ¢, ont été fixées uniformément & 1. La variance anticipée

obtenue conformément a I’approximation proposée a la remarque 4.1 a également été calculée.
La taille de la population choisie pour les expériences était de N = 10392 entreprises. Les domaines

d’intérét définissaient deux partitions de la population cible, a savoir la région géographique, avec
20 domaines marginaux (DOML1), et le groupe d’activités économiques (code a 3 chiffres de la NACE
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avec 6 groupes distincts) selon la classe de taille (définie en fonction du nombre d’employés:
1=1-42=5-9;3=10-19; 4 =20-99), avec 24 domaines marginaux (DOM2). Le nombre
global de domaines marginaux était égal a 44, tandis que le nombre de strates formées par classification
croisée ou de strates multidimensionnelles ayant une taille de population non nulle était de 360. La valeur
modale de la distribution des tailles de population était de 1, et 29,17 % des strates formées par
classification croisée ne contenaient au plus que 2 unités. Ce type de strate représente un probleme critique
dans le contexte des approches d’échantillonnage stratifiées classiques. En effet, pour calculer des
estimations de variance sans biais, ces strates doivent étre a tirage complet (afin qu’elles ne contribuent
pas a la variance des estimations), alors que la régle de répartition exigerait un moins grand nombre
d’unités et, en général, un nombre non entier d’unités échantillonnées. Le coiit de la main-d’ceuvre et la
valeur ajoutée étaient les variables d’intérét pour lesquelles les données sont fournies par une source
administrative pour chaque unité de la population. Habituellement, les deux variables ont une distribution
fortement asymétrique.

Pour toutes les études empiriques, les estimations cibles étaient les 88 totaux au niveau du domaine
(2 variables fois 44 domaines marginaux). Dans chaque expérience, les probabilités d’inclusion ont été
déterminées en fixant la variance V7, = (0,11(‘,,,))2 dans (5.1), ce qui équivaut a fixer a 10 % le niveau

accepté maximal du CV en pourcentage des estimations au niveau du domaine.

Etude empirique (a). La premiére expérience tenait compte de la partition DOM1. Ces domaines
représentaient a la fois les domaines planifiés et les domaines d’estimation. Puisque les domaines planifiés
définissaient une partition de la population d’intérét, ils pouvaient également étre considérés comme des
strates dans les plans d’échantillonnage classiques. Le modéle de travail predictif était donné par

Yp=0,+u, VkeU,(d =1,...,20)
, (6.1)
Ey(uy) =0, Ey (u}) =00 VhkeUy Ey(uy,u,) =0 Vk #1

ou o, est un effet fixe et les variances dans la superpopulation o2, étaient estimées au moyen de la

variance résiduelle du modéle prédictif dans chaque région. L’algorithme proposé a la section 5 a été
exécuté en utilisant trois valeurs initiales distinctes des probabilités d’inclusion =, égales a 0,01, 0,50 et
0,99, respectivement. Les valeurs initiales des probabilités d’inclusion n’avaient aucune incidence sur la
solution finale, mais celle-ci était obtenue a la suite d’un nombre différent d’itérations. Nous constatons
que le nombre global de boucles internes était de 17 pour © = 0,01. La convergence a été obtenue avec

13 boucles internes pour © = 0,50; 14 boucles internes ont été nécessaires pour = = 0,99. Cependant,
aprés la neuviéme itération, les trois tailles d’échantillon étaient relativement similaires (figure 6.1). Dans
I’expérience, les tailles d’échantillon globales étaient de 3 105 pour la répartition de Chromy servant de
référence et de 3110 pour la méthode proposée ici. Cependant, les différences entre les deux tailles
d’échantillonnage au niveau du domaine étaient des nombres fractionnaires qui étaient toujours inférieurs
a 1, et la différence relative absolue la plus importante était inférieure a 0,3 %. Cela met en relief le fait
que I’algorithme proposé définit en fait les mémes tailles d’échantillon de domaine que celles calculées
pour la répartition de référence. En ce qui concerne la convergence, les valeurs initiales des probabilités
d’inclusion n’ont aucune incidence sur la solution finale, quoique celle-ci soit obtenue moyennant des
nombres différents d’itérations.
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Figure 6.1 Convergence de I’algorithme avec différentes probabilités d’inclusion initiales dans I’étude
empirique (a)

Des résultats similaires ont été obtenus quand les domaines d’intérét étaient définis par la partition
DOM2.
Etudes empiriques (b). Soit U 4, Une région particuliére (d, =1,...,20) de DOML, et soit U, (avec
d, =1,...,24) un groupe d’activités économiques particulier selon la classe de taille d’entreprise de la

partition DOM2. Nous avons utilisé deux modeéles de prédiction, M, et M,. En se référant a la notation
des modeles ANOVA, M, est le modéle saturé donné par

{yrk = a, +h, +(@ag, +u, VkeU, NU, . (62)

E,(u,)=0,E, (urzk) = Gf(dldz) Vk e Ud1 M Udz; E, (uy,u,)=0Vk =1

dans lequel a, et A, sont les effets principaux, reliés aux domaines U, et U, , respectivement, et ou
(aA)aa, est I’effet d’interaction. Les variances de modéle csf(dldz) ont été estimées par la méthode des
moindres carrés ordinaires en calculant les variances des termes résiduels au niveau U, NU, . Le

modéle M, est identique au modéle M, sans le facteur d’interaction. Le tableau 6.1 montre la qualité de
I’ajustement des deux modeles.

Tableau 6.1
Qualité de I’ajustement des modeéles utilisés pour la prédiction
Modele Qualité de Pajustement R’ %
Coiit de la main-d’ceuvre Valeur ajoutée
Modéle M, (expression 6.2) 68,1 64,1
Modele M, (expression 6.2 sans les interactions) 65,1 61,0

Dans le cas du modele AM,, nous avons considéré trois répartitions différentes pour 'EASSRS :

i) aucune contrainte de taille d’échantillon de strate n’est imposée; if) au moins une unité échantillonnée
par strate est requise (pour obtenir des estimations ponctuelles sans biais); iii) au moins deux unités
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échantillonnées par strate sont requises (pour obtenir des estimations de variance sans biais) pour toutes
les strates ayant une taille de population de deux entreprises ou plus. Les deux premieres répartitions sont
plutét théoriques, puisque dans toutes les enquétes-entreprises réalisées par I’ Institut national de statistique
de I’ltalie, la sélection d’au moins deux unités par strate est requise. Les résultats de I’expérience sont
présentés plus bas au tableau 6.2. Seuls les résultats pour le cas ou les probabilités d’inclusion initiales
étaient égales a = = 0,50 sont examinés ici; des tailles d’échantillon identiques ont été obtenues pour les
autres valeurs initiales des probabilités d’inclusion, avec un processus de convergence un peu plus lent.
Les trois plans EASSRS comptaient 716,6, 944 et 1 042 unités d’échantillonnage, respectivement. Le plan
d’echantillonnage stratifié incomplet (ESI) a donne 936 unités pour le modéle M, tandis qu’il a donné
991 unités pour le modéle M,. Le meilleur résultat donné par le modéle M, comparativement au modéle
M, tenait au fait que son ajustement était meilleur. Enfin, les plans ESI ont aidé & aborder la question du

fardeau statistique des entreprises répondantes. En effet, si I’on suppose que les probabilités d’inclusion
restent fixes pour les différentes éditions de I’enquéte, leurs distributions peuvent étre utilisées pour
évaluer le fardeau statistique dans les enquétes répétées. Le tableau 6.2 montre que le nombre
d’entreprises sélectionnées avec certitude lors de chaque édition de I’enquéte était de 175 pour le troisieme
plan EASSRS, tandis que 30 et 40 entreprises ont été sélectionnées avec certitude sous le premier et le
deuxieme plan ESI, respectivement. L analyse des tailles (mesurées par I’effectif) des entreprises incluses
dans I’échantillon avec certitude montre que, dans le cas du troisiéme plan EASSRS, la taille moyenne
était égale a 20,6. Dans certains cas, des entreprises comptant deux employés étaient incluses dans
I’échantillon sélectionné avec certitude. Inversement, nous constatons que dans le cas du premier et du
deuxiéme plan ESI, la taille minimale des entreprises était de 17 et 16 employes, respectivement, et que la
taille moyenne était supérieure a 40 unités.

Tableau 6.2
Tailles d’échantillon et répartition des entreprises incluses avec certitude dans I’échantillon, pour différents
plans d’échantillonnage

. Entreprises sélectionnées avec certitude
. . Taille de -
Plan d’échantillonnage x R Nombre d’employés
I’échantillon Nombre P
Moyen Minimum
Stratifié classique avec le modéle M, Pfi§ de contrainte de taille 716.6 10 470 230
d’échantillon de strate
Au moins une unité échantillonnée 944.0 119 24,0 20
par strate
{-\u moins deyx unités 1042,0 175 206 20
échantillonnées par strate
Echantillonnage stratifié incomplet avec le modéle M, 936,0 30 50,1 17,0
Echantillonnage stratifié incomplet avec le modéle M, sans interactions 991,0 40 42,9 16,0

Enfin, pour évaluer la sensibilité de la solution, nous avons répété I’expérience artificiellement et
modifié les valeurs de 7, et &2 dans le probléme d’optimisation (5.1). En particulier, nous avons

augmenté les valeurs prédites de 62 de 20 % et 120 % respectivement, et diminué de 20 % les valeurs de
¥, prédites par le modele M,. Comme prévu, les tailles d’échantillon ont augmenté, mais le plan

EASSRS avec au moins une unité échantillonnée par strate et le premier plan ESI ont défini
approximativement les mémes tailles d’échantillon (tableau 6.3).
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Tableau 6.3
Tailles d’échantillon avec valeurs prévues modifiées des prédictions du modéle (4.1)

Taille de I’échantillon

Plan d’échantillonnage 5 5
G, augmenté de 20 %| &, augmenté de 120 % Y, diminué de 20 %

EASSRS avec modele M, [Aucune contrainte de taille 821,0 1269,0 993,8
d’échantillon de strate
Au moins une unité échantillonnée 1035,0 1472,0 1206,0
par strate
Au moins deux unités 1125,0 1536,0 1283,0
échantillonnées par strate

Plan ESI avec modéle M, 1039,7 1460,9 1207,5

Etude empirique (c). Nous avons utilisé le modéle de prédiction linéaire hétéroscédastique M, :

Voo = ar + (Pr Xk + Uy
E,(u,)=0, E, (u’) =06’ =c’x, YVkeU; E,(s,,¢,) =0 Vk =1

ou x, est le nombre d’employés dans la k° entreprise, et a, et ¢, sont les paramétres de régression.
Notons que le nombre d’employés est disponible dans la base de sondage en ltalie.
Nous avons calculé deux estimations différentes de la variance du modeéle :
~2 2 ~ 2 ~ 2 ~ 2
a) & = 1/N(X:Xk)ZkEU(W (y, -A, —-F x,)" e b)) &, =6x, dans lesquelles &, =

1/(N - Z)ZM [(v, - A, —F x,)/x.]% ol Ug,_, estla population d’entreprises, de taille N, _,,
pour laquelle la variable X prend la valeur x; A, et F sont les estimations de o, et o,

respectivement, par les moindres carrés pondérés pour la population dénombrée compléte. La somme des
variances de modéle obtenue par la méthode (a) était plus faible que celle obtenue par la méthode (b). Cela
a été reflété par les tailles d’échantillon calculées. La premiére répartition définit une taille d’échantillon
global de 927 unités, tandis que la deuxieme répartition définit une taille d’échantillon de 951. Nous avons
tiré successivement 1 000 échantillons pour chacune des répartitions et avons calculé les ratios
RCV(i,,) = CVP(i,,)/CVS(i,,), avec CVP(i,,) = [ VAA(Z,,)/t,,]100 représentant le CV

prévu (%) et

eV (i) =100 /D[ XL 7 - DY i ] DY,

représentant le CV simulé (ou empirique), obtenu comme résultat de la simulation, en désignant par 7/,
I’estimation HT dans la i° itération et 7 = 1000. Par souci de concision, seuls les principaux résultats de

la répartition (b) sont présentés a la figure 6.2 pour DOM1 et DOM2, respectivement, pour les deux
variables d’intérét. En examinant la figure de gauche, nous remarquons que la simulation produit
généralement un CV plus petit que le CV prévu, ce qui donne un ratio RCV plus grand que 1 pour les
deux variables. Une exception a lieu, pour la valeur ajoutée dans un domaine de DOM1.
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=#= CVP/CVS pour le colt de la main-d’ceuvre

== CVP/CVS pour la valeur ajoutée
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Figure 6.2 RCV selon la taille de la population pour le coiit de la main-d’ceuvre et la valeur ajoutée

La valeur de RCV inférieure a 1 peut étre expliquée par I’augmentation des tailles d’échantillon de
domaine en raison de I’étape de calage. Nous constatons qu’en général, ces divergences sont observées
dans des domaines dont la taille de population est petite; donc, I’étape de calage peut avoir un effet non
négligeable. La figure de droite présente des données empiriques plus articulées et conflictuelles.
Premiérement, nous constatons que les RCV sont souvent plus grands que 1 ou trés proches de 1.
Néanmoins, dans trois domaines, la variable de valeur ajoutée posséde un CV simulé égal a 11,5 %,
12,0 % et 12,3 %, respectivement. Dans ces cas rares, et certains autres (co(t de la main-d’ceuvre dans
deux domaines), les divergences sont en harmonie avec les constatations de Deville et Tillé (2005) quant
aux propriétes empiriques de I’approximation de la variance pour I’échantillonnage équilibré.

7 Conclusion

L article décrit une nouvelle approche en vue de déterminer les probabilités d’inclusion optimales dans
divers contextes d’enquéte caractérisés par la nécessité de diffuser des estimations d’enquéte d’une
précision préétablie, pour de multiples variables et domaines d’intérét.

La principale contribution de I’article a trait au calcul pratique de ces probabilités au moyen d’un
nouvel algorithme, qui convient pour un plan d’échantillonnage multidimensionnel général dans lequel
I’échantillonnage stratifié classique représente un cas particulier. L’approche proposée, I’algorithme et le
calcul final sont orientés domaine et variable.

Dans notre cadre, les variables indicatrices d’appartenance a un domaine sont supposées connues,
tandis que les variables d’intérét sont inconnues. La procédure est alors appliquée aux valeurs predites des
caractéristiques d’intérét au moyen d’un modele de superpopulation, et I’algorithme permet de tenir
compte de I’incertitude du modeéle; cela reflete le fait que les valeurs des variables d’intérét sont
inconnues. En utilisant la variance anticipée comme mesure de la précision de I’estimateur, cette approche

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



240 Falorsi et Righi : Cadre généralisé pour la détermination des probabilités d’inclusion optimales

permet de contourner les limites des algorithmes standard utilisés pour la répartition des échantillons, dans
lesquels les variables d’intérét dictant la solution sont supposées connues.

L algorithme proposé exploite une procédure standard, mais présente certaines innovations en matiere
de calcul qui pourraient étre utiles pour faire face a la complexité qui découle du fait que les variances
anticipées sont des fonctions implicites des probabilités d’inclusion. L’algorithme a été testé sur des
données simulées et des données d’enquéte réelles afin d’évaluer sa performance et ses propriétés. Les
résultats d’un petit ensemble d’expériences sont présentés ici. lls confirment une amélioration, en ce qui
concerne I’efficacité, de la stratégie d’échantillonnage. Une généralisation naturelle du cas examiné ici
peut étre élaborée en considérant que les indicateurs de domaine et d’autres variables indépendantes
guantitatives sont connus a I’étape de I’élaboration du plan d’échantillonnage. Nous notons que la
variance anticipée en ne tenant compte que des indicateurs de domaine est plus grande que la variance
anticipée de ce cas plus général. Donc, notre solution représente une borne supérieure (et d’une certaine
robustesse) de la solution a la phase de I’élaboration du plan. En outre, la solution algorithmique peut étre
adaptée facilement a cette situation plus générale.
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Annexe Al

VA de P’estimateur HT

Considerons le résidu n,,, tel qu’il est exprime par I’équation (3.5), et remplagons le terme y,, par
¥, +u,, cequinousdonne

nfs.l' (j}ry' + u)j)ydj (1/75.]. - 1) (All)

Les moindres prédictions pondérées de 7y, et u,y,, avec les prédicteurs m, 8, et les
pondérations 1/m, — 1, sont

Nk = (T + Uy ) Vs — 8, [A (@1 Z,EU

P = Tl (AL.2)
et
A = 1,0, [AG@I z‘iey T uy, (LY, - 1), (AL1.3)
avec
ag (@ =8, [A (@] ZjeU 87 a (Y, = 1). (A1.4)

En utilisant les formules (Al.2) et (Al.3), I’expression (Al.1) peut étre reformulée sous la forme
Nk = P + 1, )Y = [P + g, ]- Par conséquent, I’espérance sous le modéle de n?,,, est
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~ 2 2 ~
E, (n(zdr)k) = (yrdek - )’<d;~>k) +E, [(”rdek - u(dr)k)z] + termes de moyenne nulle, (A1.5)

car E,, (u,, ) = 0. Enoutre,

A 2 N 2 A
E, [(urkydk — Uiy ] = Gkadk + By ()" = 2By (Y g tligor ) » (AL.6)

. . A 2 2
OU E, (U Y gelligi) = by (0 €8 Eyy ()" = TiCian (m), avec

b, () =8, [A@I'8,6%y, 1-m,) (AL7)
et
Cam @ = S TA@IT Y 88 0%y, (1-=,)" [IA@I™8,. (A1.8)

L’expression (4.5) est obtenue facilement en insérant les expressions provenant de (Al.2) a (A1.8) dans
I’équation (4.3).

Annexe A2

Convergence de I’algorithme

Le probléme d’optimisation (5.1) est résolu par deux itérations du point fixe emboitées. Etant donné un

vecteur x de dimension ¢ inconnu, I’itération du point fixe choisit une valeur supposée initiale © x.

Puis, I’algorithme calcule des itérés subséquents selon “**x = g(“x), avec T = 1,2,..., ol g() est un
systeme de g équations de mise a jour. La fonction multivariée g posséde un point fixe dans un domaine
O < R’ si g applique O dans Q. Soit J, (x) la matrice jacobéenne de la dérivée partielle premiere de
g évaluée a x. S’il existe une constante p <1 telle que, dans une norme matricielle naturelle,
|7, @] < p,x € O, g posséde un point fixe unique x* e Q, et I’itération du point fixe est garantie de
converger vers x" pour toute valeur supposee initiale choisie dans Q. En ce qui concerne I’algorithme

propose, la convergence de la boucle interne (BI) et de la boucle externe (BE) est obtenue quand les
termes “” VAA, ,, convergent vers le point fixe. Cela signifie que les vecteurs &t et “”  ne changent

(o)

pas dans les itérations de la BE et de la Bl. Dans la démonstration qui suit, nous considérons la méthode
proposée par Chromy (1987) pour résoudre le PLCS du systeme (5.7), et nous formulons certaines
hypothéses raisonnables, a savoir: 1), =0, 2)[N/(N-H)]=1 3) 5, =7, 4) “n, =
@Az avec 0 < “YA <1;5) ¢, =c. L’hypothése (1) correspond & I’approximation a la hausse de
la variance anticipée, donnée a la remarque 4.1, et implique que b, (‘“"n) = ¢, (‘*“n) = 0.
L’hypothése (3) implique que a,, (““m)5,v, = 72y, /.. L’hypothése (4) énonce que la
structure des probabilités d’inclusion demeure a peu prées constante dans les différentes itérations de la BI.
L’hypothese devient raisonnable compte tenu du fait que I’équation de mise a jour A2.2 qui suit (d’une
probabilité d’inclusion donnée) est essentiellement déterminée par le seuil de variance qui requiert la taille
d’échantillon la plus grande. Il est plausible d’émettre I’hypothéese que ce seuil demeure plus ou moins le
méme dans les itérations de la Bl subséquentes d’une BE donnée.
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Preuve de la convergence de la boucle interne. En reformulant I’expression (4.6) conformément aux
hypothéses (1) a (4),

1 FiYa Py
( 8 VAAg(dr) = ZkeU |:( (ot+D - 1} [2 (ot‘rlil)dk - (onr-fl) de ) (A21)
T, A A

En considérant que, dans le probléme (5.7), les valeurs de “” VAA, ,, sont fixes, chaque valeur du

vecteur ‘Uzt s’obtient comme une solution du PLCS avec I’algorithme de Chromy. Désignons par
atv * I’itération de I’algorithme de Chromy durant laquelle il converge, ot “** & = “*”x. Alors, la
Bl met a jour la probabilité générique conformément a I’expression

(72 +62)vu ]
(ax+D) (arv*4D) k )Y ar
Uy, = |:Z(dr) 0w } , (A2.2)

ou le deuxiéme terme du membre de droite représente la formule de mise a jour de I’algorithme de
‘ D R (otv*+1) T ;s .y N
Chromy, et Z @) Teprésente ZHZ g 00, est le multiplicateur de Lagrange genéralisé, ou

(oc'cv*)V 2
(atv*+D (I) _ ((xtv*)(I) (dr)
drn = @ | i (o) !
Vi + 7" VAA,,

(A2.3)

~2 2
(an )y _ Z (yrk + Grk) Y ak
(dr) - keU (atv®)
k

et

Vi = Vi + ZkeU (J7r2A + Gfk)ydk'

La théorie de Kuhn-Tucker énonce que “*” o, [V, — Vi, + “ AV,,,)] = 0; par conséquent,
I = 0y, et o, > 0 si et seulement si (Mv*)V(dr)/ (Vg + 7 AVy,,) = 1. Chromy
affirme que peu de “W)d)(d,) (pourr =1,...,R;d =1,...,D) sont plus grands que zéro, et que dans la
plupart des cas, une seule valeur est strictement positive. En notant “"VAA, =

(““VAA, ... ““VAA e “OVAA, ) . nous  définissons  “*" VAA, = g(“"VAA,)
comme étant le systeme de D x R équations de mise a jour, ot I’équation (dr) générique du systéme

IR

2 2
(D) YuYa YV a
g (dr) ( VAA3) ZkeU [2 (a£+l)(z - ((xril) XZ]

(A2.4)

X

(o) 2 2 2 12
Y g { Vi } (¥ + 05) Y 1
n @n | {7 (an) —~ '
' Vi + 7 VAA ¢

s’obtient en insérant I’expression (A2.2) dans (A2.1). Si I’on obtient la convergence, alors dans la derniere
itération, "’ VAA, = ““VAA,. La fonction de I’équation (A2.4) est continue et dérivable. En outre,
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elle s’applique sur I’intervalle des valeurs possibles de VAA,,,. Alors, la Bl converge si la condition qui
suit est satisfaite :

7, (VAA,) < 1. (A2.5)

La matrice jacobienne est semi-définie positive, et un résultat bien connu énonce que
trace (J,J;) < trace (/,)*. En considérant la norme de Frobenius |/, = . trace (J,J;), elle
devient |J,| = < trace (J,). Donc, nous pouvons tenir compte de la trace de la matrice jacobienne pour

vérifier la condition (A2.5). Soit g, = dg, (" VAA,,, /0 U VAA,,)) Iélément (dr) de la
diagonale de J, (VAA,). En utilisant la condition de Kuhn-Tucker "V, /(¥,, + ““AV,,,) =1,

=2 2 ~2 2
/ _ z 2 Yala  YuVa z (oc'rv*)d) (yrk + Grk)de
Ea = kev | € Toned g T (D A2 @ ) c

~2 2
(arv®) o 1 (yFk + Gfk)ng
(dr) (atv® V - '

(dr)

-3/2

X

c

Puisque dans de nombreux cas, “*” ¢z = 0 (Chromy 1987), I'élément g respectif est nul. Quand

(av™)

a >0, alors

~2 2 ~2 2 -3/2 ~2 2
z { VoY a Yal a j[um*)q) (yﬁc + Grk)de:| 5 @ 1 (yfk + GFk)Yz?k
keU (dr)

(at+D A (ar+D b ) —
at+l A at+l A2 (@r) (v V_ z

1
fom)

(ar)

~2 2
_ z 2)’7/{\([71( _ IaVa
- keU (at+D) (ot+D A 2
A A

j 1
~2 2
(atv®) ¢ (yT'k + G?k ) ’YJ/{ (atv
(dr) z

J?Fk"{z?k 2 _ 1
((x‘r+1)A ((x‘r+1)A

keU — (atv™®

*)Vi

(dr)

<< 1.

(atv*)

O a @

Par conséquent, la trace (J g) doit &tre inférieure a 1.

(at+D

Preuve de la convergence de la boucle externe. Soit 7 la solution du probleme de point fixe de la
(a+D

BI; alors, la BE met & jour le vecteur ‘““ &t avec & = ““* 7. Sous les conditions (1), (2) et (3),

o+ 1 ~
e VAA;,, = Zkey(&mﬂ . - 1) ykadk' (A2.6)
k

En insérant I’expression (A2.2) dans la formule (A2.6) quand la BI converge, le systtme de D x R
équations de mise a jour de ‘““*’VAA, est donné par “*"VAA, = j(“"”VAA,), ou I’équation
générique de j est
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oy VAA3<d,~> = j@)((w VAAa)
(A2.7)

/2

(atv®) 2022 2
_ )~/ 2 y Z (atv®) (I) V(dr) (yrk + Gt )Y dk -1
- 7k 71 (d ) see o .
keu < Tk I dk (dr) r V( + (o) VAA i c

dr)

En notant que VAA, = (05=0 VAA,, lesysteme j peut étre exprime sous une forme récursive
“UVAA, = j(g(“VVAAY)) = j(g(g (g (7T VAA,))) = £(VAA,),

avec () = j(g(g(...g())) en tant que systtme de D x R équations de mise & jour de "’ VAA,,

par rapport aux valeurs antérieures de la BE, ‘“ VAA,. Pour démontrer la convergence de la BE, il est
nécessaire de démontrer que la norme jacobienne |/, (VAA,)| est inférieure & 1. En utilisant les résultats

classiques de I’algébre matricielle,

I (VAA,)| < 7, (“"VAA,) x |7, (““PVAA,) x ... x |J, (“"O VAA,)

)

ou la norme générique HJg (-)H est inférieure a 1 (voir la preuve de convergence de la BI). Soit ;.

I’élément (dr) de la diagonale de J; (" VAA,). 1l est donné par

~2 2 -3/2

.1 ~ atv* (yr + Gr )Y
Ja = Zkeu yFZkYJk |:z(dr) ( )¢(d;4) %

(A2.8)
(atv*®) 1 (j}TZk + Gik ) 'Y(?k

(I)(E) (atv*) —
Vi ¢

X

Par conséquent, nous avons

~2 2 -3/2 ~2 2
./ < Z ~2 (otv*) (I) (yFk + GF]{ ) ’ng (otv*) ¢ 1 (yFk + GF]{ ) ’ng
Jan = vev VY @ @ _ @ ao™ -
c Va ¢

1 _
_ ~2 (atv®) L i
(o™ 1% ZkeU yﬁ"y‘ﬁ‘ (I)(;) c

@
L’inégalité qui suit est vérifiée

Va¥a
ke 7 7 7 dk << 1.

.1
](Zr) < [ z (atv*) ¢ (oc'tv*)V
(dr) (dr)

Donc, lanorme |/, (“” VAA,)| <1, et par conséquent la BE converge.
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Annexe A3

Preuve que ’approximation de la remarque 4.1 est a la hausse

Puisque #,,, est la prédiction par les moindres carrés pondérés de u,v,, en utilisant une valeur
différente de i,,,,, telle que #,,, = 0, nous obtenons

ZkeU A/m, -DE, [(”rkydk - ﬁ(dr)k)z] < ZkeU Ym, -1E, [(urkydk - 0)2]'

ou Ey [(u;-dek - 0)2] = G Yu- En remplacant les termes E,, [(ur~dek - ﬁ(dr)k)z] par o7y, dans
I’expression (A1.5), la VAA (4.3) est surestimée. L’approximation ., = 0 implique que
b (M = ¢, (@ = 0. Enfin, nous soulignons que, dans la plupart des cas, la hausse est légére,
puisque les i ,,, sont obtenus au moyen des variables z, qui ont généralement un pouvoir prédictif tres

faible pour les valeurs de u,,y,, (voir la section 4). Dans ces situations, i, = (1/N) Zkeu u, Y, = 0.

- - 2
Donc E,, (u,Y gl ) = 0 et £y (dg,,)" =0.

Annexe A4

Preuve de I’expression (4.7)

Dans ce cas, chaque vecteur &, contient A — 1 éléments nuls et 1 élément égal a 1 (correspondant a
la population planifiée a laquelle I’unité & appartient). Etant donné les valeurs d’entrée, la procédure
d’optimisation w, = m, pour k € U,. Sous I’hypothése susmentionnée, [A (@] est une matrice

diagonale dont le kA° élément est donné par [A,, (@] = [N,n2 (L/®, - 1)]_1. En considérant que
7. =7Y,, lesexpressions (Al.2) et (A1.3) peuvent étre reformulées, respectivement, sous la forme

Fan = 10 [A@IT N, (Un, -1)Y, =7,. (A4.1)
ﬁ(dr)k = n/16;c [A (n):rl T, (1/Tch - 1) ZjEU uljf = (n/1Nh)7l ZjeUh urj' (A42)

mais Z,- , u,; =0 entant que somme des résidus d’un modéle de régression.
€ h J

En utilisant les formules (A4.1) et (A4.2), I’expression (4.5) est donnée par

VAA (i)

N0 =18, (=18, By )

[N/ON = DY) 3, SaN, (N, /n, = 1),

puisque que ©t, = n, /N, , etI’expression (4.7) peut étre obtenue.
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Une méthode d’estimation efficace pour I’échantillonnage
matriciel

Takis Merkouris*

Résumé

L’échantillonnage matriciel, aussi appelé échantillonnage avec questionnaire fractionné ou scindé, est un plan
d’échantillonnage qui consiste a diviser un questionnaire en sous-ensembles de questions, éventuellement
chevauchants, puis & administrer chaque sous-ensemble a un ou a plusieurs sous-échantillons aléatoires d’un
échantillon initial. Ce type de plan, de plus en plus attrayant, répond aux préoccupations concernant les codts
de la collecte, le fardeau de réponse et la qualité des données, mais réduit le nombre d’unités échantillonnées
auxquelles les questions sont posées. Un concept élargi du plan d’échantillonnage matriciel comprend
I’intégration d’échantillons provenant d’enquétes distinctes afin de rationaliser les opérations d’enquéte et
d’accroitre la cohérence des données de sortie. Dans le cas de I’échantillonnage matriciel avec sous-ensembles
chevauchants de questions, nous proposons une méthode d’estimation efficace qui exploite les corrélations
entre les items étudiés dans les divers sous-échantillons afin d’améliorer la précision des estimations de
I’enquéte. La méthode proposée, fondée sur le principe de la meilleure estimation linéaire sans biais, produit
des estimateurs par régression optimale composites des totaux de population en utilisant un scénario approprié
de calage des poids d’échantillonnage de I’échantillon complet. Une variante de ce scénario de calage, d’usage
plus général, produit des estimateurs par régression généralisée composites qui sont également trés efficaces
sur le plan des calculs.

Mots-clés : Meilleur estimateur linéaire sans biais; calage; estimateur composite; estimateur par régression généralisée;
échantillonnage matriciel non emboité; questionnaire fractionné.

1 Introduction

L’échantillonnage matriciel est un plan d’échantillonnage selon lequel un long questionnaire est divisé
en sous-ensembles de questions (items), éventuellement chevauchants, puis a administrer chaque sous-
ensemble de questions a un ou & plusieurs sous-échantillons aléatoires distincts d’un échantillon initial.
Sous ses diverses formes, ce plan peut servir différents objectifs, dont réduire la longueur et le colt du
processus d’enquéte et répondre aux préoccupations que souléve un long questionnaire en ce qui concerne
le fardeau de réponse et la qualité des données. L’échantillonnage matriciel a été appliqué ou étudié dans
divers domaines, principalement ceux de I’évaluation pédagogique et des études de santé publique. Un
examen des travaux de recherche antérieurs sur I’échantillonnage matriciel, accompagné d’une discussion
des problémes que pose sa mise en ceuvre dans les enquétes, est présenté dans Gonzalez et Eltinge (2007).
Pour des travaux récents sur les plans de sondage et I’estimation sous échantillonnage matriciel, motivés
par les avantages potentiels de ce genre de plans d’échantillonnage dans les enquétes a grande échelle,
consulter Raghunathan et Grizzle (1995), Thomas, Raghunathan, Schenker, Katzoff et Johnson (2006),
Gonzalez et Eltinge (2008), Chipperfield et Steel (2009, 2011), ainsi que les bibliographies connexes.
Parmi les nombreux plans d’échantillonnage matriciel étudiés dans la littérature, nous distinguons quatre
plans principaux qui différent quant au nombre de sous-échantillons et au nombre de sous-questionnaires
(chevauchants ou non) administrés a chaque sous-échantillon.

1. Takis Merkouris, Département de statistiques, Université d’économie et de commerce d’Athénes, Patision 76, Athenes 10434, Gréce.
Courriel : merkouris@aueb.gr.
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a) Différents ensembles (non chevauchants) de questions sont administrés a différents sous-
échantillons.

b) Un ensemble de questions de base additionnel est administré a tous les sous-échantillons traités
selon le plan (a). Il existe plusieurs raisons d’inclure un ensemble d’items de base dans tous les
sous-échantillons : une grande précision peut étre nécessaire pour certains items d’intérét
particulier; certains autres items (par exemple les caractéristiques démographiques) définissent
les sous-populations et peuvent étre utilisés dans des tableaux croisés des résultats de I’enquéte;
la corrélation des items de base avec le reste des items peut étre utilisée pour améliorer la
précision des estimations pour tous les items.

¢) Une variante du plan (a) comportant un sous-échantillon additionnel auquel est administré le
questionnaire complet. Elle peut étre considérée comme une généralisation du plan
d’échantillonnage a deux phases. La raison qui motive ce plan est de permettre I’analyse de
I’interaction entre les ensembles de questions, en obtenant les réponses a toutes les questions
aupres des unités de I’échantillon additionnel, et de permettre une estimation plus efficace.

d) Une extension du plan (c), dans laquelle I’ensemble de questions de base est administré a tous
les sous-échantillons. Ce plan englobe toutes les caractéristiques des trois plans précédents.

L’une des tendances actuelles en ce qui concerne la planification des enquétes consiste a appliquer une
variante de I’échantillonnage matriciel dans laquelle un certain nombre d’enquétes distinctes avec
chevauchement du contenu sont intégrées en vue de rationaliser les opérations d’enquéte, d’harmoniser le
contenu des enquétes, d’accroitre la cohérence des données et d’améliorer I’estimation. Dans ce cadre
d’échantillonnage matriciel non classique, les enquétes distinctes peuvent étre réalisées auprés de sous-
échantillons d’un grand échantillon principal ou auprés d’échantillons indépendants tirés de la méme
population. Des plans d’échantillonnage de ce type sont étudiés activement ou mis en ceuvre par divers
organismes statistiques; voir, par exemple, I’intégration des enquétes auprés des ménages de I’Office of
National Statistics du Royaume-Uni (Smith 2009) et de I’Australian Bureau of Statistics (2011). Bien
gu’une telle intégration puisse étre considérée comme le processus inverse du fractionnement d’un
questionnaire, la structure du plan de sondage en ce qui concerne la collecte des différents sous-ensembles
d’éléments de données auprés de différents échantillons est essentiellement la méme que dans le cadre
classique. Dans le cas particulier ou les échantillons provenant des diverses enquétes sont indépendants,
éventuellement issus de plans d’échantillonnage différents, les plans (b), (c) et (d) pourraient étre
caractérisés comme des plans d’échantillonnage matriciel non emboité. 1l convient de souligner que les
avantages de I’échantillonnage matriciel ne dépendent pas toujours de I’utilisation de sous-échantillons
(nécessairement dépendants) d’un échantillon initial. Dans certaines situations, il pourrait étre plus
pratique d’utiliser des échantillons indépendants, méme s’il se peut que le chevauchement des échantillons
soit négligeable.

Dans le présent article, nous abordons le probléeme de I’estimation sous échantillonnage matriciel,
c’est-a-dire la perte de précision des estimations de I’enquéte, attribuable au fait que les éléments de
données ne sont pas tous recueillis auprés de toutes les unités de I’échantillon. Dans le cas de
I’échantillonnage matriciel non classique du paragraphe précédent, le probléeme d’estimation consiste &
améliorer la précision des estimations pour chagque enquéte composante. Pour les plans d’échantillonnage
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matriciel (b), (c) et (d), qui comprennent un chevauchement des sous-ensembles de questions, une tache
d’estimation double consiste & combiner les données sur les items communs provenant des différents
sous-échantillons pour améliorer I’estimation, et a exploiter les corrélations entre les items étudiés dans les
divers sous-échantillons pour rendre I’estimation plus efficace pour tous les items. A cette fin,
Raghunathan et Grizzle (1995) ainsi que Thomas et coll. (2006) ont exploré I’estimation avec imputation
des valeurs manquantes causées par les items omis dans chaque sous-questionnaire. Gonzalez et Eltinge
(2008) ont consideré I’estimation en utilisant un simple ajustement des poids qui combine les données sur
les items communs. Dans le cas particulier du plan non emboité (b), le probleme d’estimation associé a la
combinaison de données provenant d’échantillons indépendants a également été traité dans la littérature;
voir, par exemple, Renssen et Nieuwenbroek (1997), Houbiers (2004), Merkouris (2004, 2010), Wu
(2004), ainsi que Kim et Rao (2012). Le plan non emboité (d) a été étudié dans Renssen (1998). Nous
proposons une méthode d’estimation efficace, s’appuyant sur le principe de la meilleure estimation
linéaire sans biais, qui produit des estimateurs par régression optimale composites des totaux au moyen
d’une procédure de calage appropriée des poids d’échantillonnage de I’échantillon combiné, quand les
probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre dans I’échantillon sont connues. Une variante de cette
procédure de calage, d’application plus générale, produit des estimateurs par régression généralisée
composites qui, pour certaines conditions d’échantillonnage, sont des estimateurs par régression optimale.
La méthode exploite les corrélations des items entre les sous-échantillons pour améliorer I’efficacité des
estimateurs, méme pour les items étudiés dans tous les sous-échantillons. Elle est également trés commode
sur le plan opérationnel, car elle produit des estimations pour tous les items au niveau de la population ou
du domaine moyennant une simple adaptation du systeme de calage classique utilisé couramment par les
organismes statistiques. Nous présentons ici la méthode en étudiant en détail les plans principaux (c) et
(d). Les adaptations a des plans plus généraux sont relativement simples.

A la section 2 et a la section 3, nous décrivons la méthode proposée pour le plan (c). A la section 4,
nous décrivons I’application de la méthode au plan (d). A la section 5, nous traitons I’estimation par
domaine. A la section 6, nous présentons une étude par simulation. Enfin, & la section 7, nous concluons
par une discussion.

2 Estimation composite par régression optimale pour le plan (c)

Une méthode d’estimation générale pour I’échantillonnage matriciel est illustrée pour le plan (c) dans
les conditions les plus simples comportant trois échantillons S,,S, et S, avec plans arbitraires et tailles

n,,n,,N,, qui peuvent étre des sous-échantillons d’un échantillon initial de taille n =n, +n, +n, pour
une population étiquetée U =1,...,k,...,N, ou qui peuvent étre tirés indépendamment de U. Un vecteur
de dimension p de variables x et un vecteur de dimension q de variables y sont étudiés dans S, et
S,, respectivement, et les deux vecteurs sont étudiés dans S,. Ces deux modes d’échantillonnage
matriciel, illustrés a la figure 2.1, seront appelés ci-aprés échantillonnage matriciel emboité et non
emboité, respectivement, par analogie avec I’échantillonnage a deux phases emboité et non emboité
(Hidiroglou 2001).
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L s L
S, X
.Sj _"
S y S, ¥y
Ss oy
R S; Xy
Plan emboité Plan non emboité

Figure 2.1 Plan (c) d’échantillonnage matriciel emboité et non emboité

Nous désignons par w; le vecteur de poids de sondage pour I’échantillon S;,i =1,2,3, et par X, et
Y;, les matrices d’échantillon de x et y, I’indice inférieur indiquant I’échantillon. Nous obtenons les
simples estimateurs de Horvitz-Thompson (HT) X, (= X/w,) et X, du total de population t, de x, en
utilisant S, et S,, respectivement, et les simples estimateurs HT \?2 et \?3 du total t, de y, en utilisant

S, et S;. Pour obtenir une estimation plus efficace des totaux t, et t,, nous recherchons des estimateurs

composites qui combinent toute I’information sur x et y disponible dans les trois échantillons. Ces
estimateurs composites, qui sont les meilleurs estimateurs linaires sans biais (BLUE), c’est-a-dire les
combinaisons linéaires sans biais & variance minimale des quatre estimateurs X,,Y,,X, et Y,, sont

notés X® et Y, et donnés sous forme matricielle par
X
X©B \%
\%

ol Z =(W'VW) " W'V, lamatrice W satisfait E[()A(’l,\?z',)?;,\?;)'] = W(t,t,) et contient des

entrées 1 et 0, et \V est la matrice de variance-covariance de (X, Y5, X, Y1) . Cette méthode

d’estimation a été proposee par Chipperfield et Steel (2009), qui ont fourni des expressions analytiques de
I’estimateur BLUE pour les scalaires X et y sous échantillonnage matriciel non emboité, en supposant
que I’échantillonnage est aléatoire simple et que V est connue. Ce type d’approche de I’estimation
composite a également été étudié dans un différent contexte d’enquéte; voir Wolter (1979), Jones (1980)
et Fuller (1990). En général, le calcul de I’estimateur BLUE donné par (2.1) n’est vraiment pas pratique,
car le calcul d’une matrice estimée V (et de son inverse) dans 22 est assez laborieux, surtout si le
nombre de variables ou les tailles des échantillons sont grands; ce calcul serait prohibitif si les estimations
pour des sous-populations étaient également requises. Naturellement, le probléme devient plus difficile
quand un plus grand nombre d’échantillons sont utilisés.
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Voici une formulation plus pratique de cette procédure d’estimation. Premiérement, nous exprimons

les estimateurs composites donnés par (2.1) explicitement comme des combinaisons linéaires des
estimateurs HT X, Y,, X, et V,, c’est-a-dire

X® = B, X,+B,Y,+B,X,+B,Y,
Y® = ByX,+B,Y,+B,X,+B,Y,.
La condition d’absence de biais, E(X®)=t, et E(Y®)=t , implique que B, =1-B,,
B, =-B, etB, =1-B,,, B, =-B,,. Donc, Z et W peuvent étre exprimées sous la forme
B X B X I-B X -B X I 01 O
? = ! 2 ! 2 y W' = 1
B, B, -B, I1-B, 0101

respectivement, et les deux estimateurs composites possédent nécessairement la forme de régression

X8 = )A(3+le()A(1—)A(3)+BZX(?2—?3) 2.2)
e 93+Bly()A(l—)A(3)+Bzy(?2—?3).

Alors, en écrivant que 2 = (Z,1 — &), en notation évidente pour la matrice 2, nous pouvons exprimer

(2.1) comme
X® X X X X, - X
e |EB| S U=B) P =G+ B L (2.3)
Y Y, Y, Y, Y,-Y,
le deuxiéme membre de (2.3) étant la forme matricielle de (2.2). Le probleme consistant a trouver la
valeur optimale (minimisant la variance) de 22 de I’estimateur BLUE en (2.1) se réduit alors au probleme

consistant & trouver la matrice optimale 2 en (2.3). La matrice optimale estimée B° est donnée par

~ ~ ~ ~ ~ -1
2° = —Cou|[Xa | [ X %s ||l [ X %) | (2.4)
Y3 Yz_Ya Yz_Y3

et, quand les trois échantillons sont indépendants, elle se réduit a

#° =\7({<3j{\7 (ij(xﬂ | 25
Y, Y Y,

Compte tenu de (2.3), avec un tel B optimal, le BLUE estimé en (2.1) faisant intervenir la matrice
estimée V, et avec 2 =(Z°,1-2°), est un type particulier d’estimateur par régression multivariée
optimale. Pour la forme de I’estimateur par régression optimale ordinaire (un seul échantillon) et une
discussion pertinente, voir Montanari (1987) et Rao (1994).

En exprimant la variance estimée de I’estimateur HT d’un total (voir, par exemple, Sérndal, Swensson
et Wretman 1992, page 43) sous une forme quadratique avec matrice définie non négative associée
A’ ={n, - m,m,)/m 7}, OU m,, @, sontles probabilités d’inclusion d’ordre un et d’ordre deux, on

peut montrer, apres certaines opérations algébriques sur les matrices, que
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B° = (XA X)X'AX)T, (2.6)
ou
-X, 0
X=| 0 -V, 2.7)
x3 Y3

est la matrice de plan de dimensions n x (p + q) correspondant & I’estimateur par régression (2.3), X, est

la matrice X~ dans laquelle les éléments des deux premieres lignes sont fixés a zéro, et A° est associée a
I’échantillon combiné S =S, US, US,, qui se reduit dans I’échantillonnage non emboité a la matrice

diagonale par blocs diag{A’} avec A? associée a I’échantillon S;. Pour le plan d’échantillonnage

emboité, les probabilités définissant A° sont les produits des probabilités d’inclusion dans S et des
probabilités de sous-échantillonnage conditionnelles (sur S). Avec cette matrice optimale estimée 2°, le

BLUE estimé en (2.3), appelé estimateur par régression optimale composite (ROC) et désigné par A~ "°°,
s’écrit de maniére compacte sous la forme X" =X, - B°X[=(X,- XB°)w], ol w=
(w!,w’,,w})" est le vecteur des poids de sondage de I’échantillon combiné S. Il s’avére que I”estimateur
ROC est, en fait, égal a la somme des résidus de la régression pour I’échantillon pondérée, et que B°
minimise la forme quadratique (X, —/’L’ZA""),AO(}L/3 —~ XB°) en ces résidus, ce qui est la variance
approximative (en grand échantillon) estimée de X" R°°.

Or, en écrivant X F°° sous la forme X "% = &/ [w + A°A (X'A° ) ™" (0 - X 'w), il apparait que
I’estimateur ROC possede la forme d’un estimateur par calage (avec le vecteur de totaux de calage

0=(0,0")" de dimension (p+q)), dont les composantes satisfont les contraintes X ¢ = X7 et
YRo¢ = YR cest-a-dire que les estimations calées du méme total provenant de deux échantillons
différents sont égales. En effet, le vecteur

C=w+ A X XA 0-X'W, (2.8)

est le vecteur des poids calés qui minimise la distance au sens des moindres carrés genéralisés
-1 . . . N

(c-w)'(A®) " (c—w) tout en satisfaisant les contraintes Xc, = X}c, et Y,c, = Yic,, ol le sous-

vecteur c; correspond a I’échantillon S;. Cela découle d’un résultat général pour le cas avec un seul

échantillon, selon lequel le calage au moyen de la mesure de distance par les moindres carrés généralisés
peut faire intervenir une matrice définie positive de dimensions n xn arbitraire R au lieu de A°; voir
Andersson et Thorburn (2005).

Nous pouvons maintenant écrire I’estimateur ROC formellement sous la forme d’un estimateur par
calage, X" 7% = X c, et en utilisant le sous-vecteur de poids calés c,, pour I’échantillon S, seulement,

nous obtenons les composantes de X" *°¢ directement sous les formes linéaires simples
7 ROC _ 4 - . 7 ROC _ ' —
xR =X'c, —ngckxk, YR =Y, —Zs3ckyk,

comme dans la pratique courante des enquétes. Toutefois, une décomposition du vecteur ¢ basée sur le
lemme général ci-aprés concernant le calage donne une expression analytique de X®°° et YR°° de la
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forme (2.2), qui renseigne sur la structure et I’efficacité de I’estimateur ROC. La preuve du lemme est
donnée en annexe.

Lemme 1 Soit X~ une matrice de plan de dimensions nx(p+q) et de plein rang écrite sous forme

partitionnée (X, ¥), avec le vecteur correspondant de totaux de calage t , = (t’X,t'.‘,)', et soit R toute
matrice définie positive de dimensions n x n. Alors, le vecteur de poids calés ¢ = w + RY X' R

(t, — X 'w), obtenu par la procédure de calage utilisant la mesure de distance (c —w)' R (c —w) et
la contrainte X'c =t ,- peut étre décomposé comme il suit

C=W+L X (X'LyX) ' [t, —X'W]+L,¥Y(YL,¥) [t, —¥Ww], (2.9)

o L, =R(1-P,) avec P, = X(X'RX)"X'R, et L, =R(I-P,) avec P, = ¥Y(¥'R¥Y) " ¥'R. Le
vecteur ¢ peut s’écrire

C=Cy + Ly X (X'LyX) ' [t, — X'cy], (2.10)
ou le vecteur
Cy =W+RYWPRY [t, —¥'w]
est généré par le calage des poids de sondage ne faisant intervenir que ¥ et t,,. Par symétrie,
c=c, +L,¥Y(YL,¥) " [t, - ¥',], (2.11)
ou
Cy =W+RXWX'RX) ' t, — X'W].

Or, si X est tel qu’en (2.7), avec le vecteur correspondant de totaux de calage t, = (0',0)", et si
R = A°, alors il découle de (2.9) que (2.8) peut s’écrire sous la forme

C= W+ Ly X(X'LyX) " [X, =X, ]+ L ¥ (WYL,Y) ' [Y, - Y],

et donc

o o A A A (2.12)
= B;}xxl + (I - B;’X)X3 + ng (Yz - Ys)’

en notation évidente pour B2 et BS . Une expression similaire s’obtient pour Y®°°. On voit en
examinant (2.12) que I’estimateur ROC X®°° de t, est approximativement (pour les grands échantillons)
sans biais, et tire son efficacité de la combinaison des deux estimateurs élémentaires X, et X, (mise en
commun de I’information provenant des échantillons S, et S,) et de I’emprunt d’information provenant
de I’échantillon S, gréce a la corrélation entre x et y. Compte tenu de (2.10), I’estimateur X *°° prend
la forme de rechange
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gROC _ X’3c3‘l,+X'3,L.FX(X’LWX)_1[X’1C1‘P_X;C?’"’]
L X B[R X @1
= BLX[P+(1-85,)X5°,

ol XF =X, + X/ AP (¥'A°W) " (Y, - Y,) représente les estimateurs par régression optimale (RO)
incorporant I’effet de régression du dernier terme en (2.12).

Dans le cas de I’échantillonnage matriciel non emboité, A° =diag{A’}, X =X, X% =X, +
Cov(X,,Y,)V (V) +V (Y,)] [V, - ¥,], dont la variance approximative estimée estAV(X5°)=
PN —~ A ~ PN ~ A 1 —1 A ~ ~ —~ A A A —~ A -1
V (X,)=Cov(X,,Y,)V (Y,) +V (¥,)] " Cov (X,,¥,), et BS, = AV(X)[V (X,) + AV(X5°)] estle
coefficient qui minimise la variance AV (X"°°). La forme explicite 1 - B2 =V (X,)[V(X,) +V(X,) -
Cov(X,,Y,) ><[\7(\?2)+\7(\?3)]’160\\/(>A<3,\?3)]*1 indique clairement que le terme 1 —B®_ est d’autant
plus grand que la corrélation entre x et y est forte, , et que plus de poids est donné & la composante
moins variable X5°. Dans cette connexion, on peut montrer facilement que AV (XF°) satisfait

AVXON (%) =82 <1, AVXR™O[AV(XF)] = 1-B° <1

Ces inégalités sont également vérifiées pour toute combinaison linéaire des composantes de chacun des
estimateurs concernés. L’efficacité de I’estimateur par régression optimale composite XR°C dépasse
d’une valeur correspondant aux quantités montrées I’efficacité de chacune de ses deux composantes X, et

X 50 Iefficacité dépendant de la force de la corrélation entre x et y. L’estimateur X"°° est également

A A

plus efficace que I"estimateur X"°° = B° X, + (1 - B°,)X,, avec B%, =V (X,)V (X,)+V (X,)] ", qui
n’incorpore pas I’information sur y (n’emprunte pas d’information a I’échantillon S,) et dont la variance
estimée est AV (XR) =V (X,)V (X,)+V (X,)] 'V (X,). En effet, en écrivant la variance
AV (XR°) =V (X,)B?, sous la forme AV (X"%) =V (X,)V (X,)+V (X,)] "V (X,)E, ou E = E,E,
avee  E, =[1-(V(X;)"Cov(X;, V)V (V,) +V (V) *Cov (X, V)] et E,=[1-IV(X,)+

V(X ) Cov(X,, V)V (Y,) +V (7,)] *Cov (X, ¥,)I, eten notant que E < I, il s’ensuit que

AV (XFO) AV (X =E <],

c’est-a-dire que I’emprunt d’information a S, réduit la variance de I’estimateur composite de t, d’un
facteur E, qui dépend de la force de la corrélation entre x et y. Il est facile de veérifier que, pour deux
variables scalaires X et y sous échantillonnage aléatoire simple, ce résultat se réduit au résultat
analytique analogue sur I’efficacité de I’estimateur BLUE donné dans Chipperfield et Steel (2009, page
231). Dans ce cas simple, E =[n, +n.][n, +n,(@-p?)]/[(n, +n,)(n, +n,)—n,n,p?], ol p est la
corrélation entre X et y. En guise d’exemple, en supposant que les tailles d’échantillon sont égales et que
la corrélation p = 0,7, le gain d’efficacité est de 13,96 %.
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Dans le cas de [I’échantillonnage matriciel emboité, les deux estimateurs en (2.13) sont
X0 =X +Cov(X, W)V I '[V,-V,], et B =[AV(X)-AC(XF X )[AV(X) +
AV(XF) - 2AC(XR°, X )], ou AC désigne la covariance approximative. Dans ce cas, en plus de la
corrélation p,, . entre X, et Y, dans I’échantillon S,, I'efficacité de XR°¢ dépend des corrélations
PyaxarPyays P yaxs des estimateurs dues a la dépendance des sous-échantillons. Si X et y sont univariées

et en émettant I’hypothése simplificatrice que les plans de sondage sont identiques pour les trois sous-
échantillons (comme dans le fractionnement égal de I’échantillon complet), nous obtenons certains indices
au moyen des expressions simples AV(X ") =V (X )[2(1 - pZ )L =pyays) = (Prays = Pyaxs)’]/
[41-py) L= Pyoys) = (Prays —Pyaxa)’]s et AV(XF®) =V (X,)(1+p,,;)/2. Manifestement,

I’estimateur X R°¢, qui ne tient pas compte de I’information sur y, n’est plus efficace que la moyenne

simple des estimateurs sur un seul échantillon de t, que si la corrélation p , . est négative. L efficacité

de X R°° par rapporta X "°°

'&T/()Z ) _ 4(1_ Pil,xe)(l_ pyZ,yS) - 2(p x3,y3 py2,x3)2
AV (X F°%) 4(1_ pil,xS)(l_ pyz,ys) - (1+ pxl,xs)(p x3,y3 py2,x3)2

dépend du signe et de la grandeur de p,, ,, et de la grandeur de [p,; 5 =P ,q-

Bien que la procédure de calage, avec le vecteur de poids calés (2.8), facilite considérablement le
calcul de I’estimateur par régression optimale composite pour tout total d’intérét, la matrice A° rend les
calculs extrémement exigeants, particulierement dans le cas de I’échantillonnage emboité ou les sous-
échantillons dépendent les uns des autres et A° n’est donc pas diag{A’}. En outre, les probabilités =, ne

sont pas connues pour la plupart des plans d’échantillonnage. Un estimateur par régression composite de
rechange dont les calculs sont trés rapides est élaboré a la section suivante.

3 Estimation composite par régression généralisée pour le plan (c)

Une variante tres commode sur le plan des calculs, mais généralement sous-optimale, de Z° en (2.6)
s’obtient en remplacant la matrice A° par la « matrice de pondération » diagonale A dont la ik® entrée
diagonale est w;, /g, , ou les {w,} sont les poids de sondage de S, et les {g,} sont des constantes

positives. Cela donne Iestimateur par régression généralisee composite (RGC) multivariée de (t', t;)

& RGC 9, 9, 9, 9, _ 9,
)A( =R >fl +(1-2) >§3 = )53 +7 >§1 )53 , (3.1)
yRee Y, Y, Y, Y, -Y,

ol & = (XAX)(X'AX)™ est le coefficient de régression de la matrice associée. Pour une discussion

approfondie de I’estimateur par régression généralisée dans le cas d’un seul échantillon, voir Sérndal
et coll. (1992, chapitre 6). L’estimateur RGC peut s’écrire de maniére compacte sous la forme

X ReC = ,’93 _j’;[?[: (x, —XZA")'w] c’est-a-dire la somme pondérée des résidus de régression de
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I’échantillon. Le coefficient 2 est optimal au sens des moindres carrés généralisés, c’est-a-dire qu’il

minimise la forme quadratique (., —ZZA”)' A(X, - X#') dans ces résidus. Comme I’estimateur ROC,
I’estimateur RGC peut aussi étre obtenu dans la forme de calage comme .X7c, ol le vecteur

C=W+AX (X'AX) (00— X'w) minimise la distance au sens des moindres carrés généralisés

(c-w)' A7 (c—w) et satisfait les contraintes X = XR6C et YReC = YRS Cela étend au présent

contexte I’équivalence bien connue de I’estimation par régression généralisée et de I’estimation par calage
(Deville et Sarndal 1992) dans le cas d’un échantillon unique. Or, en utilisant le sous-vecteur de poids
calés c,, pour I’échantillon S, seulement, nous obtenons les estimateurs composites donneés en (3.1) sous

les formes linéaires simples XR°¢ = X'c, et YR®® =Y/c,. En utilisant le lemme 1 et la structure
diagonale de A, il s’avére que X *°¢ peut s’écrire

XReC =B, X, +(1-B,)X%e, (3.2)
ol X% =X, + X, AP (P'AY) " (Y, - Y,) est I'analogue par régression généralisée (RG) de XF°. Le
coefficient de régression de la matrice B, ~ s’écrit explicitement sous la forme
B, = XL X(XIAX, +XGLyX) ™, o XL X=XLAX, - X4A,Y, (YIALY, + YIALY,) ™
YiA,X,. Si x et y n’étaient pas corrélées, ou si I’information sur y n’était pas utilisée dans
I’estimation de t,, on aurait alors Xf =X, et B, =X,AX,(X;AX,+X}A,X,)". Mais
I’estimateur RG X% est généralement plus efficace que [I’estimateur HT X, et puisque
XA X, + XL X < XA X, + X3A,X, (dans le classement par ordre partiel des matrices définies non
négatives), il est clair que plus de poids est attribué a X3¢ dans (3.2), par la voie de
I -B,, = X!AX, (XA X, +X,L,X)", qu’il naurait ét¢ donné & I’estimateur composant X, dans
I’estimateur composite simple ne faisant intervenir que I’information sur X. Cela donne a penser que
I’estimateur RGC donné en (3.2), dans lequel est intégrée I’information provenant de I’échantillon S,, est
un estimateur plus efficace. L’efficacité de X R° est également suggérée par son expression de rechange,
obtenue en utilisant (2.11), X = X®C 4 XL, ¥ (Y'L,¥) ' [Y, - Y2°], ot X" =X, + X ,AX
X'AX (X, -X,) =B, X, +(I-B, )X, est I'estimateur par régression composite de t, en utilisant
I’information sur x provenantde S, et S,.

En général, I’estimateur RGC (X *¢¢, Y RC) plus simple a calculer, comprenant le coefficient 2, est
moins efficace que I’estimateur par régression optimale composite (X*°¢,YR°%) qui fait intervenir le
coefficient optimal estimé B° et posséde la méme variance asymptotique que I’estimateur BLUE donné
en (2.3); la perte d’efficacité peut étre plus importante dans le cas de I’échantillonnage matriciel emboité,
pour lequel la matrice A° n’est pas diagonale par blocs. Par ailleurs, (XR°°,YR°¢) peut étre instable pour
les petits échantillons, quand le nombre de degrés de liberté disponibles pour I’estimation de 2° est
faible, ce qui est particulierement le cas dans I’échantillonnage matriciel emboité; pour une discussion de
la stabilité relative de I’estimateur par régression optimale par opposition a la régression généralisée dans
le cas d’un seul échantillon, voir Rao (1994) ou Montanari (1998). Pour certaines stratégies
d’échantillonnage, décrites dans le théoréme qui suit, B =B° et I'estimateur RGC coincide avec
I’estimateur ROC et, asymptotiquement, avec I’estimateur BLUE; la preuve est donnée en annexe.
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Théoreme 1 Considérons les stratégies d’échantillonnage suivantes.

Plan d’échantillonnage non emboité

a)

b)

Pour chacun des trois échantillons S;,S, et S,, supposons que I’on procede a un

échantillonnage aléatoire simple stratifié sans remise (EASSTR) avec fraction
d’échantillonnage f, =n, /N, danslastrate h de I’échantillon i, h=1,...,H, etque N,
désigne la taille de strate, et spécifions les constantes q, dans A, sous la forme
d, =(n, —=1)/N,, (1- f,,) pour toutes les unités de la strate h. En outre, supposons que, dans

chaque échantillon, les unités sont triées par strate, et considérons la matrice de plan
augmentée < =(X,D) donnée en (2.7), ou D est la matrice diagonale par blocs
diag{D,,D,,D,} et D, est la matrice diagonale diag{l;,,...,1;,...,1;, }, avec I’élément
diagonal 1, correspondant & un vecteur de valeurs un pour toutes les unités de la strate h
dans I’échantillon S;, et considérons le vecteur augmenté correspondant de totaux de calage

t, =(0,0,N,,N},N%)", ol N, est le vecteur des tailles des strates pour I’échantillon S,.

Pour chacun des trois échantillons S;,S, et S,, supposons que I’on procede a un
échantillonnage de Poisson stratifié et spécifions les constantes g, dans les entrées de A,
sous la forme q, = m;, /(1—m,;,) pour les unités de la strate h, ou =, est la probabilité
d’inclusion de I’unité k dans la strate h de la i® enquéte.

Plan d’échantillonnage emboité

a’) Supposons qu’un échantillon aléatoire simple stratifié initial S est découpé par strate en trois

sous-échantillons aléatoires simples S,,S, et S,. Spécifions les fractions d’échantillonnage
f.,, les constantes q, dans A,, la matrice de plan £ = (X",D) et le vecteur des totaux de
calage t , comme a la partie (a).

......

en trois sous-échantillons S;,S, et S,, avec probabilités d’inclusion inegales pour les unités
de chaque sous-échantillon. Spécifions les constantes ¢, dans A, sous la forme
Ay = Ty /@ —m,, ) pour les unités de la strate h, ou m,, est la probabilit¢ d’inclusion
marginale de I’unité k dans la strate h pour le i° sous-échantillon.

Sous chacune des stratégies (a) et (b), la procédure de calage avec la matrice A dans la mesure de
distance au sens des moindres carrés donne I’estimateur RGC donné en (3.1) avec & = £°, ce qui
implique que I’estimateur RGC correspond a I’estimateur ROC. Pour (a”) et (b”), cette constatation est
vérifiée approximativement quand les fractions d’échantillonnage dans les strates sont approximativement

nulles.

Corollaire 1 Le resultat du théoréme 1 est également vérifié pour les versions non stratifiées de chacun
des quatre plans d’échantillonnage. Pour I’échantillonnage aléatoire simple sans remise (EAS), en
particulier, la matrice D se réduit a la matrice diagonale diag{l,,1,,1,} ayant pour i° élément
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diagonal unitaire de dimension n, le vecteur 1,, et le vecteur des totaux de calage est alors

t, =(0,0,N,N,N)".

Corollaire 2 Dans le cas de I’échantillonnage non emboité, quand le plan d’échantillonnage pour chacun
des trois échantillons est I’un des plans décrits en (a) et (b) ou I’une de leurs versions non stratifiées,

mais qu’il n’est pas le méme pour tous les échantillons, le résultat du théoréme 1 est vérifié a condition
que la matrice D dans Z et le vecteur t, soient reduits de maniére a correspondre uniquement aux

échantillons pour lesquels est utilisé I’EAS ou I’EASSTR.

Le scénario de calage étendu dans le théoréeme 1(a,a’) comprend le calage sur les tailles de strate (ou
sur la taille de population dans la version EAS) gréce a I’inclusion d’une ordonnée a I’origine pour chaque
strate dans la matrice de plan X". Aucune autre information que celle supposé pour le plan
d’échantillonnage (a) ou (a’) n’est utilisée, et la forme de I’estimateur RGC résultant demeure la méme
gu’en (3.1) parce que les estimations HT des tailles de la population et des strates sont exactes. L’effet de
ce calage étendu (avec les valeurs speécifiees de g, ) se limite a la conversion du coefficient RGC Z en
le coefficient optimal Z° et, donc, de Iestimateur RGC en I’estimateur ROC. L’importance pratique de
cette conversion réside dans I’exécution de I’estimation par régression optimale composite selon la
procédure de calage beaucoup plus simple de I’estimation par régression généralisée.

Le sous-échantillonnage comme a la partie (a’), en fixant a priori les tailles d’échantillon, est une

procédure naturelle en échantillonnage matriciel comportant le fractionnement d’un questionnaire. Par
contre, dans le scénario de sous-échantillonnage de la partie (b’), n, est la taille d’échantillon prévue de

S;, la taille reelle étant aléatoire. Des probabilités de sous-échantillonnage inégales peuvent étre
déterminées de maniere adaptative pour accroitre I’efficacité; voir Gonzalez et Eltinge (2008).

Les résultats du théoreme 1 pourraient étre étendus & d’autres plans d’échantillonnage, comme
I’échantillonnage aléatoire simple a deux degrés stratifié sous échantillonnage matriciel non emboité.
Cependant, il ne serait pas plus facile d’apporter les ajustements requis aux matrices A, que d’utiliser

directement les matrices A’ dans le calage pour obtenir I’estimateur par régression optimale composite.
Pour les plans d’échantillonnage autres que ceux supposés dans le théoréme 1, la valeur de g, dans les
entrées de A, doit étre fixée a g, =, /(N + 1, +1,), ou A, =n,/d,,d; désigne I’effet de plan, afin de

tenir compte des différences de taille effective d’échantillon entre les trois échantillons. Si le méme plan
est utilise pour tous les echantillons, alors i, =n,. La justification de cet ajustement s’appuie sur

I’argument donné dans Merkouris (2010) pour un probléme similaire d’estimation par régression
composite.

4 Estimation composite pour le plan d’échantillonnage matriciel (d)

4.1 Ensemble de variables de base dont les totaux sont connus

Nous commengons par discuter d’un cas particulier du plan d’échantillonnage matriciel (d) dans lequel
les totaux sont connus pour les variables qui sont communes aux trois échantillons. Dans ces conditions
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d’échantillonnage trés réalistes, on recueille aussi auprés de tous les échantillons I’information sur le
méme vecteur de variables auxiliaires z pour lequel le vecteur des totaux de population t, est connu. A

titre d’illustration, considérons de nouveau trois échantillons, comme a la figure 2.1 (mais avec z ajouté
dans tous les sous-échantillons). Alors, I’estimateur RGC X ¢ donné en (3.1) peut étre augmenté au
moyen des termes de régression ordinaires B, (t,-Z,)+B, (t,-2Z,)+B, (t,-Z,), ol

Z,,i=1,2,3 est I'estimateur HT de t, fondé sur I’échantillon S;; nous procédons de fagon similaire

pour Y REC. Cet estimateur est plus efficace, car il incorpore de I’information additionnelle, et il est généré
par une procédure de calage qui comprend les trois contraintes supplémentaires Z=°¢ = t_, et posséde la

matrice de plan X~ donnée en (2.7) augmentée au moyen de la matrice diagonale par blocs
Z =diag{Z,,Z,,Z,}. Dans le cas le plus simple ou les matrices d’échantillon Z, se réduisent a la

colonne de valeurs unitaires 1, (avec total correspondant de la taille de la population), le scénario de

7

calage est celui spécifié dans le corollaire 1 susmentionné. Comme il est montré dans la preuve du
prochain théoreme, une application du lemme 1 a la procédure actuelle de calage, avec la matrice de plan

partitionnée (X",Z),R = A et les totaux de calage (0',0',t’z,t'z,t’z)', donne une forme RGC modifiée de
(3.1) avec les estimateurs RG incorporant I’information sur z a la place des estimateurs HT. Cela s’écrit
de maniére compacte sous la forme A;%® — BZX"°, ou X® = X, + XAZZ'AD) " (t,, - Z), avec
t, = (t,,t,,t,), et X ™ sont exprimés de maniére similaire, et o & =[XA(1-P,)X]
[X'AUX-P,)X]" avec P, = Z(Z'AZD) " Z/A.

Le remplacement de A par A° dans la procédure de calage donne I’estimateur par régression
optimale composite, écrit de maniére compacte sous la forme A.%° — B°XF°, avec les estimateurs par
régression optimale incorporant I’information sur z a la place des estimateurs RG, et avec
B =[N (A-PO)X][X'A (1P X]" oi P2 =2Z(Z'A°Z)" Z'A°. En notant que (I - P2) X,
est la matrice des résidus correspondant a X[°, et que A;A°(I-PO)X = X/(1-PY)
A’(I=P2)X = AC(X 0, A7), et de méme pour AV (X™°), il s’ensuit que

~ ~

A xRy (XFO _ XBON]T (X FO — xR
go=-ac|| " || Clav] T (4.1)
Y3RO YZRO _ Y3RO YZRO _ Y3RO

par analogie avec (2.4), ou avec (2.5) sous échantillonnage non emboité. Donc, Z&° est optimal au sens de
la minimisation de la variance approximative de I’estimateur X°° -Z°X"°, qui est alors

asymptotiquement équivalent a I’estimateur BLUE. Un estimateur de rechange, d’optimalité plus faible,
prend la forme A -Z" X, ol le coefficient Z"™ = [/’lg'(l — PZ)'AO(I—PZ)X]

-1
[/’l,/’(l - Pz)'AO(I—PZ);I,’} possede la forme (4.1), mais avec des estimateurs RG remplacant les

estimateurs RO. Cet estimateur, qui ne différe de I’estimateur RGC qu’en ce qui concerne le coefficient de
régression, est optimal au sens restreint ou il est le composite des estimateurs RG incorporant
I’information sur z qui possede une variance approximative minimale. En général, cet estimateur
composite ne peut pas étre obtenu sous forme d’estimateur par calage. Le théoréme qui suit donne les
conditions sous lesquelles I’estimateur RGC est optimal dans I’un des deux sens dans le cas de
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I’échantillonnage matriciel non emboité; la preuve est donnée en annexe. La version avec échantillonnage
emboité du théoreme, ainsi que les scénarios de sous-échantillonnage et la preuve tels qu’au théoreme 1,
sont omis par souci de concision.

Théoreme 2 Considérons les stratégies d’échantillonnage qui suivent.

a)

b)

c)

Pour chacun des trois échantillons S;,S, et S,, supposons un EAS avec les fractions
d’échantillonnage f, =n,/N, et spécifions toutes les constantes ¢, dans A; sous la forme
dx =(n, —1)/N(1- f,). Considérons la matrice de plan augmentée £ = (X",Z) en (2.7), ou
Z =diag{Z,,Z2,,Z,}, avec le vecteur augmenté correspondant de totaux de calage

t, =(0,0',t,,t,,t,)". En outre, supposons que Z h, =1 pour les vecteurs constants h,.

Alors, la procédure de calage donne I'estimateur RGC comme étant X%¢ — BY " =
X6 - B™ X", cest-a-dire que I’estimateur RGC est le composite optimal des estimateurs
RG incorporant I’information sur z.

Pour chacun des trois échantillons S,,S, et S;, supposons un EASSTR avec la fraction
d’échantillonnage f, =n,, /N, dans lastrate h de I’échantillon i,h =1,...,H,, etque N,
désigne la taille de strate, et spécifions les constantes dans A, sous la forme
d, =(n, =1)/N, (21— f,) pour toutes les unités de la strate h. En outre, supposons que, dans
chaque échantillon, les unités sont triées par strate, et considérons la matrice de plan
augmentée £ =(X",Z,D) donnée en (2.7), avec le vecteur augmenté correspondant de totaux
de calage t, =(0',0',t),t,,t,,N,,N,,N},)". Les définitions de D et N, sont les mémes
gu’auparavant.

Alors, la procédure de calage donne I’estimateur RGC sous la forme /’l,A/sRO —$3°/’l>R°, c’est-

a-dire que I’estimateur RGC est le composite optimal des estimateurs par régression optimale
incorporant I’information sur z.

Pour chacun des trois échantillons S,,S, et S,, supposons un échantillonnage de Poisson
stratifié et spécifions les constantes g, dans les entrées de A, sous la forme
Qi = Ty /(L — 7 ) pour les unités de la strate h.

Alors, la procédure de calage, avec .Z et t , comme en (a), donne I’estimateur RGC sous la
forme X%C - BXRC = X F° - B° O, clest-a-dire que les estimateurs RG et RO sont

identiques, et que I’estimateur RGC est le composite optimal des estimateurs par régression
optimale incorporant I’information sur z.

La condition Z;h; =1 en (a) du théoreme 2 est habituellement satisfaite quand le vecteur z contient

des variables catégoriques. Des résultats analogues aux corollaires 1 et 2 de la section précédente sont
également vérifiés pour les parties (b) et (¢) du théoréme 2. Ici aussi, pour des plans d’échantillonnage
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autres que ceux supposés au théoreme 2, la valeur q, =1, /(f, + A, +fi,) doit étre utilisée dans les
entrées de A.
Enfin, par analogie avec (3.2) et avec la décomposition appropriée du vecteur de poids calés c,
I’estimateur composite X **¢ prend maintenant la forme
XRee =g, XF® 4 (1-B, )X5e,
ol XFe et X%¢ sont les estimateurs RG utilisant I’information sur z provenant de S,, et I’information
sur y et z provenant de S, et S, respectivement, et B, est le coefficient de régression de la matrice

correspondante. L’expression pour YR est similaire. Naturellement, XR°¢ et YRS peuvent étre
obtenus directement au moyen de ce vecteur ¢ modifié sous les simples formes linéaires X *°¢ = X', et

7y RGC _ '
Y™ =Y,C,.

4.2 Ensemble de variables de base dont les totaux sont inconnus

Examinons maintenant le cas du plan d’échantillonnage matriciel (d) dans lequel les totaux pour les
variables z qui sont communes aux trois échantillons sont inconnus. Dans ces conditions, I’estimation
comprend la construction d’un estimateur composite du vecteur des totaux t,. En harmonie avec la

formulation de la section 2, les estimateurs composites de t,,t, et t, qui sont les meilleures
combinaisons linéaires sans biais des estimateurs HT X,,Z,,Y,,Z,,X,,Y,,Z, sont donnés par

)A(B = le)zl + (I - le)f(s + Bsx (?2 - ?3) + Bzx (21 - 23) + B4x (22 - 23)
Y® = B, VY, +(1-By) VY, +B, (X, - X,)+B,, (2, -2,)+B,, (Z,-Z,) (4.2)
ZB = BZZZI + B4222 + (I - Bzz - B4z)23 + Blz (5(1 - Xs) + B3z (?2 - ?3)
Les estimateurs en (4.2) peuvent s’écrire sous la forme de régression matricielle
)"(B >‘< >A(1 _5(3
3 A oa
N ~ Z,-Z
Ye =Y, |+ " % (4.3)
ZB 2 Yz _Ys
: z,-2

avec la matrice minimisant la variance des coefficients donnée par % =-Cov(u,,u,, —u;})

W (up —us)] ™o uy = (R ¥5,20) up = (R4 20,¥0,20)" uy, = (X425, 95,2)) . Avec les
matrices de covariance et de variance estimées, nous obtenons la matrice optimale estimée 2°, et (4.3)
devient alors un estimateur par régression multivariée optimale. Alors, en procédant comme a la section 2,
on peut montrer que
B° = (XA X) (XA X)),
ou
-X, -Z, 0 0
X=|0 0o -Y, -Z, (4.4)
X, Z, Y, Z,
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est la matrice de plan correspondant a I’estimateur par régression (4.3), X7, est la matrice .t~ dont la
deuxieme colonne est éliminée et dont les deux premiéres lignes sont fixées égales a zéro, et A° est telle
gu’il est défini a la section 2.

Le remplacement de la matrice A° par la matrice de pondération A donne le coefficient de régression
généralisée 2 = (X AX)X'AX)™, et (4.3) devient I"estimateur RGC de (t/, t] t'z)'

X1y

K RGC X Ky =X,

3 ~ A

- . NZ -Z
yree =1y, |+ 1 (4.5)

2 RGC Z Y, =Y

3 ~ ~

Z,-Z

L’estimateur (4.5) peut étre obtenu de maniére commode par une procédure de calage qui donne un
vecteur de poids calés pour I’échantillon combiné S de la forme ¢ = w+ AX (X 'AX) (0 - X'w),
comme auparavant, mais qui satisfait maintenant la contrainte supplémentaire ZR°¢ = ZRe¢ = zRec,
L’expression (4.5) est alors obtenue simplement comme A7 c, fondé sur I’échantillon S,.

L’expression explicite (4.2), qui ne difféere pour les variantes de la régression optimale et de la
régression géneéralisée que par la forme des coefficients linéaires, montre que les estimateurs composites
de t, et t, sont plus efficaces que leurs analogues dans le plan d’échantillonnage matriciel (c), équation
(2.2), parce gu’ils incorporent I’information sur les variables communes z, en supposant que la
corrélation avec x et y est non nulle. L’expression pour [I’estimateur composite de t, est
particulierement remarquable : elle comprend une combinaison linéaire des trois estimateurs HT de t,
dérivée des trois échantillons, ainsi que les deux termes de régression impliquant une efficacité
additionnelle par la voie de la corrélation de z avec x et y. On s’attendrait a ce que les termes
additionnels soient nuls, parce qu’une combinaison optimale des trois estimateurs devrait intégrer toute
I’information sur z disponible dans les trois échantillons. Cependant, en général, les coefficients associés
ne sont pas nuls. Sous échantillonnage non emboité, les conditions dans lesquelles ces coefficients sont
nuls sont données par la proposition qui suit, dont la preuve figure en annexe. Le résultat devrait
également étre vérifié sous échantillonnage emboité.

Proposition 1 Les coefficients B,, et B,, dans I’estimateur Z® en (4.2) sont nuls uniqguement si

v (2)]" cov(X,,2) = V(Z,)] Cov(X,2,)

(4.6)
v (Z,)] cov(¥,.2,) = [V(Z,)] Cov(¥,.2,).

Cela peut se produire seulement si les trois échantillons sont sélectionnés selon des plans identiques, y
compris des tailles d’échantillon égales, ou s’ils sont sélectionnés selon le méme plan avec probabilités
d’inclusion égales pour toutes les unités, mais pas nécessairement la méme taille d’échantillon.

En notant que les quantités dans chaque membre des équations (4.6) sont les coefficients de régression,
suivant la proposition 1, les termes de I’estimateur Z® incorporant la corrélation de z avec x et y sont

nuls uniquement si I’effet de la régression de x et y sur z est identique dans les échantillons S, et S, et
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dans les échantillons S, et S,, respectivement. L’essence de cette constatation est que I’estimation de t,

en utilisant uniquement I’information sur z provenant des trois échantillons, mais en ignorant
Ilinformation sur x et y, sera sous-optimale lorsque I’effet de régression de x et y sur z differe dans

les divers échantillons. L efficacité de Z® par rapport a I’estimateur composite Z® qui utilise uniquement
I’information sur z a pu étre évaluée dans les conditions simples comprenant les scalaires X,y et z,

I’échantillonnage aléatoire simple pour S, et S, et I’échantillonnage de Bernoulli pour S,, et des taux

d’échantillonnage égaux pour les trois échantillons. Alors, seule la premiére équation de (4.6) est vérifiée.

Aprés de nombreuses opérations algébriques fastidieuses, I’efficacité de Z° par rapport & Z® a été
dérivée comme étant [v (2®) -V (Z®)/v (z®)] = G/H, avec

G
H

2(r2 =1)(r,ev, —cv,)’
(cvi+1)((12—-9r})r2 —3r, (2r

—-1)+12(r; —1))cviev?

yz r-><z

J’_

2(r2 +r2)cvi +8(r2 —1)cvi —4r,r, rcv?

yz'xy ' xz

+ 6(r2 —1)cv, (cv, —2r,ev,)

ou r,,r, etr, désignent les coefficients de corrélation dans la population, et cv ,cv, designe les

Xy ! ' xz
coefficients de variation. Méme si, dans ce scénario, I’écart par rapport aux conditions de la proposition 1
est minime, différentes configurations des valeurs admissibles pour r, ,r,,,r,,,cv, et cv, montrent que le

Xy 'xz?yz?
gain d’efficacité peut étre considerable, palliant I’inefficacité de I’estimateur HT de t, basé sur
I’échantillon de Bernoulli S,. Par exemple, quand r,, =0,3,r, =0,3,r, =0,3 et cv, =0,1,cv, =0,6,

1 ixz yz
= ROC
Z

le gain d’efficacité est de 23 %. Dans le cas de I’estimateur par régression optimale composite , avec
les coefficients estimés B, et BS,, les coefficients de régression donnés en (4.6) sont estimés, et donc les
égalités en (4.6) ne seront jamais vérifiées exactement a cause des différences entre les échantillons. 1l en
va de méme pour I’estimateur RGC Z*°¢, pour lequel les équations formellement identiques & (4.6) sont
données en fonction des coefficients de la régression genéralisée pour I’échantillon.

En ce qui concerne I’efficacité de I’estimateur RGC (4.5), un analogue exact du théoreme 1 est vérifié
dans les présentes conditions, avec les mémes stratégies d’échantillonnage que celles pour lesquelles
I’estimateur RGC correspond a I’estimateur par régression optimale et, asymptotiquement, a I’estimateur
BLUE.

L’estimation composite pour un scénario d’échantillonnage matriciel faisant intervenir un ensemble de
variables de base avec des totaux connus ainsi qu’inconnus peut étre exécutée en utilisant le scénario de
calage étendu évident.

5 Estimation par domaine

Les estimateurs composites pour les domaines (sous-populations) d’intérét peuvent étre obtenus
facilement en utilisant les poids calés dérivés aux sections précédentes, c’est-a-dire par sommation des
valeurs pondérées d’une variable sur tout domaine U, < U. Par exemple, en designant par X, la matrice

X, pour I’échantillon S;, en fixant les entrées de la k° ligne égale a0 si k U, I’estimateur RGC du
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total de domaine t,, basé sur les poids de S, calés selon le scénario du plan (c) (voir la section 3) est
donné par
XES© = XiyCy = X5+ Xy Ly X (X'LyX) ™ [X, = X5°],

ol XB =X, + X, A¥YWPAY) " (Y, -Y,) et I'indice inférieur d indique le domaine. L’estimateur
RGC XP°¢ basé sur I’échantillon S, s’obtient de la méme maniére. Cependant, contrairement &

I’estimateur au niveau de la population (3.2) qui résulte du calage de deux estimateurs I’un sur I’autre au

niveau de la population, les estimateurs X°¢ et X3¢ ne sont pas construits comme des composites de

deux estimateurs de domaine basés sur les échantillons S, et S,, et ils ne sont pas identiques. De
surcroit, méme si X ¢ et X2°¢ incorporent I’information sur x provenant des échantillons S, et S,,
leur construction (non personnalisée au niveau du domaine) peut comporter une certaine perte d’efficacité.

Une simple modification de la procédure de calage qui aboutit a une estimation composite efficace
pour tous les totaux d’intérét comprend I’augmentation de la matrice de plan au moyen de colonnes

définies au niveau de chaque domaine pour les variables pertinentes. Donc, pour le plan (c), I’estimation
du total de domaine t,, comprend I’augmentation de la matrice de plan X" en (2.7) au moyen de la

colonne (-X},,0',X},)". L’estimateur résultant, X °°, peut s"écrire sous la forme

XEGC = )A<3d + led ()21 - )A<3)+ é2xd (?2 - ?3)"‘ B3><d ()A(ld - )A(sd)
(5.1)
= B Xiy +(1-B) X5,
ou X7 et X5° sont maintenant les estimateurs RG de domaine incorporant I’effet de régression des

deuxieme et troisieme termes de (5.1). L’ajout dans (5.1) d’un autre terme comprenant la différence
Y,, —Y,, pourrait ne pas améliorer appréciablement I’efficacité de XF°°, mais sera nécessaire si

I’estimation du total de domaine t, est également requise. Dans toute situation particuliere,
I’augmentation de la matrice de plan X~ ne concerne que les composantes de x ou de y pour lesquelles

les estimations par domaine sont nécessaires. Un inconvénient éventuel de cette procédure est le fardeau
de calcul supplémentaire, qui augmente avec le nombre de domaines et de variables pour lesquels
I’estimation par domaine est requise.

Une autre approche, qui pourrait étre plus appropriée quand les estimations par domaine d’intérét sont

nombreuses, consiste a produire séparément les estimations par domaine en exécutant le calage composite
uniquement au niveau du domaine. Pour le total de domaine t,,, cela donnera I’estimateur RGC de

domaine, par analogie avec I’estimateur RGC de population (3.2),
X GO = By Xyg + (1= Buyg) X7,

U By = XjeLly, Xy XLy, X) " et X5 = Xy + X5y AW, (WiAY,) " (Y, — Yy). Llefficacité de

I’estimateur conjoint (X3°¢,YR°°) par rapport a I’estimateur (X5°¢,YR°¢) peut étre vérifiée sous les
conditions de la proposition suivante (dont la preuve est donnée en annexe).

Proposition 2 Sous les scénarios d’échantillonnage du théoréme 1,

__(XFReC\ __ (xRecC
AV(V:dGCj<AV[A3d j
Y
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Produire séparément les estimations de domaine, par calage composite au niveau du domaine, a
notamment pour inconvénient la perte de cohérence entre les estimations au niveau de la population et au
niveau du domaine.

Les considérations qui précedent s’étendent & I’estimation par domaine dans le cas du plan
d’échantillonnage matriciel (d).

6 Une étude par simulation

Nous avons réalisé une simulation pour étudier les propriétés relatives des divers estimateurs

composites pour la version emboitée du plan (c) élémentaire. Les valeurs des variables scalaires corrélées
T4 -7 ’ - - -7 - 2 2

X et y ont été tirées d’une loi log-normale bivariée de moyenne (u,,u,) et de variance (GX,Gy). Nous

avons fixé p, =3, p, =5, quatre combinaisons de variances (ci,czy) (5 et 10) et avons considéreé trois
valeurs de la corrélation p(x,y) (0,5, 0,7, 0,9). Les variances o2 =5, o> =10 impliquent une asymétrie
de 2,65 et de 4,33, respectivement, tandis que les variances 02y =5, ci =10 impliguent une asymétrie de
1,43 et de 2,15, respectivement. Pour chacune de ces 12 configurations, nous avons créé une population de

taille N =1 000 000. De chacune des 12 populations, nous avons tiré un échantillon aléatoire simple S
de taille n =5 000 sans remise, et I’avons divisé en trois sous-échantillons aléatoires simples (S,,S,,S,)

selon deux répartitions différentes, a savoir (n, =2 000, n, =2000,n, =1000) et (n, =1500,
n, =1500,n, =2 000), la deuxieme répartition donnant des échantillon combinés plus grands S, U S,
et S, US,. Donc, un total de 24 configurations de simulation ont été créées. Pour chaque configuration,
nous avons calculé les estimateurs HT des totaux t, et t, en utilisant I’échantillon complet S, ainsi que

I’estimateur HT de t, en utilisant S, et S,, et I’estimateur HT de t, en utilisant S, et S,. Pour les

estimateurs HT basés sur deux sous-échantillons, nous avons employé la méthode simple de combinaison
de deux sous-échantillons (Gonzales et Eltinge 2008) par un ajustement de la pondération faisant
intervenir la probabilité de sélection d’une unité de population dans S, ou dans S, et dans S, ou dans

S,. En outre, pour t, ainsi que t,, nous avons calculé les estimateurs RGC et ROC. Chaque

configuration d’échantillonnage de simulation a été répétée 10 000 fois.

Le biais simulé (en pourcentage) de tous les estimateurs était inférieur a 0,05 %, excepté pour deux
configurations comprenant 2 =10, avec I’asymétrie de population associée de 4,33, pour lesquelles les

plus grandes valeurs observées de 0,14 % et 0,17 % correspondent aux estimateurs RGC et ROC pour t,,
respectivement, sous la répartition d’échantillon (2 000, 2 000, 1 000), et tombent & 0,10 % et 0,13 % sous
la répartition plus favorable (1500, 1500, 2 000). Donc, les efficacités relatives des estimateurs sont
évaluées en utilisant leurs variances sous le plan de sondage simulé.

Le tableau 6.1 montre I’efficacité des estimateurs composites RGC et ROC par rapport aux
estimateurs HT qui utilisent S, US, et S, US,. La mesure de cette efficacité relative est la difference

relative entre les variances en pourcentage [V(RGC)-V(HT)/V(HT) et [V(ROC)-V(HT)]/V(HT). Une
valeur négative de cette mesure indique le gain d’efficacité obtenu avec les deux estimateurs composites.
La perte d’efficacité simulée des estimateurs HT de t, ainsi que t, due au fait de ne pas utiliser

I’échantillon complet S, qui n’est pas présentée au tableau 6.1, est trés proche de la perte nominale pour
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I’EAS, c’est-a-dire 66,8 % pour la répartition (2 000, 2 000, 1 000) et 43,1 % pour la répartition (1 500,
1 500, 2 000).

Tableau 6.1
Différences relatives (en pourcentage) entre les variances de RGC et ROC par rapport a HT pour x et y,
basées sur 10 000 échantillons simulés avec deux répartitions d’échantillons différentes

(n1, n2, n3) (2 000; 2 000; 1 000) (1 500; 1 500; 2 000)
X y X y

RGC ROC RGC ROC RGC ROC RGC ROC
¢’ =5 Gi =
p=05 -2,24 -6,86 26,39 -6,23 -5,19 -6,29 12,59 -6,52
p=07 -11,90  -1475 1021 -13,96| -12,78  -13,24 025  -1313
p=09 -24,89 -28,57 -12,49 -28,10 -21,55 -23,37 -14,55 -23,03
¢’ =5 Gi =10
p=05 -0,27 -6,75 6,50 -6,26 -3,94 -6,60 0,50 -6,44
p=07 -11,47  -14,56 -6,29  -1404|  -1287  -1351 951  -13,10
p=09 -28,14 -28,42 -25,74 -28,23 -23,70 -23,54 -22,07 -23,09
2 =10 02y =5
p=05 -4,57 -6,51 28,64 -6,17 -5,90 -5,98 17,57 -6,44
p=07 -11,29  -14.37 16,08  -13,92|  -1166  -12,90 6,69  -13,00
p=09 -20,32 -28,09 -2,46 -28,19 -18,46 -22,97 -6,97 -22,91
o’ =10 (52y =10
p=05 -4,79 -6,49 8,54 -6,13 -6,06 6,22 3,41 -6,34
p=07 -13,27  -14,28 2,57 -1395  -1327  -13,15 6,00  -12,93
p=09 -26,01 -28,06 -20,37 -28,21 -22,18 -23,17 -18,48 -22,89

Pour la variable x, I'utilisation de I’estimateur RGC sous une faible corrélation p = 0,5 et avec la

répartition (2 000, 2 000, 1 000) donne un gain d’efficacité qui varie de 0,27 % a 4,79 % pour les quatre

configurations de variance différentes; ce gain refléte la quantité d’information perdue qui est récupérée
par I’estimateur RGC. Un gain important est réalisé pour p = 0,7, variant de 11,29 % a 13,27 %, et un

gain encore plus important pour p = 0,9, variant de 20,32 % a 28,14 %. Avec la répartition d’échantillon
(1500, 1500, 2 000), I’estimateur RGC donne de meilleurs résultats pour p = 0,5, et p = 0,7, mais non
pour p=0,9. Un gain supplémentaire est produit par I’estimateur ROC, qui est plus efficace que
I’estimateur RGC dans toutes les configurations sauf deux (ou les estimateurs sont aussi efficaces I’un que

I’autre, voir la colonne 7). L’efficacité de I’estimateur ROC par rapport a I’estimateur HT est proche de la
valeur nominale pour I’efficacité de I’EAS, qui est de 6,25, 13,92 et 28,12 pour p=0,5 p=0,7,

p = 0,9, respectivement, pour la répartition (2 000, 2 000, 1 000) et de 6,417, 13,186 et 23,30 pour la
répartition (1500, 1500, 2 000); voir la quantité E & I’avant-avant dernier paragraphe de la section 2.
Comme prévu, I’estimateur RGC concurrence mieux I’estimateur ROC lorsque la corrélation et la taille
d’échantillon augmentent.
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Pour la variable y, I’estimateur RGC est inférieur a I’estimateur HT au niveau de corrélation p = 0,5
et, dans la moitié des configurations simulées au niveau p =0,7; voir les valeurs positives dans les
colonnes 4 et 8. Cette inefficacité de I’estimateur RGC varie de 6,50 % (pour p =0,7) & 28,64 % (pour
p =0,5) pour la répartition d’échantillon (2 000, 2 000, 1 000), et se réduit pour varier de 0,25 % (pour
p=0,7) a 17,57% (pour p=0,5) pour la répartition d’échantillon (1500, 1500, 2000). Cela
s’explique par la plus grande asymétrie de x (la variable x étant utilisée comme variable auxiliaire de y
dans la régression); les niveaux plus faibles d’inefficacité sont observés pour 02y =10, quand la
différence d’asymeétrie entre X et y est la plus petite. Par ailleurs, au niveau de corrélation p =0,9 et

avec la répartition (2 000, 2000, 1000), le gain d’efficacité de I’estimateur RGC par rapport a
I’estimateur HT varie de 2,46 % (quand la différence d’asymétrie est la plus grande) a 25,74 % (quand la
différence d’asymétrie est la plus petite), avec des niveaux d’efficacité similaires observés pour la
répartition (1 500, 1 500, 2 000). L estimateur ROC est plus efficace que I’estimateur RGC dans toutes les
configurations, I’efficacité relative étant proche de I’efficacité nominale pour I’EAS (méme efficacité
qu’avec x). Pour y aussi, I’estimateur RGC concurrence mieux I’estimateur ROC lorsque la corrélation
et la taille d’échantillon augmentent.

Cette étude empirique limitée, qui simule essentiellement la version EAS du théoréme 1(a’), confirme
la théorie sur I’efficacité de I’estimateur optimal ROC, méme pour une modeste taille d’échantillon, et
montre I’utilité des deux estimateurs composites RGC et ROC pour ce qui est de récupérer partiellement
I’information perdue en raison du fractionnement du questionnaire complet. Elle montre aussi que le

pratique estimateur RGC n’est pas toujours un bon substitut de I’estimateur ROC quand les échantillons
sont petits et que la corrélation entre X et y est faible.

7 Discussion

La méthode d’estimation proposée pour I’échantillonnage matriciel comprend un calage en une étape
des poids de I’échantillon combiné. Les estimations des totaux pour toutes les variables peuvent étre
obtenues en utilisant uniquement les unités de I’échantillon S, et leurs poids calés qui incorporent toute
Iinformation disponible provenant des trois échantillons. Ces poids pourraient étre utilisés pour calculer
d’autres statistiques pondérées, dont des moyennes, des ratios, des quantiles et des coefficients de
régression. Lorsque les probabilités d’inclusion d’ordre deux sont connues, y compris les probabilités
d’inclusion interéchantillons dans le cas emboité, la procédure de calage de la section 2 peut produire des
estimateurs par régression optimale composites et leurs variances, mais les calculs sont trés difficiles. Pour
des configurations d’échantillonnage générales, le scénario de calage beaucoup plus simple de la section 3
produit facilement des estimateurs par régression généralisée composites, qui, pour certaines stratégies
d’échantillonnage, sont des estimateurs par régression optimale.

L’estimation de la variance d’un estimateur RGC peut, en principe, étre fondée sur la méthode de
linéarisation de Taylor de I’estimateur par régression généralisée (voir, par exemple, Sarndal et coll. 1992,
pages 235 et 237). Cette approche requiert des calculs qui pourraient ne pas étre pratiques, voire méme
possibles, pour des plans d’échantillonnage complexes, parce que les probabilités d’inclusion d’ordre deux
sont rarement connues. Les méthodes de rééchantillonnage pour I’estimation de la variance, telles que la
méthode du jackknife ou la méthode du bootstrap (voir, par exemple, Rust et Rao 1996), peuvent étre
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appliquées aux estimateurs RGC des sections précédentes. Ainsi, la méthode du jackknife, habituellement
utilisée dans les enquétes avec plan d’échantillonnage stratifié a plusieurs degrés, pourrait étre utilisée
pour répéter les procédures de calage qui donnent lieu aux estimateurs RGC. Pour le plan
d’échantillonnage non emboité, il est nécessaire d’appliquer la méthode du jackknife a I’échantillon
combiné, en traitant les trois échantillons indépendants comme des superstrates d’échantillon contenant les
strates de I’échantillon. La procédure de rééchantillonnage s’appligquerait alors a I’échantillon combiné trié
par échantillon et par strate dans chaque échantillon, pour produire les répliques des poids calés définis
aux sections précédentes. Le nombre total de strates utilisées dans la procédure de rééchantillonnage par le
jackknife est le nombre total de strates dans les trois échantillons, chaque réplique comprenant toutes les
strates. Les fichiers de microdonnées a grande diffusion peuvent contenir les poids de rééchantillonnage
calés pour permettre aux utilisateurs d’estimer facilement la variance. A cette fin également, seuls les
poids de rééchantillonnage pour S, doivent étre inclus, ce qui permet de réaliser une importante économie
de stockage de données dans ces fichiers de microdonnées. Le cas du plan d’échantillonnage emboité est
plus compliqué. Des investigations plus poussées dans cette direction seront le sujet d’une étude distincte.

La méthode d’estimation décrite s’adapte facilement aux plans d’échantillonnage matriciel comprenant
plus de deux sous-gquestionnaires ou plus de trois sous-échantillons, ce qui fait ressortir la puissance
opérationnelle de la procédure de calage. Dans chaque cas, I’étape cruciale consiste & déterminer la
matrice de plan X". De tels plans peuvent comporter des scénarios plus complexes en ce qui concerne le
nombre de sous-questionnaires administrés aux divers sous-échantillons. Toutes les estimations
composites peuvent alors étre obtenues en utilisant uniquement les valeurs des variables pondérées
provenant du nombre minimal de sous-échantillons qui, combinés, contiennent tous les items.
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Annexe

Preuve du lemme 1

Pour la matrice partitionnée X" = (X,'¥), le vecteur ¢ =w + RA (X 'RX)'(t, - X'w) prend la
forme

o
Il

XRX XR¥Y)'(t, -X'w
w + (RX,RY)

Y'RX YRY) (t,-¥'w

= wW+(RXA,;, +RYA,))(t, — X'W)+(RXA, + RPA,,)(t, — ¥'W),
ol, découlant de I’algébre des matrices partitionnées, A, = [X'RX - XRY (P'RY) " wRX] " =
[XR(1-P,)X]" avec P, =¥Y(¥'RY) ¥R, A, =[¥YR(I-P)¥]" avec P, = X(XRX " XR,
A, =-XRX(XRWA, et A, =—(PRY)  (WRXA,. Alors, I’équation (2.9) s’ensuit sans
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difficulte.

Pour prouver I"équation (2.10), nous posons que ¢, =W + R¥Y (¥'RY) " (t,, — ¥'w), de sorte

que (X'RY)(Y'RY) " (t, - ¥'w)= X'e,, — X'w, et nous utilisons la forme de rechange A,, =

(P'RWY)

+(P'RY) " (W'RX)A,, X'RY) (W'RWY) ™ pour écrire ¢ susmentionné sans le deuxiéme terme

sous la forme

W + RYA,,(t, —¥'w)-RXXRX) " (XRWA,, (t, - ¥'w)
= W+[RYWRY) " +RY WRY) ' (WRX) A, XRY) PRY) *|(t, - ¥'w)
— RXXRX) ™[I+ XRY)WPRY) ' (WRX) A, | XRY) (WRY) * (t, — ¥'w)
= cy +RYWRY) ' (WRX)A,, (X'c, — X'W)
- RXXRX)™[I+ XRY)(WRY) " (WRX) A, |(X'e, — X'W)
= ¢y +RYWRY) ' (WRXA,, (X'c, —X'W)
— RXXRX™[1+(XRX-A)A,](Xc, — X'W)
= Cy +[RPWPRY) " (WRX) - RXJA , (X'c, — X'W)
= Cy —R(I-Py)X[X'R(I1-Py)X] " (X'cy — X'W).

L’ajout a cela du deuxiéme terme de ¢ provenant de (2.9) donne (2.10) sous la forme explicite

Cy +R(I-P)X[XR(1-P,)X] ™" (t, — Xcy).

Preuve du théoréme 1

a)

b)

Le calage avec la matrice de plan £ =(X",D) et le vecteur de totaux t, = (0',N")", avec
0=(0,0)", N=(NJ,N},N,)", donne le vecteur de poids calés c=w+AZ(Z'A2D)"
(t;-<'w), qui, en vertu du lemmel, sécrit sous la forme c=c,+L, X
(XL, X)(0-X"cy), ol ¢, =w+ADM'AD) ' (N-D'w) et L, =A(I-P,), avec
P, =D(D'AD) " D’A. Dans le cas de 'EASSTR avec f, =n, /N, , D'w=N=N et, donc
C=wW+L A (XL, X)" (0-X'w). Alors, compte tenu de (2.8), afin de montrer que
B = ﬁA"’, il suffit de montrer que L, = A°. Pour I'EASSTR, il est facile de montrer que
A® =diag{h, 1-Py)}, o0 A, =Ni@-f)/n,(n, -] et Py =1, (l;hlih)il L
Ensuite, observons que la matrice P, est diagonale avec pour ih® entrée
1, (1;hAihlih)’11;hAih =P,,, parce que les eléments de A, sont constants. Comme cet
élément constant est w, /g, = (N, /n,)[N; @- f,)/(n;, =] =X, nous obtenons
L, =diag{A,, (I-P; ) = A°, c.q.f.d.

Pour I’échantillonnage de Poisson, A? = diag{(1— =, )/n4,},h =1,...,H,. La preuve découle
immédiatement de I”observation que, avec les constantes spécifiees g, dans les entrées de A;,
nous avons A; = A;.
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a’) Pour simplifier, laissons tomber I’indice inférieur de strate. Le sous-échantillonnage aléatoire

simple est effectué séquentiellement avec des tailles fixes n,,n, et n,. On peut montrer que les
probabilités d’inclusion marginales d’ordre un et d’ordre deux pour S; sont m, =n;/N et
Ty =N, (N, =1)/IN(N =DI, comme si S, était tiré directement de U. Un argument
combinatoire montre que la probabilité d’inclusion d’ordre deux conditionnelle (sachant S)
pour S; et S, est m,,s =n;n;/In(n-D] et donc que la probabilité d’inclusion marginale est
Ty =N /INN =D1. Pour k =1, myy =0. Alors Ay =m —m,m; =nn; /[IN?(N -D]
et Ay = —ninj/N 2. Donc A, ~0, pour k,I eU quand les fractions d’échantillonnage sont
faibles, et donc A° ~diag{A’}. L’optimalit¢ de I’estimateur RGC découle alors du
théoreme 1 (a).

b>) Attribuer aléatoirement les unités de S aux trois sous-échantillons, avec une taille de sous-

échantillon prévue fixe, implique que I’inclusion des unités est effectuée indépendamment a
I’intérieur des sous-échantillons et entre les sous-échantillons. Puisque, dans I’échantillonnage
de Poisson, les unités de U sont également incluses dans S indépendamment,
Ay =myy —mymy =0 et Ay =-m ;. A, est approximativement nul pour les petites
fractions d’échantillonnage, et alors A° ~diag{A’}. L’optimalité de I’estimateur RGC
découle alors du théoréme 1(b).

Preuve du théoreme 2

Nous partons de I’expression de I’estimateur RGC. En vertu du lemme 1, avec la matrice de plan
partitionnée (X,Z) et R=A, le vecteur de poids calés c peut étre écrit sous la forme

c=C, +L, X (X'L,X) (0-X'c,), ol c,=w+AZZAD " (t, -Z'W) et L, =A(I-P,).
Alors X7 = Xjc, = X, + X NZLZAD (t,, ~Z) et X=X + X' AZZAD " (t,, - Z). Il
s’ensuit que I’estimateur RGC est donné par Xjc=XF - BYR, o Z=[X/A(1-P,)X]
[X'AQX-P,)X]".

a)

b)

Puisque P, =diag{P, } et, pour 'EAS, A°=diag{,,(I1-P;)}, ou A, =N*(1-f)/
[n,(n, 1] et P, =1,(11;) "1}, nous avons A°(I-P,)=diag{k, (I-P,)(I-P, ). Or,
par hypothese 1=2Z.h,, de sorte que l’PZi =1 et donc P, (I —P, )=0. Par conséquent,

A°(1-P,)= diag{A; (I-P, )} et, puisque les matrices 1-P, sont idempotentes,
(1-P,) A°(I1-P,) =diag{x, (I-P,)}. Mais A, =w, /q,, ol w, =N/n; etles g, sont
les constantes spécifiées dans les entrées de A,. Il s’ensuit que (1-P,) A°(I-P,)=
diag{A, (I-P, )= A(I-P,) et donc 2 =2", de sorte que X - BX ™ = X -
En vertu du lemme 1, avec la matrice de plan partitionnée £ =(X",Z,D) et le vecteur de

totaux t, =(0',t,, N')' , le vecteur de poids calés ¢ =w+ AZ (Z'A2) ™ (t, —Z'w) peut
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s’écrire sous la forme c=c¢c, +L, (X,Z)[(X,Z)' L, (/1,/,2)}71 [(0’,t’(z))' —(X,Z)'CD], ol
C, =W+ADM'AD) '(N-D'w) et L, =A(I-P,), avec P, =D(D'AD) " D'A. Mais,
comme il est montré dans la preuve du théoremel(a), c, =w et L, =A° Donc,
c=w+A (X, 2) (X, Z) A° (Af,Z)Tl [(0’,t’(z))' -X,z2) w]. Ensuite, en appliquant de
nouveau le lemme 1, maintenant avec R = A° et la matrice de plan (X",Z), nous obtenons
c=c, + LS (X'LX) (0-X'c,), ol c, = W+ A°Z(Z'A°Z) (t,, —Z'w) et L =
A°(I-P2). Alors, il s’ensuit que Iestimateur RGC est Ajc=.Xc, - ALK
(X'LSX) X'c, = XF°—B° X, en les expressions évidentes pour X;°°, X et
B°.

c) Il a été montré dans la preuve du théoréme 1 que A = A°. Clairement, il est alors vérifié que
XFC = XF, XR =X et B=2°, etdonc X - BXFC = X °-B° X%,

Preuve de la proposition 1

Toutes les matrices qui apparaissent dans cette preuve sont définies au niveau de la population. Le
partitionnement de la matrice .X* donnée en (4.4) sous la forme (Z,¥), ou Z est constituée des

deuxieme et quatrieme colonnes, et ¥, du reste, et en appliquant le lemme 1l avec R=A°=
{(m, —m,,)/m, 7w, }, nous obtenons le vecteur de poids calés decomposé de la forme

c=w+L%2(2'L%2)  [0-z'wWl+ LW (WLLY) [0 — ¥'wl,

ol L% = A°(I-P?) avec P?=2Z(Z'A°2) " Z'A°. L’estimateur Z® donné en (4.2) s’obtient sous la
forme Z, ¢, ou Z, =(0',0,Z,) . Les deux derniers termes de (4.2) sont consolidés dans le terme
Z, LW (Y'LSP) [0 —W'wl. Ces deux termes disparaissent uniquement si Z, LOW(= Z AW —

Z, A°Z(Z'A°2)" Z'A°¥) = 0. Premiérement, nous obtenons facilement Z, A°¥ = (Z,A°X,,Z,A°Y,)
et Z, A°Z=Z,A3Z,(1,1), ainsi que

ZrAO\I; - Z,lAloxl + Z;AgXS ZISAgYS
Z.AX, Z,A0Y, + Z,AY,)
et
ZrAOZ = (Z;Ale + Z;Agz?; Z;A2Z3 j
Z\AZ, Z,A5Z, + Z,ASZ,
Ensuite, nous écrivons
za0pt=(A B & (AT +FET'F -FE™
B' D ~E'F E* )

ol E=D-B'A’B et F=A"B. Il s’ensuit alors que Z, A°Z(Z2'A°Z)™" = (BA™ + BFE'F' - BE'F/,
BU-PE™)=((D-B)E'F,B(1-F)E™). En utilisant les expressions analytiques B = Z,A%Z.,
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D=Z\AZ, +Z,AZ,, F=(Z\A’Z,+Z,AZ,) Z,AZ, et E=Z,AZ,+Z,A’ZF, nous
obtenons apres certaines opérations algébriques

7, A°Z(ZAD " =K [(2)A%Z,) " (2,A%Z,) "],
ol K =(Z/A’Z,) " +(2,A%2,)" +(2,A%Z,)"". Nous pouvons obtenir sans trop de difficulté
ZULSY = Z, AW -Z, A°Z(Z'A°2) T ZA"Y
= K*(ZA32,) T ZAX, - (ZIAVZ,) T ZIANX,

(Z;A2Z3)7l Z;A2Y3 - (Z;Agzz)il Z;Ang]'

Il s’ensuit que Z, LS¥=(0,0) uniquement si (Z,ASZ.)" ZiASX, = (ZIA’Z,)" Z/A'X, et
(Z,AZ.,) " Z,A0Y, = (Z,A°Z,) " Z,A’Y,. Mais ces deux équations sont identiques aux équations
données en (4.6). Puisque dans (ZﬁA?Zi)_1 Z;A’X, toutes les matrices sont définies au niveau de la

population, avec I’indice inférieur i =1,3 indiquant I’enquéte, cette quantité n’est constante pour les
diverses enquétes que si la matrice particuliere au plan A? est constante, ou que A? différe d’une enquéte

a I’autre d’un multiple constant (dépendant de la taille de I’échantillon). Cela demeure également vrai
pour (Z/A°Z,)" Z!ALY,, i=2,3, cequi achéve la preuve.

Preuve de la proposition 2

Sous le scénario d’échantillonnage (a) du théoreme 1, le calage composite au niveau de la population
avec la matrice de plan £ =(X",D) et le vecteur de totaux t, = (0',N")’ produit I’estimateur de
domaine RGC conjoint de (t.,,t,,) fondé sur les poids de S, et s’écrit sous la forme X3 =
/ﬁd + B, (t, —2), ol B, = X, ,AZ(Z'A2)™". La matrice associée des résidus de régression est
X, — ZB,, qui peut aussi s’écrire (1 -P,).X,,, avec P, = Z(Z'AZ) " Z'A. Alors, AV (X;F°°) =
X, (1-P,) A°(1-P,)X,,. Ensuite, rappelons que, d’aprés la preuve du théoréme 1,
A°=A(I-P,), avec P, =D(D'AD)"'D'A, et notons que D=Z2H pour une matrice constante
appropriée H. Il est facile de montrer que P P, = P,. Il s’ensuit alors que A°(I1-P,)=A(I-P,) et
(1-P,) A°(I-P,)= A(I-P,). Donc, AV(X %)= X ,A(1-P,).X,,. Or, le calage composite
au niveau du domaine fait intervenir la matrice de plan £, = (X,,D); il n’est pas nécessaire de

A~

restreindre D au domaine U,. L’estimateur RGC résultant est X,3°C = X, + B, (t,, - 2Z,), ou
B, = X, AZ,(Z/AZ,)". Comme pour Iestimateur ;¢ susmentionné, on peut montrer que
AV (H5%0) = Xy A(L-P) Xy, 00l Py, = 2, (Z{AZ)," ZJA. Alors AV(F%) - AV (X 5) =
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AXuA(P, —P,).X,,. En notant que A[AZ=A;AZ,, nous pouvons écrire P, =
Z,(Z'A2)" Z/A. Il est alors trivial de montrer que Pz, —P2)=(Pz — PZ)Z, et puisque la matrice
A est diagonale avec entrées positives, il s’ensuit que A A(P, —P,) A, >0 et donc
AV (X%) < AV (H5).

Sous les conditions de la partie (b), A = A° et I’estimateur de domaine RGC est identique a
I’estimateur de domaine ROC X% = X, - B°X, ou B = X, A°X (X'A°X)". La matrice
associée aux résidus de régression est (1—P,)X,, avec P, =X (X'A°X)" X'A°. Alors,
AV(XFC) = X (1-P,) A°(I-P,) X, = X, A°(I-P,).X,,. Par ailleurs, pour Iestimateur
X3 = Xy - BIX, o B = XA X, (X/A°X,) " nous avons AV(X5°) = Xy A°(1-P,. )
X, avec Py =X, (XA°X,) " XA Alors, AV(X1) - AV(X1) = X5 A° (Py, — Py)
X, Notons que A7,A°X, = X, A°X,, et, puisque A° est diagonale, X, A°X = X, ,A°X,,. |l
sensuit que A, A% (P, — Py ) Aoy = XA (P, — Py )’ Xy, etdonc AV () < AV (H2°).

Pour les parties (a”) et (b”), la preuve est la méme qu’en (a) et (b), compte tenu de la preuve du
théoreme 1.
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