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Dans ce numéro 
 
Ce numéro de Techniques d’enquête commence par le neuvième article de la série annuelle 

d’articles sollicités du prix Waksberg, dédiée à Joseph Waksberg en reconnaissance à sa contribution 
à la théorie et à la pratique des techniques d’enquête. Le comité de rédaction remercie les membres 
du comité de sélection, composé de Bob Groves (président), Leyla Mohadjer, Daniel Kasprzyk et 
Wayne Fuller, d’avoir choisi Graham Kalton comme auteur de l’article du prix Waksberg de cette 
année. 

Dans son article intitulé « Méthodes de suréchantillonnage des sous-populations rares dans les 
enquêtes sociales », Kalton donne un aperçu des méthodes d’échantillonnage de populations rares, 
que Kish avait appelées « domaines mineurs ». Après avoir abordé des questions générales, il décrit 
un certain nombre de méthodes, dont le dépistage, la stratification, l’échantillonnage à deux phases, 
les bases de sondage multiples, l’échantillonnage basé sur la multiplicité, l’échantillonnage 
d’emplacements ou des lieux de sociabilité et l’accumulation d’échantillons au fil du temps. Il discute 
des avantages et des inconvénients de chacune et donne de nombreux exemples de leur utilisation 
dans des enquêtes. En pratique, on a souvent recours à une combinaison de diverses approches.  

Des stratégies de réponse aléatoire sont souvent utilisées afin de réduire les erreurs non dues à 
l’échantillonnage, comme la non-réponse et les erreurs de mesure. De telles stratégies peuvent aussi 
être utilisées dans le contexte du contrôle de la divulgation statistique dans les fichiers de 
microdonnées à grande diffusion. Dans son article, Quatember propose une standardisation des 
méthodes de réponse aléatoire. Il établit les propriétés statistiques de l’estimateur standardisé et 
applique la méthode proposée à une enquête sur la tricherie chez les étudiants.  

Xu et Lavallée examinent le problème causé par la non-réponse de lien dans l’échantillonnage 
indirect lorsqu’on utilise la méthode généralisée du partage des poids. L’échantillonnage indirect 
consiste à sélectionner des échantillons dans une population qui n’est pas la population cible, mais 
qui y est reliée. Des estimations biaisées peuvent être obtenues quand on ne sait pas qu’une unité de 
la population échantillonnée est liée à une unité de la population cible. Les auteurs proposent 
plusieurs ajustements de la pondération pour surmonter le problème de la non-réponse de lien. 

Dans le contexte des cas de non-réponse, les pondérations des répondants sont souvent ajustées 
par l’inverse de la probabilité de réponse estimée. Da Silva et Opsomer proposent de recourir à la 
régression par polynômes locaux pour estimer les probabilités de réponse. Ils présentent les résultats 
d’une étude par simulation qui confirment l’efficacité de la méthode.  

L’article de Van den Brakel et Krieg porte sur un modèle de séries chronologiques structurel 
multivarié qui tient compte du plan de sondage de l’enquête sur la population active des Pays-Bas. Ils 
utilisent le modèle pour estimer les taux de chômage. Une étude empirique démontre que le modèle 
proposé accroît considérablement la précision des estimations.  

Zhang étudie la production d’estimations croisées où l’une des marges du tableau croisé 
correspond à des petits domaines et où la non-réponse varie d’un domaine à l’autre. Il élabore une 
approche de modélisation mixte double qui combine les effets fixes et les effets aléatoires de 
domaine du modèle d’estimation sur petits domaines avec les effets aléatoires du mécanisme de 
création des données manquantes. Il calcule une approximation de l’erreur quadratique moyenne 
conditionnelle de prédiction sous la forme d’une décomposition en trois parties qui correspondent à 
une variance de prédiction naïve, une correction positive qui tient compte de l’incertitude 
hypothétique d’estimation des paramètres fondée sur les données complètes latentes et une autre 
correction positive pour la variance supplémentaire due aux données manquantes.  

Souza, Moura et Migon proposent une application bayésienne d’estimation sur petits domaines 
fondée sur des modèles de croissance qui tiennent compte des relations hiérarchiques et spatiales. Il 
se sert de cette approche pour obtenir des prédictions de population pour les municipalités non 
échantillonnées dans l’enquête annuelle sur les ménages du Brésil et pour accroître la précision des 
estimations basées sur le plan de sondage obtenues pour les municipalités échantillonnées.  
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Shao et Thompson étudient le problème de l’estimation de la variance lorsque l’on procède à un 
ajustement de la pondération pour corriger la non-réponse dans les enquêtes-entreprises stratifiées. Ils 
dérivent deux estimateurs de variance par linéarisation convergents sous des hypothèses faibles. Les 
estimateurs de variance jacknife naïfs ne donnent pas de bons résultats à moins que la fraction 
d’échantillonnage soit négligeable, ce qui n’est pas le cas en présence de strates à tirage complet. Ils 
proposent un estimateur de variance jacknife modifié et convergent même en présence de strates à 
tirage complet, mais la fraction d’échantillonnage des strates à tirage partiel ne doit pas être élevée. 
Ils évaluent leur estimateur de variance empiriquement au moyen de données réelles et par une étude 
en simulation.  

Dans son article, Preston étudie l’estimation de variance bootstrap pour les plans à plusieurs 
degrés quand les unités sont sélectionnées par échantillonnage aléatoire simple sans remise à chaque 
degré. Il propose une extension de l’estimateur bootstrap rééchelonné souvent utilisé, qui repose sur 
l’hypothèse d’un échantillonnage avec remise ou de fractions d’échantillonnage négligeables au 
premier degré. Il compare l’estimateur proposé aux estimateurs bootstrap rééchelonné et bernoullien.  

Jang et Eltinge s’attaquent au problème de l’estimation du nombre de degrés de liberté sous des 
plans de sondage multivariés à plusieurs degrés quand un petit nombre d’unités primaires 
d’échantillonnage (UPE) sont tirées par strate. Étant donné le petit nombre d’UPE sélectionnées, 
l’estimation classique du nombre de degrés de liberté selon la méthode de Satterthwaite peut donner 
lieu à une sous-estimation grave. Les auteurs proposent un estimateur de rechange du nombre de 
degrés de liberté qui utilise les variances intra-UPE pour fournir de l’information auxiliaire sur la 
grandeur relative de la variance globale au niveau de la strate. Ils illustrent leur méthode au moyen de 
données provenant de la National Health and Nutrition Examination Survey (NHANES). 

L’article de Wang et Bellhouse explore l’application de méthodes de régression non paramétriques 
pour étudier la relation entre la variable réponse et les covariables, ainsi que la prédiction en utilisant 
de l’information auxiliaire dans le contexte des enquêtes complexes. Leurs travaux prolongent ceux 
de Bellhouse et Stafford (2001), qui ont appliqué une fonction de régression non paramétrique simple 
au cas de plusieurs variables indépendantes, y compris les variables indicatrices qui figurent souvent 
dans l’analyse par régression portant sur des données d’enquête.  

Et finalement, nous sommes heureux d’informer les lecteurs et auteurs que Techniques 
d’enquête sera bientôt citée par SCOPUS sur les bases de données Elsevier Bibliographic 
Databases, et ce à partir du numéro de juin 2008. 
 
 
 
 
 
Harold Mantel, rédacteur en chef délégué 
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Série Waksberg d’articles sollicités 
 

La revue Techniques d’enquête a mis sur pied une série de communications sollicitées en l’honneur de 

Joseph Waksberg, qui a fait de nombreuses contributions importantes à la méthodologie d’enquête. Chaque 

année, un éminent chercheur est choisi pour rédiger un article pour la série de communications sollicitées de 

Waksberg. L’article examine les progrès et l’état actuel d’un thème important dans le domaine de la 

méthodologie d’enquête et reflète l’agencement de théorie et de pratique caractéristique des travaux de 

Waksberg. L’auteur reçoit une prime en argent qui provient d’une bourse de Westat, en reconnaissance des 

contributions de Joe Waksberg pendant ses nombreuses années de collaboration avec Westat. L’adminis-

tration financière de la bourse est assurée par l’American Statistical Association.  

 

 

Gagnants du prix Waksberg : 

 

Gad Nathan (2001) 

Wayne A. Fuller (2002) 

Tim Holt (2003) 

Norman Bradburn (2004) 

J.N.K. Rao (2005) 

Alastair Scott (2006) 

Carl-Erik Särndal (2007) 

Mary Thompson (2008) 

Graham Kalton (2009) 

Ivan Fellegi (2010) 

 

 

 

Nominations : 

 

L’auteur de l’article Waksberg de 2011 sera sélectionné par un comité de quatre personnes désignées par 

Techniques d’enquête et l’American Statistical Association. Les candidatures ou les suggestions de sujets 

doivent être envoyées à Daniel Kasprzyk, présidente du comité, par courriel à DKasprzyk@Mathematica-

Mpr.com. Les candidatures et les suggestions de sujets doivent être reçues d’ici au 28 février 2010. 

 

 

 

 

Article sollicité Waksberg 2009 

 

Auteur : Graham Kalton 

 

Graham Kalton est président du comité de direction et vice-président directeur de Westat. Il détient le 

titre de professeur de la recherche du Programme conjoint de la méthodologie d’enquête de 

l’Université de Maryland. Ayant des intérêts très variés dans la méthodologie d’enquête, Dr Karlton a 

publié des articles portant sur plusieurs facettes de la méthodologie, y compris le plan de sondage, la 

non-réponse et l’imputation, les enquêtes par panel, la formulation de questions et le codage. Il est 

membre de l’American Association for the Advancement of Science, de l’American Statistical 

Association et du National Associate of the National Academies et est dirigeant élu de l’International 

Statistical Institute. Il a, en outre, prononcé le discours annuel Morris Hanson en 2000. 
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Membres du comité de sélection de l’article Waskberg (2009-2010) 

 

Daniel Kasprzyk (Chair), Mathematica Policy Research 

Wayne A. Fuller, Iowa State University 

Elizabeth A. Martin 

Mary Thompson, University of Waterloo 

 

 

Présidents précédents : 

 

Graham Kalton (1999 - 2001) 

Chris Skinner (2001 - 2002) 

David A. Binder (2002 - 2003) 

J. Michael Brick (2003 - 2004) 

David R. Bellhouse (2004 - 2005) 

Gordon Brackstone (2005 - 2006) 

Sharon Lohr (2006 - 2007) 

Robert Groves (2007-2008) 

Leyla Mojadjer (2008-2009) 
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Méthodes de suréchantillonnage des sous-populations  
rares dans les enquêtes sociales 

Graham Kalton 1 

Résumé 
Souvent, les enquêtes doivent permettre de produire des estimations pour une ou plusieurs sous-populations en plus de 
l’ensemble de la population. Lorsque l’appartenance à une sous-population (ou domaine) rare peut être déterminée d’après 
l’information contenue dans la base de sondage, le choix de la taille de l’échantillon du domaine est relativement simple. Le 
principal problème consiste alors à déterminer l’ampleur requise du suréchantillonnage quand des estimations doivent être 
produites pour plusieurs domaines ainsi que pour l’ensemble de la population. En revanche, l’échantillonnage et le 
suréchantillonnage de domaines rares dont les membres ne peuvent pas être identifiés d’avance posent un défi important. 
Diverses méthodes ont été utilisées dans cette situation. En plus de la présélection à grande échelle, elles comptent 
l’échantillonnage stratifié disproportionné, l’échantillonnage à deux phases, l’utilisation de plusieurs bases de sondage, 
l’échantillonnage par réseaux, l’échantillonnage des lieux de sociabilité, les enquêtes par panel et les enquêtes polyvalentes. 
Le présent article décrit l’application de ces méthodes à une gamme d’enquêtes sociales. 

                                                           
1. Graham Kalton, Westat, 1600 Research Blvd., Rockville, MD 20850, États-Unis. Courriel : grahamkalton@westat.com. 

  
Mots clés : Répartition de l’échantillon ; présélection ; échantillonnage stratifié disproportionné ; échantillonnage à 

deux phases ; bases de sondage multiples ; échantillonnage des lieux de sociabilité ; enquêtes par panel ; 
enquêtes polyvalentes. 

 
 

 

1. Introduction  
C’est pour moi un très grand privilège d’avoir été choisi 

comme auteur de l’article sollicité de la série Waksberg, qui 
met Joe Waksberg à l’honneur pour ses nombreuses 
contributions aux techniques d’enquête. J’ai eu la chance de 
travailler avec Joe à Westat pendant de nombreuses années 
et, comme pour beaucoup d’autres, l’expérience a été 
enrichissante. Quand il était confronté à un problème 
d’échantillonnage insoluble, Joe n’avait pas son pareil pour 
le retourner et trouver une solution pratique. Puisque le 
problème concernait souvent l’échantillonnage de popula-
tions rares, j’ai choisi pour thème du présent article les 
méthodes d’échantillonnage de ces populations. 

Au cours des dernières décennies, l’un des principaux 
faits nouveaux dans le domaine des études par sondage a été 
la croissance continue de la demande d’estimations pour des 
sous-classes (sous-populations) de plus en plus petites de la 
population générale. Le présent article porte sur les 
sous-classes – appelées domaines – dont on prévoit l’ana-
lyse distincte au moment de l’élaboration du plan de son-
dage. Les États ou provinces, les comtés ou les districts d’un 
pays, les minorités raciales ou ethniques, les ménages vivant 
dans la pauvreté, les naissances récentes, les personnes de 
plus de 80 ans, les nouveaux immigrants, les homosexuels, 
les toxicomanes et les personnes handicapées sont des 
exemples de domaines qui ont été pris en considération dans 
l’élaboration des plans de sondage de diverses enquêtes. 
Quand les domaines sont petits (on parle aussi de popu-

lations rares), la nécessité d’obtenir des tailles d’échantillon 

adéquates pour l’analyse par domaine crée parfois de grands 
défis en ce qui concerne le plan de sondage. Le présent 
article offre une revue des diverses méthodes d’échan-
tillonnage probabilistes qui ont été utilisées pour générer des 
échantillons permettant d’estimer les caractéristiques de 
populations rares avec le niveau requis de précision. Les 
méthodes d’échantillonnage permettant d’estimer la taille 
d’une population rare n’y sont pas abordées explicitement, 
quoique des méthodes comparables aux précédentes soient 
souvent applicables. Toutefois, le présent article ne traite 
pas des méthodes de capture-recapture ni des méthodes 
connexes. 

Une question importante à prendre en considération lors 
de l’élaboration d’un plan de sondage est celle de savoir si 
l’enquête est destinée à produire des estimations pour un 
seul ou pour de nombreux domaines. Alors que la plupart 
des publications sur l’échantillonnage de populations rares 
portent sur les plans d’échantillonnage pour un seul 
domaine rare (par exemple, les toxicomanes), en pratique, 
les enquêtes sont souvent conçues en vue de produire des 
estimations pour de nombreux domaines (par exemple, 
chaque province d’un pays ou plusieurs groupes raciaux/ 
ethniques). La National Health and Nutrition Examination 
Survey (NHANES) réalisée aux États-Unis est un exemple 
d’enquête conçue pour produire des estimations pour de 
nombreux domaines, dans ce cas, définis selon l’âge, le 
sexe, la race/l’ethnicité et la situation de faible revenu 
(Mohadjer et Curtin 2008). Dans les plans d’échantillon-
nage qui comprennent de nombreux domaines, ces derniers 
peuvent être mutuellement exclusifs (par exemple, les 
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provinces ou les cellules de la classification croisée du 
groupe d’âge et de la race/l’ethnicité) ou se recouper (par 
exemple des domaines définis séparément selon le groupe 
d’âge et selon la race/l’ethnicité). 

La taille d’un domaine est un élément clé dont il faut 
tenir compte. Kish (1987) a proposé une classification qui 
comprend les grands domaines, représentant 10 % ou plus 
de la population totale, pour lesquels un échantillon général 
produit habituellement des estimations fiables, les petits 

domaines, représentant de 1 % à 10 % de la population 
totale, pour lesquels les méthodes d’échantillonnage décrites 
dans le présent article sont nécessaires, les mini-domaines, 
représentant de 0,1 % à 1 % de la population, pour lesquels 
les estimations doivent être produites en utilisant 
principalement des modèles statistiques, et les types rares, 
comprenant moins de 0,01 % de la population, qui ne 
peuvent généralement pas être traités par les méthodes 
d’échantillonnage appliquées dans les enquêtes. De nom-
breuses enquêtes visent à produire des estimations pour 
certains grands domaines, certains petits domaines et, à 
l’occasion, même certains mini-domaines. 

Comme les tailles d’échantillon de la plupart des en-
quêtes sont suffisantes pour produire des estimations d’une 
précision raisonnable pour les grands domaines, il n’est 
généralement pas nécessaire d’adopter les types de pro-
cédures de suréchantillonnage passés en revue ici. Cepen-
dant, certaines caractéristiques importantes du plan de son-
dage doivent être prises en considération. Ainsi, il est utile 
de tenir compte des grands domaines dans la création des 
strates de l’enquête. Cet aspect est spécialement important 
quand les domaines sont définis géographiquement et que 
l’on procède à un échantillonnage à plusieurs degrés. Si l’on 
ne fait pas coïncider un domaine géographique avec une 
strate du plan de sondage, le nombre d’unités primaires 
d’échantillonnage (UPE) sélectionnées dans ce domaine est 
une variable aléatoire ; les UPE échantillonnées dans les 
strates qui coupent les limites du domaine peuvent ou non 
être dans le domaine, ce qui pose des problèmes pour l’esti-
mation par domaine. Il est également intéressant d’obtenir 
un nombre appréciable d’UPE échantillonnées dans chaque 
domaine géographique pour pouvoir calculer des 
estimations de variance directes d’une précision raisonnable, 
ce qui implique qu’il faut étaler l’échantillon sur un grand 
nombre d’UPE. À l’étape de l’estimation, il est préférable, 
si cela est possible, d’appliquer les corrections de la 
non-réponse et de la non-couverture de type poststratifi-
cation au niveau du domaine plutôt qu’au niveau national. 
Singh, Gambino et Mantel (1994), ainsi que Marker (2001) 
discutent des questions concernant le plan de sondage et 
Rao (2003, pages 9 à 25) s’intéresse aux problèmes d’esti-
mation pour les grands domaines. Peu d’attention sera 
accordée à ces derniers dans le présent article. 

À l’autre extrémité du spectre de tailles, même si l’on 
applique des méthodes d’échantillonnage probabilistes 
spéciales, les tailles d’échantillon possibles pour la plupart 
des enquêtes ne sont pas suffisamment grandes pour 
produire des estimations classiques fondées sur le plan de 
sondage, ou estimations directes, des caractéristiques pour 
de multiples domaines quand un grand nombre d’entre eux 
sont des mini-domaines ou des types rares. Un recensement 
national de population est une exception manifeste, mais 
même les recensements ont leurs limites. Puisqu’ils sont 
réalisés peu fréquemment (dans de nombreux pays une fois 
tous les dix ans seulement), les estimations qui en résultent 
sont dépassées, ce qui est particulièrement préoccupant pour 
les mini-domaines, dans lesquels les changements peuvent 
être rapides. En outre, le contenu d’un recensement est 
fortement limité en ce qui concerne la gamme des sujets 
abordés et la profondeur du détail. De très grandes enquêtes 
continues, telle l’American Community Survey (U.S. Census 
Bureau 2009a ; Citro et Kalton 2007), le recensement 
continu de la France (Durr 2005) et le microrecensement de 
l’Allemagne (German Federal Statistical Office 2009) ont 
été élaborés pour répondre aux besoins de données plus à 
jour pour les petits domaines, mais une restriction quant au 
contenu persiste (quoique le contenu du microrecensement 
allemand varie au cours du temps). D’autres exceptions ont 
lieu à la limite entre les mini-domaines et les petits 
domaines. Par exemple, depuis 2007, l’Enquête sur la santé 
dans les collectivités canadiennes fournit des estimations sur 
l’état de santé des populations de chacune des 121 régions 
sociosanitaires du Canada basées sur une enquête annuelle 
réalisée auprès d’environ 65 000 personnes de 12 ans et plus 
avec production de fichiers de données annuels et bis-
annuels (Statistique Canada 2008). En combinant les échan-
tillons de plusieurs années, les chercheurs peuvent produire 
des estimations pour divers types de populations rares. 

Toutefois, en général, la taille maximale d’échantillon 
possible pour une enquête portant sur un sujet particulier ne 
convient pas pour produire un grand ensemble d’estimations 
par mini-domaine d’une précision acceptable. Pourtant, les 
décideurs continuent d’accroître la demande de données 
locales au niveau du mini-domaine. Pour répondre à cette 
demande d’estimation pour des mini-domaines, qui sont 
principalement des domaines définis au moins en partie par 
des unités administratives géographiques, on recourt à des 
techniques de modélisation statistiques qui mènent à des 
estimations sur petits domaines indirectes, dépendantes d’un 
modèle. Ainsi, le programme des Small Area Income and 
Poverty Estimates du U.S. Census Bureau produit chaque 
année des estimations indirectes du revenu et des statis-
tiques sur la pauvreté pour 3 141 comtés et des estimations 
des enfants d’âge scolaire vivant dans la pauvreté pour 
environ 15 000 districts scolaire, en se fondant sur des 
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données recueillies maintenant grâce à l’American 
Community Survey et sur des variables prédictives obtenues 
d’autres sources disponibles au niveau local, telles que les 
données fiscales (U.S. Census Bureau 2009b). Un traitement 
complet de l’estimation indirecte par les techniques 
d’estimation sur petits domaines, méthodologie qui dépasse 
le cadre du présent article, peut être consulté dans Rao 
(2003). 

À part l’échantillonnage des emplacements ou des lieux 
de sociabilité, dont il est question à la section 3.6, le présent 
article ne s’attarde pas aux diverses méthodes qui ont été 
élaborées pour l’échantillonnage d’autres types de mini-
domaines suscitant un grand intérêt chez les chercheurs du 
domaine social et les épidémiologistes, domaines qui sont 
souvent des « populations cachées » en ce sens que les 
activités qui les définissent sont clandestines, comme la 
prise de drogues par voie intraveineuse (Watters et 
Biernacki 1989). Une gamme de méthodes ont été mises au 
point sous l’hypothèse que les membres des mini-domaines 
se connaissent entre eux. La classe générale des plans 
d’échantillonnage de ce type porte le nom de plans de 
sondage avec dépistage de liens (voir la revue faite par 
Thompson et Frank 2000). Il s’agit de plans de sondage 
adaptatifs dans lesquels les unités sont sélectionnées 
séquentiellement, celles sélectionnées aux étapes ultérieures 
étant dépendantes de celles sélectionnées auparavant 
(Thompson et Seber 1996 ; Thompson 2002). 

L’échantillonnage en boule de neige a été l’une des 
premières méthodes d’échantillonnage adaptatif en chaîne. 
Il a pour point de départ un échantillon initial de membres 
du domaine rare (les graines) qui, à leur tour, identifient 
d’autres membres du domaine. Bien qu’il ressemble à 
l’échantillonnage par réseaux ou basé sur la multiplicité 
décrit à la section 3.5, l’échantillonnage en boule de neige 
ne possède pas le fondement probabiliste de cette dernière 
technique, autrement dit des probabilités de sélection 
connues, non nulles, pour tous les membres du domaine. 
L’une des versions de l’échantillonnage en boule de neige a 
été nommée échantillonnage dirigé par les répondants 
(EDR) (Heckathorn 1997, 2007). Volz et Heckathorn 
(2008) ont élaboré une théorie du EDR qui est fondée sur 
les quatre hypothèses suivantes : 1) les répondants savent à 
combien de membres du réseau ils sont reliés (le degré), 
2) les répondants en recrutent d’autre dans leur réseau 
personnel au hasard, 3) les connections du réseau sont 
réciproques et 4) le recrutement est fait selon un processus 
markovien. La nécessité de formuler ces hypothèses de 
modélisation pour l’inférence statistique est l’élément qui 
distingue ces plans d’échantillonnage en chaîne des plans 
d’échantillonnage probabilistes classiques utilisés dans les 
enquêtes pour lesquelles il n’est pas nécessaire de faire ce 
genre d’hypothèses. Il apparaît clairement que le RDS 

convient uniquement pour les mini-domaines pour lesquels 
existent des réseaux bien définis. La méthode est surtout 
utilisée dans des conditions locales, mais Katzoff, Sirken et 
Thompson (2002) et Katzoff (2004) ont suggéré que les 
unités de départ pourraient provenir d’une enquête à grande 
échelle, telle que la National Health Interview Survey aux 
États-Unis. 

Le présent article, axé sur l’utilisation des méthodes 
d’échantillonnage probabilistes pour produire des estima-
tions fondées sur le plan de sondage classiques, c’est-à-dire 
directes, des caractéristiques des populations rares, à pour 
but d’étoffer les revues antérieures (par exemple Kish 
1965a ; Kalton et Anderson 1986 ; Kalton 1993a, 2003 ; 
Sudman et Kalton 1986 ; Sudman, Sirken et Cowan 1988 ; 
Flores Cervantes et Kalton 2008). La plupart des 
publications traitent des problèmes d’échantillonnage qu’il 
faut résoudre quand la population rare est le seul sujet 
d’étude. Toutefois, comme il est mentionné plus haut, les 
enquêtes doivent souvent permettre de produire des esti-
mations pour de nombreux domaines distincts, ainsi que 
pour l’ensemble de la population. La section 2 offre une 
revue des problèmes que pose l’élaboration du plan de 
sondage quand les objectifs de conception de l’enquête ont 
trait à des domaines multiples dont les membres peuvent 
être identifiés d’après les renseignements figurant dans la 
base de sondage. La section 3, qui est la partie principale de 
l’article, passe en revue diverses méthodes qui ont été 
utilisées pour échantillonner les populations rares dont les 
membres ne peuvent pas être identifiés au préalable. Enfin, 
la section 4 présente certaines conclusions.  

2. Répartitions pour domaines multiples  
La question de la répartition de l’échantillon se pose 

quand une enquête est conçue en vue de produire des 
estimations pour un certain nombre de domaines différents, 
pour des sous-classes qui recoupent les domaines, ainsi que 
pour la population totale. Dans la plupart des applications, 
les domaines sont de tailles très variables, au moins certains 
étant des domaines rares. 

Supposons que H domaines mutuellement exclusifs et 
exhaustifs sont identifiés dans la base de sondage. Sous les 
hypothèses habituelles que la variance d’une estimation 
pour le domaine h peut être exprimée par / hV n  et que les 
coûts d’enquête sont les mêmes dans les divers domaines, la 
répartition optimale pour l’estimation de la moyenne glo-
bale de population est ,h hn W∝  où hW  est la proportion de 
la population dans le domaine h. Si l’on suppose que les 
estimations par domaine doivent toutes avoir la même 
précision, la répartition optimale est /hn n H=  pour tous 
les domaines. Ces deux répartitions sont en conflits quand 

hW  varie fortement, comme cela se produit souvent quand 
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les domaines sont des régions administratives du pays, telles 
que des États, des provinces, des comtés ou des districts. Le 
cas échéant, l’adoption de la répartition optimale pour un 
objectif donne lieu à une perte importante de précisions pour 
l’autre. Cependant, une répartition de compromis qui se 
situe entre les deux répartitions optimales donne souvent de 
bons résultats pour les deux objectifs. 

Il existe plusieurs solutions de compromis. L’une, pro-
posée par Kish (1976, 1988), consiste à déterminer les 
tailles d’échantillon de domaine en appliquant la formule 
suivante : 

2 2(1 ) ,h hn IW I H −∝ + −  

où I et (1 )I−  représentent l’importance relative de 
l’estimation nationale et des estimations par domaine (par 
exemple district administratif), respectivement. Si 1,I =  la 
répartition est proportionnelle, c’est-à-dire optimale pour 
l’estimation nationale, tandis que si 0,I =  la répartition est 
égale, c’est-à-dire optimale pour les estimations par do-
maine. Le choix de I  est très subjectif, mais j’ai constaté 
que I = 0,5 est souvent un bon point de départ, après lequel 
un examen attentif de la répartition peut entraîner des 
modifications. Bankier (1988) a proposé une solution de 
compromis similaire, dite répartition exponentielle. Si elle 
est appliquée à l’exemple considéré ici, les tailles d’échan-
tillon de domaine sont déterminées d’après ,q

h hn W∝  où q  
est une puissance comprise entre 0 (répartition égale) et 1 
(répartition proportionnelle). Par exemple, l’Enquête sur la 
santé dans les collectivités canadiennes de 2007 a été 
conçue en vue d’accorder une importance à peu près égale 
aux estimations pour les provinces et pour les régions 
sociosanitaires. La part de l’échantillon allouée à une 
province a été fondée sur la taille de la population de cette 
dernière et sur son nombre de régions sociosanitaires. À 
l’intérieur d’une province, l’échantillon a été réparti entre 
les régions sociosanitaires en utilisant la répartition de 
Bankier avec q = 0,5 (Statistique Canada 2008). 

Une limite des méthodes de Kish et de Bankier est 
qu’elles peuvent ne pas allouer aux petits domaines un 
échantillon suffisant pour produire des estimations au 
niveau requis de précision. Cette limite peut être contournée 
en révisant les allocations initiales de manière à satisfaire les 
exigences de précision. Une approche alternative résout le 
problème que pose cette limite directement : la répartition 
est déterminée en fixant un échantillon de base qui satisfera 
l’un des objectifs, puis en complétant cet échantillon au 
besoin pour satisfaire l’autre objectif. Singh, Gambino et 
Mantel (1994) décrivent un plan d’échantillonnage de ce 
genre pour l’Enquête sur la population active du Canada, 
qui comporte un échantillon de base pour produire des 
estimations nationales et provinciales et, au besoin, des 

échantillons supplémentaires pour fournir des estimations 
infraprovinciales d’une précision acceptable. 

Les scénarios de Kish et de Bankier reposent sur l’hypo-
thèse que le même niveau de précision doit être obtenu pour 
tous les petits domaines. Longford (2006) décrit une ap-
proche plus générale dans laquelle des « priorités inféren-
cielles » dP  sont assignées à chaque domaine d. Par 
exemple, il propose de choisir les priorités de sorte que 

,a

d dP N=  où dN  est la taille de la population du domaine 
d et a est une valeur choisie entre 0 et 2. La valeur a = 0 
correspond à l’hypothèse de taille d’échantillon de domaine 
égale de Kish et de Bankier, et 2a =  correspond à une 
répartition globale proportionnelle. Une valeur intermédiaire 
de a accorde une plus grande priorité aux grands domaines. 
Longford étend aussi l’approche afin d’intégrer une priorité 
inférencielle pour l’estimation globale.  

Une approche plus générale de répartition de l’échan-
tillon est celle de la programmation mathématique qui a été 
proposée par un certain nombre de chercheurs (voir, par 
exemple, Rodriguez Vera 1982). Cette approche permet de 
traiter les variances de domaine inégales, les domaines qui 
se recoupent et les estimations multiples pour chaque 
domaine. L’Early Childhood Longitudinal Study – Birth 
Cohort (ECLS-B) des États-Unis fournit un exemple de 
domaines qui se recoupent, où l’échantillon a été sélectionné 
d’après les enregistrements d’actes de naissance qui 
contenaient l’information requise sur les domaines. Pour 
l’ECLS-B, il existait dix domaines d’intérêt, à savoir les 
naissance classées selon la race (cinq domaines), le poids à 
la naissance (trois domaines), ainsi que les naissances 
jumelaires ou non jumelaires (deux domaines). L’approche 
adoptée consistait à déterminer d’abord une taille d’échan-
tillon efficace minimale (c’est-à-dire la taille d’échantillon 
réelle divisée par l’effet de plan) pour chaque domaine. En 
traitant les 30 cellules de la classification croisée du poids à 
la naissance, de la race/ethnicité et de la naissance 
jumelaire/non jumelaire comme des strates, une répartition 
de l’échantillon entre les strates a ensuite été déterminée de 
manière à réduire au minimum la taille globale de 
l’échantillon tout en satisfaisant les exigences de taille 
d’échantillon efficace pour tous les domaines (Green 2000). 

Lorsqu’il existe de multiples domaines d’intérêt et qu’il 
faut utiliser l’échantillonnage à plusieurs degrés, une 
variante de la mesure de taille habituelle pour l’échantil-
lonnage avec probabilité proportionnelle à la taille (PPT) 
peut être utile pour contrôler les tailles d’échantillon dans 
les grappes échantillonnées (UPE, unités de deuxième 
degré, etc.), à condition que des estimations raisonnables 
des tailles de population de domaine soient disponibles par 
grappe. Les exigences que toutes les grappes échantillon-
nées aient approximativement la même taille globale de 
sous-échantillon et que les unités échantillonnées dans 
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chaque domaine aient des probabilités égales de sélection 
peuvent être toutes deux satisfaites en échantillonnant les 
grappes par des méthodes PPT classique, mais en utilisant 
une mesure composite de la taille qui tient compte des 
fractions d’échantillonnage différentes pour les divers 
domaines (Folsom, Potter et Williams 1987). Ainsi, dans 
une enquête réalisée auprès des hommes dans les prisons 
anglaises, les fractions d’échantillonnage souhaitées étaient 
de 1 sur 2 pour les prisonniers civils ( ),C  de 1 sur 21 pour 
les prisonniers « star » qui servent normalement leur 
première peine ( )S  et de 1 sur 45 pour les récidivistes ( ).R  
Les prisons ont été sélectionnées au premier degré 
d’échantillonnage, la prison i étant tirée avec probabilité 
proportionnelle à sa mesure composite de taille 

iR + 2,2 20,3 ,i iS C+  où les multiplicateurs sont les taux 
d’échantillonnage par rapport au taux pour les récidivistes 
(Morris 1965, pages 303 à 306). 

 
3. Méthodes de suréchantillonnage  

        des domaines rares 
 

Le présent article porte principalement sur l’utilisation de 
méthodes d’échantillonnage probabilistes pour produire des 
estimations fondées sur le plan de sondage classiques, ou 
estimations directes, des caractéristiques de populations 
rares, qui sont souvent des petits domaines selon la termi-
nologie de Kish. Avant d’aborder la discussion de ces 
méthodes, il serait utile de mentionner certaines caracté-
ristiques de divers types de populations rares qui, de pair 
avec le mode de collecte de l’enquête, influencent le choix 
des méthodes d’échantillonnage applicables en vue de pro-
duire les tailles d’échantillon requises pour tous les do-
maines. Suit un résumé de certaines caractéristiques impor-
tantes dont il convient de tenir compte. 
 

− Existe-t-il une ou plusieurs listes distinctes pour 
l’échantillonnage d’une population rare ? Les 
personnes échantillonnées peuvent-elles être repé-
rées pour la collecte des données ? La liste est-elle 
à jour et complète ? Si une liste à jour existante 
contient uniquement la population rare (avec éven-
tuellement quelques autres listages) et qu’elle 
fournit une couverture presque complète, l’échan-
tillonnage peut se faire par des méthodes clas-
siques. Si aucune liste unique ne donne une cou-
verture adéquate, mais qu’il existe plusieurs listes 
qui, entre elles, donnent une bonne couverture, des 
problèmes de pistes multiples de sélection se 
posent (section 3.4). 

− La population rare est-elle concentrée dans certaines 
parties identifiables de la base de sondage ou y 

est-elle dispersée assez uniformément ? Si elle est 
concentrée, la stratification disproportionnée peut 
être efficace (section 3.2). 

− Si un échantillon est sélectionné à partir d’une po-
pulation plus générale, est-il possible de détermi-
ner à peu de frais si une personne échantillonnée 
appartient à la population rare, par exemple d’après 
les réponses à quelques questions simples ? Dans 
l’affirmative, les méthodes de présélection stan-
dard peuvent être utilisées (section 3.1). Si la 
détermination exacte requiert des procédures 
coûteuses, telles que des examens médicaux, un 
plan de sondage à deux phases pourrait être utile 
(section 3.3). Une question connexe est celle de 
savoir si certains membres d’une population rare 
considèrent que leur appartenance à cette popu-
lation est une matière délicate ; la probabilité que 
certains membres soient tentés de nier leur ap-
partenance à la population peut influencer le choix 
du mode d’administration du questionnaire et 
d’autres aspects de la présélection. 

− Les membres de la population rare peuvent-ils être 
identifiés facilement par d’autres ? Dans l’affirma-
tive, une certaine forme d’échantillonnage par 
réseaux pourrait être utile (section 3.5). 

− Les membres de la population rare peuvent-ils être 
trouvés dans des lieux ou à des événements parti-
culiers ? Dans l’affirmative, l’échantillonnage des 
lieux de sociabilité pourrait être utile (section 3.6). 

− La population rare est-elle définie par une caracté-
ristique constante (par exemple race/ethnicité) ou 
par un événement récent (par exemple une hospita-
lisation) ? La distinction entre ces deux types de 
caractéristique est un élément important à prendre 
en considération pour déterminer l’utilité des 
enquêtes par panel pour l’échantillonnage de popu-
lations rares (section 3.7). 

 
Une gamme de méthodes d’échantillonnage des popula-

tions rares sont passées en revue aux sections suivantes. 
Bien que les méthodes soient discutées individuellement, 
certaines sont interdépendantes et, dans la pratique, une 
combinaison de méthodes est souvent utilisée.  
3.1 Présélection  

Une certaine forme de présélection est généralement 
nécessaire quand la base de sondage ne contient pas 
d’identificateurs de domaine. La présente section décrit une 
application simple d’un plan de présélection dans lequel un 
grand échantillon de première phase est sélectionné pour 
définir des échantillons de membres des domaines d’intérêt, 
sans recourir aux techniques décrites dans les sections qui 
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suivent. La taille de l’échantillon de première phase est la 
taille minimale d’échantillon qui produira les tailles d’échan-
tillon requises (ou plus grandes) pour tous les domaines. La 
taille minimale de l’échantillon de première phase est 
déterminée en établissant la taille d’échantillon requise pour 
l’un des domaines, puis en incluant dans l’échantillon de 
seconde phase tous les membres de l’échantillon de ce 
domaine. Des sous-échantillons des autres domaines sont 
sélectionnés pour l’échantillon de deuxième phase à des taux 
qui produisent les tailles d’échantillon de domaine requises. 
Si l’enquête est conçue pour recueillir des données pour un 
seul sous-ensemble de domaines (souvent un seul domaine), 
aucun membre des autres domaines n’est sélectionné dans 
l’échantillon de deuxième phase. 

Puisque qu’une très grande taille d’échantillon de pré-
sélection est nécessaire pour produire une taille d’échan-
tillon de domaine adéquate quand un domaine d’intérêt (ou 
plus) est une population rare, le coût de la présélection 
devient une préoccupation importante. En plus des 
méthodes d’échantillonnage discutées dans les sections qui 
suivent, plusieurs stratégies peuvent être utilisées pour 
contrôler les coûts.  

− Utiliser un mode peu coûteux de collecte de 
données, tel que l’interview téléphonique ou un 
questionnaire envoyé par la poste, pour la pré-
sélection. La collecte des données de deuxième 
phase peut se faire par le même mode ou par un 
mode différent. 

− Si cela est possible et utile, permettre la collecte de 
données de présélection auprès d’autres personnes 
que celles échantillonnées. Par exemple, d’autres 
membres du ménage pourraient être capables d’in-
diquer correctement la situation d’appartenance à 
la population rare du membre échantillonné. Voir 
la discussion plus bas, ainsi que la section 3.5 sur 
l’échantillonnage par réseaux. 

− Si la présélection se fait par interview sur place 
selon un plan à plusieurs degrés, choisir une 
grande taille d’échantillon dans chaque grappe est 
une mesure efficace. L’utilisation de grappes com-
pactes est également possible. Les coûts sont 
réduits et la précision des estimations par domaine 
n’est pas gravement altérée, parce que les tailles 
moyennes d’échantillon de domaine dans les 
grappes seront relativement faibles.  

Un moyen éventuel de réduire les coûts de présélection 
consiste à les répartir entre plus d’une enquête. Par exemple, 
aux États-Unis, la composante des enfants de la National 
Immunization Survey (NIS) est une enquête téléphonique 
trimestrielle destinée à présélectionner les ménages dotés 
d’un numéro de téléphone conventionnel à fil pour repérer 

les enfants de 19 à 35 mois en vue de déterminer les niveaux 
de couverture de la vaccination (Smith, Battaglia, Huggins, 
Hoaglin, Roden, Khare, Ezzati-Rice et Wright 2001 ; U.S. 
National Center for Health Statistics 2009b). La présélection 
à grande échelle de la NIS est également utilisée pour les 
membres des domaines d’intérêt du programme de la State 
and Local Area Integrated Telephone Survey (SLAITS), qui 
porte sur divers autres thèmes au cours du temps (U.S. 
National Center for Health Statistics 2009c). Si l’on répartit 
les coûts de présélection entre un certain nombre d’en-
quêtes, il est avantageux que les domaines des enquêtes 
soient des ensembles assez disjoints afin de réduire au 
minimum de présélectionner certaines personnes pour plus 
d’une enquête. 

Si personne n’est présent au domicile pour répondre au 
questionnaire de présélection administré sur place, 
l’information peut parfois être obtenue auprès de voisins 
bien informés quant à l’appartenance d’un des membres du 
ménage à la population rare (par exemple un enfant de 
moins de trois ans). Cette approche (qui est utilisée dans la 
NHANES) permet de réduire sensiblement les coûts de la 
collecte des données quand une forte proportion de ménages 
ne contiennent pas de membre de la population rare. 
Cependant, l’approche risque de produire une couverture in-
suffisante ; le fait d’exiger que, si le premier voisin interrogé 
déclare que le ménage ne comprend aucun membre de la 
population rare, l’autre voisin soit également interrogé offre 
une certaine protection. Les questions d’éthique doivent 
également être prises en considération, particulièrement pour 
l’identification des populations rares de nature sensible. 

Une extension de la collecte d’information de pré-
sélection auprès des voisins porte le nom de dénombrement 
ciblé. Cette méthode, qui est une forme d’échantillonnage 
par réseaux (voir la section 3.5), consiste à demander au 
répondant à chaque adresse échantillonnée, ou adresse « de 
base », si des membres de la population rare résident aux n 
adresses voisines de part et d’autre. Essentiellement, 
l’échantillon est constitué de 2 1n +  adresses pour chaque 
adresse de base. Si le répondant est incapable de fournir 
l’information de présélection pour une ou plusieurs 
adressées liées, l’intervieweur doit prendre contact avec une 
personne résidant à une autre adresse. Le dénombrement 
ciblé a été utilisé avec n = 2 dans la British Crime Survey 
(Bolling, Grant et Sinclair 2008) et dans la Health Survey of 
England (Erens, Prior, Korovessis, Calderwood, Brookes et 
Primatesta 2001) pour suréchantillonner les minorités 
ethniques. Une limite de la méthode est qu’elle produit 
vraisemblablement un sous-dénombrement (éventuellement 
important). Des indices de l’importance du sous-dénombre-
ment peuvent être obtenus en comparant la prévalence de la 
population rare dans l’échantillon de base à celle dans les 
adresses liées. 
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Dans les enquêtes où les personnes sont échantillonnées 
en commençant par échantillonner les ménages, les con-
cepteurs préfèrent souvent sélectionner une personne par 
ménage – peut-être en permettant l’échantillonnage de deux 
personnes dans les grands ménages – pour éviter les effets 
de contamination et prévenir un effet d’homogénéité de 
grappes à l’intérieur des ménages sur les effets de plan. Ce 
plan d’échantillonnage n’est pas toujours le meilleur (Clark 
et Steel 2007), particulièrement quand on échantillonne des 
populations rares. Si les membres de la population rare sont 
concentrés dans certains ménages (par exemple populations 
minoritaires), la taille de l’échantillon de présélection risque 
d’être réduite sensiblement si plus d’une personne, voire 
même toutes les personnes admissibles, peuvent être tirées 
dans certains ménages (voir Hedges 1973). Selon Elliott, 
Finch, Klein, Ma, Do, Beckett, Orr et Lurie (2008), pour le 
suréchantillonnage des minorités d’Amérindiens/Natifs de 
l’Alaska et de Chinois aux États-Unis, la sélection de toutes 
les personnes admissibles dans un ménage est prometteuse 
pour les enquêtes sur la santé américaines. Le plan d’échan-
tillonnage de la NHANES maximise le nombre de personnes 
échantillonnées par ménage. Puisque chaque répondant est 
rémunéré pour sa participation, les ménages comptant un 
plus grand nombre de répondants reçoivent une plus forte 
rémunération, facteur que l’on pense accroître les taux de 
réponse (Mohadjer et Curtin 2008). Il convient de souligner 
que l’homogénéité intra-ménage aura peu d’incidence sur 
les effets de plan si les données sont analysées selon les 
caractéristiques de sous-groupes (par exemple l’âge et le 
sexe) qui recoupent tous les ménages. 

Le recours à une présélection à grande échelle pour 
cerner les populations rares suscite trois problèmes qui 
peuvent chacun empêcher d’atteindre les tailles d’échan-
tillon prévues à moins de prendre des précautions. Le 
premier problème découle du fait que, en cas de pré-
sélection, la taille d’échantillon d’une population rare est 
une variable aléatoire. Par conséquent, la taille d’échantillon 
obtenue peut être plus grande ou plus petite que prévu. Si 
une taille minimale d’échantillon est spécifiée pour une 
population rare, il pourrait être judicieux de déterminer la 
fraction d’échantillonnage qu’il convient d’utiliser pour être 
certain qu’il existe, disons, une probabilité de 90 % que la 
taille réalisée d’échantillon soit au moins aussi grande que le 
minimum spécifié. Cette procédure a été utilisée pour 
déterminer les fractions d’échantillonnage pour les nom-
breux sous-domaines âge-sexe-revenu pour la Continuing 
Survey of Food Intakes by Individuals de 1994-1996 
(Goldman, Borrud et Berlin 1997). 

Le deuxième problème que pose la présélection à grande 
échelle tient au fait qu’il faut tenir compte du taux de 
non-réponse global. Un membre échantillonné d’une popu-
lation rare sera un non-répondant si l’information du 

questionnaire de présélection n’est pas obtenue ou si un 
membre de la population rare est identifié (peut-être par un 
répondant par procuration), mais ne répond pas aux 
questions de l’enquête. Le taux global de non-réponse 
pourrait fort bien être nettement plus élevé qu’il ne le serait 
sans la composante de présélection. En outre, les con-
cepteurs d’enquêtes doivent tenir compte de la nature du 
domaine rare et de la façon dont les membres de ce domaine 
réagiront au contenu de l’enquête. Une enquête dans la-
quelle on demande à de nouveaux immigrants des rensei-
gnements sur leur expérience d’immigration pourrait pro-
duire un taux de réponse fort différent d’une enquête auprès 
d’anciens combattants au sujet des services médicaux et 
autres services de soutien qu’ils reçoivent. 

Le troisième problème est que la non-couverture peut 
être importante en cas de présélection à grande échelle pour 
repérer les populations rares. L’une des sources de non-
couverture a trait à la base de sondage utilisée pour 
l’échantillon de présélection. Même si la couverture globale 
d’une base de sondage est bonne, sa couverture d’un 
domaine rare peut être inadéquate. Ainsi, la non-couverture 
d’une liste de numéros de téléphone conventionnel est 
beaucoup plus importante pour les jeunes ménages que pour 
l’ensemble de la population. Les concepteurs d’enquêtes par 
téléphone conventionnel portant sur des domaines rares tels 
que les jeunes enfants et les étudiants collégiaux doivent 
donc examiner attentivement la possibilité de biais de 
non-couverture. Afin de résoudre le problème de la 
non-couverture importante des personnes pauvres dans les 
enquêtes téléphoniques, la National Survey of America’s 
Families, qui a été conçue pour observer le bien-être des 
enfants et des adultes à la suite de réformes du régime de 
bien-être, comprenait un échantillon aréolaire de ménages 
sans téléphone en plus de l’échantillon principal de numéros 
de téléphone sélectionnés par la méthode de composition 
aléatoire (CA) (Waksberg, Brick, Shapiro, Flores Cervantes 
et Bell 1997). 

Une autre source de non-couverture résulte du fait que 
certains membres de la population rare ne sont pas identifiés 
à l’étape de la présélection. En particulier, si une enquête a 
pour objectif de recueillir des données uniquement auprès 
des membres d’un domaine rare, certains répondants de la 
phase de présélection pourraient déclarer faussement, et 
certains intervieweurs pourraient enregistrer faussement, 
que les personnes échantillonnées ne sont pas membres de 
ce domaine. Ces erreurs de classification peuvent être 
commises par inadvertance ou viser délibérément à éviter la 
deuxième phase de collecte de données. L’erreur due aux 
classifications incorrectes peut produire des niveaux graves 
de non-couverture, particulièrement quand la classification 
de la population rare est fondée sur les réponses à plusieurs 
questions, car une réponse incorrecte à n’importe laquelle de 
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ces questions produira une erreur de classification (Sudman 
1972, 1976). Quand on procède à un suréchantillonnage 
d’un ou de plusieurs domaines rares dans le cadre d’une 
enquête auprès de la population générale, les erreurs de 
classification sont découvertes à la deuxième phase, ce qui 
évite la non-couverture. Les erreurs de classification pro-
duisent néanmoins des tailles d’échantillon plus petites pour 
les domaines rares ; de surcroît, la variation des poids 
d’échantillonnage entre les répondants sélectionnés comme 
membres du domaine rare et ceux échantillonnés comme 
membres d’un autre domaine peut entraîner une perte 
considérable de précision. La non-couverture est plus pro-
bable quand les données de présélection sont recueillies 
auprès de répondants par procuration. Le problème est parti-
culièrement épineux dans le cas du dénombrement ciblé. 

Dans un certain nombre d’enquêtes sur des populations 
rares, la proportion de membres identifiés de la population 
rare était nettement plus faible que les taux de prévalence de 
référence. Par exemple, dans le cas de la NIS de 1994, le 
défaut dans la proportion identifiée d’enfants de 19 à 
35 mois était considérable (4,1 % comparativement au taux 
prévu de 5 %) (Camburn et Wright 1996). Dans la National 
Longitudinal Survey of Youth de 1997, 75 % seulement des 
jeunes de 12 à 23 ans ont été repérés (Horrigan, Moore, 
Pedlow et Wolter 1999). Ces constatations pourraient 
résulter de taux de réponse plus élevés pour les membres de 
la population rare, de divers types de non-couverture de la 
base de sondage ou d’erreurs de classification en ce qui 
concerne l’appartenance au domaine. Pour produire la taille 
d’échantillon requise, une allocation doit être faite pour la 
sous-représentation à l’étape de l’élaboration du plan 
d’échantillonnage. La non-couverture d’un domaine d’âge 
semble être la plus importante aux bornes du domaine, 
peut-être parce que les répondants ne connaissent pas les 
âges exacts (ceux incorrectement rejetés à la présélection 
étant perdus et ceux incorrectement retenus à la présélection 
étant détectés et éliminés plus tard) ou parce que les 
répondants font délibérément une déclaration incorrecte 
pour éviter l’interview de suivi. Pour contourner cet effet, il 
peut être utile de commencer par une présélection initiale 
portant sur tous les membres du ménage ou sur un groupe 
d’âge plus étendu, puis de réduire la présélection au groupe 
d’âge requis par après. 

Des corrections de la pondération peuvent être faites 
pour essayer d’atténuer les biais causés par la non-réponse 
et la non-couverture, mais elles sont forcément imparfaites. 
La correction pour tenir compte du niveau de non-réponse 
propre à un domaine requiert que l’on sache si les non-
répondants appartiennent ou non au domaine, mais souvent, 
ces renseignements n’existent pas. Les corrections pour la 
non-couverture d’un domaine rare nécessitent des données 
externes précises pour le domaine, données qui souvent ne 

sont pas disponibles. En effet, l’un des objectifs de certaines 
enquêtes portant sur des domaines rares consiste à estimer la 
taille du domaine. La non-couverture est une source poten-
tielle d’erreur importante dans cette estimation.  
3.2 Stratification disproportionnée  

Une extension naturelle de l’approche de présélection 
consiste à déterminer dans quelles strates la présélection 
sera la plus productive. Le cas idéal est celui où une ou 
plusieurs strates englobant la totalité de la population rare 
mais aucune unité extérieure à cette population sont 
identifiées. Aucun processus de présélection n’est alors 
nécessaire. En dehors de ces conditions idéales, des 
échantillons doivent être sélectionnés dans toutes les strates 
(à part celles que l’on sait ne contenir aucun membre de la 
population rare) pour arriver à une couverture complète de 
la population rare. L’utilisation de la stratification 
disproportionnée, dans laquelle les fractions d’échantil-
lonnage sont plus élevées dans les strates où la prévalence 
de la population rare est plus élevée, permet de réduire la 
présélection requise.  
3.2.1 Contexte théorique  

Considérons au départ une enquête conçue pour fournir 
des estimations pour une seule population rare. Waksberg 
(1973) a effectué une première évaluation théorique de l’uti-
lité de la stratification disproportionnée dans ces conditions. 
Les articles subséquents traitant de ce sujet comprennent 
ceux de Kalton et Anderson (1986) et Kalton (1993a, 2003). 
Les résultats théoriques révèlent que trois grands facteurs 
doivent être pris en considération pour déterminer l’effi-
cacité de la stratification disproportionnée pour l’échantil-
lonnage d’une seule population rare, à savoir le taux de 
prévalence dans chaque strate, la proportion de la population 
rare dans chaque strate et le ratio du coût total de la collecte 
des données pour les membres de la population rare au coût 
de la présélection effectuée pour identifier les membres de 
cette population. Si l’on suppose que 1) les variances 
élémentaires pour la population rare sont les mêmes dans 
toutes les strates et que 2) les coûts de la collecte des données 
pour les membres des populations rare et non rare sont les 
mêmes dans toutes les strates, alors, sous échantillonnage 
aléatoire simple dans les strates, la fraction d’échantil-
lonnage optimale dans la strate h pour minimiser la variance 
d’une moyenne estimée pour la population rare, sous la 
contrainte d’un budget total fixe, est donné par 

( 1) 1
h

h

h

P
f

P c
∝

− +
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où hP  est la proportion des unités présentes dans la strate h 
qui sont membres de la population rare et c est le ratio du 
coût de la collecte des données pour un membre 
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échantillonné de la population rare au coût pour un membre 
de la population non rare (Kalton 1993a). La formule qui 
suit donne le ratio de la variance de la moyenne 
d’échantillon quand les fractions d’échantillonnage stratifié 
disproportionné sont optimales à celle sous échantillonnage 
stratifié proportionnel de même coût total : 

2
( 1) /

,
( 1) 1

h hA P c P P
R

P c

 Σ − + =
− +

 

où hA  est la proportion de la population rare dans la strate h 
et P est la prévalence de la population rare dans la popu-
lation complète.  

En général, la variabilité inter-strates des fractions 
d’échantillonnage optimales et les gains de précision pour la 
moyenne d’échantillon diminuent à mesure que c augmente. 
Donc, si le coût de la collecte principale des données 
d’enquête est élevé, comme cela est le cas quand l’enquête 
comprend un examen médical approfondi, ou que le coût de 
la présélection est très faible, la stratification dispro-
portionnée ne produit parfois que de faibles gains de 
précision. 

Si le coût de la collecte principale des données n’ajoute 
rien au coût de présélection, le ratio du coût de la collecte 
des données principale au coût de la présélection sera égal à 

1.c =  Dans cette situation limite, les formules susmen-
tionnées se simplifient en h hf P∝  et R = 2( ) ,h hA WΣ  
où hW  est la proportion de la population totale dans la strate 
h. Ces formules simples donnent une bonne idée de la 
variation maximale des fractions d’échantillonnage opti-
males et des gains maximaux de précision qui peuvent être 
réalisés. Dans la formule de la fraction d’échantillonnage 
optimale, la fonction racine carrée indique clairement que 
les prévalences dans les strates doivent varier considé-
rablement pour que les fractions d’échantillonnage s’écartent 
de manière appréciable de la répartition proportionnelle. Par 
exemple, même si la prévalence dans la strate A est quatre 
fois plus élevée que dans la strate B, la fraction d’échan-
tillonnage optimale dans la strate A n’est que deux fois plus 
grande que celle dans la strate B. Les gains de précision 
(1 )R−  sont importants si hA  est grande quand hW  est 
faible et inversement. S’il n’existe que deux strates, une 
strate dans laquelle la prévalence est cinq fois plus élevée 
que la prévalence globale (c’est-à-dire /hP P = 5) produira 
un gain de précision de 25 % ou plus ( (1 )R− ≥ 0,25) 
uniquement si elle comprend au moins 60 % de la popu-
lation rare (Kalton 2003, tableau 1). 

En bref, quoique généralement utile, la stratification dis-
proportionnée ne produit des gains d’efficacité appréciables 
que si trois conditions sont remplies : 1) la prévalence de la 
population rare doit être beaucoup plus élevée dans la strate 
suréchantillonnée, 2) la strate suréchantillonnée doit con-
tenir une forte proportion de la population rare et 3) le coût 

de la collecte principale des données par unité échantillonnée 
ne doit pas être élevé. Souvent, ces conditions ne sont pas 
toutes trois satisfaites, auquel cas les gains sont modestes. 

De surcroît, les résultats susmentionnés sont fondés sur 
l’hypothèse que la prévalence réelle de la population rare 
dans chaque strate est connue, alors qu’en pratique, les 
chiffres disponibles seront dépassés (par exemple fondés sur 
le dernier recensement) ou peut-être tout simplement cal-
culés approximativement. Les erreurs dans les estimations 
de la prévalence réduisent les gains de précision réalisés 
grâce à la stratification disproportionnée et pourraient même 
entraîner une perte de précision. Une surestimation impor-
tante de la prévalence de la population rare et, donc, de la 
fraction d’échantillonnage optimale dans la strate à forte 
densité peut réduire considérablement la précision des 
estimations fondées sur l’enquête. Il est donc souvent 
préférable d’adopter une stratégie prudente, autrement dit de 
procéder à une répartition un peu moins disproportionnée, 
plus proche de la répartition proportionnelle.  
3.2.2 Applications  

En cas d’échantillonnage aréolaire, les données prove-
nant du dernier recensement et d’autres sources peuvent être 
utilisées pour répartir les grappes aréolaires entre les strates 
en fonction de leur prévalence estimée pour la population 
rare. Voir Waksberg, Judkins et Massey (1997) pour une 
étude détaillée de cette approche en vue de suréchan-
tillonner diverses populations raciales/ethniques et la 
population à faible revenu en prenant pour grappes les îlots 
et les groupes d’îlots du recensement des États-Unis. En se 
fondant sur les données du Recensement de 1990, 
Waksberg et ses collègues ont constaté que l’approche 
donnait généralement de bons résultats pour les Noirs et les 
Hispaniques, mais non pour la population à faible revenu. 
Même si la concentration de la population à faible revenu 
était élevée dans certains blocs et groupes d’îlots, ces 
derniers ne couvraient pas une forte proportion de cette 
population. 

Quand les concepteurs d’enquêtes ont accès à une liste 
de noms, ces derniers peuvent être utilisés pour construire 
des strates de membres probables de certains groupes 
raciaux/ethniques. Cette situation se produit, par exemple, 
lorsque l’on dispose de listes de noms et de numéros de 
téléphone et que les noms sont fusionnés avec les adresses 
du Delivery Sequence File du service postal des États-Unis 
(USPS) (aucune fusion de noms n’est faite dans certains 
cas). La répartition entre les strates peut être fondée sur les 
noms de famille uniquement ou sur une combinaison du 
nom de famille et du premier prénom (et même d’autres 
noms). Puisque les femmes adoptent souvent le nom de 
famille de leur mari, la répartition est généralement plus 
meilleure pour les hommes que pour les femmes. Les noms 
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peuvent être un moyen raisonnablement efficace de repérer 
les Hispaniques, les Philippins, les Vietnamiens, les 
Japonais et les Chinois, mais non les Noirs. Un certain 
nombre de listes de noms associés à différents groupes 
raciaux/ethniques peuvent être dressées, telle la liste des 
noms espagnols produite par le U.S. Census Bureau pour les 
années 1990 (Word et Perkins 1996). Plusieurs fournisseurs 
de logiciels commerciaux ont développé des algorithmes 
complexes pour exécuter des classifications raciales/ 
ethniques fondées sur les noms (voir Fiscella et Fremont 
2006 pour plus de renseignements). L’utilisation des noms 
pour déterminer la race et l’ethnicité a suscité beaucoup 
d’intérêt chez les épidémiologistes et les démographes, qui 
ont procédé à un certain nombre d’évaluations de la 
méthode (par exemple Lauderdale et Kestenbaum 2000 ; 
Elliott, Morrison, Fremont, McCaffrey, Pantoja et Lurie 
2009). Ces chercheurs évaluent souvent l’efficacité de la 
méthode pour ce qui est de sa valeur prédictive positive et 
de sa sensibilité, qui sont les équivalents de la prévalence et 
de la proportion de membres du domaine qui sont identifiés 
en tant que tels par l’instrument utilisé pour la classification. 
Dans le contexte de l’échantillonnage, outre les limites de 
l’instrument, les chercheurs doivent aussi tenir compte du 
fait que, parfois, les noms ne sont pas disponibles et que 
certains de ceux disponibles peuvent être incorrects (par 
exemple, dans le cas de l’échantillonnage fondé sur 
l’adresse, les noms pourraient ne plus être à jour, parce que 
la famille originale a déménagé et qu’une nouvelle famille 
s’est installée à l’adresse en question). Ces contraintes 
supplémentaires réduisent l’efficacité de la stratification en 
fonction du nom et, selon les circonstances, la réduction 
peut être appréciable. 

Comme pour la stratification en général, les facteurs de 
stratification choisis pour échantillonner les populations 
rares ne doivent pas se limiter à des mesures objectives. Il 
peut fort bien s’agir de classifications subjectives. Le seul 
point à prendre en considération est la mesure dans laquelle 
les facteurs répondent aux besoins de la stratification (voir 
Kish 1965b, pages 412 à 415, pour un exemple de l’effi-
cacité de l’utilisation de la classification rapide des 
logements du programme de traitement de listes dans les 
catégories de statut socioéconomique faible, moyen ou 
élevé pour la stratification disproportionnée). Elliott, 
McCaffrey, Perlman, Marshall et Hambarsoomians (2009) 
décrivent une application efficace de la stratification sub-
jective pour l’échantillonnage des immigrants cambodgiens à 
Long Beach, en Californie. Un expert de la communauté 
locale a déterminé, pour toutes les résidences individuelles 
dans les îlots échantillonnés, s’il était probable ou impro-
bable qu’elles contiennent un ménage cambodgien en se 
basant sur des caractéristiques culturelles observables exté-
rieurement, telles que les chaussures devant la porte et les 

autels bouddhistes. Les résidences affectées à la strate 
« probable » (environ 20 %) ont ensuite été échantillonnées 
à un taux quatre fois plus élevé que les autres. 

Parfois, si l’enquête est destinée à ne produire des esti-
mations que pour une population très rare, la stratification 
disproportionnée peut encore nécessiter une présélection 
excessive. Le cas échéant, l’échantillonnage doit parfois se 
faire dans les strates où la prévalence est la plus élevée, en 
laissant tomber les autres et en acceptant un certain degré de 
non-couverture (ou en redéfinissant la population étudiée 
afin d’inclure uniquement les membres de la population rare 
compris dans les strates qui ont été échantillonnées). La 
Hispanic Health and Nutrition Examination Survey 
(HHANES) de 1982-1994 en est un exemple. Pour obtenir 
les échantillons de Mexicano-américains dans le Sud-Ouest 
et de Portoricains dans la région de la ville de New York, 
l’échantillonnage a été effectué uniquement dans les comtés 
où les nombres et (ou) pourcentages d’Hispaniques, basés 
sur les chiffres du Recensement de 1980, étaient élevés 
(Gonzalez, Ezzati, White, Massey, Lago et Waksberg 1985). 

À titre d’autre exemple de cette approche, Hedges (1979) 
décrit une méthode pour échantillonner une population 
minoritaire qui est plus concentrée dans certains districts 
géographiques, tels que les districts de recensement, que 
dans d’autres. Dans cette méthode, les districts sont énu-
mérés par ordre de prévalence des membres de la population 
rare (obtenue, disons, d’après le dernier recensement), puis 
les concepteurs d’enquête produisent des courbes de Lorenz 
de la distribution cumulative de la prévalence de la 
population rare et de la distribution cumulative des pro-
portions de membres de la population rare couverte. La 
prévalence cumulative diminuant à mesure que la cou-
verture cumulative augmente, les concepteurs peuvent utili-
ser cette distribution pour choisir la combinaison de 
prévalence et de proportion couverte qui répond le mieux à 
leurs exigences. La question est alors de savoir s’il faut faire 
les inférences pour la population couverte ou pour la 
population complète en corrigeant la pondération de la po-
pulation pour essayer de tenir compte du biais de non-
couverture. 

Quand un domaine est très rare mais qu’une partie ce 
celui-ci est fortement concentrée dans une strate, les 
chercheurs échantillonnent parfois cette strate à un taux 
nettement plus élevé que la valeur optimale afin de produire 
un nombre appréciable de cas. Bien que cette approche 
puisse produire un grand échantillon de la population rare, 
la taille efficace d’échantillon (c’est-à-dire la taille d’échan-
tillon divisée par l’effet de plan) sera plus faible que si les 
fractions d’échantillonnage optimales avaient été utilisées. 
Donc, du point de vue du mode d’inférence classique fondé 
sur le plan de sondage, cette approche ne convient pas. 
Toutefois, les chercheurs qui l’utilisent défendent souvent 
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un mode d’inférence fondé sur un modèle dans lequel les 
poids d’échantillonnage sont ignorés. À mon avis, ne pas 
tenir compte des poids d’échantillonnage pose problème. 
Cependant, la discussion de cette question dépasse le cadre 
du présent article.  
3.3 Échantillonnage à deux phases  

L’approche de présélection traitée aux sections 3.1 et 3.2 
repose sur l’hypothèse que l’identification des membres 
d’une population rare est relativement aisée. Si l’iden-
tification exacte est coûteuse, il peut être utile d’adopter un 
plan d’échantillonnage à deux phases, en commençant par 
une classification de présélection imparfaite à la première 
phase, suivie par l’identification exacte d’un sous-échantillon 
stratifié disproportionnellement à la deuxième phase. La 
rentabilité de l’approche à deux phases dépend en partie des 
coûts relatifs de la classification imparfaite et de l’iden-
tification exacte : puisque la classification imparfaite 
consomme une partie des ressources de l’étude, elle doit être 
nettement moins coûteuse que l’identification exacte. 
Deming (1977) a suggéré que le ratio des coûts par unité 
entre la collecte de données de deuxième phase et celle de 
première phase soit au moins de 6 pour 1. En outre, la 
classification imparfaite doit être raisonnablement efficace 
afin de tirer des avantages importants d’une stratification de 
deuxième phase disproportionnée. 

L’échantillonnage à deux phases, voire même à trois, est 
souvent utile dans les enquêtes médicales auprès de 
personnes ayant des problèmes de santé particuliers. 
Fréquemment, la première phase de l’enquête correspond à 
l’administration d’un questionnaire de présélection par les 
intervieweurs, tandis que la deuxième phase est effectuée 
par des cliniciens, souvent dans un centre médical. Ainsi, 
dans une enquête sur l’épilepsie dans le comté de Copiah, 
au Mississippi, Haerer, Anderson et Schoenberg (1986) ont 
d’abord recouru à des intervieweurs pour administrer à tous 
les ménages du comté un questionnaire qui avait été prétesté 
pour s’assurer qu’il permettait de dépister les personnes 
atteintes d’épilepsie avec un haut niveau de sensibilité. Afin 
d’éviter les résultats faussement négatifs durant cette 
première phase, un grand réseau de présélection a été utilisé 
pour repérer les personnes qui participeraient à la deuxième 
phase. Toutes celles qui ont été identifiées ont été les sujets 
de la deuxième phase de l’enquête qui consistait en de brefs 
examens neurologiques effectués par une équipe de quatre 
neurologues principaux dans une clinique de santé publique. 

Un deuxième exemple illustre l’utilisation d’une autre 
enquête comme collecte des données de première phase 
pour l’étude d’un domaine rare. Dans l’exemple, la Health 
and Retirement Study (HRS) a été utilisée à la première 
phase d’une étude de la démence et d’autres troubles 
cognitifs chez les adultes de 70 ans et plus. La HRS est 

conçue pour recueillir une vaste gamme de mesures sur les 
répondants échantillonnés, y compris une batterie de 
mesures cognitives. En se basant sur ces mesures, on a 
réparti les répondants à la HRS en cinq strates cognitives, 
puis on a sélectionné un échantillon disproportionnellement 
stratifié à la deuxième phase. La collecte coûteuse des 
données de deuxième phase comprenait une évaluation à 
domicile structurée d’une durée de trois à quatre heures 
effectuée par une infirmière et un technicien en neuro-
psychologie. Les résultats de l’évaluation ont été évalués par 
un géropsychiatre, un neurologue et un spécialiste de la 
neuroscience cognitive en vue d’attribuer un diagnostic 
provisoire d’état cognitif qui a été réévalué par la suite à la 
lumière des données figurant dans les dossiers médicaux des 
sujets (Langa, Plassman, Wallace, et coll. 2005). 

Un troisième exemple est celui d’un plan d’échan-
tillonnage à trois phases qui a été utilisé dans une étude 
pilote en vue de repérer les personnes qui auraient droit aux 
prestations d’incapacité de la Social Security Administration 
des États-Unis si elles en faisaient la demande (Maffeo, 
Frey et Kalton 2000). En premier lieu, on a demandé à un 
membre bien informé du ménage de fournir des 
renseignements au sujet de la situation de bénéficiaire de 
prestations d’incapacité et de la situation d’invalidité de tous 
les adultes de 18 à 69 ans faisant partie du ménage. À la 
deuxième phase, toutes les personnes classées dans une 
strate de non-bénéficiaires gravement handicapés et des 
échantillons des autres strates ont été interviewés sur place, 
puis reclassifiés au besoin dans des strates d’incapacité 
probable pour la troisième phase. Durant cette dernière, on a 
sélectionné un échantillon disproportionnellement stratifié 
de personnes en vue de leur faire subir des examens médi-
caux dans des centres d’examen mobiles. 

Dans les plans d’échantillonnage à deux phases, une 
pratique relativement courante consiste à ne pas tirer 
d’échantillon de deuxième (ou de troisième) phase dans la 
strate de sujets classés comme étant des non-membres du 
domaine rare en fonction des réponses qu’ils ont données à 
la phase précédente. La proportion de la population 
comprise dans cette strate est habituellement très élevée et la 
prévalence du domaine rare y est faible (en fait, comme 
dans l’étude de Haerer, Anderson et Schoenberg (1986), la 
strate est souvent définie prudemment dans le but d’éviter 
l’inclusion des sujets qui pourraient être membres du 
domaine rare). Par conséquent, un échantillon de cette strate 
de taille modérée ne produira presque aucun membre du 
domaine rare. Toutefois, la stratégie consistant à ne tirer 
aucun échantillon de cette strate est risquée. Si la prévalence 
du domaine rare dans cette grande strate est plus que 
minime, une proportion importante du domaine risque de ne 
pas être représentée dans l’échantillon final. 
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3.4 Bases de sondage multiples 
 

Parfois, on dispose de bases de sondage plus axées sur 
une population rare qu’une base de sondage générale, mais 
qui ne couvrent qu’une partie de cette population rare. Le 
cas échéant, il peut être efficace de sélectionner l’échantillon 
à partir de plus d’une base de sondage. Par exemple, dans le 
cas fréquent du suréchantillonnage des minorités ethniques, 
on dispose parfois d’une liste. Les personnes figurant sur la 
liste peuvent être classées en fonction de leur nom comme 
appartenant probablement à un groupe ethnique donné (par 
exemple Chinois, Coréens, originaires des îles du Pacifique, 
Vietnamiens) pour créer une deuxième base de sondage 
incomplète dont on peut tirer un échantillon en plus de celui 
sélectionné dans la base de sondage plus complète dans 
laquelle la prévalence de la population rare est plus faible 
(voir, par exemple, Elliott et coll. 2008 ; Flores Cervantes et 
Kalton 2008). Comme dans le cas de la stratification dispro-
portionnée (section 3.2), des avantages importants ne 
peuvent être tirés de cette approche que si la deuxième base 
de sondage offre une prévalence élevée et couvre une 
fraction appréciable de la population rare. Consulter Lohr 
(2009) pour une revue des questions relatives à l’échan-
tillonnage à partir de bases de sondage multiples. 

Si les bases de sondage sont multiples, certains membres 
de la population rare pourraient être compris dans plusieurs 
d’entre elles, auquel cas il pourrait exister plusieurs pistes 
pour les sélectionner dans l’échantillon. Trois grandes 
approches existent pour traiter ces cas de multiplicité 
(Anderson et Kalton 1990 ; Kalton et Anderson 1986). 
Quand toutes les bases de sondage sont des listes, ce qui est 
parfois le cas dans les études de la santé, il peut être possible 
de les combiner en une seule liste sans enregistrements en 
double ; cependant, cette fusion des listes pose souvent des 
problèmes compliqués de couplage d’enregistrements. Notre 
approche consiste à rendre les listes non chevauchantes en 
utilisant une règle d’identification unique qui associe chaque 
membre de la population rare à une seule base de sondage et 
en traitant les listes des autres bases de sondage comme des 
listes en blanc (Kish 1965b, pages 388 à 390). Les échan-
tillons sont tirés de chacune des bases de sondage sans tenir 
compte des enregistrements en double, mais seules les listes 
échantillonnées non en blanc sont acceptées pour l’échan-
tillon final. Cette approche donne de meilleurs résultats 
quand des recherches peuvent être effectuées pour chaque 
unité échantillonnée dans les autres bases de sondage ; si les 
bases de sondage sont classées par ordre de priorité et que 
l’unité est découverte dans une base de sondage qui précède 
celle à partir de laquelle la sélection a été faite, la liste 
échantillonnée est considérée comme une liste en blanc. 
Dans ces conditions, les bases de sondage sont des strates et 
les unités échantillonnées représentent des sous-classes dans 

les strates, ce qui permet de traiter les listes comme étant en 
blanc (Kish 1965b, pages 132 à 139), et de faire l’analyse 
par les méthodes classiques. 

L’utilisation de la méthode d’identification unique peut 
toutefois être inefficace s’il faut communiquer avec les 
personnes échantillonnées à partir d’une base de sondage en 
vue de déterminer si leur listage doit être traité comme réel 
ou comme un blanc pour la base de sondage en question. 
Dans ces conditions, il est généralement plus économique 
de recueillir les données d’enquête pour les personnes 
échantillonnées (c’est-à-dire accepter les pistes multiples de 
sélection). Il existe cependant des exceptions, comme dans 
le cas de la National Survey of America’s Families. Cette 
enquête s’appuie sur la combinaison d’une base aréolaire et 
d’une liste de numéros de téléphone obtenus par CA, la base 
aréolaire étant utilisée pour couvrir uniquement les ménages 
sans téléphone (Waksberg, Brick et coll. 1997). Cette 
approche s’est avérée efficace pour effectuer une pré-
sélection rapide des ménages présents dans la base aréolaire 
afin d’éliminer ceux possédant le téléphone et de retenir 
uniquement ceux sans téléphone pour l’enquête. 

Deux approches générales permettent de tenir compte 
des pistes multiples de sélection dans le calcul des proba-
bilités de sélection (Bankier 1986 ; Kalton et Anderson 
1986). Une méthode consiste à calculer la probabilité glo-
bale de sélection de l’unité échantillonnée sur toutes les 
bases de sondage et d’utiliser l’inverse de cette probabilité 
comme poids de base pour l’analyse (ce qui mène à 
l’estimateur d’Horvitz-Thompson). Par exemple, la proba-
bilité globale de sélection de l’unité échantillonnée i dans 
deux bases de sondage est 1 2 1 2( )i i i i ip p p p p= + − =  

1 2[1 (1 ) (1 )],i ip p− − −  où fip  est la probabilité de 
sélection de l’unité dan la base 1,2.f =  Une variante 
consiste à remplacer la probabilité globale de sélection par 
le nombre prévu de sélections (ce qui mène à l’estimateur de 
Hansen-Hurwitz), qui est plus facile à calculer quand on se 
sert de plusieurs bases de sondage. S’il n’existe que deux 
bases de sondage, le nombre prévu de sélections est 

1 2( ).i ip p+  Quand les probabilités de sélection sont 
faibles, ces deux estimateurs diffèrent peu. 

Les corrections pour tenir compte de la non-réponse et 
pour caler les totaux d’échantillon sur les totaux connus de 
population peuvent être appliquées aux probabilités globales 
de sélection ip  ou individuellement aux .fip  L’un des 
problèmes est que les concepteurs d’enquête ne savent pas 
si une unité non répondante échantillonnée dans un base de 
sondage figure dans une autre base de sondage, puisque 
cette information n’est recueillie que durant l’interview. Le 
cas échéant, les ip  pour les unités non répondantes ne 
peuvent pas être calculés directement et doivent être estimés 
d’une certaine façon. Quand les corrections sont appliquées 
aux fip  individuellement, il est impossible de créer des 
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classes de pondération pour la non-réponse qui tiennent 
compte de l’appartenance à d’autres bases de sondage. Les 
concepteurs d’enquêtes doivent plutôt supposer que, dans 
les classes de pondération, les taux de réponse sont les 
mêmes quel que soit le nombre de bases de sondage dans 
laquelle figure l’unité. 

En général, pour appliquer l’approche qui vient d’être 
décrite, il faut connaître les probabilités de sélection de 
chaque unité échantillonnée pour toutes les bases de 
sondage, information qui n’est pas toujours disponible. 
Quand on ne connaît pas les probabilités de sélection pour 
d’autres bases de sondage que celle(s) dont est tirée l’unité 
(mais que la présence/absence dans les bases de sondage est 
connue), on peut recourir à une autre approche, appelée 
méthode du partage des poids élaborée par Lavallée (1995, 
2007). Des estimations sans biais des totaux de population 
sont obtenues si le poids appliqué à l’unité i est donné par 

,i j ij ijw w′= Σ α  où ijα  représente tout ensemble de 
constantes tel que 1j ijΣ α =  quand la sommation est 
effectuée sur les j bases de sondage, 1/ij ijw p′ =  si l’unité i 
est sélectionnée dans la base de sondage j avec la probabilité 

ijp  et 0ijw′ =  autrement (Kalton et Brick 1995 ; Lavallée 
2007). Pour de nombreuses applications, il est raisonnable de 
poser que ij jα = α  et un bon choix de jα  est alors jα =  

/ ,j jn nΣɶ ɶ  où jnɶ  est la taille d’échantillon efficace fondée sur 
un effet de plan moyen (Chu, Brick et Kalton 1999). 

La deuxième approche générale pour traiter les pistes 
multiples de sélection s’appuie sur la méthodologie des 
bases multiples introduites par Hartley (1974) et a été le 
sujet de nombreux travaux de recherche récents (voir, par 
exemple, Lohr et Rao 2000 et 2006, ainsi que les références 
mentionnées dans ces articles). Dans le cas de deux bases de 
sondage (A et B), la population peut être divisée en trois 
sous-ensembles mutuellement exclusifs étiquetés a =  

,A B∩ b A B= ∩  et .ab A B= ∩  L’échantillon peut 
être divisé en échantillons provenant de a, de b et de ab, où 
l’échantillon ab peut être réparti en un groupe de répondants 
échantillonnés dans la base de sondage A et un groupe 
échantillonné dans la base B. Pour les échantillons dans les 
sous-ensembles a et b, il n’existe qu’une seule piste de 
sélection de sorte qu’ils sont traités facilement dans l’esti-
mation. Les totaux pour ab pourraient être estimés en se 
basant sur l’échantillon provenant de la base de sondage A 
ou celui provenant de la base de sondage B, disons ˆ A

abY  ou 
ˆ .B

abY  La méthode de Hartley consiste à calculer la moyenne 
pondérée de ces deux estimateurs, ˆ ˆ ˆ(1 ) ,A B

ab ab abY Y Y= θ + − θ  
où θ  est choisi pour minimiser la variance de ˆ ,abY  compte 
tenu du fait que les tailles d’échantillon et les effets de plan 
diffèrent entre les deux échantillons. Notons que la métho-
dologie des bases de sondage doubles dépend de l’estima-
teur, les valeurs de θ  étant différentes pour des estimateurs 
différents. Skinner (1991), Skinner et Rao (1996), ainsi que 

Lohr et Rao (2006) ont proposé comme alternative une 
méthode d’estimation du pseudo-maximum de vraisem-
blance qui a l’avantage d’éviter les problèmes associés à 
différentes valeurs de θ  pour différentes variables. Wu et 
Rao (2009) proposent une approche de pseudo-vraisemblance 
empirique fondée sur la multiplicité pour les enquêtes à base 
de sondage multiples, y compris ce qu’ils appellent une 
approche à base de sondage unique fondée sur la multi-
plicité dans laquelle est intégrée la méthode de partage des 
poids de Lavallée décrite plus haut. 

Quand on utilise un plan à base de sondage double ou 
multiple, il arrive souvent que la couverture d’une des bases 
de sondage soit complète, mais que la prévalence de la 
population rare y soit faible (par exemple, une base aréo-
laire) et que la prévalence de la population rare dans une ou 
plusieurs autres bases de sondage soit beaucoup plus élevée, 
mais que sa couverture soit incomplète. Ainsi, Metcalf et 
Scott (2009) ont combiné un échantillon aréolaire avec un 
échantillon de listes électorales pour l’Auckland Diabetes, 
Heart and Health Survey, dans laquelle les personnes 
originaires des îles du Pacifique, les Maoris et les personnes 
âgées étaient des domaines d’intérêt particulier. La base des 
listes électorales avait l’avantage de contenir des renseigne-
ments sur l’âge des électeurs, ainsi qu’une liste spéciale sur 
laquelle les personnes qui se considéraient personnellement 
d’ascendance maorie pouvaient s’inscrire. En outre, de 
nombreuses personnes originaires du Pacifique pouvaient 
vraisemblablement être identifiées d’après leur nom, 
puisque les langues du Pacifique comprennent moins de 
lettres que l’anglais. Un échantillon stratifié disproportion-
nellement a été sélectionné dans la base des listes électorales 
pour suréchantillonner les domaines d’intérêt et l’échan-
tillon tiré de la base aréolaire a fourni les personnes qui ne 
figuraient pas sur les listes électorales. 

La National Incidence Study of Child Abuse and Neglect 
offre un exemple d’une situation plus complexe (Winglee, 
Park, Rust, Liu et Shapiro 2007). Cette enquête s’est ap-
puyée sur plusieurs bases de sondage pour accroître la 
couverture globale des enfants maltraités et négligés. Les 
bureaux des Child Protective Services (CPS) compris dans 
les UPE échantillonnées constituaient le fondement de la 
base de sondage principale, tandis que les bureaux de police, 
les hôpitaux, les écoles, les refuges, les garderies et d’autres 
organismes étaient les sources d’autres bases de sondage. 
Les échantillons de bureaux des CPS ont été sélectionnés 
d’après des listes, mais les échantillons des autres orga-
nismes ont été tirés en échantillonnant les organismes, en 
dressant des listes du personnel professionnel pertinent et en 
échantillonnant des membres du personnel qui ont joué le 
rôle de répondants au sujet des enfants maltraités. En 
suivant ces procédures, le chevauchement entre les orga-
nismes ne peut pas être déterminé, sauf celui entre les 
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organismes des CPS et tout autre organisme. Le plan 
d’échantillonnage a par conséquent été traité comme un 
plan à base de sondage double, où les CPS représentaient 
l’une des bases de sondage et les autres bases de sondage 
combinées, la deuxième base de sondage (c’est-à-dire en 
supposant qu’il n’existait aucun chevauchement entre les 
autres bases de sondage).  
3.5 Échantillonnage par réseaux  

L’échantillonnage par réseaux (ou basé sur la 
multiplicité) étend l’approche classique de présélection en 
demandant aux personnes (ou adresses) échantillonnées de 
servir également de répondants par procuration pour fournir 
l’information de présélection pour les personnes avec 
lesquelles ils sont liés d’une manière spécifiée clairement 
(Sudman et coll. 1988 ; Sirken 2004, 2005). Des personnes 
apparentées, telles que les parents, les frères et sœurs et les 
enfants servent souvent de base pour l’établissement des 
liens. Une exigence clé est que chaque membre du lien doit 
connaître et être disposé à communiquer le statut 
d’appartenance à la population rare de toutes les personnes 
avec lesquelles il a un lien. Dans une étude pilote des 
anciens combattants de la guerre du Vietnam de sexe 
masculin, Rothbart, Fine et Sudman (1982) ont inclus les 
oncles et les tantes comme répondants au même titre que les 
parents et les frères et sœurs, mais ont constaté que les 
oncles et les tantes identifiaient un nombre nettement plus 
faible que prévu d’anciens combattants de la guerre du 
Vietnam. Le fait que les oncles et les tantes semblent ne pas 
déclarer certains anciens combattants cause un biais 
d’échantillonnage éventuel, si bien que les inclure dans les 
règles de jumelage est problématique. 

Les pistes multiples de sélection qui existent dans 
l’échantillonnage par réseaux doivent être prises en compte 
dans la détermination des probabilités de sélection de la 
même manière que celle décrite pour les bases de sondage 
multiples à la section précédente. Conceptuellement, on peut 
considérer que chaque membre de la population rare est 
divisé en, disons, l parties correspondant aux l répondants 
pour le membre en question ; ce sont ensuite ces parties qui 
sont échantillonnées pour l’enquête. Voir Lavallée (2007) 
pour un exposé sur la théorie qui sous-tend la méthode. 

Quand l’échantillonnage par réseaux est utilisé dans les 
enquêtes conçues pour recueillir des données sur les 
caractéristiques des membres d’une population rare, une 
prise de contact directe doit avoir lieu avec les membres de 
la population rare identifiés par le répondant initial. Dans ce 
cas, ce dernier a dû pouvoir fournir les coordonnées des 
membres de la population rare. La définition des liens peut 
être structurée de manière à faciliter la collecte des données 
de suivi. Par exemple, dans le cas de l’interview sur place, 
les liens peuvent être limités aux personnes apparentées 

vivant dans une zone définie à proximité de la personne qui 
fournit l’information. 

Sudman et Freeman (1988) décrivent l’application de 
l’échantillonnage par réseaux dans une enquête télépho-
nique au sujet de l’accès aux soins de santé pour laquelle il a 
fallu suréchantillonner les personnes ayant une maladie 
chronique ou grave. Au cours d’une première prise de 
contact avec le chef du ménage, les liens avec les parents, 
beaux-parents, frères et sœurs, grands-parents et petits-
enfants de moins de 18 ans du répondant ou de son (sa) 
conjoint(e) ont été déterminés et les données ont été 
recueillies sur l’état de santé de ces personnes. L’utilisation 
de ce plan d’échantillonnage par réseaux a permis d’ac-
croître le nombre identifié d’adultes atteints d’une maladie 
chronique ou grave d’environ un tiers. Cependant, environ 
un répondant sur huit du réseau initial ayant des personnes 
apparentées ne pouvait ou ne voulait pas fournir de rensei-
gnements sur les maladies des membres de leur réseau, et 
70 % n’ont pas fourni de coordonnées complètes, y compris 
28 % qui n’ont fourni ni le nom ni les coordonnées (ce qui 
rendait le dépistage impossible). L’utilisation de l’échan-
tillonnage par réseaux a donné lieu à certains résultats 
faussement positifs (personnes déclarées comme étant 
atteintes d’une maladie chronique ou grave par le répondant 
initial, mais déclarant elle-même bien se porter). Une pré-
occupation plus grave est que l’enquête n’a pas pu fournir 
l’information sur les résultats faussement négatifs (il aurait 
fallu pour cela suivre un échantillon des membres des 
réseaux qui, selon les déclarations du répondant initial, se 
portaient bien). 

Certaines formes d’établissement de liens ont l’avantage 
supplémentaire de permettre d’intégrer des membres de la 
population rare qui ne figurent pas dans la base d’échantil-
lonnage originale et qui, par conséquent, représenteraient 
autrement une composante de la non-couverture. Par 
exemple, Brick (1990) décrit un essai sur le terrain pour la 
National Household Education Survey (NHES) réalisé par 
téléphone en recourant à l’échantillonnage par réseaux pour 
accroître l’échantillon du groupe des 14 à 21 ans, en se 
concentrant sur les jeunes ayant abandonné leurs études. 
Dans un sous-échantillon de ménages, on a demandé à 
toutes les femmes de 28 à 65 ans de fournir des rensei-
gnements sur tous les enfants de 14 à 21 ans vivant ailleurs 
au moment de l’entrevue. Certains de ces enfants vivaient 
dans des ménages possédant le téléphone si bien que leur 
sélection pouvait se faire selon deux pistes. D’autres 
vivaient dans des ménages n’ayant pas le téléphone et 
n’auraient donc pas été couverts par l’enquête ; leur inclus-
sion au moyen de l’échantillonnage par réseaux a augmenté 
le taux de couverture d’environ 5 % en 1989. Toutefois, le 
taux de réponse pour les jeunes vivant hors du ménage était 
nettement plus faible que pour ceux vivant dans le ménage, 
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parce que l’on n’a pas réussi à rejoindre ces jeunes, parti-
culièrement ceux vivant dans un ménage n’ayant pas le 
téléphone. 

Tortora, Groves et Peytcheva (2008) donnent un autre 
exemple d’utilisation de l’échantillonnage par réseaux, cette 
fois-ci pour essayer de couvrir des personnes ne possédant 
qu’un téléphone mobile au moyen d’un échantillon obtenu 
par CA de numéros de téléphone conventionnel à fil. On a 
demandé aux répondants à l’enquête par CA (elle-même 
une enquête par panel) de fournir de renseignements sur 
leurs parents, leurs frères et sœurs et leurs enfants adultes 
vivant dans un ménage doté uniquement d’un téléphone 
mobile. Ces résultats illustrent certains problèmes généraux 
que pose l’échantillonnage par réseaux, savoir si les 
membres du réseau possédaient seulement un téléphone 
mobile dépendait de la cohésion du réseau, la réticence à 
communiquer les numéros de téléphone mobile était 
généralisée et nombre des ménages identifiés comme ne 
possédant qu’un téléphone mobile possédaient en fait 
également un téléphone conventionnel à fil.  

Dans la pratique, l’échantillonnage par réseaux n’a pas 
été utilisé à grande échelle pour les enquêtes sur les 
membres des populations rares. Certaines limites de la 
méthode sont illustrées par les études décrites plus haut. Il 
existe un risque que la personne échantillonnée pour fournir 
l’information ne déclare pas correctement la situation 
d’appartenance à la population rare d’autres membres du 
réseau, délibérément ou par manque d’information. La 
non-réponse à l’étape de la collecte principale des données 
est une autre préoccupation. En outre, des questions d’ordre 
éthique peuvent se poser quand on demande aux personnes 
échantillonnées d’indiquer si les membres de leur réseau 
appartiennent à la population rare, quand cette appartenance 
est de nature sensible. Les avantages  de l’échantillonnage 
par réseaux sont partiellement annulés par l’accroissement 
des erreurs d’échantillonnage dues à la pondération variable 
que comporte la méthode et par les coûts de repérage des 
membres liés de la population rare.  
3.6 Échantillonnage des lieux de sociabilité  

L’échantillonnage des lieux de sociabilité est utilisé à 
grande échelle afin d’échantillonner les populations qui 
n’ont pas de lieu de résidence fixe pour les recensements 
ainsi que les enquêtes. Les nomades mènent leurs animaux 
aux abreuvoirs et les sans-logis peuvent être échantillonnés 
dans les locaux des soupes populaires quand ils s’y rendent 
pour obtenir de la nourriture (par exemple Kalton 1993a ; 
Ardilly et Le Blanc 2001). Une caractéristique essentielle de 
l’échantillonnage des lieux de sociabilité est qu’il comporte 
un élément temporel (période), ce qui crée des problèmes de 
multiplicité (Kalsbeek 2003). Une réserve importante 
concernant la méthode est qu’elle ne permet pas de couvrir 

les personnes qui ne visitent aucun des lieux spécifiés durant 
la période particulière choisie. 

L’échantillonnage axé sur les lieux de sociabilité est 
utilisé pour échantillonner les populations rares mobiles, 
telles que les passagers des aéroports ou les visiteurs d’un 
musée ou d’un parc national. Dans de tels cas, la question 
qui se pose est celle de savoir si l’unité d’analyse est la 
visite ou le visiteur. Quand la visite est l’unité appropriée, il 
n’existe aucun problème de multiplicité (voir, par exemple, 
le rapport sur la National Hospital Discharge Survey 
réalisée aux États-Unis publié par DeFrances, Lucas, Buie et 
Golosinskiy 2008). Par contre, si le visiteur est l’unité 
d’analyse, le fait qu’un visiteur peut faire plusieurs visites 
durant la période choisie doit être pris en compte (Kalton 
1991 ; Sudman et Kalton 1986). Une approche consiste à 
traiter les visites comme étant admissibles uniquement s’il 
s’agit des premières visites faites durant la période de 
référence de l’enquête. Une autre approche consiste à ap-
pliquer aux pondérations des corrections pour tenir compte 
de la multiplicité dans l’analyse ; cependant, déterminer le 
nombre de visites effectuées pose des problèmes, parce que 
certaines auront lieu après celle qui est échantillonnée. 

L’échantillonnage des lieux de sociabilité a également 
été utilisé pour échantillonner une gamme de populations 
rares – souvent extrêmement rares – qui ont tendance à se 
réunir dans des lieux particuliers. Par exemple, Kanouse, 
Berry et Duan (1999) ont employé la méthode pour 
échantillonner les prostituées de la rue dans le comté de 
Los Angeles en échantillonnant les endroits où l’on sait qu’a 
lieu la prostitution de rue, ainsi que des périodes (jours et 
quarts durant les jours). L’échantillonnage de lieux de 
sociabilité (ou de centres) a également été utilisé pour 
échantillonner les immigrants légaux et illégaux en Italie 
(Meccati 2004). Dans le cadre d’une enquête auprès de la 
population d’immigrants établis à Milan réalisée en 2002, 
13 types de centres ont été relevés, variant des centres qui 
fournissent des listes partielles d’après des sources admi-
nistratives (par exemple centres juridiques et de travail, 
cours de langue) à des centres fournissant des dénombre-
ments des personnes qui les fréquentent (centres de services 
de bien-être, associations culturelles) et à des centres ne 
possédant aucune information sur la base de sondage (par 
exemple centres commerciaux, boutiques ethniques). 

L’échantillonnage des lieux de sociabilité a souvent été 
utilisé pour échantillonner les hommes ayant des relations 
sexuelles avec des hommes, les lieux de sociabilité étant les 
lieux que fréquentent ces hommes, tels que les bars, bains 
publics et librairies fréquentés par les gais (Kalton 1993b, 
MacKellar, Valleroy, Karon, Lemp et Janssen 1996). En 
s’appuyant sur une enquête téléphonique transversale, Xia, 
Tholandi, Osmond, Pollack, Zhou, Ruiz et Catania (2006) 
ont constaté que les hommes qui visitaient les lieux gais 
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fréquemment avaient des taux plus élevés de comporte-
ments sexuels à risque élevé que les autres et que les taux de 
comportements à risque élevé variaient selon le lieu. Ces 
résultats ont attiré l’attention sur le fait qu’il est difficile de 
générer un échantillon représentatif par échantillonnage des 
lieux de sociabilité. 

McKenzie et Mistiaen (2009) ont procédé à une 
expérience en vue de comparer l’échantillonnage des lieux 
de sociabilité (échantillonnage par interception) à l’échan-
tillonnage aréolaire ainsi qu’à l’échantillonnage en boule de 
neige pour l’échantillonnage des Brésiliens de descendance 
japonaise (Nikkei) à Sao Paulo et à Parana. Les lieux de 
sociabilité comprenaient des endroits où les Nikkei se 
rendent souvent (par exemple un club de sport, une station 
de métro, des épiceries et un club culturel japonais) et des 
événements (par exemple, un film japonais et un festival 
d’alimentation japonaise). Sur la base de cette expérience, 
ils ont conclu que l’échantillonnage des lieux de sociabilité 
(et l’échantillonnage en boule de neige) produisait un 
suréchantillonnage des personnes les plus étroitement liées à 
la communauté nikkei et ne donnait donc pas des 
échantillons représentatifs. Ce résultat non surprenant met 
en relief les réserves concernant l’utilisation de l’échan-
tillonnage des lieux de sociabilité pour échantillonner des 
populations rares en général, mais non pour échantillonner 
des visites à des lieux particuliers.  
3.7 Accumulation ou rétention d’échantillons au 

cours du temps  
Si la collecte des données d’enquête se répète au cours 

du temps, les concepteurs d’enquêtes peuvent tirer parti de 
cette caractéristique pour l’échantillonnage des populations 
rares (Kish 1999). Il importe de souligner une distinction 
importante entre les enquêtes répétées et les enquêtes par 
panel. Des échantillons de membres d’une population rare 
peuvent être facilement accumulés au fil du temps dans le 
cas d’enquêtes répétées. Par exemple, aux États-Unis, la 
National Health Interview Survey est réalisée hebdoma-
dairement auprès d’échantillons représentatifs de la popu-
lation nationale ; des échantillons de populations rares 
peuvent être accumulés sur une ou plusieurs années jusqu’à 
ce qu’une taille d’échantillon suffisante soit atteinte (U.S. 
National Center for Health Statistics 2009a). Dans le cas de 
l’accumulation au cours du temps, les estimations produites 
sont des estimations par période plutôt que ponctuelles qui 
peuvent être difficiles à interpréter quand les caractéristiques 
à analyser varient fortement au cours du temps (Citro et 
Kalton 2007). Ainsi, comment faut-il interpréter un taux de 
pauvreté sur une période de trois ans pour une population 
minoritaire rare quand le taux de pauvreté a varié fortement 
au cours de la période ? 

Lorsque l’on envisage l’échantillonnage de populations 
rares dans le contexte d’enquêtes par panel, il importe de 
faire la distinction entre celles qui sont définies par des 
caractéristiques statiques et celles définies pour des caracté-
ristiques non statiques. Aucune accumulation au cours du 
temps ne peut être effectuée dans le cas d’enquêtes par 
panel pour des populations rares définies en fonction de 
caractéristiques statiques, telles que la race ou l’ethnicité. 
Cependant, si un échantillon d’une population rare statique 
est tiré à un point particulier dans le temps, il peut être utile 
de suivre cet échantillon dans un panel pour étudier les 
caractéristiques de cette population à des points ultérieurs 
dans le temps, éventuellement en ajoutant des échantillons 
supplémentaires pour représenter les personnes qui sont 
entrées dans la population après la sélection de l’échantillon 
original. Fecso, Baskin, Chu, Gray, Kalton et Phelps (2007) 
décrivent comment cette approche a été appliquée à l’échan-
tillonnage des scientifiques et des ingénieurs américains au 
cours d’une décennie. Pour les années 1990, la National 
Survey of College Graduates (NSCG) a été réalisée en 1993 
auprès d’un échantillon stratifié de titulaires d’un diplôme 
collégial sélectionnés d’après les enregistrements de 
l’échantillon du Recensement de la population de 1990 
ayant reçu le questionnaire complet. Les personnes qui se 
sont avérées être des scientifiques ou des ingénieurs ont 
ensuite été étudiées de nouveau dans le cadre des cycles de 
1995, 1997 et 1999 de la NSCG. Pour représenter les 
nouveaux entrants dans la population cible, une autre 
enquête – la Survey of Recent College Graduates – a été 
réalisée les mêmes années que la NSCG. Un sous-
échantillon des diplômés récents des collèges a été ajouté au 
cycle suivant du panel de la NSCG à chaque occasion. 

Les enquêtes par panel peuvent être utilisées pour accu-
muler des échantillons de populations rares non statiques, 
principalement des personnes vivant des événements tels 
qu’une naissance ou un divorce. Par exemple, aux États-
Unis, dans le cadre de la National Children’s Study, il est 
prévu de suivre un grand échantillon de femmes en âge de 
procréation admissibles au cours d’une période d’environ 
quatre ans et de faire participer celles qui deviennent 
enceintes à l’étude principale, qui est une étude longitudinale 
qui suivra les enfants jusqu’à l’âge de 21 ans (National 
Children’s Study 2007, Michael et O’Muircheartaigh 2008). 

Enfin, un grand échantillon peut être recruté dans un 
panel et fournir des données qui permettront d’identifier les 
membres de diverses populations rares qui pourraient 
présenter un intérêt dans l’avenir. Ces membres sont alors 
suivis dans le panel et en fonction de leur appartenance à 
une population rare, inclus dans les échantillons des 
enquêtes pour lesquelles ils sont qualifiés. Körner et 
Nimmergut (2004) décrivent un « panel d’accès » allemand 
qui pourrait être utilisé de cette façon, et il existe 
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aujourd’hui plusieurs panels Internet probabilistes qui 
peuvent remplir ce rôle (Callegaro et DiSogra 2008). Toute-
fois, une réserve sérieuse au sujet de ce genre de panels tient 
aux faibles taux de réponse qui sont généralement obtenus. 

 
4. Conclusion  

Le présent article donne un bref aperçu de la gamme de 
méthodes utilisées dans les enquêtes par sondage pour 
échantillonner et suréchantillonner les populations rares, 
principalement celles classées par Kish comme étant des 
petits domaines (les références citées fournissent plus de 
renseignements). Bien que les méthodes soient examinées 
individuellement, en pratique, elles sont souvent combinées, 
surtout quand il existe plusieurs domaines rares d’intérêt. 
Par exemple, pour la California Health Interview Survey, 
réalisée par téléphone, on a combiné la stratification dis-
proportionnée (suréchantillonnage des centraux télépho-
niques pour lesquels la prévalence des populations coréennes 
et vietnamiennes d’intérêt est plus élevée) et un plan à base 
de sondage double (méthode de composition aléatoire (CA) 
complétée par une liste des noms probablement coréens et 
vietnamiens). Dans de nombreux cas, l’art de la création 
d’un plan d’échantillonnage probabiliste efficace pour une 
population rare réside dans l’application créative d’une 
combinaison de méthodes. 

L’enquête téléphonique auprès des Américains 
musulmans réalisée par le Pew Research Center est un autre 
exemple, trois méthodes d’échantillonnage ayant été 
employées pour échantillonner cette population très rare 
(Pew Research Center 2007). L’une des composantes du plan 
de sondage était un échantillon obtenu par CA stratifié 
géographiquement, avec échantillonnage disproportionnel-
lement stratifié dans les strates définies en fonction de la 
prévalence des Américains musulmans. La strate dans 
laquelle la prévalence était la plus faible a été traitée comme 
strate seuil et exclue. La deuxième composante était un 
échantillon de reprise de contact avec des Américains 
musulmans tiré de la base de données sur les interviews des 
enquêtes récentes du Pew Research Center. La troisième 
composante était un échantillon obtenu par CA à partir 
d’une liste d’Américains vraisemblablement musulmans 
produite par un fournisseur commercial. Pour éviter les 
pistes de sélection en double entre les strates géographiques 
et la liste du fournisseur commercial, les numéros de 
téléphone sélectionnés dans les strates géographiques ont été 
appariés à la liste du fournisseur commercial et supprimés 
de l’échantillon issu des strates géographiques quand un 
appariement était découvert. 

Non seulement les diverses techniques d’échantillonnage 
sont fréquemment combinées dans les plans d’échantil-
lonnage pour populations rares, mais plusieurs de ces 

techniques sont interdépendantes. Ainsi, les bases de 
sondage multiples peuvent être traitées par la méthode 
d’identification unique (voir la section 3.4), qui, en fait, est 
simplement une stratification disproportionnée. Tandis que 
la population complète est répartie en strates pour la 
stratification disproportionnée, la même approche est adoptée 
pour l’échantillonnage à deux phases, mais la classification 
dans les strates est appliquée uniquement aux membres de 
l’échantillon de première phase. La théorie de l’échan-
tillonnage par réseaux est semblable à celle de l’échantil-
lonnage à bases multiples, quand cette dernière méthode 
s’appuie sur les probabilités de sélection globales inverses 
comme pondération dans l’analyse. Ces interdépendances 
expliquent les similarités observées dans les fondements 
théoriques de ces méthodes. 
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Une standardisation des stratégies fondées sur la réponse aléatoire 

Andreas Quatember 1 

Résumé 
Les stratégies fondées sur la réponse aléatoire, qui ont été élaborées au départ à titre de méthodes statistiques destinées à 
réduire la non-réponse ainsi que la réponse mensongère, peuvent aussi être appliquées dans le domaine du contrôle de la 
divulgation statistique dans les fichiers de microdonnées à grande diffusion. Le présent article décrit une standardisation des 
méthodes de réponse aléatoire en vue d’estimer des proportions pour des attributs identificatoires ou sensibles. Les 
propriétés statistiques de l’estimateur standardisé sont établies dans le cas de l’échantillonnage probabiliste général. Afin 
d’analyser l’effet du choix des « paramètres de plan » implicites de la méthode sur la performance de l’estimateur, nous 
incluons dans l’étude des mesures de la protection de la vie privée. Nous obtenons ainsi des paramètres de plan qui 
optimisent la variance, sachant le niveau de protection de la vie privée. Pour cela, les variables doivent être classées dans 
diverses catégories de sensibilité. Un exemple fondé sur des données réelles illustre l’application de la méthode à une 
enquête sur la tricherie chez les étudiants. 
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1. Introduction  
Les cas de refus de répondre ou de donner la vraie 

réponse sont naturels dans les enquêtes par sondage. Ils 
peuvent donner lieu à un estimateur des paramètres de 
population présentant un biais de grandeur inconnue et une 
forte variance. Par conséquent, un utilisateur sérieux des 
données ne peut pas ignorer l’existence de la non-réponse et 
de la réponse mensongère.  

Soit U  l’univers de N  unités de population et ,AU  un 
sous-ensemble de AN  éléments, qui appartiennent à une 
classe A  d’une variable catégorique étudiée. En outre, soit 

c

AU  le groupe de c

AN  éléments qui n’appartiennent pas à 
cette classe ( ,cA AU U U= ∪ 0c

A AU U∩ = , AN N= +  
).c

AN  Soit 

1 si l unité ,

0 autrement

A

i

i U
x

∈
= 


’

 

( 1 2 )i N= , , ...,  et le paramètre d’intérêt ,Aπ  qui est la 
taille relative de la sous-population :AU  

iU A
A

x N

N N
π = =

∑
 (1) 

( U ix∑  est la notation abrégée de ).i U ix∈∑  Dans le cas d’un 
échantillon probabiliste s  (voir par exemple, Särndal, 
Swensson et Wretman 1992, page 8f), un estimateur de Aπ  
peut être calculé à partir de l’estimateur d’Horvitz-Thompson 
de AN  par 

dir 1
ˆ i
A s

i

x

N
π = ⋅

π
∑  (2) 

( 0iπ >  est la probabilité que l’unité i  soit incluse dans 
l’échantillon), si la question « Êtes-vous un membre du 
groupe ?AU  » (ou une question équivalente) est posée 
directement (dir). Cet estimateur est sans biais si toutes les 
observations ix ( 1 2 )i n= , , ...,  sont des réponses sincères. 
En présence de non-réponse totale ou partielle en ce qui 
concerne une variable étudiée, l’échantillon s  est divisé en 
un « ensemble de réponses » r s⊂  de taille rn  et un 
« ensemble de réponses manquantes » m s⊂  de taille 

mn ( ,s r m= ∪ 0r m∩ = , ).r mn n n= +  Dans le cas de 
variables d’un caractère hautement personnel, embarrassant 
(comme la toxicomanie, les maladies, le comportement 
sexuel, la fraude fiscale, l’alcoolisme, la violence familiale 
ou la criminalité), r  est en outre divisé en un ensemble t  
de tn  unités échantillonnées qui répondent sincèrement, et 
un ensemble u  de taille ,un  d’unités qui répondent de 
manière mensongère ( ,r t u= ∪ 0t u∩ = , r tn n= +  

).un  L’estimateur (2) doit alors être réécrit sous la forme :  

dir 1
ˆ i i i
A t u m

i i i

x x x

N

 
π = ⋅ + + . 

π π π 
∑ ∑ ∑  (3) 

Naturellement, les éléments de l’ensemble u  ne peuvent 
pas être identifiés et les ix  de m  ne sont pas observables, 
ce qui introduit des erreurs de mesure et de non-réponse 
dans l’estimation. Par conséquent, tout doit être fait en vue 
de maintenir les taux de réponses mensongères et de 
non-réponses aussi faibles que possible.  

Les caractéristiques du plan de sondage, qui ont mani-
festement une incidence sur la quantité et sur la qualité de 
l’information demandée aux enquêtés (voir par exemple 
Groves, Fowler, Couper, Lepkowski, Singer et Tourangeau 
2004, Section 6.7), sont étroitement liées aux préoccupations 
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de ces derniers quant à la « confidentialité des données » et à 
la « protection perçue de la vie privée ». La première 
expression fait référence au désir qu’ont les enquêtés de voir 
leurs réponses demeurer hors de portée des personnes non 
concernées, tandis que la deuxième fait référence à leur 
souhait d’empêcher absolument tout le monde d’avoir accès 
à l’information. Singer, Mathiowetz et Couper (1993), ainsi 
que Singer, van Hoewyk et Neugebauer (2003) signalent, à 
l’occasion de deux enquêtes successives auprès de la popu-
lation américaine, que plus ces préoccupations sont vives, 
plus la probabilité de participer à l’enquête est faible (page 
470ff et page 375ff).  

Que peuvent apporter les statisticiens à ce domaine de 
recherche important ? Dans le cas de questions sensibles, 
l’utilisation de stratégies fondées sur la réponse aléatoire à 
l’étape de la conception de l’enquête peut réduire les taux de 
non-réponses et de réponses mensongères parce qu’elles 
donnent l’impression d’un accroissement de la protection 
des renseignements personnels. Une caractéristique commune 
de ces méthodes est que les questions directes sur le sujet 
sensible sont remplacées par un questionnaire conçu de telle 
manière que l’enquêteur n’est pas capable d’identifier la 
question (sélectionnée aléatoirement) à laquelle l’enquêté a 
répondu, tout en permettant encore d’estimer le paramètre 
étudié. L’idée est de réduire de cette façon chez les enquêtés 
la crainte d’une « révélation » embarrassante et de s’assurer 
ainsi qu’ils seront disposés à coopérer. Pour atteindre cet 
objectif, l’enquêté doit comprendre clairement comment la 
conception du questionnaire protège sa vie privée (voir 
Landsheer, van der Heijden et van Gils 1999, page 6ff).  

Les premiers travaux dans ce domaine ont été publiés par 
Warner (1965). Dans son questionnaire, chaque personne 
interrogée devait répondre aléatoirement avec la probabilité 

1p  à la question « Êtes-vous membre du groupe ?AU  » ou 
avec la probabilité 2 11 ,p p= −  à la question alternative 
« Êtes-vous membre du groupe ?c

AU  » 1(0 1).p< <  
Depuis, différentes méthodes de réponse aléatoire fondées 
sur divers procédés de randomisation ont été proposées 
(pour une revue, consulter Chaudhuri et Mukerjee 1987, 
Nathan 1988, ou Tracy et Mangat 1996). Toutes ces straté-
gies s’appuient sur des questions ou des réponses sélection-
nées aléatoirement, quoique certaines utilisent des procédés 
de randomisation différents selon que l’enquêté possède ou 
non un attribut particulier (voir, par exemple, Kuk 1990 ; 
Mangat 1994 ; Kim et Warde 2005).  

Warner (1971) a été le premier à constater que ces 
méthodes pouvaient aussi s’appliquer pour masquer des 
ensembles de microdonnées confidentielles afin de permettre 
leur grande diffusion (voir, ibidem, page 887). Ces en-
sembles de microdonnées peuvent contenir des variables 
donnant lieu à l’identification directe des unités étudiées, 
comme le nom ou un numéro d’identification, mais aussi 

des variables fournissant des renseignements délicats sur 
une personne. Afin de protéger les unités étudiées contre la 
divulgation, il pourrait ne pas suffire de supprimer les 
variables auxquelles elles sont directement liées, parce que 
certaines unités pourraient encore être identifiées d’après le 
reste de leurs enregistrements. Le contrôle de la divulgation 
statistique n’est rien d’autre qu’un exercice d’équilibre entre 
la protection de l’anonymat des sujets participant à l’enquête 
et la préservation de l’information contenue dans les 
données (voir Skinner, Marsh, Openshaw et Wymer 1994). 
Les méthodes de masquage des données peuvent être ré-
parties en trois catégories (voir Domingo-Ferrer et Mateo-
Sanz 2002 ou Winkler 2004), à savoir 1) le recodage global 
des variables en des catégories moins détaillées ou de plus 
grands intervalles (voir par exemple, Willenborg et de Waal 
1996, page 5f) ou le recodage local en utilisant divers 
scénarios de groupement au niveau de l’unité (voir Hua et 
Pei 2008, page 215f), 2) la suppression locale de certaines 
variables pour les unités étudiées présentant un risque élevé 
de réidentification en fixant simplement leur valeur à 
« manquante » (voir Willenborg et de Waal 1996, page 77) 
et 3) la substitution d’autres valeurs aux valeurs réelles 
d’une variables.  

L’une des stratégies de la troisième catégorie est la 
micro-agrégation des variables (voir Defays et Anwar 
1998). Dans ce cas, les vraies valeurs des variables sont, par 
exemple, triées par taille, puis réparties en (petits) groupes. 
Pour chaque groupe, des données agrégées sont diffusées au 
lieu des observations originales. Une autre méthode de ce 
type est la permutation des données, où celles provenant 
d’unités présentant un risque élevé de réidentification sont 
interchangées avec des données provenant d’un autre 
ensemble d’unités étudiées (voir Dalenius et Reiss 1982). 
Une autre technique de substitution d’information identifi-
catoire ou sensible est l’ajout d’un bruit aux valeurs 
observées, autrement dit l’ajout du résultat d’une expérience 
aléatoire à chaque données (voir Dalenius 1977 ou Fuller 
1993). Enfin, les méthodes de randomisation des réponses 
peuvent aussi être utilisées pour masquer des variables 
identificatoires ou délicates. Dans ce cas, soit le masquage 
des données fournies par les unités échantillonnées est déjà 
effectué à l’étape de la conception de l’enquête, soit 
l’organisme statistique applique le mécanisme probabiliste 
de  la  méthode  avant  la  diffusion  du  fichier  de  micro-
données (voir Rosenberg 1980, Kim 1987, Gouweleeuw, 
Kooiman, Willenborg et de Wolf 1998, ou van den Hout et 
van der Heijden 2002).  

Toutes les méthodes de contrôle de la divulgation 
statistique protègent la vie privée des unités étudiées par une 
perte d’information qui peut être considérée comme le prix à 
payer pour cette protection. Afin de pouvoir corriger comme 
il convient le processus d’estimation, l’utilisateur du fichier 
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de microdonnées doit être informé des détails de la méthode 
de masquage.  

À la section 2 du présent article, nous présentons une 
nouvelle standardisation des méthodes de réponse aléatoire. 
En outre, nous établissons les propriétés statistiques de l’esti-
mateur standardisé sous échantillonnage probabiliste général. 
À la section 3, nous exposons la perspective essentielle de la 
protection de la vie privée. À la section 4, nous répondons à 
la question de savoir lequel des cas particuliers inclus dans la 
standardisation est le plus efficace. À la section 5, nous 
donnons un exemple fondé sur les données réelles, qui 
illustre l’application des recommandations de la section 4 
dans le contexte d’une enquête sur le comportement de 
tricherie des étudiants. 

 
2. Standardisation des stratégies fondées  

       sur la réponse aléatoire   
Soit la standardisation suivante des stratégies de randomi-

sation des réponses : chaque enquêté doit répondre aléatoire-
ment avec la probabilité  

– 1p  à la question « Êtes-vous membre du groupe 
?AU  », 

– 2p  à la question « Êtes-vous membre du groupe 
?c

AU  » ou 
– 3p  à la question « Êtes-vous membre du groupe 

BU  » 
ou reçoit l’instruction de dire simplement  

– « oui » avec la probabilité 4p  ou 
– « non » avec la probabilité 5p    
5
1( 1,i ip=∑ = 0 1ip≤ ≤  pour 1 2 5).i = , , ...,  Les BN  

éléments du groupe BU  sont caractérisés par la possession 
d’un attribut entièrement inoffensif B  (par exemple, la 
saison B  de naissance), qui ne devrait pas être relié à la 
possession ou à la non-possession de l’attribut .A  Cette 
question non sensible sur l’appartenance au groupe BU  a 
été introduite comme une alternative à la question sur 
l’appartenance au groupe AU  par Horvitz, Shah et Simmons 
(1967) afin de réduire encore davantage la perception du 
caractère sensible de la procédure. B BN Nπ = /  (avec 
0 1)B< π <  est la taille relative du groupe .B BU π  et les 
probabilités 1 2 5, , ...,p p p  sont les paramètres de plan  de 
notre méthode standardisée de randomisation des réponses. 

Soit  
1 si l unité répond « oui »

0 autrement
i

i
y

,
= 


’

 

( 1 2 , ).i n= , , ...  Pour un élément i  la probabilité d’une 
réponse « oui » sous le plan d’interrogation à réponse 
aléatoire R  est, sachant x : 

1 2

3 4

( 1) (1 )R i i i

B i

P y p x p x

p p a x b

= = ⋅ + ⋅ −

+ ⋅ π + = ⋅ +  (4)
 

avec 1 2a p p≡ −  et 2 3 4.Bb p p p≡ + ⋅ π +  Alors, le 
terme 

ˆ i
i

y b
x

a

−
=  

est sans biais pour la valeur réelle ( 0).ix a ≠  Si nous 
utilisons ces « substituts » pour ix  (et en émettant l’hypo-
thèse que la coopération des enquêtés est complète), les 
théorèmes qui suivent s’appliquent :   
Théorème 1 : Sous un plan d’échantillonnage probabiliste 
avec probabilités d’inclusion ,iπ  nous avons l’estimateur 
sans biais du paramètre Aπ  suivant : 

ˆ1
ˆ i
A s

i

x

N
π = ⋅ .

π
∑  (5) 

 
Théorème 2 : Sous un plan d’échantillonnage probabiliste 
,P  la variance de l’estimateur standardisé ˆ Aπ  (5) est 

donnée par 

2 2

1 (1 ) 1
( )ˆ

1 2

i
P A P s U

i i

i

U
i

x b b
V V

N a

xb a

a

   ⋅ −
π = ⋅ + ⋅   π π 

− ⋅ − 
+ ⋅ .π 

∑ ∑

∑  (6)

 

Les preuves de ces deux théorèmes figurent à l’annexe. 
Le premier terme de la somme comprise entre les paren-
thèses externes de (6) fait référence à la variance de l’esti-
mateur d’Horvitz-Thompson pour le total U ix∑  sous un 
plan d’échantillonnage probabiliste P  quand la question sur 
l’appartenance au groupe AU  est posée directement. Le 
deuxième terme de la somme peut être considéré comme le 
prix que nous devons payer en perte d’exactitude pour la 
protection de la vie privée offerte par le plan d’interrogation 
à réponse aléatoire. Apparemment, cette variance peut être 
estimée sans biais en insérant l’estimateur sans biais 
ˆ ( / )sP i iV x∑ π  pour ( / )sP i iV x∑ π  et 2/ˆs i ix∑ π  pour 

/ .U i ix∑ π  
Sous échantillonnage aléatoire simple sans remise, par 

exemple, l’estimateur (5) est donné par  

ˆ
ˆ y

A

b

a

π −
π =  (7) 

avec / ,ˆ sy iy n∑π =  la proportion de réponses « oui » dans 
l’échantillon. Dans ce cas, la variance (6) de l’estimateur 
standardisé ˆ Aπ  est donnée par  

2

(1 )
( )ˆ

1
1 (1 ) 1 2

A A
A

A

N n
V

n N

b b b a

n aa

 
 
 
 
 

π ⋅ − π −
π = ⋅

−
⋅ − − ⋅ −

+ ⋅ + ⋅ π .
 
(8)
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Cette variance théorique est estimée sans biais par 

�

2

(1 )ˆ ˆ
( )ˆ

1
1 (1 ) 1 2

ˆ

A A
A

A

N n
V

n N

b b b a

n aa

π ⋅ − π −
π = ⋅

−
⋅ − − ⋅ − + ⋅ + ⋅ π . 

 
 (9)

 

Afin de pouvoir calculer ,ˆ Aπ  la question sur l’apparte-
nance à AU  (ou à ,cAU  mais nous ignorerons cette possibi-
lité subséquemment sans perte de généralité) doit être 
incluse dans le plan d’interrogation à réponse aléatoire avec 
la probabilité 1 0.p >  Il existe, en tout, 16 combinaisons de 
cette question avec les quatre autres questions ou réponses 
(voir le tableau 1). Ces combinaisons peuvent être décrites 
comme des cas particuliers de notre stratégie standardisée 
de réponse. Par exemple, choisir 1 1p =  mène à l’interro-
gation directe sur le sujet. Si nous posons que 10 1p< <  et 

2 11 ,p p= −  le plan d’interrogation standardisé correspond à 
la procédure de Warner. Pour 10 1p< <  et 3 11 ,p p= −  
nous obtenons la méthode d’Horvitz et ses collaborateurs 
avec la probabilité Bπ  connue (voir Greenberg, Abul-Ela, 
Simmons et Horvitz 1969). (Pour d’autres cas particuliers, 
déjà publiés autant que nous sachions, nous renvoyons le 
lecteur à la colonne « Références » du tableau 1). 

 
Tableau 1 
Tous les cas particuliers de la stratégie standardisée fondée sur 
la réponse aléatoire 
 

Plan Questions/réponses Références 

 AU  c
A

U  
BU  Oui Non  

ST1 •      Interrogation directe 
ST2 •  •     Warner (1965)1 
ST3 •   •    Greenberg et coll. (1969)2 
ST4 •    •    
ST5 •     •   
ST6 •  •  •     
ST7 •  •   •    
ST8 •  •    •  Quatember (2007)3 
ST9 •   •  •    
ST10 •   •   •  Singh, Horn, Singh et Mangat (2003)4 
ST11 •    •  •  Fidler et Kleinknecht (1977)5 
ST12 •  •  •  •    
ST13 •  •  •   •   
ST14 •  •   •  •   
ST15 •   •  •  •   
ST16 •  •  •  •  •   

 

1. Une version à deux degrés a été présentée par Mangat et Singh 
(1990). 

2. Une version à deux degrés a été présentée par Mangat (1992).  
3. Il s’agit d’une version à un degré de Mangat, Singh et Singh 

(1993). 
4. Il s’agit d’une version à un degré de Singh, Singh, Mangat et 

Tracy (1994). 
5. Une version à deux degrés a été présentée par Singh, Singh, 

Mangat et Tracy (1995).  
La question que soulèvent directement ces considérations 

est celle de savoir comment choisir les paramètres de plan 
de la méthode standardisée de réponse afin de découvrir les 

stratégies qui donnent les meilleurs résultats. Nous répon-
dons à cette question à la section 4. Mais pour cela, nous 
devons prendre en considération le niveau de protection de 
la vie privée, qui varie selon le choix de ces paramètres. 

 
3. Protection de la vie privée  

Afin de pouvoir comparer l’efficacité des plans d’interro-
gation caractérisés par des paramètres de plan différents, il 
paraît inévitable de mesurer la perte de vie privée induite par 
ces paramètres. Nous pouvons pour cela utiliser les ratios 

1λ  et 0λ  des probabilités conditionnelles qui suivent (voir, 
par exemple, les « mesures de mise en péril » (measures of 
jeopardy) dans Leysieffer et Warner 1976, page 650) : 

max[ ( ) ( )]

min[ ( ) ( )]

c

i A i A
j c

i A i A

P y j i U P y j i U

P y j i U P y j i U

= | ∈ , = | ∈
λ =

= | ∈ , = | ∈
 (10) 

(1 ; 1 0).j j≤ λ ≤ ∞ = ,  

Pour 1j = , (10) fait référence à la protection de la vie 
privée par rapport à une réponse « oui » et pour 0,j =  par 
rapport à une réponse « non ». Pour le plan d’interrogation 
standardisé, ces « mesuresλ  » de perte de vie privée sont 
données par 

1

max[ ]

min[ ]

a b b

a b b

+ ;
λ =

+ ;
 (11) 

et 

0

max[1 ( ) 1 ]

min[1 ( ) 1 ]

a b b

a b b

− + ; −
λ = .

− + ; −
 (12) 

1 0 1λ = λ =  indique une protection totale de la vie 
privée. Cela signifie que la réponse donnée par l’unité 
répondante ne contient absolument aucune information sur 
le sujet étudié. Cela s’applique pour 0.a =  Plus les 
mesures λ  diffèrent de l’unité, plus la réponse figurant dans 
l’enregistrement contient d’information sur la caracté-
ristique étudiée. Parallèlement, l’efficacité de l’estimation 
augmente (voir plus bas), mais la protection de l’individu 
contre l’enquêteur diminue. Dans le cas du plan d’interro-
gation directe avec 1 1,p =  où aucun masquage de la 
variable n’a lieu, ces mesures sont données par 1λ =  

0 .λ = ∞  
Soit 1 opt,λ  et 0 opt,λ  les valeurs λ  maximales de (11) et 

(12) qui, selon l’organisme statistique, permettent d’obtenir 
une protection suffisante des enregistrements contre la 
divulgation. En cas d’utilisation d’une stratégie en vue 
d’éviter la non-réponse et la réponse mensongère dans les 
enquêtes, nous pouvons aussi modéliser la volonté des 
enquêtés à collaborer sous forme d’une fonction de la 
protection perçue de la vie privée. Si la vie privée des 
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enquêtés est suffisamment protégée par le procédé de 
randomisation, nous supposons que leur coopération sera 
totale. Dépasser les limites  1 opt,λ  et/ou 0 opt,λ  introduirait 
alors automatiquement de la réponse mensongère et de la 
non-réponse dans l’enquête et, par conséquent, nous ramè-
nerait à la case de départ. Fidler et Kleinknecht (1977) ont 
montré, dans leur étude du plan 11ST  (tableau 1) contenant 
neuf variables dont les niveaux de sensibilité sont très 
différents, que leur choix des paramètres de plan 1(p =  

410 /16, p = 5 3/16)p =  donnait une réponse quasiment 
complète et sincère pour chaque variable, y compris le 
comportement sexuel (ibidem, page 1048). En insérant ces 
valeurs dans (11) et (12), nous obtenons 1 0λ = λ = 13/ 3.  
Ce résultat correspond en gros à ceux qui peuvent être tirés 
de l’expérience de Soeken et Macready (1982) et en suivant 
les recommandations faites par Greenberg et coll. (1969). 
Par conséquent, choisir 1 opt,λ  et/ou 0 opt,λ  proche d’une 
valeur de 4 pourrait être un bon choix pour la plupart des 
variables, quand la méthode standardisée de réponse 
aléatoire est utilisée pour éviter les refus et les réponses 
mensongères des participants à une enquête. 

Sans perte de généralité, supposons subséquemment que 
nous choisirons les deux catégories de la variable étudiée de 
telle façon que l’appartenance au groupe AU  soit au moins 
aussi sensible que l’appartenance au groupe (1c

AU ≤  

1 opt 0 opt, ,λ ≤ λ ≤ ).∞  Partant de (11) et (12), nous pouvons 
exprimer les termes a  et b  au moyen des valeurs λ  
correspondant à 1λ  et 0 .λ  Leur somme est donnée par 

0

1 0

1
1

1
1

a b

−
λ

+ =
−
λ ⋅ λ

 (13) 

avec 

1 0

1 0

1 1
1

1
1

b

 ⋅ − λ λ =
−
λ ⋅ λ

 (14) 

et 

1 0

1 0

1 1
1 1

1
1

a

   − ⋅ −   λ λ   = .
−
λ ⋅ λ

 (15) 

Nous gardons les doubles ratios dans le deuxième 
membre de (14) et de (15) pour trouver facilement les 
limites de 1λ → ∞  et 0 ,λ → ∞  respectivement. 

Cela signifie que, pour un plan d’échantillonnage donné 
,P  la portée du terme 2( (1 ) / ) (1/ ) (1U ib b a ∑⋅ − ⋅ π + −  

2 b⋅ − / ) ( / )U i ia a x∑⋅ π  dans l’expression (6) de la va-
riance ne dépend pas d’une valeur unique des paramètres de 
plan, mais de leur effet agrégé sur la perte de vie privée 

mesurée par 1λ  et 0λ . Les plans d’interrogation possédant 
les mêmes valeurs λ  ont la même efficacité. Les plans pour 
lesquels la valeur 1λ  et/ou 0λ  est plus grande sont moins 
efficaces que ceux pour lesquels la valeur λ  est plus faible. 

 
4. Plans d’interrogation optimaux  

Le cas particulier de stratégie standardisée fondée sur la 
réponse aléatoire qui, parmi ceux présentés au tableau 1, 
sera le plus efficace pour des mesures λ  données dépendra 
du type de risque de réidentification ou de caractère sensible 
du sujet étudié. Les stratégies 5ST  et 8ST  ne peuvent 
jamais donner les meilleurs résultats, parce qu’elles 
protègent toujours plus une réponse « non » qu’une réponse 
« oui ». 

Pour une variable non identificatoire (ou non sensible), 
comme la saison de naissance, où 1 opt 0 opt, ,λ = λ = ∞  
s’applique, seul le plan d’interrogation directe ( 1ST  du 
tableau 1) peut donner les résultats de variance optimaux 
(voir le tableau 2, qui donne ces valeurs des paramètres de 
plan qui optimisent la performance de l’estimateur ;ˆ Aπ  
pour pouvoir utiliser le tableau 2 correctement, la variable 
catégorique étudiée doit être catégorisée de la manière 
suivante : 1 :C  la variable n’est pas du tout sensible 

1 opt( ,λ = 0 opt ) ;,λ = ∞ 2 :C  l’appartenance au groupe AU  
est de nature sensible, mais non l’appartenance au groupe 

1 opt 0 opt( ) ;c
AU , ,λ < λ = ∞ 3 :C  l’appartenance aux deux 

groupes AU  et c

AU  est de nature sensible, mais pas de 
manière égale 1 opt 0 opt( ) ;, ,λ < λ < ∞ 4 :C  l’appartenance 
aux groupes AU  et c

AU  est aussi sensible dans un cas que 
dans l’autre 1 opt 0 opt( ),, ,λ = λ < ∞  ce qui donne les valeurs 
des paramètres du plan qui garantissent la meilleure 
performance de l’estimateur ).ˆ Aπ  Bien que les autres plans 
puissent être utilisés pour ce genre de variables, d’une 
certaine manière, ils protègent plus que cela n’est nécessaire 
la vie privée des enquêtés. Le prix à payer est une perte 
d’exactitude de l’estimation de .Aπ  Toutefois, pour 

1 1p = ( 1a =  et 0),b =  la variance de ˆ Aπ  (5) devient la 
formule courante pour l’interrogation directe sous l’hypo-
thèse d’une réponse complète : 2( ) 1/ ( / ).ˆ sP A P i iV N V x∑π = ⋅ π  

Dans le cas d’une variable pour laquelle seule l’apparte-
nance à ,AU  mais non à c

AU  est de nature sensible (par 
exemple AU = l’ensemble de toxicomanes l’année précé-
dente, c

AU )AU U= − , nous avons 1 opt 0 opt, ,λ < λ = .∞  Le 
calcul de (14) et (15) pour 11 < λ < ∞  et 0λ → ∞  donne 

1a b= −  et l’introduction de cette expression dans (6) 
donne l’expression suivante de la variance de l’estimateur : 

2

( )ˆ

1 1

1

P A

i i
P s U U

i i i

V

x xb
V

bN

π =

    
⋅ + ⋅ − .    

π − π π     
∑ ∑ ∑

 
(16)
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Si nous recherchons les valeurs des paramètres du plan 
pour lesquelles la stratégie standardisée de réponse aléatoire 
peut donner cette variance et pour lesquelles les équations 
(14) et (15) sont vérifiées, nous constatons que dans ce cas il 
n’existe qu’une seule solution. Le seul plan d’interrogation 
capable de donner des résultats optimaux est 4.ST  Les 
paramètres qui optimisent la variance sont donnés par 

1 1 1( 1) /p = λ − λ  et 4 11p p= −  (voir le tableau 2). Autre-
ment dit, avec la probabilité 1 1 1( 1) / ,p = λ − λ  on 
demande à l’enquêté s’il fait partie du groupe AU  et avec la 
probabilité restante, on lui donne l’instruction de dire 
« oui ». De cette façon, l’enquêteur ne peut tirer une conclu-
sion que d’une réponse « non » directement à la question 
non sensible de non-possession de la caractéristique ,A  mais 
non d’une réponse « oui » à la question de la possession de 
cet attribut sensible ou identificatoire. 

Le plan d’interrogation 1ST  n’est pas applicable à de 
tels sujets, parce qu’il ne protège pas du tout la vie privée de 
l’enquêté dans le cas d’une réponse « oui ». Toutes les 
autres méthodes protègent une réponse « non » plus qu’il 
n’est nécessaire. Par conséquent, elles peuvent être utilisées, 
mais elles ne permettent pas d’atteindre le degré d’efficacité 
de l’option 4.ST  

Si l’appartenance aux groupes AU  ainsi que c

AU  est de 
caractère sensible, de sorte que la variable est sensible dans 
son ensemble (par exemple : AU = l’ensemble de personnes 
mariées qui ont eu au moins une relation sexuelle avec leur 
partenaire la semaine précédente ; la condition c

AU =  
),AU U− 1 opt 0 opt, ,λ ≤ λ < ∞  s’applique. Dans ce cas, ni 

l’interrogation directe sur le sujet ni le plan 4ST  ne peut 
être utilisé, parce que ces options ne permettent pas de 
protéger les deux réponses possibles. 

Les autres plans sont applicables dans ces conditions, 
mais le plan de Warner ne permet pas d’atteindre le degré 
d’efficacité des autres si 1 opt 0 opt., ,λ < λ  Il en est ainsi parce 
que ce plan protège toujours la vie privée de l’enquêté aussi 
bien dans le cas d’une réponse « oui » que d’une réponse 
« non ». Toutefois, si 1 opt 0 opt,, ,λ = λ  malgré les allégations 
faites dans certaines publications dans le passé (voir, par 
exemple, Greenberg et coll., 1969, page 526f, Mangat et 
Singh 1990, page 440, Singh et coll., 2002, page 518f), il 
n’existe aucune méthode de réponse aléatoire qui peut 
donner de meilleurs résultats que la méthode 2ST  de 
Warner avec les paramètres de plan optimaux 1p  et 2p  
conformément au tableau 2. Pour 7,ST  cela n’est valide que 
si 1 opt 0 opt., ,λ < λ  Par conséquent, 7ST  est le supplément 
parfait de 2,ST  pour lequel la situation est tout à fait 
opposée.  

Tous les autres plans du tableau 1, tels que 11ST  ou 
14,ST  peuvent avoir la même efficacité pour 1 opt,λ ≤  

0 opt,λ < ∞  si les paramètres du plan sont choisis conformé-
ment aux contraintes (14) et (15). Parmi ces plans, la 

stratégie de Greenberg et de ses collaborateurs avec Bπ  
connue ( 3)ST  a, d’une part, l’avantage par rapport au plan 
de Warner de donner des résultats optimaux également si 

1 opt 0 opt., ,λ < λ  D’autre part, toutefois, il a l’inconvénient 
(comme 6)ST  que la taille Bπ  de la sous-population BU  
est entièrement prédéterminée (ou du moins bornée par un 
intervalle) si nous voulons atteindre l’efficacité optimale. En 
pratique, cela signifie que nous devons trouver une sous-
population non reliée à la possession et à la non-possession 
de l’attribut A  et de taille relative appropriée pour pouvoir 
obtenir l’exactitude optimale de l’estimateur. En principe, 
ces remarques s’appliquent aussi à 9,ST 10,ST 12ST  et 

13,ST  mais si nous examinons la prédétermination du 
paramètre de plan ,Bπ  il s’avère que 9ST  et 10,ST  ainsi 
que 12ST  et 13ST  se complètent parfaitement l’un l’autre, 
de sorte que tout sous-ensemble BU  de la population peut 
en fait être utilisé. Enfin, les cas particuliers les plus 
complexes, 15ST  et 16,ST  de notre stratégie standardisée 
de réponse aléatoire peuvent tous les deux être utilisés avec 
une sous-population BU U⊂  pour obtenir les meilleurs 
résultats.  
5. Un exemple fondé sur des données réelles  
Nous avons exécuté une étude empirique afin d’illustrer 

l’application de la stratégie à un plan d’interrogation. À 
cette fin, la population formée des 80 étudiants qui étaient 
inscrits au cours de « Statistique II » donné par l’auteur à 
l’Université Johannes Kepler à Linz (Autriche) durant le 
semestre du printemps 2009 a participé volontairement à 
une enquête. Le sujet étudié était le comportement de 
tricherie des étudiants. Pour les besoins de l’étude, la 
tricherie a été définie comme tout comportement qui n’était 
pas permis durant les examens écrits (y compris simplement 
copier les réponses des autres étudiants ou utiliser des 
documents interdits). Il ne fait aucun doute que le sujet est 
sensible pour ce genre de population. De surcroît, durant 
l’enquête, tous les étudiants étaient assis dans une salle de 
cours. Le paramètre d’intérêt était la proportion de la 
population d’étudiants qui avaient triché durant au moins 
l’un des examens du semestre précédent (y compris l’exa-
men du cours Statistique I donné par l’auteur). Par consé-
quent, nous pouvons supposer d’une manière quasiment 
certaine que l’interrogation directe sur le sujet aurait donné 
lieu à une sous-estimation importante de cette proportion. 
Par exemple, une étude empirique menée par Scheers et 
Dayton (1987) a révélé de très faibles proportions pour 
presque tous les comportements de tricherie qu’ils sont 
examinés quand les questions sur le sujet étaient posées 
directement. L’utilisation de la stratégie de réponse aléatoire 

3ST  de Greenberg entraînait un accroissement important 
de ces proportions (ibidem, page 68).  
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Tableau 2 
Paramètres de plan optimaux pour 1λ  et 0λ  donnés et divers types de caractère sensible de la variable étudiée 
 

Plan d’interrogation (catégorie de sujets) Paramètres de plan qui optimisent la variance 

1ST  1( )C  1 1p =  

2ST  4( )C  1

1
1 1

,p
λ
λ +

= 2 11p p= −  

3ST  3 4( )C C,  0

1 0

1
2
,B

λ −
λ +λ −

π = 1 0

1 0

( 1) ( 1)
1 1

,p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

= 3 11p p= −  

4ST  2( )C  1

1

1
1 ,p

λ −
λ

= 4 11p p= −  

6ST  4( )C  0,5,Bπ = 1 :p 1 1

1 1

1
11 1

,p
λ − λ
λ + λ +

< < 1

1

1
2 1 1

,p p
λ −
λ +

= −  

3 1 21p p p= − −  

6ST  3( )C  
Bπ : 0

1 0

1
2

1,B

λ −
λ +λ −

< π <  

1 0 1 0

1 0 1 0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) (1 )
1 1 ( 1) (2 1)

,B B

B

p
λ − ⋅ λ − λ − ⋅π − λ − ⋅ −π
λ ⋅λ − λ ⋅λ − ⋅ π −

= +  

1 0

1 0

( 1) ( 1)
2 1 1

,p p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

= − 3 1 21p p p= − −  

7ST  3( )C  1 0 0

1 0
1 1

,p
λ ⋅λ −λ
λ ⋅λ −

= 1

1 0

1
2 1

,p
λ −
λ ⋅λ −

= 4 1 21p p p= − −  

9ST  3 4( )C C,  :Bπ
0

1 0

1
2

0 ,B

λ −
λ +λ −

< π < 1 0

1 0

( 1) ( 1)
1 1

,p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

=  

1

1 0

1
3 ( 1) (1 )

,
B

p
λ −

λ ⋅λ − ⋅ −π
= 4 1 31p p p= − −  

10ST  3 4( )C C,  :Bπ
0

1 0

1
2

1,B

λ −
λ +λ −

< π < 1 0

1 0

( 1) ( 1)
1 1

,p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

=  

0

1 0

1
3 ( 1)

,
B

p
λ −

λ ⋅λ − ⋅π
= 5 1 31p p p= − −  

11ST  3 4( )C C,  1 0

1 0

( 1) ( 1)
1 1

,p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

= 0

1 0

1
4 1

,p
λ −
λ ⋅λ −

= 5 1 41p p p= − −  

12ST  3 4( )C C,  
1 :p 1 0 1 0 0

1 0 1 0

( 1) ( 1)
11 1

,p
λ − ⋅ λ − λ ⋅λ −λ
λ ⋅λ − λ ⋅λ −

< < 1 0

1 0

( 1) ( 1)
2 1 1

,p p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

= −  

:Bπ
0 2 1 0

1 0 2 1 0

1 ( 1)
2 2 ( 1)

0 ,
p

B p

λ − − ⋅ λ ⋅λ −
λ +λ − − ⋅ λ ⋅λ −

< π < 1 2 1 0

1 0

1 ( 1)
3 ( 1) (1 )

,
B

p
p

λ − − ⋅ λ ⋅λ −
λ ⋅λ − ⋅ −π

=  

3
4 1

1 ii
p p

=
= −∑  

13ST  3 4( )C C,  
1 :p 1 0 1 0 0

1 0 1 0

( 1) ( 1)
11 1

,p
λ − ⋅ λ − λ ⋅λ −λ
λ ⋅λ − λ ⋅λ −

< < 1 0

1 0

( 1) ( 1)
2 1 1

,p p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

= −  

:Bπ
0 2 1 0

1 0 2 1 0

1 ( 1)
2 2 ( 1)

1,
p

Bp

λ − − ⋅ λ ⋅λ −
λ +λ − − ⋅ λ ⋅λ −

< π < 0 2 1 0

1 0

1 ( 1)
3 ( 1)

,
B

p
p

λ − − ⋅ λ ⋅λ −
λ ⋅λ − ⋅π

=  

3
5 1

1 ii
p p

=
= −∑  

14ST  3 4( )C C,  
1 :p 1 0 1 0 0

1 0 1 0

( 1) ( 1)
11 1

,p
λ − ⋅ λ − λ ⋅λ −λ
λ ⋅λ − λ ⋅λ −

< < 1 0

1 0

( 1) ( 1)
2 1 1

,p p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

= −  

0

1 0

1
4 21

,p p
λ −
λ ⋅λ −

= − 5 1 2 41p p p p= − − −  

15ST  3 4( )C C,  :Bπ 0 1,B< π < 1 0

1 0

( 1) ( 1)
1 1

,p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

=  

3 :p 1

1 0

1
3 ( 1) (1 )

0 ,
B

p
λ −

λ ⋅λ − ⋅ −π
< < 0

1 0

1
4 31

,Bp p
λ −
λ ⋅λ −

= − ⋅ π  

5 1 3 41p p p p= − − −  

16ST  3 4( )C C,  :Bπ 0 1,B< π < 1 :p 1 0 1 0 0

1 0 1 0

( 1) ( 1)
11 1

,p
λ − ⋅ λ − λ ⋅λ −λ
λ ⋅λ − λ ⋅λ −

< <  

1 0

1 0

( 1) ( 1)
2 1 1

,p p
λ − ⋅ λ −
λ ⋅λ −

= − 3 :p 1 0 0

1 0
3 11

0 ,p p
λ ⋅λ −λ
λ ⋅λ −

< < −  

0

1 0

1
4 2 31

,Bp p p
λ −
λ ⋅λ −

= − − ⋅ π 4
5 1

1 ii
p p

=
= −∑  
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Apparemment, pour la variable d’intérêt, l’appartenance 
au groupe AU  formé des « tricheurs » est sensible, mais 
non l’appartenance à l’ensemble complémentaire .cAU  Par 
conséquent, conformément à la recommandation de la 
section 4, nous avons décidé d’utiliser le plan d’interroga-
tion 4ST  pour notre enquête et de le comparer à la stratégie 

2ST  de Warner. Nous avons fixé les valeurs λ  de perte de 
vie privée à 1 4λ =  et 0 .λ = ∞  D’après le tableau 2, nous 
avons calculé 1p = 0,75 et 4p = 0,25 comme étant les 
paramètres du plan 4ST  produisant la variance optimale. 
Pour réaliser ces probabilités, nous avons demandé aux 
étudiants de jeter deux dés sans montrer le résultat à 
quelqu’un d’autre et de répondre sur un questionnaire à la 
question « Avez-vous triché aux examens au moins une 
fois ? » uniquement si la somme des deux nombres obtenu 
avec les dés était comprise entre 5 et 10. Sinon, ils devaient 
simplement répondre « oui ». 

Avant le sondage, nous avons essayé d’expliquer les 
conséquences de cette stratégie de randomisation sur la 
protection de la vie privée. Après que les étudiants aient 
donné la réponse sur la première feuille du questionnaire, 
seules ces feuilles ont été recueillies. En tout, 63 des 
80 étudiants ont répondu « oui ». Nous nous attendions à ce 
que 20 des 80 étudiants le fassent parce qu’ils avaient reçu 
l’« instruction de dire oui ». Par conséquent, en principe, 43 
des 60 autres étudiants ont répondu « oui » à la question 
sensible. L’estimateur de Aπ  est donnée par  

4
44

1

ˆ 0, 7875 0, 25
0, 716ˆ

0, 75

ST

yST
A

p

p

π − −
π = = = .ɺ  

Pour ce sondage de population, la variance estimée de 
ˆ Aπ  est alors 

� 4 4 31

1

1
( ) (1 ) 1,181 10ˆ ˆST ST

A A

p
V

n p

−−
π = ⋅ − π = ⋅ .

⋅
 

Après avoir achevé ce plan d’interrogation, nous avons 
demandé directement aux étudiants d’indiquer sur la 
deuxième feuille du questionnaire s’ils avaient répondu 
sincèrement à la première question ou non. Quatre étudiants 
seulement ont répondu par la négative. Cela signifie, si cela 
est vrai, que quatre étudiants de plus ont sans doute 
effectivement triché. La question suivante à laquelle les 
étudiants devraient répondre était celle de savoir s’ils 
continueraient de coopérer si 1p  (de 4)ST  était supérieure 
à 0,75. En tout, 32 des 80 étudiants ont accepté de pour-
suivre, mais les autres non. Manifestement (au moins) 
quatre d’entre eux n’ont pas coopéré quand 1p  était égale à 
0,75. 

Enfin, nous avons appliqué la technique de Warner avec 
la même question sensible que pour le plan 4ST appliqué 
auparavant. Afin de nous approcher d’un niveau 1λ  de 4, 

indiquant la même perte de vie privée pour une réponse 
« oui » pour les deux plans d’interrogation, la somme des 
nombres affichés sur les deux dés devait être comprise entre 
3 et 9 pour appliquer un paramètre de plan 1 0,805.p = ɺ  
Les mesures λ  de perte de vie privée pour ce choix sont 
données par 1 0λ = λ = 4,143, indiquant une perte de vie 
privée un peu plus élevée que dans le cas du plan 4.ST  
Avec une probabilité de 0,805,ɺ  les étudiants devaient 
répondre à la question « Êtes-vous membre du groupe 

?AU  » et avec la probabilité restante, à la question alterna-
tive « Êtes-vous membre du groupe ?c

AU  ». 
Dans ces conditions, 38 seulement des 80 étudiants ont 

répondu « oui », ce qui donne une proportion estimée de 
« tricheurs » de  

2
22

1 2

ˆ 0, 475 0,194
0, 4590ˆ

0, 61

ST

yST
A

p

p p

π − −
π = = = .

−

ɺ
ɺ ɺ

ɺ
 

En plus de ce léger accroissement de la perte objective de 
vie privée, il existe une autre explication raisonnable pour ce 
résultat nettement plus faible. Quoique 1λ  n’ait pas telle-
ment varié, certaines personnes participant à l’expérience 
doivent avoir été irritées par l’accroissement de la valeur 1p  
jusqu’à 0 805. ɺ  après qu’on leur ait demandé pour 4,ST  si 
elles continueraient de coopérer si 1p  devenait plus élevée 
que 0,75. En n’étant plus capables de faire la distinction 
entre la perte de vie privée causée par divers paramètres de 
plans dans différents plans d’interrogation, certains « tri-
cheurs » ne voulaient plus continuer de répondre sincère-
ment. Simplement pour illustrer l’effet de divers plans 
d’interrogation sur l’efficacité du processus d’estimation, 
nous calculons l’estimateur de la variance de 2 :ˆ STAπ  

� 2 31 1
2

1

(1 )
( ) 5, 243 10ˆ

(2 1)
ST

A

p p
V

n p

−⋅ −
π = = ⋅ .

⋅ −
 

L’accroissement considérable de la variance estimée est 
dû au fait que la stratégie de Warner ne protège pas toujours 
une réponse « non » de la même manière qu’une réponse 
« oui ». Puisque, dans notre cas, une réponse « non » ne 
devait pas être protégée du tout, cette protection inutile a eu 
un prix en terme d’exactitude. 

 
6. Sommaire  

Les stratégies fondées sur la réponse aléatoire ont été 
élaborées au départ pour réduire les taux de non-réponses et 
de réponses mensongères aux questions sur des sujets 
sensibles dans les enquêtes par sondage, mais elles peuvent 
aussi être appliquées aux fichiers de microdonnées à grande 
diffusion comme méthodes de masquage. La standardisation 
de ces méthodes pour l’estimation de proportions exposée 
dans le présent article offre une occasion d’établir une 
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formule générale pour la variance de l’estimateur sous 
échantillonnage probabiliste. Différents plans d’interro-
gation, en partie publiés et en partie  –  autant que nous 
sachions  –  non publiés jusqu’à présent, peuvent être 
considérés comme des cas particuliers de la stratégie stan-
dardisée (voir le tableau 1). Afin de comparer l’exactitude 
de ces plans d’interrogation, il est essentiel de tenir compte 
du niveau de protection de la vie privée qu’ils offrent. 
L’utilisation, pour cela, des « mesures λ  » de la perte de vie 
privée décrites à la section 3 brosse un tableau entièrement 
différent de celui donné par presque toutes les publications 
antérieures connues de l’auteur. Il s’avère que les sujets 
identificatoires ou sensibles doivent être répartis en diverses 
catégories afin de trouver le plan d’interrogation à variance 
minimale pour un niveau donné de protection de la vie 
privée (voir le tableau 2). La première catégorie comprend 
les sujets qui n’ont aucun caractère sensible. La deuxième 
comprend les sujets pour lesquels la possession, mais non la 
non-possession, d’un certain attribut est embarrassante pour 
les enquêtés. La dernière catégorie regroupe les sujets qui, 
dans leur ensemble, ont un caractère sensible.  

Pour les sujets qui rentrent dans la première catégorie, il 
est tout à fait clair qu’aucune stratégie ne peut être plus 
efficace que l’interrogation directe ( 1ST  du tableau 1).  

En ce qui concerne les sujets de la deuxième catégorie, il 
n’existe qu’un seul plan d’interrogation permettant d’obtenir 
la variance minimale de l’estimateur. Il s’agit du plan selon 
lequel chaque enquêté doit, soit avec la probabilité 1,p  
répondre à la question sur l’appartenance au groupe ayant 
l’attribut sensible, soit avec la probabilité 11 ,p−  répondre 
« oui » ( 4).ST  Tous les autres cas particuliers de la 
stratégie standardisée protègent la vie privée de la personne 
interrogée, non seulement dans le cas d’une réponse « oui » 
comme le fait le scénario 4,ST  mais aussi dans le cas d’une 
réponse « non ». Par conséquent, leur performance ne peut 
pas atteindre le niveau de variance minimal réalisable. 

Pour les sujets appartenant à la troisième catégorie, nous 
montrons que, contrairement à ce qu’affirment les auteurs 
d’autres publications, il n’existe aucune autre stratégie 
donnant de meilleurs résultats que celle proposée par 
Warner en 1965, dans les conditions où l’appartenance au 
sous-groupe étudié a un caractère aussi sensible que l’ap-
partenance au complément de ce sous-groupe. De nombreux 
autres plans sont aussi efficaces que celui de Warner, mais 
aucun n’est plus efficace. 

Pour les variables de cette catégorie où l’appartenance à 
un groupe a un caractère sensible, mais pas aussi sensible 
que l’appartenance au groupe complémentaire, la situation 
change radicalement. Comparée sous les mêmes niveaux de 
protection de la vie privée, la méthode de Warner ne permet 
plus d’atteindre le meilleur résultat réalisable du plan 
randomisé standardisé, tandis que de nombreuses autres 

stratégies le permettent. Pour certains plans, y compris la 
question sur l’appartenance à une sous-population non 
sensible non reliée à l’attribut étudié, il est nécessaire de 
trouver une sous-population adéquate de taille relative 
prédéterminée. D’autres plans peuvent être appliqués à des 
sous-populations de toute taille et sont donc plus pratiques. 
Par conséquent, une personne qui veut recueillir ou publier 
des données pourrait choisir, parmi les plans d’interrogation 
ayant la même efficacité, celui qui semble pouvoir être 
appliqué plus facilement que les autres.  
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Annexe  

Preuves des théorèmes 1 et 2  
Preuve du théorème 1 :  
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La variance de l’estimateur (5) est donnée par 
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Pour ( ),ˆR iV x  nous avons 
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Cela complète la preuve du théorème 2. 
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Traitements de la non-réponse de lien dans l’échantillonnage indirect 

Xiaojian Xu et Pierre Lavallée 1 

Résumé 
Nous cherchons à corriger la surestimation causée par la non-réponse de lien dans l’échantillonnage indirect lorsque l’on 
utilise la méthode généralisée de partage des poids (MGPP). Nous avons élaboré quelques méthodes de correction pour tenir 
compte de la non-réponse de lien dans la MGPP applicables lorsque l’on dispose ou non de variables auxiliaires. Nous 
présentons une étude par simulation de certaines de ces méthodes de correction fondée sur des données d’enquête 
longitudinale. Les résultats des simulations révèlent que les corrections proposées de la MGPP réduisent bien le biais et la 
variance d’estimation. L’accroissement de la réduction du biais est significatif. 
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1. Introduction  
Par échantillonnage indirect, on entend la sélection 

d’échantillons dans une population qui n’est pas celle que 
l’on veut étudier, mais qui y est reliée. Un scénario 
d’échantillonnage de ce genre est souvent mis en œuvre 
lorsque l’on ne dispose pas de bases de sondage pour la 
population cible, mais que l’on en possède pour une autre 
population qui y est reliée. Nous appelons cette dernière la 
population d’échantillonnage. Par exemple, dans Lavallée 
(2007), nous considérons la situation où l’estimation a trait 
aux jeunes enfants dans les familles, mais où nous disposons 
seulement d’une liste de noms de parents comme base de 
sondage. Par conséquent, nous devons d’abord sélectionner 
un échantillon de parents avant de pouvoir sélectionner 
l’échantillon d’enfants. Dans cette situation type d’échan-
tillonnage indirect, la population d’échantillonnage est celle 
des parents, tandis que la population cible est celle des 
enfants. Il convient de souligner que les enfants d’une 
famille particulière peuvent être sélectionnés par l’entremise 
de leur père ou de leur mère. La figure 1 donne une 
illustration simple de ce scénario d’échantillonnage indirect 
(figure 1.2, Lavallée 2007). 

La littérature concernant les problèmes d’estimation 
associés à l’échantillonnage indirect est abondante et nous 
ne nommerons que quelques-uns de ces travaux ici. Ernst 
(1989) est le premier à discuter des méthodes appliquées 
pour produire des estimations transversales au moyen de 
données provenant d’une enquête-ménages longitudinale. Il 
présente la méthode de partage des poids dans le contexte 
d’une enquête longitudinale et montre aussi qu’elle fournit 
un estimateur sans biais du total pour toute caractéristique 
de la population d’intérêt. Kalton et Brick (1995) concluent 
qu’une telle méthode fournit aussi la variance minimale du 
total de population estimé sous certains scénarios d’échan-
tillonnage simples pour une enquête-ménages longitudinale 

par panel. Lavallée (1995) étend la méthode de partage des 
poids à un contexte tout à fait général d’échantillonnage 
indirect qui comprend l’enquête longitudinale comme cas 
particulier, pour obtenir la méthode généralisée de partage 
des poids (MGPP). Il montre que ce scénario de pondération 
produit des estimations sans biais quel que soit le plan 
d’échantillonnage utilisé pour obtenir un échantillon de la 
population d’échantillonnage. Comme cela est le cas de tout 
scénario de pondération, la mise en œuvre de la MGPP 
requiert une correction pour divers problèmes de non-
réponse. Lavallée (2001) fournit une MGPP corrigée tenant 
compte des problèmes de non-réponse dans l’échantillonnage 
indirect. Ce dernier comporte un autre type de non-réponse, 
dénommée non-réponse de lien (link nonresponse) et que 
Lavallée (2001) avait appelée « non-réponse de relation 
(relationship nonresponse) », dû au fait qu’il est impossible 
de déterminer, ou que l’on n’a pas réussi à déterminer, si 
une unité de la population d’échantillonnage est apparentée 
(liée) à une unité dans la population cible. Lavallée (2001) 
souligne qu’en cas de non-réponse de lien, la MGPP donne 
lieu à une surestimation, mais laisse ouverte la question de 
la correction qu’il convient d’apporter pour tenir compte de 
la non-réponse de lien. L’objectif de la présente étude est 
d’élaborer des méthodes pour traiter le biais d’estimation 
causé par cette non-réponse de lien. 

La présentation de la suite de l’article est la suivante. À la 
section 2, nous décrivons la notation et le problème étudié. 
À la section 3, nous proposons quelques modifications de la 
MGPP en vue d’intégrer la non-réponse de lien. À la 
section 4, nous décrivons une étude par simulation portant 
sur un ensemble de données réelles et à la section 5, nous 
présentons certaines conclusions. Il convient de souligner 
que nous nous servons dans le présent article d’une étude 
par simulation pour illustrer les progrès réalisés grâce aux 
nouvelles méthodes, et que d’autres contributions théoriques 
à la résolution du problème peuvent être consultées dans 
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Lavallée (2002), Deville et Lavallée (2006), et Lavallée 
(2007). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1 Échantillonnage indirect d’enfants 

 
2. Notation et problème  

Soit AU  et BU  la population d’échantillonnage et la 
population cible, respectivement. Donc, AU  est la 
population reliée à BU  pour laquelle existe une base de 
sondage connue. Soit ,A As M  et ,Am  un échantillon tiré de 

,AU  le nombre d’unités dans AU  et le nombre d’unités 
dans ,As  respectivement. Soit A

jπ  la probabilité de sélection 
de la ej  unité dans ,AU  avec > 0A

jπ  et 1 .
A A AM

j j m=∑ π =  
Nous utilisons également la notation suivante : , ,B B

iM N U  
et ,BiM  le nombre d’unités dans ,BU  le nombre de grappes 
dans ,BU  la ei  grappe de BU  avec 1 ,N B B

i iU U=∪ =  et le 
nombre d’unités dans la ei  grappe ,BiU  respectivement. 

Soit , ,j ikl  une variable indicatrice de l’existence d’un 
lien : , 1j ikl =  indique qu’il existe un lien entre la ej  unité 
de AU  et la ek  unité de ,BiU  tandis que , 0j ikl =  indique 
qu’il n’existe pas de lien. Soit aussi , ,

B
j iL  le nombre total de 

liens existants entre l’unité j de AU  et les unités de ,BiU  
c’est-à-dire 1, , .

B
iMB

kj i j ikL l=∑=  Soit ,BiL  le nombre total de 
liens existants entre les unités de AU  et les unités de ,BiU  
c’est-à-dire 1 , .

AMB B
ji j iL L=∑=  Nous désignons par iky  les 

caractéristiques de la ek  unité de la ei  grappe dans la 
population BU , et par BY  le total de tous les .iky′  Nous 
avons alors 1 1 .

B
iMB N

i k ikY y= =∑ ∑=  
Désignons par BΩ  les grappes dans BU  où il existe au 

moins une unité ik  telle que , 1j ikl =  pour une ej  unité 
dans ,As  et disons qu’elle peut être identifiée par les unités j 
dans ,As  c’est-à-dire qu’une telle unité i satisfait B

iL =  

1 1 , > 0.
BA
iMM

j k j ikl= =∑ ∑  Le nombre de grappes dans BΩ  est n. 
Après l’échantillonnage, nous avons réétiqueté les grappes 
comprises dans BΩ  au moyen de l’indice 1, 2, , .i n= …  
Nous désignons par ikw  le poids d’estimation appliqué à la 

ek  unité de la ei  grappe, par A

iΩ  l’ensemble d’unités 
comprises dans AU  qui ont des liens avec certaines unités 
comprises dans B

iU  avec ,Bi∈Ω  et par AΩ  l’ensemble 
d’unités comprises dans AU  qui ont des liens avec certaines 
unités comprise dans ,BΩ  c’est-à-dire AΩ =  
{ | 0}.B

B
i j ij L∈Ω ,∑ ≠  Nous utilisons A

is  pour indiquer 
l’ensemble d’unités dans As  qui ont des liens avec certaines 
unités de B

iU  avec .Bi∈Ω  Soit ,A A

iT T  et ,Aim  le nombre 
d’unités dans ,AΩ  le nombre d’unités dans A

iΩ  et le 
nombre d’unités dans ,Ais  respectivement. Enfin, nous 
utilisons les trois indicateurs suivants : soit jt  la variable 
indicatrice de sélection dans : 1A

js t =  indique que la ej  
unité de AU  est dans As  et 0jt =  indique le contraire. Soit 
L
jt  la variable indicatrice d’inclusion dans As  pour les 

unités de : 1A L
jtΩ =  indique que la ej  unité de AΩ  est 

dans As  et 0L
jt =  indique le contraire ; soit, enfin, ,

L
j it  la 

variable indicatrice d’inclusion dans A

is  pour les unités de 

,: 1A L
i j itΩ =  indique que la ej  unité de A

iΩ  est dans A

is  et 

, 1L
j it =  indique le contraire. 
Notre objectif est d’estimer le total ,BY  qui est notre 

paramètre d’intérêt, pour la population cible BU  qui est 
divisée en N grappes. Pour le faire, nous sélectionnons un 
échantillon As  dans AU  avec la probabilité de sélection 

.Ajπ  Puis, nous identifions BΩ  en utilisant , 0.j ikl ≠  Toutes 
les unités des grappes comprises dans BΩ  font partie de 
l’étude dans laquelle nous mesurons iky  et l’ensemble des 

, .j ikl  
En appliquant la MGPP, nous attribuerons un poids 

d’estimation ikw  à chaque unité k des grappes étudiées i. 
Ces poids peuvent être choisis de manière appropriée pour 
que l’estimateur de :BY  

1 1

ˆ
B
iMn

B

ik ik

i k

w yY
= =

=∑ ∑  (1) 

donne de bons résultats pour l’estimation de .BY  
Nous souhaitons estimer la quantité BY  en utilisant ˆ .BY  

En suivant Horvitz et Thompson (1952), posons que ikw  est 
égal à l’inverse de la probabilité de sélection, ,ikπ  de la 

ek  unité de B

iU  dans la population cible. Alors, ˆ BY  donne 
un estimateur sans biais de .BY  Cependant, le calcul de ikπ  
est difficile, voire même impossible, dans le cas qui nous 
occupe, à cause de la complexité du scénario d’échan-
tillonnage indirect. Par conséquent, nous introduisons la 
MGPP pour résoudre ce problème. Pour la commodité du 
lecteur, nous donnons ici les grandes lignes de la MGPP en 
calculant les poids pour chaque grappe qui a été observée.  

Étape 1 : Fournir les poids initiaux ikw′  

1

;
AM

j

ik j ik A
j j

t
w l ,

=

′ =
π

∑  (2) 
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Étape 2 : Calculer B

iL   

1 1

;
B A
iM M

B

i j ik
k j

L l ,
= =

= ∑ ∑  (3) 

 
Étape 3 : Obtenir le poids final iw   

1 ;

B
iM

ik
k

i B

i

w

w
L

=

′
=
∑

 (4) 

Étape 4 : Poser que ik iw w=  pour tout k dans la 
ei  grappe.  
Il découle du théorème de la section 3 de Lavallée (2001) 

que 

1

1 1

ˆ

A

B
i

M
jB

j i A Mn
j jB

ikB
i ki

t
L

yY
L

,
=

= =

π
=

∑
∑ ∑  (5) 

offre un estimateur sans biais de BY  à condition que tous 
les liens ,j ikl  puissent être identifiés correctement. Les 
poids d’estimation attribués dans (5) sont 

1

pour toutes les unités dans la

, grappe quand est dans ;

0 quand n'est pas dans .

A

ik

M
jB

j i A
j j B

B

i

B

w

kt
L

i i
L

i

,
=

=




π Ω



 , Ω

∑
 

(6)
 

Un exemple simple est illustré à la figure 2. Nous 
voulons estimer le total BY  lié à la population cible .BU  
Supposons que nous sélectionnons les unités 1j =  et 2 dans 

.AU  En sélectionnant l’unité 1,j =  nous étudions les unités 
de la grappe 1.i =  De même, en sélectionnant l’unité 

2,j =  nous étudions les unités des grappes 1,i =  et 2. Par 
conséquent, nous avons {1, 2}.BΩ =  Pour chaque unité k 
des grappes i de ,BΩ  nous calculons les poids initiaux ikw′  
donnés par (2), le nombre total de liens qui existent entre les 
unités de AU  et les unités de , ,B B

i iU L  et les poids finaux 
.ikw  Alors, d’après (5), l’estimateur résultant de BY  prend 

la forme qui suit (voir Lavallée 2007, pages 17 et 18 pour 
plus de précisions) : 

11
1 2

12 21 22 23
1 2 2 2 2

1 1 1
ˆ

2

1 1 1 1 1 1
.

2 3 3 3

B

A A

A A A A A

yY

y y y y

 
= + 

π π 

 
+ + + + + 

π π π π π 

 

(7)

 

Soulignons que, dans le cas de l’estimateur pour lequel 

,j ikl  est connu, la seule hypothèse pour l’absence de biais 
est que 0B

iL >  pour toutes les grappes i  dans .BU  
Autrement dit, chaque grappe de la population cible doit 
posséder au moins un lien provenant de .AU  Nous savons 
que si certains liens manquent, l’estimateur (5) sera biaisé. 
En cas de non-réponse de lien, comme il est mentionné dans 
Lavallée (2001), on ne peut déterminer .BiL  Habituellement, 
l’utilisation du nombre total de liens observés pour 
remplacer cette quantité inconnue produit une surestimation 
de BY  parce que certaines composantes des liens manquent 
réellement dans la sommation .BiL  Ce problème est 
exactement celui que nous nous proposons d’examiner dans 
la présente étude et nous essayons de corriger les poids 
d’estimation ikw  en estimant B

iL  de façon à obtenir une 
meilleure estimation de .BY  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 2 Exemple de liens dans l’échantillonnage indirect 

 
3. Traitements du biais dans les estimations  
Comme nous l’avons mentionné à la section 1, le biais 

observé dans les estimations lorsque l’on utilise la MGPP 
est causé par des problèmes de non-réponse de lien. Dans 
cette situation, il est impossible d’identifier et d’observer 
tous les éléments composant .BiL  En pratique, bien qu’on 
puisse normalement déterminer les liens entre les unités de 

As  et celles de ,BU  il est souvent difficile, voire même 
impossible, d’identifier les parties des liens en dehors de 

.As  Nous disons que de telles unités ont des liens 
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manquants avec .BU  Soit A A A\ s∆ = Ω  l’ensemble 
d’unités pour lesquelles des liens pourraient manquer. Alors, 

1 1

.
B B
i i

A A

M M
B

i j ik j ik
k kj s j

L l l, ,
= =∈ ∈∆

= +∑ ∑ ∑ ∑  (8) 

Si nous exécutons la MGPP sans tenir compte de ces liens 
manquants, nous nous servons du total des ,j ikl  observés 
comme valeur de *B

iL  pour calculer ˆ BY  en utilisant 

0

*

1 1

,
B B
i i

A A

M M
B

i j ik j ik
k kj s j

L l l, ,
= =∈ ∈∆

= +∑ ∑ ∑ ∑  (9) 

où 0
A∆  est un sous-ensemble de A∆  qui contient 

uniquement les unités dont les liens sont observés. Le prix 
de cette approche est la surestimation de BY  en utilisant (5), 
puisque 

*.B B

i iL L≥  

 
Nous proposons quelques méthodes pour appliquer la 
MGPP en tenant compte de la non-réponse de lien dans 
l’estimation de .BiL   
3.1 Estimation de B

iL  en l’absence de variables 
auxiliaires  

3.1.1 Estimation de  B

iL  par ajustement proportionnel 
pour chaque grappe (méthode 1)  

Pour aborder le problème de la non-réponse de lien, nous 
nous concentrons sur l’estimation de B

iL  en utilisant 
l’information connue sur les liens à l’intérieur de .As  Pour 
calculer les poids donnés par (6) en utilisant la MGPP, il 
nous suffit d’estimer B

iL  pour les .Bi∈Ω  Pour tout ,Bi∈Ω  

,
1

.
A
iT

B B

i j i
j

L L
=

=∑  (10) 

Un estimateur général de ce total peut s’exprimer sous la 
forme 

, ,
1

ˆ ,
A
iT

B L B

i j i j i
j

L w L
=

=∑  (11) 

où ,
L
j iw  est un poids aléatoire qui prend la valeur , 0L

j iw =  si 
j n’est pas dans l’échantillon .Ais  Pour chaque ,Bi∈Ω  nous 
utilisons l’information connue sur les liens entre A

is  et B

iU  
pour estimer l’information sur les liens entre A

iΩ  et .BiU  
L’espérance de ˆBiL  est 

, ,
1

ˆ( ) ( ) .
A
iT

B L B

i j i j i
j

E L E w L
=

=∑  (12) 

En comparant (10) et (12), nous constatons que ˆBiL  est sans 
biais pour B

iL  sous tout scénario de pondération avec 

,( ) 1L
j iE w =  pour tout j. 

Pour commencer, nous adoptons l’estimateur d’Horvitz-
Thompson (Horvitz et Thompson 1952), également appelé 
estimateur π  (Särndal, Swensson et Wretman 1991). 
Notons qu’en vertu de la définition de ,A A A

i i isΩ Ω ⊃  pour 
tout i. Nous imitons une procédure d’estimation du nombre 
de liens dans A

iΩ  en utilisant celui dans .Ais  La procédure 
consiste à sélectionner un « échantillon » A

is  dans la 
« population » .AiΩ  Soit ,

L
j iπ  la probabilité que j (qui est 

dans A

iΩ ) soit incluse dans .Ais  Posons alors que 

1 , est dans ,

0, est dans .

L A
L j i i
j i A A

i i

j s
w

j \ s

,
,

 /π
= 

Ω
 (13) 

Selon le corollaire 3.1 dans Cassel, Särndal et Wretman 
(1977), ce scénario de pondération donne un estimateur sans 
biais de .BiL  Nous avons 

1

ˆ .
A
i

B LT
j i jB

i L
j j i

L t
L

,

= ,

=
π

∑  (14) 

Cela nous donne un estimateur asymptotiquement sans biais 
(la preuve suit) de :BY  

1

1 1

1

.

A

B
i

A
i

M
jB

j i A Mn
j jB

ikB LT
i kj i j i

L
j j i

t
L

yY
L t

,
=

= =, ,

= ,

π
=

π

∑
∑ ∑

∑
ɶ  (15) 

Afin de démontrer l’absence de biais de cet estimateur, 
nous employons un développement en série de Taylor. 
Selon le corollaire 5.1.5 (Fuller 1996), nous obtenons 

2
2

1
2

1 1 1 ˆ ˆ( ) ([ ] )
ˆ ( )

1 ˆ(2 ) ( ).
( )

B B B B

i i i iB BB
i ii

B B

i i pB

i

L L O L L
L LL

L L O n
L

−

= − − + −

= − +

 

Il s’ensuit que  

1/ 2
2

1 1 ˆlim (2 ) 0.
ˆ ( )

B B

i iB B
i i

p n L L
L L

   
 − − = 
    

  

Par conséquent, en vertu du théorème 5.2.1 (Fuller 1996), la 
loi limite de 1/ 2 ˆ[1/ ]B

in L  est la loi limite de 
1/ 2 2 ˆ[1/( ) (2 )].B B B

i i in L L L−  Nous notons que BYɶ  est une 
fonction de la variable aléatoire jt  ainsi que de la variable 
aléatoire , ;

L
j it  par conséquent, nous désignons l’espérance 

de BYɶ  par rapport à jt  par ( )
jt

E ⋅  et celle par rapport à ,
L
j it  

par 
,
( ).L

j it
E ⋅  D’où nous obtenons asymptotiquement 
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2
1 1

1 1

1 1 1

( )

1
2

( )

1

A
i

L
j j i

BA
i

BA
i

j

B

B LTn
j i j iB

t i Lt B
i j j ii

MM
jB B

j i ikA
j kj

Mn M
jB

t j i ikB A
i j ki j

E Y

L t
E E L

L

t
L y

t
E L y

L

,

, ,

= = ,

,
= =

,
= = =

   
 ≈ −   π  


Ωπ  

 
=   π 

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

ɶ

 

(16)

 

1 1 1

1

ˆ( ).

BA
i

j

j

Mn M
jB

t j i ikB A
i j ki j

B

t

t
E L y

L

E Y

,
= = =

  
 =    π  

=

∑ ∑ ∑
 

(17)
 

Selon Lavallée (1995), ˆ( ) .
j

B B

tE Y Y=  Par conséquent, BYɶ  
est un estimateur approximativement sans biais de .BY  

Maintenant, nous devons calculer , .
L
j iπ  Il s’agit d’une 

fonction de ,Ajπ  mais pourtant elle dépend de la façon dont 
A

is  influe sur ,BiU  donc sur .AiΩ  Ce genre d’effet est 
difficile à dépister et varie d’un cas à l’autre ; cependant, 
nous pouvons en donner une estimation générale. La 
première approche que nous proposons ici est d’estimer la 
probabilité de sélection, , ,

L
j iπ  en utilisant la proportion 

d’unités de As  qui prennent dans ,AΩ  c’est-à-dire 

(1) .ˆ
A

L i
j i A

i

m

T
, =π  (18) 

Donc,  

,(1)
(1)

1 ,

,
1

ˆ
ˆ

.

A
i

A
i

B LT
j i jB

i L
j j i

A m
Bi
j iA

ji

L t
L

T
L

m

=

=

=
π

=

∑

∑

 

(19)

 

et 

,
1(1) (1)

1 1 1 1

,
1

ˆ ,

A

B B
i i

A
i

M
jB

j i A M Mn n
j jB

ik i ikA m
i k i kBi

j iA
ji

t
L

Y y w y
T

L
m

=

= = = =

=

π
= =

∑
∑ ∑ ∑ ∑

∑
 (20) 

avec 

1(1)

1

A

A
i

Bm
j i

AA
j ji

i A m
i B

j i

j

L

m
w

T
L

,

=

,
=

π
= .

∑

∑
 (21) 

Revenons à l’exemple de la figure 2, en supposant qu’il 
existe deux non-réponses de lien qui se produisent entre 
l’unité 3j =  dans AU  et les unités 1, 2k =  de la grappe 

2i =  dans .BU  Si nous utilisons la MGPP sans correction 
donnée par (5), l’estimateur résultant de BY  n’est plus (7). 
À la place, nous avons 

11 12
1 2 1 2

21 22 23
2 2 2

1 1 1 1 1 1
ˆ

2 2

1 1 1
,

B

A A A A

A A A

y yY

y y y

   
= + + +   

π π π π   

+ + +
π π π

 

(22)

 

qui comporte un biais. Afin d’appliquer (20), nous 
commençons par calculer / .A A

i im T  Les poids résultant de 
l’application de la méthode (1) donnés par (21) pour cet 
exemple sont présentés au tableau 1. Donc, cette méthode 
modifiée donne l’estimateur : 

11 12
1 2 1 2

21 22 23
2 2 2

1 1 1 1 1 1
ˆ

2 2

1 1 1
,

2 2 2

B

A A A A

A A A

y yY

y y y

   
= + + +   

π π π π   

+ + +
π π π

 

(23)

 

qui est moins biaisé que (22). 
 
Tableau 1 
Poids initiaux, nombre total de liens qui ont répondu et poids 
finaux selon (21) 
 

i k ′ikw  B
iL  A

im  A
iT  /A A

i im T  (1)
iw  

1 1 11/ Aπ  1 2 2 1 1 21/ 2(1/ 1/ )A Aπ + π  

1 2 21/ Aπ  1 2 2 1 1 21/ 2(1/ 1/ )A Aπ + π  
2 1 0 0 

(manquant) 
1 2 1/2 21/ 2 Aπ  

2 2 21/ Aπ  1 (un lien 
manque) 

1 2 1/2 21/ 2 Aπ  

2 3 0 0 1 2 1/2 21/ 2 Aπ  

 
3.1.2 Estimation de B

iL  par ajustement 
proportionnel global (méthode 2)  

Dans l’approche précédente, l’information concernant 
A

im  et A

iT  est nécessaire pour chaque grappe i. En sup-
posant que nous ignorons la variation de A

iΩ  parmi toutes 
les grappes i, nous proposons simplement d’utiliser 
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,*

1

A B LT
j i jB

i L
j j

L t
L

=

=
π

∑  (24) 

en nous servant de l’information sur les liens dans As  pour 
estimer l’information sur les liens dans ,AT  où L

jt  est la 
variable indicatrice de la présence dans As  en provenance 
de .AΩ  Nous devons maintenant calculer .Ljπ  De nouveau, 
il s’agit d’une fonction de A

jπ  qui dépend pourtant de la 
complexité des effets de As  sur ,BΩ  donc sur .AΩ  Le 
calcul est compliqué et varie d’un cas à l’autre sans avoir de 
forme générale, mais nous pouvons habituellement donner 
une estimation grossière de la valeur. 

La deuxième approche que nous proposons ici consiste à 
estimer L

jπ  en utilisant la proportion d’unités dans As  qui 
apparaît dans ,AΩ  c’est-à-dire * / .L A A

j m Tπ =  Cela nous 
informe que  

(2)

1

ˆ .
AA m

B B

i j iA
j

T
L L

m
,

=

= ∑  (25) 

Dans le cas de plans de sondage aléatoires simples avec 
ou sans stratification, (2)ˆB

jL  donne un estimateur sans biais 
de .BiL  Pour les plans plus complexes, il fournit un esti-
mateur fondé sur un modèle sans biais sous l’hypothèse (A) 
de la façon suivante : 

(A) Supposons que pour toute grappe i, la moyenne de 
tous les liens existants associés avec toutes les unités 
comprises dans l’échantillon As  est la même que celle des 
liens existants associés à toutes les unités comprises dans 

,AU  c’est-à-dire 

1 1 .

A A
m M

B B

j i j i
j j

A A

L L

m T

, ,
= ==
∑ ∑

 (26) 

Donc, les poids d’estimation sont donnés par 

1(2) (2)

1

, pour toutes les unités

dans la grappe .

A

A

M
jB

j i AA
j j

ik i A M
B

j i j
j

t
L

m
w w k

T
L t

i

,
=

,
=

π
= =

∑

∑
 (27)

 

Il s’ensuit que BY  peut être estimé par 

1(2) (2)

1 1 1 1

1

ˆ ,

A

B B
i i

A

Bm
j i

AA M Mn n
j jB

ik i ikA m
i k i kB

j i
j

L

m
y w yY

T
L

,

=

= = = =
,

=

π
= =

∑
∑ ∑ ∑ ∑

∑
 (28) 

Revenons à l’exemple de la figure 2 avec deux non-
réponses de lien qui surviennent entre l’unité 3j =  dans 

AU  et les unités 1, 2k =  de la grappe 2i =  dans .BU  
Afin d’appliquer (28), nous calculons d’abord / .A Am T  
Pour notre exemple, nous avons 2Am =  et 3.AT =  
L’estimateur résultant de BY  en utilisant la méthode 
d’ajustement (2) pour cet exemple est alors 

11 12
1 2 1 2

21 22 23
2 2 2

2 1 1 1 1 1 1
ˆ

3 2 2

1 1 1
.

B

A A A A

A A A

y yY

y y y

    
= + + +    

π π π π    


+ + + 

π π π 

 

(29)

 

Par conséquent, la correction faite dans (28) est différente de 
celle résultant de la méthode (1) dans cet exemple. 

Nous savons que (1 ou 2) (1 ou 2)ˆ ˆvar( ) var{ ( )}B B AY E Y s= | +  
(1 ou 2)ˆ{var( )}.B AE Y s|  L’espérance et la variance inté-

rieures (conditionnellement à As ) sont calculées sur tous les 
ensembles possibles de liens ,j ikl  « répondants » sachant 
l’échantillon As , tandis que l’espérance et la variance 
extérieures sont calculées sur tous les échantillons As  
possibles. En général, les corrections faites ci-dessus 
n’éliminent pas le deuxième terme qui dépend du caractère 
aléatoire de , .j ikl   
3.2 Estimation de B

iL  en disposant de variables 
auxiliaires  

3.2.1 Estimation de j,ikl  en utilisant un modèle  
 logistique  

Les méthodes d’estimation de B

iL  proposées à la section 
3.1 sont faciles à appliquer et ne nécessitent pas d’infor-
mation supplémentaire. Toutefois, les hypothèses peuvent 
être violées, ce qui produit une estimation indésirable. Par 
exemple, ,

B
j iL  peut dépendre de certaines caractéristiques de 

l’unité j et de la grappe i. 
Nous supposons que la probabilité qu’il existe un lien 

entre une unité dans la population d’échantillonnage et une 
unité dans la population cible dépend de certaines variables 
auxiliaires en spécifiant un modèle de régression logistique. 
Nous pouvons estimer cette fonction de probabilité de façon 
que l’estimation de la quantité d’intérêt dans la population 
cible soit désirable. Soit , ,( 1)j ik j ikP P l= =  qui est affectée 
par un certain vecteur de variables A

jx  dans AU  et B

ikx  dans 
.BU  
Nous pouvons ajuster le modèle logistique 

log
1

j ik A B
j ik

j ik

P

P

,

,

 
′ ′= +  − 

a x b x  (30) 
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en utilisant les liens observés et leurs variables caracté-
ristiques correspondantes. Les vecteurs de paramètres 
inconnus a  et b  peuvent être estimés. Nous proposons 
d’imputer les liens ,j ikl′  par leur probabilité estimée : 

ˆˆ

, ˆˆ
ˆ ,

1

A B
j ik

A B
j ik

j ik

e
P

e

′ ′+

′ ′+
=

+

a x b x

a x b x
 (31) 

où ˆˆ( , )a b  est un estimateur de ( , ) ;a b  par exemple, nous 
utilisons l’estimateur du maximum de vraisemblance 
(pseudo-vraisemblance) pondéré. Nous obtenons alors 

0 0

0 0

(3)

\( )

ˆˆ

ˆˆ
1\( )

ˆ ˆ

.
1

A A A A A

A BB
j iki

A B
j ikA A A A A

B

i j i j i

j s j s

M

j i
kj s j s

L L L

e
L

e

, ,
∈ ∪∆ ∈Ω ∪∆

′ ′+

, ′ ′+
=∈ ∪∆ ∈Ω ∪∆

= +

= +
+

∑ ∑

∑ ∑ ∑
a x b x

a x b x

 

(32)

 

En remplaçant B

iL  par (3)ˆ ,B

iL  (5) nous donne un estimateur 
convergent de BY  quand le modèle spécifié dans (30) est 
correct et que ˆˆ( , )a b  est convergent. Notons qu’il existe 
d’autres options que le modèle logistique, telles que les 
modèles logit et log-log complémentaire. Pour plus de 
renseignements, consulter Draper et Smith (1998). Ces 
auteurs mentionnent aussi que le choix du modèle n’est pas 
toujours évident en pratique.  
3.2.2 Estimation directe de B

iL  en utilisant un modèle 
 log-linéaire  

Nous considérons qu’il existe un vecteur de variables B

ix  
qui affecte la valeur de .BiL  Cela signifie que le nombre 
total de liens dans une grappe varie seulement en fonction 
des caractéristiques de la grappe proprement dite. En 
utilisant le modèle log-linéaire, nous pouvons proposer 
l’expression suivante : 

log( ) .B T B

i iL = θ x  (33) 

Si la qualité de l’ajustement est raisonnable, nous pouvons 
estimer B

iL  directement par 

ˆ(4)ˆ ,
T B

iB

iL eθ= x  (34) 

où θ̂  est un estimateur de .θ  Si θ̂  est convergent, après 
remplacement de B

iL  par (4)ˆB
iL , (5) nous donne un 

estimateur convergent de .BY  Nous notons que (4)ˆB
iL  

pourrait avoir une valeur non entière et donc devoir être 
arrondi à la valeur entière la plus proche.  

4. Étude par simulation  
Si, sous un plan de sondage longitudinal, on souhaite 

produire des estimations transversales à un point particulier 
dans le temps après le point de départ, la situation devient 

un exemple pratique de problème d’échantillonnage 
indirect. Puisque la population évolue au cours du temps, la 
population cible n’est pas la même que la population initiale 
à partir de laquelle a été tiré l’échantillon longitudinal. À la 
présente section, nous utiliserons l’Enquête sur la dyna-
mique du travail et du revenu (EDTR) comme exemple pour 
démontrer la performance d’un des estimateurs que nous 
avons présentés à la section 3.1. 

Le plan d’échantillonnage de l’EDTR est décrit en détail 
dans Lavallée (1993). Certains termes que nous utilisons 
dans le présent article, tels que cohabitants, individus 
initialement présents et individus initialement absents, sont 
ceux utilisés dans Lavallée (1995). Les individus initiale-
ment absents dans la population sont ceux qui ne faisaient 
pas partie de la population durant l’année où l’échantillon 
longitudinal a été sélection, mais qui sont considérés dans 
l’échantillon ultérieur ; font partie de ce groupe les nouveau-
nés et les immigrants. Après l’année initiale de sélection, la 
population compte des individus longitudinaux, des 
individus initialement présents et des individus initialement 
absents. Si nous nous concentrons sur les ménages 
contenant au moins un individu longitudinal (c’est-à-dire les 
ménages longitudinaux), les individus initialement présents 
ou absents qui se joignent à ces ménages sont appelés 
cohabitants. 

Dans cet exemple particulier, AU  est la population à 
l’année initiale, disons 0 ,yr  de l’enquête longitudinale et 

BU  est la population durant n’importe quelle année, disons 
l’année ,tyr  après l’année initiale. L’échantillon As  est 
formé de tous les individus longitudinaux. ,j iL  est une 
variable binaire ; sa valeur est 1 si l’individu j vit dans le 
ei  ménage à l’année tyr  et elle est 0 autrement. B

iL  est le 
nombre total de personnes longitudinales et de cohabitants 
initialement présents à l’année 0yr  qui vivent dans le ei  
ménage à l’année .tyr  

Pour un individu longitudinal, le lien sera de type un à un 
(biunivoque). Dans le cas des cohabitants, il est fort 
probable qu’il sera impossible d’identifier le lien quelques 
années après l’année initiale de l’enquête, à cause, par 
exemple, des nouvelles naissances et de l’immigration ; en 
outre, plus la proportion de cohabitants dans la population 
cible est élevée, plus cette probabilité devient forte. Par 
exemple, dans le panel 3 de l’EDTR, les cohabitants 
représentaient 7,8 % de 47 377 individus en l’an 2000, 
c’est-à-dire un an après l’année initiale. La proportion était 
passée à 13,87 % en l’an 2002 (trois ans plus tard) et à 
15,22 % en 2003 (quatre ans plus tard). Nous voyons donc 
que l’on ne peut pas fermer les yeux sur les non-réponses de 
lien chez une proportion aussi importante de cohabitants. 
Comme nous disposons d’information observée, nous 
exécutons l’estimation de B

iL  par les deux types d’ajus-
tements proportionnels que nous avons proposés aux 
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sections 3.1.1 et 3.1.2. Afin d’évaluer les propriétés des 
estimations obtenues par ces approches, nous exécutons une 
étude par simulation en nous servant des données de 
l’EDTR. Nous nous intéressons aux estimations trans-
versales pour quatre variables de revenu pour l’année 2003. 
Ces quatre variables sont le revenu total avant impôt, le 
revenu total après impôt, les gains (c’est-à-dire les traite-
ments et salaires avant retenues et le revenu d’un travail 
autonome) et les salaires et traitements avant retenues 
(également appelés revenu d’emploi). Nous nous intéressons 
au total de population pour ces quatre variables. Nous avons 
estimé ces quatre grandeurs d’intérêt aux niveaux national et 
provincial. 

Dans une enquête longitudinale, le nombre total de liens 
dans la grappe i n’est généralement pas supérieur au nombre 
total d’individus dans cette grappe ni inférieur au nombre 
d’individus longitudinaux dans cette grappe. Puisque B

iT  
est inconnu, nous remplaçons B

iT  par B

iM  dans (5) pour 
notre étude par simulation. 

Premièrement, nous supposons que les liens entre toutes 
les unités sélectionnées durant l’année initiale (1999) et 
toutes les unités présentes dans l’ensemble de la population 
en 2003 sont spécifiées correctement. Puis, nous calculons 
les totaux en utilisant la MGPP. Nous utilisons ces totaux 
comme estimations cibles, c’est-à-dire les valeurs 
« réelles. » 

Deuxièmement, nous supprimons aléatoirement 50 % 
des liens associés aux individus initialement présents en 
convertissant aléatoirement certains cohabitants initialement 
présents en cohabitants initialement absents. Le nombre de 
liens enlevés de la sorte représente environ 6,3 % de la 
population totale à laquelle nous nous intéressons, dont la 
taille est de 30 224. Sans aucune correction, nous recal-
culons l’estimation en utilisant la MGPP. Nous utilisons 
cette estimation comme estimation de référence c’est-à-dire 
le « placebo ». 

Troisièmement, nous estimons les mêmes quantités en 
utilisant la MGPP avec les méthodes d’ajustement 
proportionnelles, c’est-à-dire les méthodes (1) et (2) de la 
section 3.1, pour voir si les estimations sont suffisamment 
proches de la « valeur réelle » et déterminer l’importance de 
l’amélioration due à ces ajustements. 

Cette étude par simulation en utilisant les données de 
l’EDTR démontre que la méthode proposée donne de très 
bons résultats en ce qui concerne la correction de la 
surestimation due à la non-réponse de lien. 
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Puis, en nous servant des méthodes (1) et (2) de la 
section 3.1, nous estimons BY  par 

(1) moyen
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et 
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B

i ikA
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m
Y w y

T = =

= ∑ ∑  (37) 

respectivement.  
Notons que moyen

iw  est le poids moyen des personnes 
longitudinales qui vivent dans le ei  ménage durant l’année 

.tyr  Par conséquent, il est également raisonnable d’utiliser à 
sa place le poids médian : 

moyen 1
la médiane de , 1, 2, , .Ai A

j

w j m= =
π

…  (38) 

pour accroître la robustesse des estimations. De même, nous 
estimons BY  par 

(1) moyen
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B
iA Mn

B i
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m
Y w y

T= =

= ∑ ∑  (39) 

et 

(2) médian
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1 1

ˆ .
B
iA Mn

B

i ikA
i k

m
Y w y

T = =

= ∑ ∑  (40) 

Les comparaisons de ces méthodes proposées avec et sans 
intégration du problème de non-réponse en utilisant le poids 
moyen ainsi que le poids médian dans chaque ménage sont 
présentées aux tableaux 2 à 5. 

Les quatre tableaux suivants donnent l’évaluation de la 
performance de nos estimations fondées sur l’erreur relative 
définie comme étant : 

estimation - “valeur réelle”
100 %.

“valeur réelle”
×  
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Tableau 2 
Revenu total avant impôt (en dollars canadiens) 
 

Province Estim. par MGPP sans 

liens manquants 

Estim. par MGPP avec 

liens manquants 

Estim. par MGPP corrigée 

avec moyenne 

Estim. par MGPP corrigée 

avec médiane 

T.-N.-L. 9 261 958 108 9 788 749 735 9 317 420 236 9 304 530 248 

Î.-P.-É. 2 720 448 008 2 858 506 466 2 735 943 043 2 734 922 451 

N.-É. 18 277 017 251 19 573 546 299 18 140 076 618 18 067 144 557 

N.-B. 15 297 155 323 16 281 178 934 15 291 696 585 15 236 482 035 

Qc 1,57839E+11 1,69664E+11 1,56533E+11 1,56405E+11 

Ont. 2,895E+11 3,07642E+11 2,85409E+11 2,85599E+11 

Man. 23 436 397 548 25 043 168 032 23 632 717 226 23 553 543 216 

Sask. 20 185 285 649 21 595 804 296 20 163 683 598 20 095 359 071 

Alb. 69 063 402 292 74 576 351 600 68 716 661 193 68 582 541 733 

C.-B. 81 749 374 346 86 593 614 506 81 387 640 982 81 248 680 715 

Canada 6,8733E+11 7,33617E+11 6,8286E+11 6,82356E+11 

 
 
 
Tableau 3 
Revenu total avant impôt (en dollars canadiens) 
 

Province Estim. par MGPP sans 

liens manquants 

Estim. par MGPP avec 

liens manquants 

Estim. par MGPP corrigée 

avec moyenne 

Estim. par MGPP corrigée 

avec médiane 

T.-N.-L. 7 846 587 557 8 287 351 908 7 892 754 014 7 882 437 105 

Î.-P.-É. 2 300 092 795 2 416 503 441 2 314 256 124 2 313 544 320 

N.-É. 15 154 508 564 16 257 679 161 15 080 155 194 15 020 088 623 

N.-B. 12 878 350 198 13 718 260 686 12 894 700 593 12 849 252 205 

Qc 1,27632E+11 1,37514E+11 1,27118E+11 1,26999E+11 

Ont. 2,3788E+11 2,53073E+11 2,35192E+11 2,3534E+11 

Man. 19 541 510 220 20 877 377 918 19 713 628 649 19 649 142 217 

Sask. 16 894 929 025 18 073 635 883 16 890 410 993 16 834 787 407 

Alb. 57 466 974 767 62 055 315 246 57 183 814 491 57 073 904 623 

C.-B. 68 710 569 670 72 770 595 462 68 431 531 373 68 309 055 749 

Canada 5,66306E+11 6,05044E+11 5,63958E+11 5,63518E+11 

 
 
 
Tableau 4 
Gains (en dollars canadiens) 
 

Province Estim. par MGPP sans 

liens manquants 

Estim. par MGPP avec 

liens manquants 

Estim. par MGPP corrigée 

avec moyenne 

Estim. par MGPP corrigée 

avec médiane 

T.-N.-L. 6 433 112 169 6 837 522 157 6 541 306 193 6 530 174 122 

Î.-P.-É. 1 898 192 704 2 019 341 995 1 964 066 449 1 962 669 664 

N.-É. 12 772 667 160 13 809 197 160 12 999 111 234 12 939 785 579 

N.-B. 11 250 688 811 12 030 378 710 11 411 530 716 11 370 222 533 

Qc 1,18878E+11 1,28949E+11 1,19797E+11 1,19717E+11 

Ont. 2,27577E+11 2.43404E+11 2,26812E+11 2,27092E+11 

Man. 17 560 695 670 18 995 682 322 18 066 353 153 18 001 882 362 

Sask. 15 159 319 031 16 340 668 148 15 381 733 004 15 319 210 228 

Alb. 56 152 023 359 61 059 244 608 56 540 145 524 56 418 889 147 

C.-B. 60 532 655 979 64 499 398 960 61 192 920 832 61 085 986 951 

Canada 5,28214E+11 5,67945E+11 5,3199E+11 5,31722E+11 
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Tableau 5 
Salaires et traitements avant retenues (en dollars canadiens) 
 

Province Estim. par MGPP sans 

liens manquants 

Estim. par MGPP avec 

liens manquants 

Estim. par MGPP corrigée 

avec moyenne 

Estim. par MGPP corrigée 

avec médiane 

T.-N.-L. 6 180 713 343 6 572 345 010 6 283 079 555 6 272 429 515 

Î.-P.-É. 1 636 344 440 1 747 755 878 1 713 809 312 1 713 157 676 

N.-É. 12 327 220 137 13 341 912 666 12 579 519 733 12 521 159 025 

N.-B. 10 742 381 379 11 508 445 078 10 961 105 589 10 921 102 477 

Qc 1,08636E+11 1,18092E+11 1,10024E+11 1,09898E+11 

Ont. 2,07331E+11 2,22043E+11 2,07265E+11 2,07495E+11 

Man. 16 146 993 217 17 504 024 442 16 701 823 718 16 641 840 086 

Sask. 13 982 423 360 15 129 217 320 14 311 467 435 14 255 519 224 

Alb. 52 594 490 290 57 359 188 114 53 195 227 508 53 077 388 907 

C.-B. 56 206 787 033 59 886 429 369 56 875 663 895 56 764 297 512 

Canada 4,85784E+11 5,23184E+11 4,91116E+11 4,90763E+11 

 
 
 
Tableau 6 
Comparaison des erreurs relatives dans l’estimation du revenu avant impôt (%) 
 

Province MGPP avec liens 
manquants 

Méthode (1) avec 
moyenne 

Méthode (1) avec 
médiane 

Méthode (2) avec 
moyenne 

Méthode (2) avec 
médiane 

T.-N.-L. 5,688 0,599 0,460 1,059 2,397 

Î.-P.-É. 5,075 0,570 0,532 2,859 4,063 

N.-É. 7,094 0,749 1,148 3,549 2,459 

N.-B. 6,433 0,037 0,397 2,693 2,987 

Qc 7,492 0,828 0,909 4,372 2,896 

Ont. 6,267 1,413 1,348 4,691 1,771 

Man. 6,856 0,838 0,500 1,644 3,654 

Sask. 6,988 0,107 0,446 2,480 2,598 

Alb. 7,982 0,502 0,696 3,185 2,407 

C.-B. 5,926 0,442 0,612 3,995 3,343 

Canada 6,734 0,650 0,724 3,868 2,662 

 
 
 
Tableau 7 
Comparaison des erreurs relatives dans l’estimation du revenu après impôt (%) 
 

Province MGPP avec liens 
manquants 

Méthode (1) avec 
moyenne 

Méthode (1) avec 
médiane 

Méthode (2) avec 
moyenne 

Méthode (2) avec 
médiane 

T.-N.-L. 5,617 0,588 0,457 1,101 2,409 

Î.-P.-É. 5,061 0,616 0,585 2,832 4,121 

N.-É. 7,279 0,491 0,887 3,338 2,765 

N.-B. 6,522 0,127 0,226 2,539 3,150 

Qc 7,742 0,403 0,496 3,991 3,375 

Ont. 6,387 1,130 1,068 4,432 2,081 

Man. 6,836 0,881 0,551 1,645 3,733 

Sask. 6,977 0,027 0,356 2,406 2,675 

Alb. 7,984 0,493 0,684 3,180 2,415 

C.-B. 5,909 0,406 0,584 3,989 3,419 

Canada 6,841 0,415 0,492 3,657 2,927 
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Les tableaux montrent que nos estimations au moyen de la 
méthode (1) ainsi que de la méthode (2) donnent de très 
bons résultats en ce qui concerne la réduction du biais. Dans 
l’ensemble, la méthode (1) est meilleure que la méthode (2), 
mais l’amélioration constatée est nettement moindre que 
celle observée en passant de l’absence de correction à la 
méthode (2). Puisque la méthode (2) produit des résultats de 
qualité et requiert beaucoup moins d’information que la 
méthode (1), nous recommandons de la choisir. 

Maintenant, nous examinons la méthode (2) avec 
utilisation du poids moyen, qui donne l’estimation (2)

moyen
ˆ ,BY  

afin d’analyser les propriétés de sa variance pour 
l’estimation de .BY  Nous utilisons la méthode bootstrap 
pour estimer la variance de (2)

moyen
ˆ BY  aux niveaux national et 

provincial. La méthode utilisée pour la simulation est celle 
du bootstrap classique avec remise, où le bootstrapage est 
effectué à la première étape de l’échantillonnage. Les poids 
bootstrap utilisés sont ceux fournis avec les données de 
l’EDTR et comprennent toutes les corrections nécessaires. 
Voir Lévesque (2001) et LaRoche (2003) pour une 
explication détaillée de l’utilisation du bootstrap pour 

l’EDTR. Le gain en ce qui concerne la réduction de la 
variance n’est pas aussi important que dans le cas du biais ; 
toutefois, l’étude par simulation montre que la méthode 
proposée produit une plus petite variance que l’application 
de la MGPP sans correction pour les liens manquants. Les 
résultats sont présentés au tableau 10. 

Les résultats des simulations présentés ici sont fondés sur 
un seul échantillon de l’EDTR et une seule suppression 
aléatoire des liens des individus initialement présents. Pour 
évaluer complètement les propriétés des estimateurs 
susmentionnés, nous aurions dû utiliser un processus 
Monte Carlo. Des simulations de ce type ont été effectuées 
par Hurand (2006) en se basant sur des données agricoles. 
Dans ces simulations, 1 000 échantillons ont été sélec-
tionnés et, pour chaque échantillon sélectionné, le pire 
scénario a été utilisé, c’est-à-dire l’élimination de tous les 
liens provenant des unités non échantillonnées. Les résultats 
de ces simulations ont montré que l’ajustement propor-
tionnel et l’ajustement proportionnel global sont les deux 
méthodes qui s’approchent, en moyenne, le plus du total réel 
et celles dont les biais sont négligeables. 

 
Tableau 8 
Comparaison des erreurs relatives dans les estimations des gains (%) 
 

Province MGPP avec liens 
manquants 

Méthode (1) avec 
moyenne 

Méthode (1) avec 
médiane 

Méthode (2) avec 
moyenne 

Méthode (2) avec 
médiane 

T.-N.-L. 6,286 1,682 1,509 0,041 3,585 

Î.-P.-É. 6,382 3,470 3,397 0,0739 7,115 

N.-É. 8,115 1,773 1,308 1,265 5,281 

N.-B. 6,930 1,430 1,062 1,279 4,512 

Qc 8,472 0,773 0,706 2,827 4,560 

Ont. 6,955 0,336 0,213 3,760 2,920 

Man. 8,172 2,879 2,512 0,291 5,835 

Sask. 7,793 1,467 1,055 0,979 4,324 

Alb. 8,739 0,691 0,475 2,140 3,777 

C.-B. 6,553 1,091 0,914 2,643 5,081 

Canada 7,522 0,715 0,664 2,628 4,131 

 
Tableau 9 
Comparaison des erreurs relatives dans les estimations des traitements et salaires avant retenues (%) 
 

Province MGPP avec liens 
manquants 

Méthode (1) avec 
moyenne 

Méthode (1) avec 
médiane 

Méthode (2) avec 
moyenne 

Méthode (2) avec 
médiane 

T.-N.-L. 6,336 1,656 1,484 0,1012 3,593 

Î.-P.-É. 6,809 4,734 4,694 1,056 8,424 

N.-É. 8,231 2,047 1,573 0,939 5,509 

N.-B. 7,131 2,036 1,664 0,685 5,133 

Qc 8,704 1,278 1,162 2,294 5,070 

Ont. 7,096 0,0317 0,0791 3,473 3,265 

Man. 8,404 3,436 3,065 0,787 6,469 

Sask. 8,202 2,353 1,953 0,107 5,213 

Alb. 9,059 1,142 0,918 1,713 4,247 

C.-B. 6,547 1,190 0,992 2,565 5,234 

Canada 7,699 1,098 1,025 2,251 4,541 
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Tableau 10 
Comparaison des estimations de l’écart-type 
 

Variables Revenu total avant 
impôt 

Revenu total après 
impôt 

Gains Salaires et 
traitements avant 
retenues 

Niveau national MGPP sans liens manquants 9 677 258 789 7 343 792 762 8 850 202 075 8 468 718 449 

 Méthode (2) avec moyenne 9 471 103 083 7 238 715 323 8 593 015 854 8 232 428 642 

Ontario MGPP sans liens manquants 7 888 106 377 6 101 001 739 7 245 688 373 7 149 203 530 

 Méthode (2) avec moyenne 7 601 169 501 5 939 509 894 6 952 217 872 6 831 300 511 

Québec MGPP sans liens manquants 4 341 215 711 3 113 247 130 3 772 369 180 3 162 277 660 

 Méthode (2) avec moyenne 4 160 251 472 2 974 248 451 3 668 996 929 3 100 868 366 

 
5. Conclusion  

Nous avons élaboré quatre méthodes d’estimation pour 
traiter le problème de la non-réponse de lien dans l’échan-
tillonnage indirect. Les résultats des simulations exposés 
dans l’article montrent que les méthodes de correction que 
nous avons présentées pour illustrer l’utilisation de la 
MGPP avec intégration de la non-réponse de lien donnent 
de bons résultats pour ce qui est de réduire le biais de 
l’estimation et produisent une amélioration globale de la 
variance. Le progrès en ce qui concerne la réduction du biais 
semble important. L’application de la méthode proposée à la 
section 3.2 à des ensembles de données réelles sera étudiée 
prochainement. 

Les constatations importantes qui se dégagent de la 
présente étude sont les suivantes :   

1. Les méthodes d’ajustement sont faciles à appliquer.   
2. Dans une situation plus générale, telle que , >1j iL  

pour certaines unités j, (35) représente la moyenne 
pondérée par , .

B
j iL  Conséquemment, l’approche de 

la médiane donnée par (39) et (40) peut être 
modifiée en utilisant une version généralisée de la 
médiane, c’est-à-dire la médiane « pondérée ». 
Autrement dit, nous remplaçons (38) par 

médian 1
la médiane dei A

j

w =
π

 

 où 1, 2,1, 2, , ;1, 2, , ; ;1, 2, ,B B
i ij L L= … … … …  

,
.A

B

m i
L    

3. Certaines réponses de lien valides en dehors de As  
ne peuvent pas être utilisées pour estimer B

iL  par 
les méthodes proposées à la section 3.1. Toutefois, 
cette information valide pourrait être avantageuse 
dans les approches de prédiction de ,j ikl  en 
utilisant des variables auxiliaires, comme le montre 
la section 3.2.1. 
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Pondération par la propension à répondre non 
paramétrique fondée sur la régression par polynômes 
locaux pour corriger la non-réponse aux enquêtes 

Damião N. da Silva et Jean D. Opsomer 1 

Résumé 
La pondération par la propension à répondre est une méthode de rajustement pour tenir compte de la non-réponse totale dans 
les enquêtes. Une forme de mise en œuvre de cette méthode consiste à diviser les poids d’échantillonnage par les 
estimations de la probabilité que les unités échantillonnées répondent à l’enquête. Habituellement, ces estimations sont 
obtenues par ajustement de modèles paramétriques, tels qu’une régression logistique. Les estimateurs corrigés résultants 
peuvent devenir biaisés si les modèles paramétriques sont spécifiés incorrectement. Afin d’éviter les erreurs de spécification 
du modèle, nous considérons l’estimation non paramétrique des probabilités de réponse par la régression par polynômes 
locaux. Nous étudions les propriétés asymptotiques de l’estimateur résultant sous quasi randomisation. Nous évaluons en 
pratique le comportement de la méthode proposée de correction de la non-réponse en nous servant de données de la 
NHANES. 
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1. Introduction 

 
La pondération par la propension à répondre est une 

méthode souvent appliquée dans les enquêtes par sondage 
pour tenir compte de la non-réponse totale. Sous ce type de 
non-réponse, la collecte de données complètes n’est ef-
fectuée qu’auprès d’une partie des unités sélectionnées dans 
l’échantillon, auxquelles on donne le nom de répondants. La 
méthode de pondération par la propension à répondre 
consiste à accroître les poids d’échantillonnage des répon-
dants présents dans l’échantillon en se servant d’estimations 
de la probabilité qu’ils répondent à l’enquête. Cette proba-
bilité est également appelée propension à répondre en raison 
de son analogie avec la théorie des scores de propension 
élaborée par Rosenbaum et Rubin (1983) pour les études par 
observation et intégrée dans les problèmes de non-réponse 
aux enquêtes par David, Little, Samuhel et Triest (1983). 

Des descriptions générales de la pondération par la 
propension à répondre pour corriger de la non-réponse les 
estimateurs par sondage classiques peuvent être consultées, 
par exemple, dans Nargundkar et Joshi (1975), Cassel, 
Särndal et Wretman (1983), ainsi que Groves, Dillman, 
Eltinge et Little (2002). Dans la mise en œuvre habituelle de 
la méthode, les probabilités de réponse sont estimées au 
moyen de courbes de régression paramétriques, comme des 
modèles logistiques, probit ou exponentiels. Voir à cet égard 
Alho (1990), Folsom (1991), Ekholm et Laaksonen (1991) 
ainsi que Iannacchione, Milne et Folsom (1991). Un compte 
rendu théorique récent des propriétés statistiques de la 
méthode est donné dans Kim et Kim (2007). Ces modèles 

paramétriques sont ajustés facilement sous forme de modèles 
linéaires généralisés. Cependant, un aspect important, et 
parfois oublié, de cette méthode est la spécification de la 
forme de la fonction de lien qui relie les propensions à 
répondre à un prédicteur linéaire de l’information auxiliaire. 
Si cette fonction, que nous appellerons fonction de pro-
pension à répondre, est spécifiée incorrectement, les estima-
teurs corrigés résultants des quantités de population seront 
probablement biaisés.  

Les méthodes non paramétriques offrent une autre 
approche d’estimation des propensions à répondre. La 
principale raison d’utiliser ce genre de méthodes est que la 
forme paramétrique de la fonction de propension à répondre 
n’a pas à être spécifiée. Ces méthodes offrent donc, en ce 
sens, une solution attrayante quand on veut contourner le 
choix d’une fonction de lien, comme l’a souligné Laaksonen 
(2006), ou quand un modèle paramétrique est difficile à 
spécifier a priori. Dans ce contexte, Giommi (1984) a 
proposé d’utiliser le lissage par la méthode du noyau, sous 
la forme de l’estimateur de Nadaraya-Watson, pour estimer 
les probabilités de réponse. Da Silva et Opsomer (2006) ont 
établi la convergence de l’estimateur de Giommi pour la 
moyenne de population ainsi que les taux dérivés pour le 
biais asymptotique et la variance. Les propriétés théoriques 
d’un estimateur de variance par la méthode du jacknife ont 
également été étudiées.  

Dans le présent article, nous étendons dans deux 
directions les résultats présentés dans Da Silva et Opsomer 
(2006). Premièrement, nous considérons l’estimation des 
propensions à répondre par la régression par polynômes 
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locaux, une technique non paramétrique décrite, par 
exemple, dans Wand et Jones (1995). Comparativement au 
lissage par la méthode du noyau, la régression par 
polynômes locaux améliore l’approximation locale de la 
fonction de propension à répondre inconnue, ce qui donne 
de meilleures propriétés pratiques et théoriques. Elle est 
également utilisée beaucoup plus fréquemment comme 
méthode de lissage en pratique, et est implémentée dans la 
plupart des grands programmes statistiques. Deuxièmement, 
nous appliquons la méthode non paramétrique d’estimation 
des scores de propension aux données de la National Health 
and Nutrition Examination Survey (NHANES), ce qui nous 
permet de comparer plusieurs méthodes de correction de la 
non-réponse, paramétriques ainsi que non paramétriques, 
dans des conditions réalistes.  

À la section 2, nous présentons la  méthode de pondé-
ration et l’estimation des propensions à répondre. À la 
section 3, nous discutons des propriétés théoriques des esti-
mateurs corrigés. À la section 4, nous décrivons comment 
adapter une méthode d’estimation de la variance par ré-
échantillonnage pour estimer la variance des estimateurs 
corrigés proposés. Enfin, à la section 5, nous démontrons les 
propriétés en échantillon fini des estimateurs au moyen 
d’une expérience par simulation portant sur des données 
provenant de la NHANES.   

2. Pondération par la régression  
       par polynômes locaux  

Considérons une population de Nν  unités, désignée par 
Uν = {1 2 }.… Nν, , ,  Supposons qu’un échantillon sν  est 
tiré de ,Uν  selon un plan d’échantillonnage probabiliste 
( ).p sν  Soit nν  la taille de sν  et i iνπ = π = Pr{ }i sν∈ =  

( )s i s p s
ν ν: ∈ ν∑  la probabilité d’inclusion de l’unité ,i  pour 

tout .i Uν∈  Nous souhaitons estimer la moyenne de 
population d’une variable étudiée ,y  à savoir Ny

ν
=  

1 ,i U iN y
ν

−
∈ν ∑  où iy  désigne la valeur de y  pour la ei  unité 

de .Uν  Nous supposons que les valeurs ix  d’une variable 
auxiliaire x  sont entièrement observées dans l’échantillon. 
Soit 1( , , )Ny … y

νν=y  et l’expression comparable pour .vx  
S’il existe des cas de non-réponse totale dans l’échan-

tillon, nous n’observons les valeurs des variables étudiées 
que pour les unités comprises dans un sous-ensemble 

.r sν ν⊂  Afin de tenir compte de l’information perdue pour 
estimer les paramètres d’intérêt, il devient nécessaire de 
modéliser le processus de réponse. Pour définir ce modèle 
de réponse, posons que iR  est une variable indicatrice qui 
prend la valeur un si l’unité i  répond à l’enquête et la valeur 
zéro autrement, pour tout .i sν∈  Nous supposons que, étant 
donné l’échantillon, les indicateurs de réponse sont des 
variables aléatoires bernouilliennes indépendantes avec  

Pr{ 1 } ( ) pour touti i iR i s x i sνν νν= | ∈ , , =φ ≡ φ , ∈ ,y x  (1) 

où la forme exacte de la fonction de propension à répondre 
( )φ ⋅  n’est pas spécifiée, mais on suppose qu’il s’agit d’une 

fonction lisse de ix  avec ( ) (0 1].φ ⋅ ∈ ,  La relation (1) 
définit un processus de non-réponse dit ignorable, en ce sens 
que les propensions à répondre sont indépendantes des 
valeurs de toute variable étudiée, sachant la covariable x  
(voir Lohr 1999, page 265). Par conséquent, la théorie 
élaborée ici n’est pas destinée à traiter les mécanismes de 
réponses non ignorables.  

Si toutes les propensions à répondre étaient connues, les 
corrections de pondération résultantes pourraient être ob-
tenues en appliquant une approche d’estimation en deux 
phases. Par exemple, deux estimateurs possibles de la 
moyenne de population Ny

ν
 seraient donnés par  

1 11
i i i i

i s

y Ry
N

ν

− −
πφν

∈ν

= π φ∑  (2) 

et 

1 1 1 1
rat i i i i i i i

i s i s

y R Ry
ν ν

− − − −
, πφν

∈ ∈

= π φ π φ ,∑ ∑  (3) 

qui sont des formes d’ajustement appliquées aux estimateurs 
d’Horvitz-Thompson et de Hájek en vue de tenir compte de 
la non-réponse totale. La même idée peut être utilisée pour 
obtenir des ajustements par pondération par la propension à 
répondre applicables à l’estimateur par la régression géné-
ralisée pour l’estimation en présence de non-réponse (Cassel 
et coll. 1983).  

Les estimateurs (2) et (3) sont sans biais et presque sans 
biais pour ,Ny

ν
 respectivement, sous l’approche de quasi 

randomisation de Oh et Scheuren (1983), où les propriétés 
statistiques sont évaluées en utilisant la distribution con-
jointe sous le plan d’échantillonnage et sous le modèle de 
réponse. Cependant, en pratique, les propensions à répondre 
sont habituellement inconnues, et, dans (2) et (3), nous 
devons remplacer la fonction iφ  par des estimations ˆ ,iφ  qui 
satisfont ˆ0 1.i< φ ≤  Les estimateurs résultants pondérés 
par la propension à répondre sont par conséquent  

1 1
ˆ

1 ˆ
i i i i

i s

y Ry
N

ν

− −
πφν

∈ν

= π φ∑  (4) 

et  

1 1 1 1
ˆrat

ˆ ˆ
i i i i i i i

i s i s

y R Ry
ν ν

− − − −
, πφν

∈ ∈

= π φ π φ .∑ ∑  (5) 

La dernière formule a l’avantage d’être invariante au 
changement de position et d’échelle, parce que la somme de 
ses poids corrigés 1 1 1 1ˆ ˆ

i si i i i i iR R
ν

− − − −
∈∑π φ / π φ  est égale à un 

et qu’elle ne requiert pas que la taille de population Nν  soit 
connue.  
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Afin d’appliquer les estimateurs pondérés par la pro-
pension à répondre (4) et (5), il faut estimer les propensions 
à répondre ˆ .iφ  Dans Da Silva et Opsomer (2006), nous 
avons recouru à la régression par la méthode du noyau. Ici, 
nous étudions la régression par polynômes locaux, qui peut 
être décrite comme il suit. Soit ( )K ⋅  une fonction noyau 
continue et positive et hν  sa largeur de fenêtre. Définissons 
la matrice de dimensions ( 1)N kν × +  

1 11 ( ) ( )

1 ( ) ( )

k
i i

Ui

k
N i N i

x x x x

x x x x
ν ν

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

− −

= ,

− −

X

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

la matrice de dimensions N Nν ν×    

1
diag 1 ,j i

Ui

x x
K j N

h h

 
  
 ν 

ν ν  

− 
= : ≤ ≤ 

 
W  

et le vecteur de population des indicateurs de réponse U =R  

1 2( , , ) .NR R … R
ν
′,  Le vecteur UR  serait connu si, au lieu de 

l’échantillon ,sν  nous envisagions un recensement de la 
population .Uν  Dans un tel cas, l’estimateur par la ré-
gression par polynômes locaux de degré k  de ( ),i ixφ = φ  
basé sur l’ensemble de la population, serait donné par le 
modèle 

1
1

ˆ ( )Ui Ui Ui Ui Ui Ui U
−′ ′ ′φ = ,X W X X W Re  (6) 

où je  désigne la ej  colonne de la matrice identité d’ordre 
1k +  et où Ui Ui Ui′X W X  est supposée non singulière. 

Puisque les valeurs des indicateurs de réponse ne sont 
observées que pour les unités sélectionnées dans l’échan-
tillon, l’ajustement du modèle à la population donné en (6) 
est irréalisable. Cependant, si nous définissons siX  comme 
étant la matrice de dimensions ( 1)n kν × +  formée par les 
lignes de UiX  correspondant aux unités ,j sν∈  

1
diag j i

si
j

x x
K j s

h h

 
  
 ν 

ν ν  

− 
= : ∈ 

π  
W  

et ( ) ,s jR j sν ′= : ∈R  un estimateur par la régression par 
polynômes locaux de degré k  basé sur l’échantillon de 

( )i ixφ = φ  est donné par 

1
1

ˆ ˆ ˆo
i si sie −′φ = T t  (7) 

où  

( )1 1
1 1

ˆ ˆˆ ˆ( , ) { } , ( )

( )

k k
si si si pq p q si p p

si si si si si s

T t+ +
, , = , =≡

′ ′= ,

T t

X W X X W R

 

et ˆ
siT  est supposée inversible. Nous obtenons un cas 

particulier de (7) en considérant 0,k =  qui correspond à 

l’estimateur de la régression par la méthode du noyau décrit 
dans Da Silva et Opsomer (2006). D’autres cas particuliers 
de (7) sont les estimateurs linéaire local, quadratique local et 
cubique local de la propension à répondre, qui résultent de 
l’ajustement local de polynômes de premier, deuxième et 
troisième degré, respectivement. 

En pratique, quand ˆ
siT  est singulière, une procédure 

simple pour s’assurer que ˆ o
iφ  soit bien défini consiste à 

choisir une largeur de fenêtre suffisamment grande pour 
garantir qu’au moins 1k +  valeurs de jR  soient comprises 
dans la fenêtre [ ],i ix h x hν ν− , +  pour tout .i sν∈  Si cette 
fenêtre ne contient pas suffisamment d’indicateurs de 
réponse et que la largeur de fenêtre doit demeurer fixe, il 
convient d’envisager une autre approche. À cette fin, nous 
adoptons ici l’ajustement fait par Breidt et Opsomer (2000) 
et définissons l’estimateur par la régression par polynômes 
locaux de degré k  fondé sur l’échantillon de ( )i ixφ = φ  
par 

1

1
1

ˆ ˆ ˆ( ) diagi si six k h i s
N

−

ν ν
ν

  δ
′φ , , = + , ∈ .     
T te  (8) 

où 1δ  est une petite constante positive. Les termes d’ordre 
faible 1 Nνδ /  ajoutés à la diagonale principale de ˆ

siT  
suffisent pour rendre la matrice ajustée résultante inversible 
pour tout .hν  Par conséquent, ɵ ( )ix k hνφ , ,  sera bien défini, 
pour tout .i sν∈  Cependant, l’utilisation de ˆ ( )ix k hνφ , ,  
comme correction de la pondération par la propension à 
répondre pose une autre difficulté technique, parce que 
l’estimateur de la propension à répondre (8) peut effective-
ment devenir arbitrairement proche de zéro. Pour résoudre 
ce problème, nous rendons ˆ ( )ix k hνφ , ,  strictement non nul 
en considérant l’estimateur 

1
2

ˆ ˆmax{ ( ) ( ) }i ix k h N h −
ν ν νφ = φ , , , δ ,  (9) 

pour une certaine constante 2 0.δ >  Cette idée est reliée à 
l’ajustement fait dans Da Silva et Opsomer (2006) pour 
l’estimateur de régression par la méthode du noyau. 

 
3. Propriétés asymptotiques 

 
À la présente section, nous présentons les propriétés des 

estimateurs pondérés par la propension à répondre (4) et (5) 
quand les propensions à répondre sont estimées par la 
régression par polynômes locaux (9). Les hypothèses, 
lemmes et exposés des preuves pour les résultats qui suivent 
figurent en annexe, et une étude théorique complète peut 
être consultée dans Da Silva et Opsomer (2008). Nous ne 
présentons pas les calculs complets ici, parce qu’ils suivent 
l’approche générale décrite dans Da Silva et Opsomer 
(2006). Nous considérons un cadre asymptotique suivant 
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lequel la population Uν  est emboîtée dans la série 
croissante de populations 1 1{ } .U N N ∞

ν ν ν+ ν=: <  À partir de 
chaque population ,Uν  nous tirons un échantillon sν  de 
taille 1( )n n nν ν ν−≥  selon un plan d’échantillonnage ( ).pν ⋅  
Ce cadre est habituellement adopté dans les études 
asymptotiques des estimateurs par sondage. Voir Isaki et 
Fuller (1982) pour l’une des premières références. 

À titre d’approximation de ( )φ ≡ φi ix  fondée sur la 
population, nous considérerons dans le calcul de la plupart 
des résultats présentés ici l’ajustement en population par la 
régression par polynômes locaux. 

1
1 1( )i i i i ix k h i U−

ν ν′ ′φ ≡ φ , , = ≡ , ∈ ,B T tɶ ɶ e e  (10) 

où  

1 1
11

{ }( ) ( ( ) )

ˆ ˆE( , ) ( )

k k
i pqi i i p pp q

si si Ui Ui Ui Ui Ui U

T t
+ +

, , =, =
, ≡ ,

′ ′≡ = , ,

T t

T t X W X X W φφφφ
 

les matrices UiX  et UiW  sont les mêmes que dans (6) et 

U =φφφφ 1 2( ( ) ( ), , ( )) .Nx x … x
ν

′φ , φ φ  Le théorème qui suit 
énonce les propriétés asymptotiques de ˆy πφν  sous un 
ensemble d’hypothèses présentées en annexe. Ces hypo-
thèses sont les conditions de régularité imposées au plan 
d’échantillonnage et à la population finie, qui sont dans les 
deux cas des asymptotiques standard en population infinie, 
les conditions d’ignorabilité imposées au mécanisme de 
non-réponse et un ensemble de conditions de régularité 
standard reliées à la régression par polynômes locaux de la 
fonction de propension à répondre.  
Théorème 1. Supposons que les hypothèses (A1) à (A4), (B1) 
à (B3) et (C1) à (C5) données en annexe sont vérifiées. 
Considérons l’estimation de la moyenne de population Ny

ν
 

au moyen de l’estimateur pondéré par la propension à 
répondre ˆy πφν  défini en (4), et supposons que les propen-
sions à répondre sont estimées par ˆ ,iφ  l’estimateur par la 
régression par polynômes locaux de degré k  donné par  
(9). Soit 

1 1
ˆ

1
ˆi i i i

i s

y Ry
N

ν

− −
πψν

∈ν

= π ψ ,∑  (11) 

où 

1 1 2 1
1

ˆˆˆ ( )i i i i si si i
− − − −′ψ = φ − φ − ,T t T Bɶ ɶ e  

ˆ
sit  et ˆ

siT  sont donnés dans (7) et ,iφɶ ,iB iT  sont définis 
dans (10). Alors, 

2
ˆ ˆ 2 2

1
E[( ) ]y y O

n h
πψνπφν

ν ν

 
− =  

 
 (12) 

et le biais et la variance de ˆyπψν  satisfont  

ˆ

(3 2)

1

E[ ]

1
( )

1
( )

N

k

k

B y y

O h O k pair
n h

O h O k impair
n h

νν πψν

+ /
ν

ν ν

+
ν

ν ν

≡ −

  
+ ,  

 
= 
  

+ ,  
  

 (13)
 

et  

ˆ

1
Var[ ] Oy

n hπψν
ν ν

 
= . 

 
 (14) 

Les résultats (12) et (13) impliquent que l’estimateur 
pondéré par la propension à répondre ˆ ,y πφν  en utilisant un 
estimateur de la propension à répondre basé sur la ré-
gression par polynômes locaux, est asymptotiquement sans 
biais pour la moyenne de population Ny

ν
 sous la distri-

bution conjointe du plan d’échantillonnage et du modèle de 
réponse (1). En combinant ce résultat avec (14), nous 
obtenons 

ˆ

1
ˆ pNy Oy

n hνπφν
ν ν

 
= + ,  

 
 (15) 

quand la largeur de fenêtre satisfait 

( )
( )

1

2 4

1

2 3

, pair,

, impair.

k
v

v

k
v

O n k
h

O n k

−
+

−
+




= 



 (16) 

Donc, sans émettre l’hypothèse d’une forme paramétrique 
pour la fonction de propension à répondre ( ),φ ⋅ ˆy πφν  est 
convergent pour la moyenne de population sous le plan 
d’échantillonnage et sous le modèle de réponse, à condition 
que les propensions à répondre soient une fonction lisse de 
la covariable .x  Le prix de cette robustesse est que le taux 
de convergence est d’ordre n hν ν  au lieu du taux para-
métrique habituel .nν  Cependant, à mesure qu’augmente 
le degré k  des polynômes locaux, le taux de convergence 
s’améliore. Puisque l’estimateur de régression par la 
méthode du noyau donné dans Da Silva et Opsomer (2006) 
équivaut au cas 0,k =  la régression par polynômes locaux 
de degré plus élevé est asymptotiquement supérieure à la 
régression par la méthode du noyau dans le contexte d’un 
ajustement pour tenir compte de la non-réponse. Cette 
constatation théorique concorde avec celle faite dans 
d’autres contextes (voir, par exemple, Wand et Jones 1995, 
page 130). 

L’expression (11) du théorème 1 généralise une autre 
constatation faite par Da Silva et Opsomer (2006) au cas de 
la régression par polynômes locaux, à savoir que les poids 
asymptotiques 1ˆ i

−ψ  ne peuvent pas être approximés par 
l’inverse des propensions à répondre 1

i
−φ  (ou leurs esti-

mateurs au niveau de la population 1).i
−φɶ  Une conséquence 
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directe est que l’estimateur ˆy πφν  n’est pas asymptotique-
ment équivalent à y πφν  dans (2). 

Le corollaire qui suit fournit une distribution asympto-
tique pour ˆ ,y πφν  sous l’hypothèse de la normalité asympto-
tique de ˆ .y πψν   
Corollaire 1. Supposons que les conditions du théorème 1 
sont vérifiées. Supposons que le plan d’échantillonnage et le 
modèle de réponse sont tels que  

ˆ

1 2
ˆ

(0 1)
[Var( )]

N By y
quand

y
ν νπψν

/
πψν

− −
→ , ν → ∞,L

N  

où Bν  est défini dans (13). Si, en outre, 

ˆlim ( )Var( ) (0 )n h yν ν πψνν→∞
∈ , ∞ ,  

alors 

ˆ

1 2
ˆ

(0 1)
[Var( )]

N By y

y
ν νπφν

/
πψν

− −
→ , .L

N  

Nous discutons maintenant des propriétés de la version 
fondée sur le ratio de l’estimateur pondéré par la propension 
à réponse donné en (5). En nous basant sur les résultats 
obtenus pour ˆ ,y πφν  nous pouvons appliquer la théorie 
classique de l’estimation par le ratio pour calculer les 
résultats asymptotiques pour ˆrat .y , πφν  En particulier, sous les 
mêmes hypothèses, les taux asymptotiques pour le biais et la 
variance approximatifs de ˆraty , πφν  sont les mêmes que ceux 
indiqués au théorème 1, et la distribution asymptotique de 

ˆraty , πφν  est donnée dans le résultat qui suit.  
Théorème 2. Supposons que les conditions du théorème 1 
sont vérifiées. Supposons que la moyenne de population doit 
être estimée au moyen de l’estimateur pondéré par la 
propension à répondre ˆraty , πφν  donné en (5) et que les 
propensions à répondre sont estimées par ˆ ,iφ  l’estimateur de 
régression par polynômes locaux de degré k  défini en (8). 
Soit  

1 1
ˆ

1
ˆ ( )i i i iN

i s

e y Ry
N ν

ν

− −
πψν

∈ν

= π ψ − ,∑  

où les poids 1ˆ i
−ψ  sont donnés au théorème 1. Supposons que  

ˆ ˆ

1 2
ˆ

E( )
(0 1)

[Var( )]

e e
quand

e

πψν πψν

/
πψν

−
→ , ν → ∞,L

N  

et 

ˆlim ( )Var( ) (0 )n h eν ν πψν
ν→∞

∈ , ∞ .  

Alors,  

ˆ ratrat

1 2
ˆ

(0 1)
[Var( )]

N By y

e
ν , ν, πφν

/
πψν

− −
→ ,L

N  

quand ,ν → ∞  où 1
rat ( ),kB O h +
, ν ν=  si k  est impair, et 

(3 2)
rat ( ),kB O h + /
, ν ν=  si k  est pair. 

4. Estimation de la variance  
Comme nous l’avons mentionné à la section 3, l’esti-

mateur ˆy πφν  n’est pas asymptotiquement équivalent à 
,y πφν  de sorte qu’il est habituellement incorrect d’approxi-

mer la variance asymptotique du premier par celle du 
second. En fait, une preuve que la variance asymptotique de 
y πφν  surestime la variance de ˆy πφν  est donnée par Kim et 
Kim (2007) quand on émet l’hypothèse que les propensions 
à répondre suivent un modèle paramétrique. Dans le présent 
contexte, la variance asymptotique de ˆy πφν  est 

1 1
ˆ

1
ˆVar[ ] Var i i i i

i s

R yy
N

ν

 
 − −
 πψν   ∈ν 

= π ψ ,∑  

avec 1ˆ i
−ψ  donné par le théorème 1. Nous avons souligné 

antérieurement dans Da Silva et Opsomer (2006), pour le 
cas plus simple d’un polynôme de degré nul, que la 
complexité élevée de l’expression rend l’estimation directe 
de cette variance difficilement applicable et avons proposé 
une méthode de rééchantillonnage pour la remplacer. Nous 
décrivons brièvement la procédure ici en l’étendant aux 
polynômes locaux de degré ,k  mais nous omettons les 
calculs théoriques. 

Nous partons d’un ensemble de poids de rééchan-
tillonnage en l’absence de non-réponse, défini par l’estima-
tion de la variance d’un estimateur linéaire. 

ɵ 1
i i

i s

w y
N

ν∈ν

θ = .∑  

L’estimateur de variance par rééchantillonnage de ɵθ  est 
défini comme étant 

� ɵ ɵ ɵ( ) 2

1

V( ) ( )
L

c
ν

=

θ = − θ ,θ∑ ℓ

ℓ

ℓ

 (17) 

où 

ɵ
( ) ( )1

1 2, ,i i
i s

w y … L
N

ν

ν
∈ν

= , = , ,θ ∑ℓ ℓ
ℓ  

désigne un ensemble de Lν  répliques pour 
ɵ,θ ( )

iw ℓ  repré-
sente les poids d’échantillonnage associés à la e

ℓ  réplique 
et c

ℓ
 est un facteur qui dépend de la méthode de rééchan-

tillonnage. Les exemples de procédures de rééchantillon-
nage satisfaisant l’équation (17) s’appuient sur des variantes 
de la méthode du jacknife ou de la technique des répliques 
répétées équilibrées. Le processus d’adaptation de la 
méthode de rééchantillonnage à l’estimation de la variance 
de ˆy πφν  et de ˆraty , πφν  est simple. Les répliques nécessaires 
de ces estimateurs corrigés, à savoir ( )

ˆy
πφν
ℓ  et ( )

ˆrat
,y

, πφν
ℓ  sont 

obtenues en remplaçant les 1
i iw −= π  par ( )

iw ℓ  dans (4) et 
(5), respectivement, ainsi que dans les calculs requis pour 
produire la fonction ˆ iφ  dans (9). À la section 5.4 qui suit, 
nous évaluons les propriétés pratiques de la méthode 
d’estimation de la variance par rééchantillonnage en 
l’appliquant aux données de la NHANES. 
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5. Application aux données de la NHANES  
5.1 Le plan de sondage de la NHANES  

Nous évaluons la performance des estimateurs corrigés 
par la régression par polynômes locaux au moyen de 
données réelles. Nous utilisons pour cela les données de la 
vague de 2005-2006 de la National Health and Nutrition 
Examination Survey (NHANES) menée par le National 
Center for Health Statistics des Centers for Disease Control 
and Prevention (NCHS/CDC) du U.S. Department of 
Health and Human Services. Cette enquête est réalisée 
auprès d’un échantillon à plusieurs degrés, stratifié, de la 
population civile américaine non placée en établissement. 
Dans les grandes lignes, la formation de l’échantillon est la 
suivante :  

i) dans chaque strate, les unités primaires d’échan-
tillonnage (UPE) correspondent à des comtés ou à 
des groupements de petits comtés qui sont sélec-
tionnés par échantillonnage avec probabilité pro-
portionnelle à une mesure de taille ;  

ii) parmi les UPE échantillonnées, des groupes d’îlots 
urbains (segments) contenant des grappes de mé-
nages sont sélectionnés, également par échantil-
lonnage avec probabilité proportionnelle à la taille ;  

iii) dans les segments sélectionnés, les grappes de 
ménages sont sélectionnées aléatoirement avec pro-
babilité de sélection variable afin de suréchantil-
lonner certains groupes d’âge, d’origine ethnique ou 
de revenu dans certaines régions géographiques ; 

iv) dans les ménages sélectionnés, un ou plusieurs 
participants sont sélectionnés aléatoirement.  

La diffusion publique des données de la NHANES 
comporte deux aspects importants. Premièrement, afin de 
réduire les risques de divulgation, le plan d’échantillonnage 
à quatre degrés, stratifié est condensé en un plan à un degré 
stratifié dans lequel ni la nouvelle variable de strate ni la 
nouvelle variable d’UPE ne correspond à la même variable 
dans le plan de sondage original. Deuxièmement, les poids 
d’échantillonnage de base, qui sont égaux à l’inverse des 
probabilités d’inclusion des participants à l’enquête, ne sont 
pas diffusés. Les poids fournis reflètent les ajustements 
apportés aux poids de base pour tenir compte de la non-
réponse totale dans les volets interview et examen physique 
de l’enquête, et pour produire des estimations qui con-
cordent avec les totaux de contrôle connus de population.  
5.2 L’expérience par simulation  

Afin d’évaluer empiriquement les estimateurs de régres-
sion par polynômes locaux en tant que correction pour la 
non-réponse dans les enquêtes complexes, nous allons ap-
pliquer une source artificielle de non-réponse totale à 

l’ensemble de données à grande diffusion de la NHANES. 
Nous considérons que le mécanisme de non-réponse est une 
fonction lisse de l’âge, exprimé en années, des participants à 
l’enquête (ÂGE). Pour cette comparaison, nous choisissons 
comme variables étudiées quatre caractéristiques associées 
aux maladies cardiaques, à savoir la pression artérielle 
systolique (PAS), la pression artérielle diastolique (PAD), 
l’indicateur d’hypertension (HYP) et l’indicateur de taux de 
cholestérol total sérique élevé (CTE). Toutes ces variables 
ont été mesurées chez les participants à l’enquête ayant 
18 ans ou plus. Pour les variables de pression systolique et 
diastolique, les valeurs ont été obtenues en calculant la 
moyenne, pour les mesures correspondantes, d’un ensemble 
comptant jusqu’à quatre lectures. Nous avons considéré 
comme faisant de l’hypertension les individus dont la 
pression artérielle systolique était égale ou supérieure à 
140 mm Hg ou dont la pression artérielle diastolique 
moyenne était égale ou supérieur à 90 mm Hg ou qui 
prenaient, au moment de l’enquête, un médicament pour 
faire baisser la tension. Nous avons considéré comme ayant 
un taux de cholestérol total sérique élevé les personnes dont 
le taux de cholestérol sérique total était égal ou supérieur à 
240 mg/dL. Les corrélations d’échantillon non pondérées 
entre ces variables et la variable ÂGE sont 0,481 (PAS), 
0,118 (PAD), 0,552 (HYP) et 0,060 (CTE), respectivement. 
Donc, il est raisonnable de postuler que la non-réponse 
totale en fonction de l’âge aura vraisemblablement des 
effets différents sur les estimateurs par sondage de ces 
quatre variables. 

Au total, 4 727 personnes de l’ensemble de données de la 
NHANES étaient admissibles. Nous avons produit une non-
réponse totale pour les quatre variables d’intérêt conformé-
ment à deux fonctions logistiques de la propension à 
répondre de la variable auxiliaire x  prise comme étant l’âge 
(en années) du participant à l’enquête moins 18. Nous 
considérons dans ces fonctions les prédicteurs linéaire et 
non linéaire de x  de la forme suivante  
Prédicteur linéaire :  

1
0 1( ) {1 exp[ ( )]}I x x −φ = + − β + β  

Prédicteur non linéaire : 

12 2
0 1 2 3 4 5

( )

{1 exp[ ( cos( )sin( ))]}

II x

x x x x
−

φ =

,+ − β +β +β +β β /π β /π
 

où les coefficients de régression 0 5, ...,β β  sont choisis de 
sorte que les fonctions de propension à répondre donnent un 
taux de non-réponse global d’environ 30 % quand elles sont 
appliquées aux valeurs d’échantillon de .x  Dans les deux 
cas, nous avons maintenu l’échantillon de la NHANES fixe 
et produit B = 1 000 vecteurs indépendants d’indicateurs de 
réponse par échantillonnage de Poisson. 
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Ensuite, nous avons évalué les six corrections de la non-
réponse qui suivent sur ces données. Il convient de souligner 
que, dans tous les cas, nous présentons les versions ratio (5) 
des estimateurs, parce que nous avons constaté qu’elles 
étaient nettement plus précises que les versions Horvitz-
Thompson.  

1. Probabilités réelles de réponse : ˆ ( ), .i ix i sνφ = φ ∈  
2. Correction par régression logistique : ˆ iφ  obtenu sous 

forme des probabilités estimées à partir d’une ré-
gression logistique de chaque vecteur de réponses 
sur ,x  en utilisant un polynôme en x  de degré un 
comme prédicteur linéaire. 

3. Régression pondérée par polynômes locaux de degré 
k  et de largeur de fenêtre :hν ˆ ˆ ( )i ix k hνφ = φ , ,  
donnée par (8), avec ,i sν∈ k = 0, 1, 2, 3, hν =  
0,15, 0.25, 0,50 et la fonction noyau d’Epanechnikov 

2( ) (3 4) (1 ) { 1}K t x I x= / − | | ≤ .  

4. Régression non pondérée par polynômes locaux de 
degré k  et de largeur de fenêtre :hν  identique au 
cas qui précède mais sans inclure les poids d’échan-
tillonnage dans (8) pour obtenir la fonction ˆ iφ =  
ˆ ( ).ix k hνφ , ,  Cela pourrait être un peu plus facile à 
calculer en pratique et devrait donner lieu à des 
résultats similaires, même si cette approche ne suit 
pas, strictement parlant, la théorie de pseudorando-
misation de la section 3. 

5. Pondération à l’intérieur de la cellule : dans chaque 
strate, les répondants et les non-répondants ont été 
répartis en quatre classes d’âge en se fondant sur les 

quartiles d’échantillon de cette variable. L’échan-
tillon a été subdivisé ainsi en 60 cellules. Soit gs  et 

rgs  l’ensemble d’éléments échantillonnés et l’en-
semble d’éléments répondants, respectivement, dans 
la eg  cellule. Alors, la correction par pondération 
dans la cellule est défini en prenant 

ˆ rg i

g

i s w

i
ii s

w

∈

∈

φ = ,
∑
∑

 

pour tous les répondants .rgi s∈  
6. Correction naïve : ˆ 1,iφ = .i sν∈  

 
5.3 Biais et robustesse à l’erreur de spécification de la 

fonction de propension à répondre  
Si l’échantillon complet sans non-réponse artificielle est 

utilisé, les moyennes estimées de Hájek pour les quatre 
variables étudiées sont respectivement PAS = 122,19 mm Hg, 
PAD = 70,29 mm Hg, HYP = 29,04 % et CTE = 15,76 %. Le 
tableau 1 donne le biais relatif en pourcentage de ces 
moyennes sur les ensembles de réponses calculés pour 
chaque méthode d’ajustement dans cette expérience par 
simulation. Pour les estimateurs corrigés par la régression 
pondérée et non pondérée par polynômes locaux, nous 
présentons les résultats uniquement pour la largeur de 
fenêtre hν = 0,25, mais ceux obtenus pour d’autres largeurs 
de fenêtre sont similaires. Nous donnons plutôt les résultats 
pour les divers degrés du polynôme local, afin de pouvoir 
évaluer l’effet du passage d’une constante locale à des 
polynômes d’ordre plus élevé.  

 

 
 
 
Tableau 1 
Biais relatifs (%) des estimateurs corrigés de la non-réponse de la pression artérielle systolique (PAS) moyenne, la pression 
artérielle diastolique (PAD), l’indicateur d’hypertension (IHP) et l’indicateur de cholestérol total sérique élevé (CTE), basés sur 
1 000 ensembles de réponses pour deux fonctions de propension à répondre selon l’âge du participant à l’enquête dans la 
NHANES de 2005-2006 
 

 Fonction logistique de propension à répondre  
(prédicteur linéaire) 

Fonction logistique de propension à répondre  
(prédicteur non linéaire) 

Type de correction PAS PAD HYP CTE PAS PAD HYP CTE 
Propensions réelles à répondre 0,01 0,01 -0,01 0,04 -0,00 -0,00 0,01 -0,22 
Régression logistique 0,01 0,00 -0,03 0,03 0,47 -1,67 6,49 -6,76 
Régression pondérée par polynômes locaux :          
 Degré 0 0,27  0,34  3,39  2,41  -0,20  -0,39  -1,20  -2,27   
 Degré 1 0,00  0,04  -0,03  0,20  -0,01  -0,49  0,34  -2,36   
 Degré 2 0,01  0,01  0,03  0,07  0,03  -0,05  0,51  -0,27   
 Degré 3 0,01  0,01  -0,02  0,04  -0,03  -0,05  -0,24  -0,44   
Régression non pondérée par polynômes locaux :         
 Degré 0 0,11  0,24  1,34  1,53  -0,17  -0,47  -0,98  -2,70   
 Degré 1 0,01  0,05  -0,00  0,25  -0,01  -0,57  0,34  -2,69   
 Degré 2 0,01  0,01  -0,00  0,07  0,01  -0,07  0,26  -0,40   
 Degré 3 0,00  0,01  -0,06  0,03  -0,03  -0,06  -0,29  -0,48   
Pondération à l’intérieur de la cellule 0,08 0,08 0,84 0,69 -0,11 -0,07 -0.84 -0,48 
Naïve  1,62 0,80 20,49 8,04 -1,30 -1,60 -15,61 -10,77  
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Parmi les estimateurs affectés par la non-réponse pro-
duite, les résultats les plus biaisés sont clairement ceux 
obtenus pour l’estimateur « naïf » non corrigé. Comme le 
montre la dernière ligne du tableau 1, le biais est plus élevé 
pour les estimations de la prévalence de l’hypertension et de 
la pression artérielle systolique moyenne, car ces caracté-
ristiques (variables) étudiées sont celles dont la corrélation 
avec la variable ÂGE est la plus forte, ainsi que pour 
l’estimation de la prévalence du cholestérol total sérique 
élevé. Les biais de l’estimateur naïf peuvent être réduits avec 
succès au moyen de l’estimateur fondé sur les propensions 
réelles à répondre, n’importe lequel des estimateurs corrigés 
par la régression par polynômes locaux, l’estimateur avec 
pondération à l’intérieur de la cellule ou l’estimateur corrigé 
par régression logistique, si le modèle de la fonction de 
propension est spécifié correctement. En ce qui concerne la 
réduction du biais, les meilleurs résultats sont obtenus en 
utilisant l’estimateur corrigé par les propensions réelles à 
répondre, parce qu’il est conditionnellement sans biais pour 
les estimations en échantillon complet. L’ajustement logis-
tique, s’il est appliqué sous le modèle correct, donné par la 
fonction de propension à répondre avec un prédicteur 
linéaire, produit aussi des estimations presque sans biais. 
Pour la deuxième fonction de propension à répondre, où la 
forme du prédicteur n’est pas bien reflétée par l’ajustement 
d’une courbe de régression logistique, cette correction donne 
un estimateur conditionnellement biaisé.  

Les moyennes des estimations par la régression par 
polynômes locaux se rapprochent généralement des estima-
tions en échantillon complet si l’on augmente le degré du 
polynôme ajusté, le rapprochement le plus important étant 
obtenu en passant d’une constante locale à un estimateur 
linéaire local. Donc, il semble que la régression par poly-
nômes locaux est effectivement supérieure à la régression par 
la méthode du noyau dans ce contexte. La différence entre 
les formes pondérée et non pondérée de cet ajustement est 
très faible et les deux méthodes produisent des biais 
conditionnels plus petits dans l’ensemble que les biais de 
l’estimateur avec pondération à l’intérieur de la cellule, 
quand elles sont mises en œuvre par ajustement local d’un 
polynôme d’ordre supérieur à zéro pour estimer les 
propensions à répondre. Les estimateurs pondéré et non 
pondéré corrigés par la propension à répondre en ajustant un 
polynôme de degré nul ont un biais plus petit aux petites 
largeurs de fenêtre, comme nous l’avons observé pour la 
largeur de fenêtre 0,15, par exemple, mais les petites largeurs 
de fenêtre ont tendance à accroître la variance des estima-
teurs. Dans l’ensemble, les ajustements par la régression 
pondérée et non pondérée par polynômes locaux donnent de 
meilleurs résultats que l’ajustement par régression logistique 
paramétrique quand le modèle de réponse est spécifié in-
correctement. L’application des corrections par la régression 

par polynômes locaux de degré supérieur à un donne des 
résultats semblables à ceux de l’ajustement logistique sous 
spécification correcte du modèle de réponse.  
5.4 Variance et estimation de la variance  

Le tableau 2 donne les variances des méthodes d’ajuste-
ment étudiées ici sur l’ensemble des répliques de non-
réponse, normalisées, par souci de clarté, par la variance de 
l’ajustement par la propension à répondre réelle. Fait 
intéressant, il semble exister une relation inverse entre la 
grandeur des biais relatifs présentés au tableau 1 et la 
variance présentée dans ce tableau. Dans les cas où le biais 
relatif est faible (régression pondérée et non pondérée par 
polynômes locaux, pondération à l’intérieur de la cellule, 
ainsi qu’ajustement par régression logistique pour la fonction 
de propension linéaire), toutes les méthodes semblent mener 
à des variances à peu près similaires. Les polynômes locaux 
de degré élevé ont tendance à être plus variables que ceux de 
degré plus faible, et ce particulièrement dans le cas de la 
fonction de propension non linéaire, pour laquelle un saut net 
est observé lorsque l’on passe du degré 1 (local linéaire) au 
degré 2 (local quadratique). Dans l’ensemble, la régression 
linéaire locale, pondérée ou non pondérée, semble offrir un 
bon compromis entre le biais et la variance de la méthode de 
correction de la non-réponse.  

Les résultats de simulation susmentionnés montraient le 
comportement de plusieurs ajustements pour corriger la 
non-réponse dans les conditions de la  NHANES. Nous 
allons maintenant examiner l’approche d’estimation de la 
variance par rééchantillonnage de la section 4 et évaluer son 
utilité en tant que mesure de l’incertitude fondée sur 
l’échantillon pour les estimateurs corrigés de la non-réponse 
dans les mêmes conditions. Nous avons appliqué l’estima-
teur (17) avec la méthode du jacknife. Comme la NHANES 
ne fournit pas d’information sur les probabilités conjointes 
d’inclusion dans l’échantillon, nous n’avons pas pu nous 
servir d’un estimateur de variance jacknife complet comme, 
par exemple, dans Berger et Skinner (2005), afin de tenir 
compte de la sélection des unités avec probabilité variable 
dans l’enquête. Par conséquent, nous avons supposé que les 
plans d’échantillonnage à l’intérieur des strates de la 
NHANES pouvaient être approximés par l’échantillonnage 
en grappes avec remise et avons réécrit (17) sous la forme 
proposée par Rust (1985),  

ɵ ( ) 2

1

ˆ ˆV̂ ( ) ( )
t

T
tj

JK t
t j s

c
= ∈

θ = θ − θ ,∑ ∑  (18) 

où ts  désigne l’ensemble d’unités dans l’échantillon qui pro-
viennent de la et  strate de la NHANES, 1t = , 2 , t… T n, ,  
est le nombre d’unités sélectionnées dans ,ts ( 1)t t tc n n= − /  
et ( )ˆ tjθ  est obtenu à partir de (5) en remplaçant les iw  par les 
poids de rééchantillonnage 
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Tableau 2 
Variances Monte Carlo normalisées des estimateurs corrigés de la non-réponse de la pression artérielle systolique (PAS) moyenne, 
la pression artérielle diastolique (PAD), l’indicateur d’hypertension (HYP) et l’indicateur de cholestérol total sérique élevé (CTE) 
basés sur 1 000 ensembles de réponses pour deux fonctions de propension à répondre selon l’âge du participant à l’enquête dans la 
NHANES de 2005-2006 
 

 Fonction de propension logistique 
(prédicteur linéaire) 

Fonction de propension logistique 
(prédicteur non linéaire) 

Type de correction PAS PAD HYP CTE PAS PAD HYP CTE 
Propensions réelles à répondre 100,0  100,0  100,0  100,0  100,0  100,0  100,0  100,0   
Régression logistique 85,9  92,4  79,5  96,5  63,9  61,5  54,1  52,0   
Régression pondérée par polynômes locaux :         
 Degré 0 74,9  81,2  65,7  92,1  70,3  67,0  67,4  75,0   
 Degré 1 81,8  89,5  66,2  92,7  73,6  69,8  68,9  76,0   
 Degré 2 81,3  89,8  65,5  94,0  90,3  81,7  88,0  96,1   
 Degré 3 82,3  90,2  65,8  93,1  90,1  82,2  87,7  96,2   
Régression non pondérée par polynômes locaux :         
 Degré 0 82,2  85,8  77,6  95,8  71,9  69,2  70,7  74,7   
 Degré 1 85,6  90,1  79,4  95,7  74,4  71,1  71,2  74,6   
 Degré 2 86,6  91,3  79,3  96,1  91,8  84,5  91,8  96,8   
 Degré 3 87,3  91,5  78,5  95,0  91,2  84,7  91,2  96,9   
Pondération à l’intérieur de la cellule 79,7 89,1 62,1 91,6 82,5 77,0 81,1 92,3 
Naïve 71,3 58,0 81,7 74,6 48,6 48,7 45,5 45,1        
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Nous avons également appliqués ces poids dans l’estimation 
des propensions à répondre pour la procédure de correction 
par la régression par polynômes locaux pondérée. 

Nous avons appliqué l’estimateur jacknife de variance 
(18) à chaque vecteur de réponses provenant des deux fonc-
tions de propension, ce qui a donné les estimations 
ɵˆ ( ( )),JKv bθ 1 2, , ,b … B= ,  pour tous les estimateurs 

corrigés dans l’expérience. Aux fins de comparaison, il 
serait intéressant de produire des estimations des variances 
correspondantes par la méthode Monte Carlo. Cependant, 
comme l’échantillon de la NHANES est fixe, la variance 
Monte Carlo des estimations ponctuelles ɵ ( )bθ  sur les 
vecteurs de réponses estime uniquement la variance condi-
tionnelle ˆVar( )sνθ|  par rapport au modèle de réponse. 
Puisque 

ɵ ɵ ɵVar( ) Var(E( )) E(Var( ))s sν νθ = θ| + θ| ,  

où les moments « internes » sont calculés par rapport au 
modèle de réponse sachant que l’échantillon et les moments 
« externes » sont calculés par rapport au plan d’échan-
tillonnage, la variance sous le plan de ɵE( )sνθ|  doit être 

prise en compte afin d’obtenir une cible d’estimation valide 
pour ˆV̂ ( ).JK θ  Étant donné que la régression pondérée et 
non pondérée par polynômes locaux et la pondération à 
l’intérieur de la cellule produisent des estimateurs approxi-
mativement conditionnellement sans biais de l’estimateur 
sur échantillon complet, rat ,i s i si i iw y wy

ν ν∈ ∈π, ∑ ∑= /  pour 
les deux fonctions de propension à répondre, nous avons 
décidé d’utiliser l’estimateur jacknife de la variance de 

ratyπ,  comme « substitut » de ɵVar(E( )).sνθ|  Donc, notre 
« variance de comparaison » sera définie sous la forme 

2
rat

1

1ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) )
1

B

C JK
b

v v by
Bπ,

=

θ = + θ − θ .
−
∑  

L’utilisation de ˆˆ ( )Cv θ  au lieu de la variance réelle aura 
tendance à sous-estimer tout problème de biais associé à 
l’utilisation de l’estimateur jacknife de la variance pour 
l’estimateur sur échantillon complet. Cependant, elle mon-
trera dans quelle mesure la méthode de rééchantillonnage 
réussit bien à refléter la variabilité due à la non-réponse. 

Le tableau 3 donne les biais relatifs des estimateurs 
jacknife de la variance obtenus dans l’expérience. Les 
résultats montrent que l’estimateur jacknife de la variance 
donne d’assez bons résultats pour les deux mécanismes de 
non-réponse et pour tous les estimateurs considérés. La 
méthode de correction par la régression par polynômes 
locaux pondérée semble produire des variances estimées qui 
concordent mieux avec la variance de comparaison que la 
version non pondérée de cette méthode. Les résultats pour la 
fonction à prédicteur non linéaire révèlent un biais plus 
important que ceux obtenus pour le prédicteur linéaire, les 
biais positifs et négatifs étant plus prononcés dans le premier 
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cas pour toutes les variables. Comme il est discuté dans 
Da Silva et Opsomer (2006), les méthodes de rééchan-
tillonnage pour les estimateurs corrigés de la non-réponse 
omettent souvent de tenir compte d’une composante de la 
variance totale qui inclut l’effet de l’échantillonnage ainsi 
que du mécanisme de réponse. Nous conjecturons, par 
conséquent, que les propriétés de biais différentes mani-
festées pour les diverses variables pourraient être dues à 
cette composante manquante de la variance. 

 
6. Conclusion  

Dans le présent article, nous avons étudié les propriétés 
de la pondération non paramétrique par la propension à 
répondre en tant que méthode de correction de la non-
réponse aux enquêtes. La régression par polynômes locaux 
semble offrir un moyen flexible de production de nouveaux 
ajustements pour tenir compte de la non-réponse. Les 
résultats présentés étendent ceux décrits dans Da Silva et 
Opsomer (2006) en permettant l’utilisation de polynômes 
locaux de degré arbitraire, ce qui offre des avantages aussi 
bien théoriques que pratiques par rapport à la régression par 
noyau de degré nul.  

L’expérience par simulation a révélé qu’outre ses bonnes 
propriétés théoriques, l’estimateur donne des résultats com-
parables à un estimateur fondé sur un modèle paramétrique 
spécifié correctement en ce qui concerne le biais et la 
variance, tout en offrant une protection contre une 
éventuelle erreur de spécification du modèle. L’estimateur 

avec pondération dans la cellule offre la même robustesse à 
l’erreur de spécification du modèle, mais un avantage 
particulier qu’ont les méthodes de régression non para-
métriques sur les approches de pondération à l’intérieur des 
cellules tient à leur lien avec de grandes classes de 
techniques de modélisation exposées dans la littérature 
n’ayant pas trait aux enquêtes. Les extensions de la 
méthodologie décrite ici aux modèles semi-paramétriques et 
additifs (généralisés) (Hastie et Tibshirani 1986) peuvent 
être formulées facilement et devraient donner de bons 
résultats dans une grande variété de scénarios de modéli-
sation de la réponse potentielle, y compris les situations 
dans lesquelles existent de multiples covariables à la fois 
catégoriques et continues. Une discussion détaillée de ces 
extensions dépasse néanmoins le cadre du présent article.  

À la section 5, nous avons appliqué la correction non 
paramétrique de la non-réponse aux données de la 
NHANES en modélisant la probabilité de réponse sous 
forme d’une fonction lisse de l’âge des répondants et en 
pondérant les données par l’inverse des probabilités de 
réponse estimées. La même approche peut être appliquée à 
d’autres ensembles de données d’enquête quand des 
covariables continues reliées à la probabilité de réponse sont 
disponibles pour toutes les unités figurant dans l’échantillon 
original. Il s’agit d’une alternative viable à l’approche de 
pondération à l’intérieur de la cellule adoptée couramment 
dans des situations où les cellules sont construites par 
« binning », ou groupement par classe, sur une ou plusieurs 
variables continues. 

 
 
 
 
Tableau 3 
Biais relatifs (%) des estimateurs jacknife de la variance des estimateurs de la pression artérielle systolique (PAS) moyenne, la 
pression artérielle diastolique (PAD), l’indicateur d’hypertension (HYP) et l’indicateur de cholestérol total sérique élevé (CTE), 
basés sur 1 000 ensembles de réponses pour deux fonctions de propension à répondre selon l’âge du participant à l’enquête dans la 
NHANES de 2005-2006 
 

 Fonction de propension logistique 
(prédicteur linéaire) 

Fonction de propension logistique 
(prédicteur non linéaire) 

Type de correction PAS PAD HYP CTE PAS PAD HYP CTE 
Propensions réelles à répondre 0,55  -0,47  -0,06  0,16  0,92  -0,26  -1,03  -2,76   
Régression pondérée par polynômes locaux : 
 Degré 0 -0,66  2,33  2,74  4,44  1,63  -2,27  -5,12  -9,44   
 Degré 1 -0,31  -1,03  0,31  1,87  5,27  4,03  2,60  -9,95   
 Degré 2 -0,14  -0,76  0,41  0,49  0,25  0,65  -2,60  -3,60   
 Degré 3 -0,27  -1,03  0,39  0,48  0,19  0,45  -2,19  -3,02   
Régression non pondérée par polynômes locaux : 
 Degré 0 2,00  2,77  3,57  5,56  5,73  0,31  1,83  -10,22   
 Degré 1 2,02  1,06  2,63  2,61  7,46  5,57  4,33  -10,43   
 Degré 2 2,26  1,07  2,88  1,36  4,16  3,81  1,62  -2,94   
 Degré 3 2,21  1,01  2,94  1,46  3,45  3,65  0,96  -2,63   
Pondération à l’intérieur de la cellule -1,15 1,70 -0,47 5,16 2,69 -6,91 3,06 -5,88    
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Un certain nombre de questions concernant l’application 
de la méthode dans les enquêtes réelles, que ce soit dans le 
cas univarié décrit en détail ici ou dans les diverses 
extensions du modèle que nous venons de mentionner, 
doivent être étudiées plus en profondeur. Un important 
problème pratique est celui du choix du paramétrage de 
l’estimateur, tel que le degré du polynôme local et la largeur 
de fenêtre. Comme il est mentionné dans la littérature non 
paramétrique (par exemple, Fan et Gijbels 1996, page 77) et 
confirmé dans les simulations, l’utilisation de polynômes de 
degré plus élevé réduit le biais mais accroît la variance, de 
sorte que les polynômes de degré 1k =  ou 2 sont générale-
ment considérés comme un bon compromis. Le choix de la 
largeur de fenêtre est plus critique. Dans nos simulations, les 
résultats n’étaient que moyennement sensibles à ce choix 
dans une fourchette « raisonnable » de valeur, c’est-à-dire 
celles qui garantissent que le nombre d’observations utili-
sées pour estimer ( )xφ  à tout x  ne devienne pas trop petit 
(voir la discussion à la fin de la section 2) ou si grand que 
l’ajustement du modèle ne permette pas de saisir les 
variations dans ( )φ ⋅  sur l’intervalle de valeur de .x  À titre 
de règle empirique, nous recommandons de considérer pour 
h  des valeurs comprises entre 20 % et 50 % de l’étendue de 
x  comme bon point de départ, puis de procéder à une 
détermination finale en examinant à la fois les diagnostics 
de modélisation concernant l’ajustement du modèle ɵ ( )xφ  et 
les diagnostics de pondération concernant les poids de 
sondage corrigés 1ˆ( ) ,i i

−π φ  comme cela se ferait pour 
construire des poids dans les cellules. 
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Annexe 

 
A.1 Hypothèses  

Nous énonçons maintenant les hypothèses nécessaires 
pour obtenir nos principaux résultats. Une discussion dé-
taillée de ces hypothèses figure dans Da Silva et Opsomer 
(2008). Considérons le cadre asymptotique de la section 3. 
Soit 1(v I= ,I 2 ..., )NI I

ν
′,  le vecteur d’indicateurs d’in-

clussion dans l’échantillon pour la eν  population. En 
supprimant le ν  pour simplifier la notation, posons iπ =  
Pr( 1),iI =  et désignons par  

( )
1 ... d 1

E ( )
k

k

j j j jI, , =
∆ ≡ − π∏

ℓ ℓℓ
 (19) 

les moments de degré plus élevé pour les indicateurs 
d’inclusion dans l’échantillon 

1 2
, , ...,

kj j jI I I  par rapport au 
plan d’échantillonnage. Nous supposons qu’il existe des 
constantes positives 1 2 6…λ , λ , , λ  telles que :  
(A1) 1

1 2 ;iN n i U−
ν ν νλ < π < λ < ∞, ∀ ∈  

 

(A2) 1 ,N n−
ν ν → π  pour 0 1,< π <  quand ;ν → ∞  

 

(A3) Pour  des 1 2, ..., ,kj j j Uν, ∈  distincts, où 2k = ,  
3, ..., 8,  

2

1
1

2

1

31

...,
1

41

( 1) si est pair

( 1) si est impair

k

k
k

k

j j
k

N n k

N n k
−

−

ν=

,
−

ν=

 − + λ , 
|∆ |≤

 − + λ 

∏

∏

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

 

 

(A4) 1lim ( )i U iN y
ν

−
∈ν→∞ ν ∑ =µ∈ −∞, ∞  et 1 4

i U iN y
ν

−
∈ν ∑ | | ≤  

5,λ  pour tout 1.ν ≥  
 
Soit 1 2( , ..., )v NR R R

ν
′= ,R  le vecteur d’indicateurs de 

réponse pour la eν  population. En plus des hypothèses 
concernant le plan d’échantillonnage et la distribution de 
population de la variable ,Y  nous avons besoin des hypo-
thèses suivantes concernant le mécanisme de réponse :  
(B1) 1 2, ..., NR R R

ν
,  sont des variables aléatoires indé-

pendantes ;  
 

(B2)
 
Pr{ 1 }

Pr{ 1 } ;
i v v

i v i

R

R i U
ν

ν

= | , , =

= | ≡ φ , ∀ ∈

I xy

x
 

 

(B3) ( ) ,i ix i Uνφ = φ , ∀ ∈  où ( )φ ⋅  est une e( 2)k +  fonc-
tion continument différenciable avec 6 ( ) 1.λ < φ ⋅ ≤  La 
dérivée première ( )′φ ⋅  possède un nombre fini de 
changements de signe. 

 
En ce qui concerne la distribution des ix  et l’estimateur 

par noyau, nous supposons que :  
(C1) pour tout 1,ν ≥ 1 2, ..., Nx x x

ν
,  sont les réalisations 

des variables aléatoires 1 2, ..., NX X X
ν

,  indépen-
dantes et identiquement distribuées suivant la loi 

( )XF x = ( ) ,x
Xf t dt−∞∫  où ( )Xf ⋅  est une densité de 

probabilité continue et positive sur un ensemble 
compact [ ] ;X Xa b,  

 

(C2)la fonction noyau ( )K ⋅  est une densité de probabilité 
bornée et continue, qui est symétrique autour de zéro 
et appartient à l’intervalle [-1, 1] ; 

 

(C3) 1 4
1 ( ) ;kz K z dz+

−∫ | | < ∞  
 

(C4) pour tout 1,ν ≥ { }hν  est une série de largeurs de 
fenêtre satisfaisant 0 1,hν< ≤ 0,hν → 2n hν ν → ∞  
et log ,N h Nν ν ν/ → ∞  quand ;ν → ∞  
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(C5) la dérivée première ( )Xf ′ ⋅  est continument différen-
ciable et contient un nombre fini de changements de 
signe sur supp( ).Xf  La dérivée première ( )K ′ ⋅  
possède un nombre fini de changements de signe sur 
supp( ) ;K  

 

(C6) la matrice 1
iN −

νT  est non singulière pour tout 
i Uν∈  et tout 1.ν ≥   

A.2 Calculs techniques  
Les preuves complètes sont données dans Da Silva et 

Opsomer (2008). La preuve du théorème 1 s’appuie sur la 
détermination de bornes pour les moments de la différence 

ˆ v  y yπψ πφν− ɶ  sous le mécanisme probabiliste du plan de 
sondage et du modèle de réponse combinés, suivie par le 
calcul des taux de convergence pour le biais et la variance 
de l’estimateur linéarisé ˆ .y πψν  Cela est accompli au moyen 
d’une série de six lemmes, qui sont énoncés ici sans preuve. 
La preuve du théorème 2 est fondée sur le résultat du 
théorème 1, suivie par une linéarisation supplémentaire de la 
forme ratio. 

Dans la suite, pour simplifier la notation, nous sup-
primons le fait que les résultats sont conditionnés sur les 
séries 1( , , )v Nx … x

ν
=x  dans les populations .Uν  

Cependant, nous avons montré dans Da Silva et Opsomer 
(2008), comme nous l’avions fait dans Da Silva et Opsomer 
(2006), que les résultats que contiennent ces lemmes sont 
vérifiés avec une probabilité de 1 sur ces séries. Donc, les 
résultats peuvent être interprétés comme vérifiés pour toutes 
les séries dans les populations, sauf sur un ensemble de 
probabilités 0 par rapport à la distribution des .vx   
Lemme 1. Supposons que les hypothèses (C1) à (C5) sont 
vérifiées. Considérons ( ) ( ) ,

x hDK x z K z dz
,

∫µ , = ℓ

ℓ
 où 

x hD
ν, = { ( ) supp( )} supp( ).Xt x ht f K: + ∈ ∩  Alors, pour 

tout 0= ,ℓ 1 2,… k, , +  

supp( )

1
sup ( ) ( ) 0

X

j
j

x f j U

X x
K X x E x

N h h
ν

ν
ν→∞∈ ∈ν ν ν

− 
− − , → , 

 
∑ ℓ

ℓ  

où 

1 1
1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X

X

E x f x K x h

f x K x h o h

ν ν

′ + +
+ ν ν

, = µ ,

+ µ , + .

ℓ

ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℓ
 

 
Lemme 2. Supposons que les hypothèses (C1) à (C5) sont 
vérifiées. Considérons l’ajustement à la population 

( ),i ix k hνφ = φ , ,ɶ ɶ ,i Uν∈  défini en (10). Donc, pour tout  
,i Uν∈  il existe des termes bornés positifs 1( ),ic x 2 ( )ic x  et 

3 ( ),ic x  tels que, si ix  dans un point intérieur de supp( )Xf   

2 2
1

1 1
2

( ) ( ) est
( )

( ) ( ) est

k k
i

i i
k k

i

c x h o h k pair
x

c x h o h k impair

+ +
ν ν

+ +
ν ν

 +
φ − φ = 

 +

ɶ  

et si ix  dans un point au bord de supp( )Xf  
1 1

3( ) ( ) ( )k k
i i ix c x h o h+ +

ν νφ − φ = + ,ɶ  

où tous les termes d’ordre plus faible tiennent uniformément 
dans .i Uν∈   
Lemme 3. Supposons que les hypothèses (C1) et (C4) sont 
vérifiées. Alors,  

i) pour [0 )p ∈ ,∞  fixe,  

{ }

1
limsup

j

p

x h x x h
j U

I
N h ν ν

ν

− ≤ ≤ +
ν→∞ ∈ν ν

  < ∞, 
 

∑  

  uniformément dans ;x  
 

ii) { [0 ] (1 1]}

1
limsup ;

2 jx h h
j U

I
N h ν ν

ν

∈ , ∪ − ,
ν→∞ ∈ν ν

< ∞∑  

iii) { ( 1 ]}

1
limsup ;

jx h h
j U

I
N ν ν

ν

∈ , −
ν→∞ ∈ν

< ∞∑  

iv) il existe ,∗ν  indépendant de ,x  tel que, quand 
,∗ν ≥ ν  

{ } 1.
jx x h

j U

I k
ν

ν

| − |≤
∈

≥ +∑  

 
Lemme 4. Supposons que les hypothèses du théorème 1 sont 
vérifiées. Considérons les matrices ˆ ˆ{ }si si pqT ,=T  et 

{ }i si pqT ,=T  et les vecteurs ˆ ˆ{ },si si pt ,=t { }i i pt ,=t  et 
{ }i i pB ,=B  donnés dans (7) et (10). Alors,  

i) les 1
i pqN T−

ν ,  et 1
i pN t−

ν ,  sont uniformément bornés 
dans ,i Uν∈  pour tout 1, ..., 1;p q k, = +  

ii) les ŝi pqT ,  et ŝi pt ,  satisfont 

�
8

4 41 1

8

4 41 1

1
max E

1
max E

i pqsi pq

p q k

i psi p

p k

TT
O et

N n h

tt
O

N n h

,,

≤ , ≤ +
ν ν ν

,,

≤ ≤ +
ν ν ν

−   
=   

   

−   
= ,   

   

ɵ

 

  uniformément dans ;i Uν∈  
iii)  la variable aléatoire 1

1
ˆˆ( )i si si i

−′ −T t T Be  satisfait 

1
1

1ˆˆmaxE ( ( ) )i si si i i i
i U

I R O
n hν

−

∈
ν ν

 
′ − =  

 
T t T Be  (20) 

  et 

41
1 2 2

1ˆˆmaxE ( ( ))i si si ii U
O

n hν

−

∈
ν ν

 
= .′ −  

 
T t T Be  (21) 
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Lemme 5. Supposons que les hypothèses du théorème 1 sont 
vérifiées. Alors, pour tout 1ν ≥   

i) la réciproque de iφɶ  est uniformément bornée dans  
;i Uν∈  

ii) les dérivées partielles de 1ˆ
i
−φ  d’ordres un à quatre, 

quand elles sont évaluées à ˆ ,si i=T T ˆ ,si i=t t  

1 0δ =  et 2 0,δ =  sont uniformément bornées en 
;i Uν∈  

iii) 4ˆE( )i
−φ  est uniformément bornée en ;i Uν∈  

iv)  l’inverse de ˆ iφ  satisfait  

1 1 2 1
1

2 2

ˆ ˆˆ( )

1

i i i i si si i

i O
N h

− − − −

ν
ν ν

′φ = φ − φ −

 
+ ε + , 

 

T t T Bɶ ɶ e

 (22)
 

uniformément en ,i Uν∈  où les iνε  sont des 
variables aléatoires telles que 

2
2 2

1
maxE i
i U

O
n hν

 
 ν ∈

ν ν

 
ε = . 

 
 

 
Lemme 6. Supposons que les hypothèses du théorème 1 sont 
vérifiées. Définissons les variables aléatoires ,y πφνɶ d πφνɶ  et 

πφνε ɶ  par 

1 1 1 1
1

( )

1 ˆˆ(1 ( ) )i i i i si si i i i i
i s

y d

e y R
N

ν

πφνπφνπφν

− − − −
ν

∈ν

′, , =ε

′ ′π φ , φ − , ε .∑ T t T B

ɶɶɶ

ɶ ɶ
 

Alors, 

(3 2)

1

( )
E( )

( )

k

N
k

O h k pair
y y

O h k impair
ν

+ /
ν

πφν
+

ν

 ,
− = 

 ,
ɶ  (23) 

1
Var ( ) ,Oy

nπφν
ν

 
=  

 
ɶ  (24) 

2 1
(E[ ] E[ ])d d Â O

n hπφν πφν
ν ν

 
′, =  

 
ɶ ɶ  (25) 

et  

2
2 2

1
E( ) O

n hπφν
ν ν

 
ε = . 

 
ɶ  (26) 
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Estimation du taux de chômage mensuel par modélisation  
structurelle de séries chronologiques dans un plan de  

sondage avec renouvellement de panel 

Jan van den Brakel et Sabine Krieg 1 

Résumé 
L’article décrit un modèle de séries chronologiques structurel multivarié qui tient compte du plan de sondage avec 
renouvellement de panel de l’Enquête sur la population active des Pays-Bas et qui est appliqué pour estimer les taux 
mensuels de chômage. Comparativement à l’estimateur par la régression généralisée, cette approche accroît considé-
rablement la précision des estimations, grâce à la réduction de l’erreur-type et à la modélisation explicite du biais entre les 
vagues subséquentes de l’enquête. 
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1. Introduction  
L’Enquête sur la population active (EPA) des Pays-Bas 

est fondée sur un plan de sondage avec renouvellement de 
panel. Chaque mois, un échantillon d’adresses est sélec-
tionné et les données sont recueillies par interview sur place 
assistée par ordinateur auprès des ménages résidant à ces 
adresses. Ensuite, les ménages échantillonnés sont réinter-
viewés quatre fois par téléphone à intervalle trimestriel. La 
méthode d’estimation de cette enquête s’appuie sur 
l’estimateur par la régression généralisée élaboré par 
Särndal, Swensson et Wretman (1992). 

En raison des propriétés énoncées ci-après, les esti-
mateurs par régression généralisée sont très intéressants 
pour la production de statistiques officielles dans un 
environnement de production régulier et sont par consé-
quent employés largement par les instituts nationaux de 
statistique. En premier lieu, les estimateurs par régression 
généralisée sont approximativement sans biais par rapport 
au plan, ce qui offre une forme de robustesse dans le cas 
d’échantillons de grande taille. Ces estimateurs sont dérivés 
d’un modèle de régression linéaire qui spécifie la relation 
entre les valeurs d’un paramètre d’intérêt et un ensemble de 
variables auxiliaires dont les totaux dans la population cible 
finie sont connus. Si le modèle de régression linéaire 
explique raisonnablement bien la variation de la variable 
cible, il peut réduire la variance par rapport au plan ainsi que 
le biais dû à la non-réponse sélective (Särndal et Swensson 
1987 ; Bethlehem 1988 ; Särndal et Lundström 2005). En 
revanche, sa spécification incorrecte pourrait accroître la 
variance par rapport au plan, mais les estimations ponc-
tuelles demeurent approximativement sans biais par rapport 
au plan. En deuxième lieu, les estimateurs par régression 
généralisée sont souvent utilisés pour produire un ensemble 

de poids pour l’estimation de tous les paramètres cibles 
d’une enquête par sondage polyvalente. Cela est non 
seulement commode, mais assure aussi la cohérence entre 
les taux marginaux de différents tableaux publiés. 

Le plan avec renouvellement de panel de l’EPA et la 
façon dont l’estimateur par régression généralisée est 
appliqué dans la procédure d’estimation posent deux grands 
problèmes. Premièrement, il existe des différences systé-
matiques importantes entre les vagues successives du panel 
dues à des effets de mode de collecte et de panel. Ce 
problème bien connu des plans avec renouvellement de 
panel est désigné dans la littérature sous le nom de biais de 
groupe de renouvellement (BGR) ; voir Bailar (1975). Dans 
l’EPA, le niveau du taux de chômage enregistré lors des 
vagues qui suivent la première est considérablement plus 
faible que celui observé au départ. Il existe également des 
différences systématiques entre les effets saisonniers pour 
ces vagues successives.  

Deuxièmement, la taille de l’échantillon mensuel de 
l’EPA est trop faible pour pouvoir se fier à l’estimateur par 
régression généralisée pour produire des statistiques offi-
cielles mensuelles de l’emploi et du chômage. Les estima-
teurs par régression généralisée possèdent une variance par 
rapport au plan relativement importante quand la taille de 
l’échantillon est faible. Par conséquent, dans le cas de 
l’EPA, on utilise chaque mois les échantillons observés au 
cours des trois mois précédents pour estimer les chiffres 
trimestriels concernant la situation sur le marché du travail. 
Le principal inconvénient de cette approche est le lissage de 
la variation saisonnière mensuelle réelle du taux de chô-
mage. En outre, les variations structurelles du chômage 
paraissent décalées dans la série de chiffres trimestriels. 

Puisque l’échantillon mensuel est de trop petite taille 
pour pouvoir se servir d’estimateurs fondés sur le plan de 
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sondage ou d’estimateurs directs, des méthodes d’estimation 
fondées sur un modèle doivent être utilisées pour produire 
des statistiques suffisamment fiables. Dans le cas d’enquêtes 
continues, il est possible d’appliquer un modèle structurel de 
séries chronologiques afin d’utiliser l’information provenant 
des échantillons précédents en vue d’améliorer l’exactitude 
des estimations. Ce modèle peut être étendu afin de tenir 
compte du biais de groupe de renouvellement (BGR) et de 
l’autocorrélation (AC) entre les divers panels de l’EPA. 
Cette approche, qui permet d’utiliser efficacement le plan de 
sondage avec renouvellement de panel de l’EPA pour esti-
mer les chiffres mensuels concernant le marché du travail, a 
été proposée originellement par Pfeffermann (1991) et par 
Pfeffermann, Feder et Signorelli (1998). Nous appliquons 
ces techniques ici pour estimer le taux de chômage mensuel 
d’après les données de l’EPA. D’autres références à l’appli-
cation de modèles de séries chronologiques en vue de pro-
duire des estimations pour des enquêtes périodiques peuvent 
être consultées dans Scott et Smith (1974), Scott, Smith et 
Jones (1977), Tam (1987), Binder et Dick (1989, 1990), 
Bell et Hillmer (1990), Tiller (1992), Rao et Yu (1994), 
Pfeffermann et Burck (1990), Pfeffermann et Rubin-
Bleuer (1993), Pfeffermann et Tiller (2006), Harvey et 
Chung (2000), ainsi que Feder (2001). 

Les estimateurs composites peuvent être considérés 
comme une alternative au modèle de séries chronologiques. 
Ils sont élaborés sous l’approche fondée sur le plan de 
sondage classique afin d’utiliser l’information observée aux 
périodes précédentes au moyen d’enquêtes périodiques avec 
plan de sondage avec renouvellement de panel en vue 
d’améliorer la précision des estimations des niveaux et des 
variations. Certaines références importantes concernant les 
estimateurs composites sont Hansen, Hurwitz et Meadow 
(1953), Rao et Graham (1964), Gurney et Daly (1965), 
Cantwell (1990), Singh (1996), Gambino, Kennedy et Singh 
(2001), Singh, Kennedy et Wu (2001), ainsi que Fuller et 
Rao (2001). 

À la section 2, nous résumons le plan de sondage de 
l’EPA. Aux sections 3 et 4, nous élaborons un modèle 
structurel de séries chronologiques qui tient compte du plan 
avec renouvellement de panel de l’EPA. À la section 5, 
nous décrivons les résultats en détail. Enfin, à la section 6, 
nous formulons certaines remarques générales. 

 
2. L’Enquête sur la population  

       active des Pays-Bas  
2.1 Plan d’échantillonnage  

L’objectif de l’EPA des Pays-Bas est de fournir des ren-
seignements fiables sur le marché du travail. Chaque mois, 
un échantillon d’adresses est sélectionné en vue d’identifier 

des ménages qui peuvent être considérés comme les unités 
finales d’échantillonnage. La population cible de l’EPA 
comprend les personnes de 15 ans et plus non placées en 
établissement qui résident aux Pays-Bas. La base de son-
dage est la liste de toutes les adresses connues de logements 
occupés aux Pays-Bas, qui est dressée d’après les données 
municipales d’enregistrement de la population. L’EPA est 
fondée sur un plan d’échantillonnage en grappes à deux 
degrés stratifié d’adresses. Les strates correspondent aux 
régions géographiques. Les municipalités sont considérées 
comme étant les unités primaires d’échantillonnage, et les 
adresses, les unités secondaires d’échantillonnage. Tous les 
ménages résidant à une adresse, jusqu’à concurrence de 
trois, sont inclus dans l’échantillon (aux Pays-Bas, il y a 
généralement un ménage par adresse). Puisque la plupart 
des paramètres cibles de l’EPA ont trait à des personnes de 
15 à 64 ans, les adresses où il n’existe que des personnes de 
65 ans et plus sont sous-échantillonnées. 

En octobre 1999, le programme de l’EPA est passé d’une 
enquête continue à un plan de sondage avec renouvellement 
de panel. Durant la première vague, les données sont 
recueillies par interview sur place assistée par ordinateur 
(IPAO). Les variables démographiques sont observées pour 
tous les membres des ménages sélectionnés. Pour les 
variables cibles, seules les personnes de 15 ans et plus sont 
interrogées. Quand il est impossible de prendre contact avec 
un membre sélectionné d’un ménage, l’interview par 
personne interposée est permise auprès d’autres membres du 
même ménage. Les ménages pour lesquels les réponses 
d’une ou de plusieurs personnes sélectionnées pour 
participer à l’enquête ne sont pas obtenues directement ou 
par personne interposée sont traités comme des ménages 
non répondants. Les participants à l’enquête de 15 à 64 ans 
sont réinterviewés quatre fois à intervalle trimestriel par 
interview téléphonique assistée par ordinateur (ITAO). 
Durant ces réinterviews, un questionnaire condensé est 
utilisé pour établir les changements de situation de ces 
personnes sur le marché du travail. L’interview par 
personne interposée est également permise durant ces 
réinterviews. Au moment où l’EPA est passée à un plan 
avec renouvellement de panel, la taille mensuelle brute de 
l’échantillon était, en moyenne, de 8 000 adresses. Elle a 
ensuite diminué progressivement pour atteindre 6 500 
adresses en 2008. Durant cette période, environ 65 % des 
ménages ont répondu complètement à l’enquête.  
2.2 Biais de groupe de renouvellement  

Le plan avec renouvellement de panel décrit à la section 
2.1 produit des différences systématiques entre les estima-
tions du taux de chômage obtenues pour les vagues succes-
sives réalisées durant une période donnée. Dans la littérature, 
ce phénomène est connu sous le nom de biais de groupe de 
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renouvellement (BGR) ; voir, par exemple, Bailar (1975), 
Kumar et Lee (1983) et Pfeffermann (1991). Dans le cas de 
l’EPA, le BGR donne lieu à une sous-estimation systéma-
tique du niveau du taux de chômage dans les vagues 
d’ITAO, mais également à des écarts systématiques entre les 
composantes saisonnières. Le BGR est une conséquence des 
facteurs fortement confusionnels suivants : 

 
− non-réponse sélective entre les vagues successives, 

c’est-à-dire érosion du panel ; 
− différences systématiques entre les populations 

rejointes par les modes d’interview IPAO et ITAO. En 
principe, ces différences devraient être relativement 
faibles, puisque les numéros de téléphone sont 
demandés durant la première interview. Par conséquent, 
les numéros non publiés et les numéros de téléphone 
mobiles sont également appelés ; 

− effets de mode de collecte, c’est-à-dire différences sys-
tématiques dans les données dues au fait que les inter-
views sont menées par téléphone au lieu de l’être sur 
place. Dans le cas de l’IPAO, la vitesse d’interview est 
plus lente, les répondants participent de façon plus 
engagée à l’interview et sont plus susceptibles de faire 
l’effort cognitif requis pour répondre avec soin aux 
questions. En outre, des réponses à caractère sociale-
ment moins désirable sont obtenues par IPAO,  grâce 
au contact personnel avec l’interviewer. Par consé-
quent, moins d’erreurs de mesure sont attendues quand 
ce mode de collecte est utilisé (Holbrook, Green et 
Krosnick 2003, et Roberts 2007). Van den Brakel 
(2008) décrit une expérience dans laquelle les modes de 
collecte par IPAO et par ITAO sont comparés à la 
première vague de l’EPA. Cette expérience révèle que le 
taux de chômage estimé est significativement plus faible 
dans le cas de l’ITAO ; 

− fraction d’interviews par personne interposée plus 
grande dans le cas du mode ITAO (Van den Brakel 
2008), ce qui pourrait entraîner une augmentation du 
nombre d’erreurs de mesure ; 

− effets dus aux différences entre le questionnaire de 
l’IPAO et celui de l’ITAO. Ce dernier est une version 
fortement condensée du questionnaire de l’IPAO, car 
les interviews répétées portent sur les changements de 
situation des répondants sur le marché du travail ; 

− effets de panel, c’est-à-dire les variations systématiques 
de comportement des membres du panel. Par exemple, 
les questions sur les démarches en vue de trouver un 
emploi posées lors de la première vague pourraient 
accroître les activités de recherche des chômeurs 
membres du panel. Les membres du panel pourraient 
également ajuster leurs réponses systématiquement au 
moment des vagues subséquentes, car ils apprennent 

comment maintenir le cheminement à travers les 
questionnaires aussi bref que possible.  

L’hypothèse est que les estimations fondées sur la 
première vague sont les plus fiables, puisque l’IPAO produit 
généralement des données de plus grande qualité et que la 
première vague ne souffre pas des effets de panel susmen-
tionnés. Afin de réduire au minimum les effets du BGR, 
nous calons à l’heure actuelle les données des deuxième, 
troisième, quatrième et cinquième vagues sur celles de la 
première vague, comme il est décrit à la section 2.3.  
2.3 Méthode d’estimation ordinaire  

Les paramètres cibles concernant l’emploi et le chômage 
sont définis comme étant des totaux de population ou des 
ratios de deux totaux de population. Le taux de chômage, 
qui est le sujet de la présente étude, est défini comme le ratio 
du nombre total de chômeurs au total de la population 
active. Ce paramètre de population est estimé par le ratio de 
l’estimation par régression généralisée du total de la popu-
lation active en chômage au total estimé de la population 
active. Chaque mois, les estimations de l’emploi et du chô-
mage pour les trois mois précédents sont publiées.  

Une méthode de pondération assez laborieuse est utilisée 
dans la méthode d’estimation ordinaire pour essayer de 
corriger le BGR. Nous en résumons ici les étapes les plus 
importantes. Pour commencer, on calcule les probabilités 
d’inclusion qui reflètent le plan d’échantillonnage décrit 
plus haut ainsi que les divers taux de réponse selon la région 
géographique. Puis, les poids d’inclusion pour chaque vague 
d’ITAO sont calés à l’aide de l’estimateur par régression 
généralisée sur la situation d’activité observée à la première 
vague. À l’étape suivante, les poids calés des vagues 
d’ITAO et les poids d’inclusion de la vague d’IPAO sont 
utilisés comme poids de sondage ou poids de départ de 
l’estimateur par régression généralisée, selon un schéma de 
pondération qui est fondé sur une combinaison de diverses 
classifications sociodémographiques. La méthode intégrée 
de pondération des personnes et des familles de Lemaître et 
Dufour (1987) est appliquée pour obtenir des poids égaux 
pour les personnes appartenant à un même ménage. Enfin, 
un algorithme de détermination de bornes proposé par  
Huang et Fuller (1978) est appliqué pour éviter les poids 
négatifs. Cette méthode d’estimation est exécutée à l’aide du 
progiciel Bascula, Nieuwenbroek et Boonstra (2002). 

Puisque cette méthode de pondération corrige à peine le 
BGR, une correction rigide supplémentaire est appliquée. 
Pour les paramètres les plus importants, le ratio entre les 
estimations fondées sur l’IPAO seulement et les estimations 
basées sur toutes les vagues de collecte est calculé en 
utilisant les données des 12 trimestres précédents. Les 
estimations pour les trois mois précédents sont multipliées 
par ce ratio pour les corriger du BGR. 
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2.4 Estimations par régression généralisée 
mensuelles fondées sur les données mensuelles  

À la section 3, nous élaborons un modèle structurel de 
séries chronologiques pour estimer le taux de chômage 
mensuel. Les données d’entrée de ce modèle de séries chro-
nologiques sont les estimations par régression généralisée 
du taux de chômage mensuel produites en se servant des 
données d’échantillon mensuelles des diverses vagues. Soit 

tθ  le taux de chômage réel, mais inconnu, au mois .t  Soit 
t j

tY −  l’estimation par régression généralisée du taux de 
chômage au mois ,t  basée sur l’échantillon qui est entré 
dans le panel au mois .t j−  Pour la période allant de 
janvier 2001 à décembre 2008, nous produisons chaque 
mois cinq estimations par régression généralisée indépen-
dantes du même paramètre tθ  en utilisant les cinq vagues 
distinctes observées chaque mois, c’est-à-dire t j

tY −  pour 
j = 0, 3, 6, 9, 12. Ces estimations sont définies comme 
étant : 
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où ,
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y tt −  et ,
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z tt −  sont les estimations par régression généra-

lisée de la population active en chômage et de la population 
active au temps ,t  fondées sur l’échantillon qui est entré 
dans le panel au  temps .t j−  

Nous pondérons les vagues mensuelles distinctes selon 
une version réduite du schéma de pondération qui est 
appliqué dans la méthode de pondération ordinaire pour les 
chiffres trimestriels. Les estimations fondées sur les données 
d’ITAO ne sont pas rajustées pour corriger le BGR, puisque 
nous appliquons un modèle de séries chronologiques multi-
varié pour corriger ce biais.  
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Ici, ,
t j
kl ty −  est une variable binaire qui prend la valeur un si 

la el  personne appartenant au ek  ménage qui est entré dans 
l’échantillon au temps t j−  appartient à la population 
active en chômage au temps t  et zéro autrement, ,

t j
kl tz −  est 

une variable binaire qui prend la valeur un si la el  personne 
du ek  ménage appartient à la population active au temps t  
et zéro autrement, klx  est un vecteur contenant l’informa-
tion auxiliaire sur la el  personne appartenant au ek  ménage 

utilisé dans le schéma de pondération de l’estimateur par 
régression généralisée, yb  et zb  sont les coefficients de 
régression de la fonction de régression de ,

t j
kl ty −  et ,

t j
kl tz −  

respectivement sur ,klx kw  est le poids de régression du 
ménage ,k ,

t j
h tn −  est le nombre de ménages répondant 

complètement de la strate 1, ..., ,h H=  au temps ,t  de 
l’échantillon qui est entré dans le panel au temps ,t j−  et 

km  est le nombre de personnes de 15 ans et plus apparte-
nant au ek  ménage. Rappelons, comme nous l’avons men-
tionné à la section 2.3, que les personnes appartenant à un 
même ménage ont des poids égaux, étant donné l’appli-
cation de la méthode intégrée de pondération des personnes 
et des familles de Lemaître et Dufour (1987). La formule 
(2.2) est celle de la méthode d’estimation de la variance 
implémentée dans Bascula pour approximer la variance du 
ratio de deux estimateurs par régression généralisée. 

À la section 5.3, nous comparerons les estimations du 
taux de chômage mensuel obtenues par l’approche du mo-
dèle structurel de séries chronologiques aux estimations 
mensuelles fondées sur l’estimateur par régression générali-
sée en utilisant les données observées au cours des cinq 
vagues de collecte. Pour les besoins de cette comparaison, 
nous appliquons une version légèrement simplifiée de la 
méthode décrite à la section 2.3 pour combiner les données 
observées aux diverses vagues afin d’obtenir les estimations 
par régression généralisée mensuelles. Premièrement, nous 
calculons une estimation par régression généralisée tY  en 
utilisant les données observées au cours des cinq vagues en 
suivant la même méthode de pondération que celle utilisée 
dans le processus de production ordinaire pour estimer les 
chiffres trimestriels ; voir la section 2.3. Nous simplifions 
légèrement le schéma de pondération parce que nous 
disposons de moins de données. Ensuite, nous calculons un 
facteur de correction fondé sur les trois années précédentes : 
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0

.

t j

t j
j

t

t j

j

Y

c

Y

−
−

=

−
=

=
∑

∑
 (2.3) 

Enfin, nous calculons l’estimation corrigée : 

.c

t t tY c Y=  (2.4) 

Comme la série débute en janvier 2001, tc  peut être 
calculée à partir de décembre 2003. Pour obtenir une esti-
mation par régression généralisée corrigée pour tous les 
mois, nous utilisons Décembre2003c  dans la formule (2.4) pour 
les périodes qui précèdent décembre 2003. Nous approxi-
mons la variance de (2.4) par 2var( ) var( ),c

t t tY c Y=  où 
var( )tY  est calculée à l’aide de la formule (2.2), en utilisant 
les données de toutes les vagues en conséquence.  
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3. Modèle de séries chronologiques  
Les estimateurs directs, tels que l’estimateur d’Horvitz-

Thompson ou l’estimateur par régression généralisée, 
reposent sur l’hypothèse que le taux de chômage mensuel 

tθ  est un paramètre de population fixe, mais inconnu. Sous 
cette approche fondée sur le plan de sondage, un estimateur 
de tθ  pour les enquêtes transversales n’utilise que les 
données observées au temps .t  Les données recueillies par 
le passé ne sont utilisées que dans le cas d’échantillons 
partiellement chevauchants dans un plan de sondage par 
panel, mais non dans le cas de plans de sondage trans-
versaux répétés régulièrement. Scott et Smith (1974) ont 
proposé de considérer le paramètre de population tθ  
comme une réalisation d’un processus stochastique qui peut 
être décrit au moyen d’un modèle de séries chronologiques. 
Sous cette hypothèse, les données observées au cours des 
périodes précédentes 1, 2, ...,t t− −  peuvent être utilisées 
pour améliorer l’estimateur de ,tθ  même dans le cas 
d’enquêtes dont les échantillons ne se chevauchent pas. 

Comme nous l’avons indiqué à la section 2.4, t j

tY −  
désigne l’estimateur par régression généralisée de tθ  basé 
sur le panel observé au temps ,t  qui est entré dans l’enquête 
pour la première fois au temps .t j−  Étant donné le 
schéma de renouvellement appliqué, un vecteur t =Y  

3 6 9 12( )t t t t t T

t t t t tY Y Y Y Y− − − −  est observé chaque mois. Sui-
vant Pfeffermann (1991), ce vecteur peut être modélisé sous 
la forme 

5 ,t t t t t= θ + + +Y 1 λ γ e  (3.1) 

où 51  est un vecteur pentadimensionnel dont chaque élé-
ment est égal à un, 0 3 6 9 12( )Tt t t t t t= λ λ λ λ λλ  et t =γ  

0 3 6 9 12( )Tt t t t tγ γ γ γ γ  sont des vecteurs possédant des compo-
santes temporelles qui tiennent compte du BGR dans la 
tendance et du BGR dans les composantes saisonnières 
respectivement, et 3 6 9 12( )t t t t t T

t t t t t te e e e e− − − −=e  est un vec-
teur donnant les erreurs d’enquête correspondantes pour 
chaque estimation de panel. L’élaboration des modèles de 
séries chronologiques pour les diverses composantes de 
(3.1), c’est-à-dire le paramètre de population ,tθ  le BGR 
pour la tendance ,tλ  le BGR pour les composantes 
saisonnières ,tγ  et les erreurs d’enquête ,te  est décrite aux 
sections 3.1 à 3.3.   
3.1 Modèle de séries chronologiques pour le 

paramètre de population  
À l’aide d’un modèle structurel de séries chronologiques, 

nous pouvons décomposer le paramètre de population tθ  de 
(3.1) en une tendance, une composante saisonnière et un 
irrégulier, c’est-à-dire : 

,t t t tL Sθ = + + ε  (3.2) 

où tL  désigne une tendance stochastique, ,tS  une com-
posante saisonnière stochastique et ,tε  l’irrégulier. Pour la 
tendance stochastique, nous utilisons le modèle dit de ten-
dance linéaire locale, qui est défini par l’ensemble d’équa-
tions suivant : 
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 (3.3)

 

Les paramètres tL  et tR  représentent la tendance et le 
paramètre de pente respectivement. La composante saison-
nière est modélisée sous la forme trigonométrique 
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*
, ,ov( , ) 0 pour tout   et  .l t l t l tω ω =  (3.5)

 

La composante irrégulière tε  contient la variation inex-
pliquée et est modélisée comme un processus de bruit 
blanc : 

2 si
( ) 0, Cov( , )

0 si .
t t t

t t
E

t t

ε

′

 ′σ =
ε = ε ε = 

 ′≠

 (3.6) 

 
3.2 Modèle de séries chronologiques pour le biais de 

groupe de renouvellement  
Dans l’équation (3.1), les écarts systématiques entre la 

tendance ainsi que les composantes saisonnières des vagues 
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successives sont modélisées à l’aide de tλ  et .tγ  Des 
contraintes supplémentaires pour les éléments des deux 
vecteurs sont nécessaires pour spécifier le modèle (3.1). Ici, 
nous supposons qu’une estimation sans biais de tθ  est 
obtenue à la première vague, qui est observée par IPAO, 
c’est-à-dire .ttY  Cela implique que la première composante 
de tλ  et de tγ  est nulle. Ainsi, tλ  mesure les écarts 
systématiques entre les tendances des deuxième, troisième, 
quatrième et cinquième vagues, et celle de la première 
vague. Les composantes de tλ  sont définies comme étant : 

0
1 , ,0, , 3, 6, 9, 12,j j

t t t j t j− λλ = λ = λ + η =  (3.7) 

, ,

2

, , , ,

( ) 0,

si et
Cov( , )

0 si ou .

j t

j t j t

E

t t j j

t t' j j'

λ

λ

′ ′λ λ

η =

 ′ ′σ = =
η η = 

 ≠ ≠

 

En outre, tγ  mesure les écarts systématiques des 
composantes saisonnières par rapport à celle de la première 
vague. Cela implique que 0 0.tγ =  Les autres composantes 
de tγ  sont définies comme des fonctions trigonométriques 
ayant la forme de (3.5). Nous supposons que la variance des 
perturbations des composantes saisonnières est la même 
pour toutes les vagues, et nous la désignons par 2.γσ  

Afin d’emprunter de l’information à toutes les vagues du 
panel, nous modélisons le BGR de la tendance ainsi que le 
BGR des composantes saisonnières sous forme de compo-
santes temporellement invariantes, c’est-à-dire 2 2

λ γσ = σ =  
0. En tant que sorte de diagnostic du modèle, ce dernier 
permet initialement que les composantes varient en fonction 
du temps. Dans cette application, les estimations du 
maximum de vraisemblance de 2

λσ  et de 2
γσ  sont proches 

de zéro. S’il n’en est pas ainsi, il pourrait être possible de 
permettre des composantes du BGR indépendantes du 
temps pour divers intervalles de temps.  
3.3 Modèle de séries chronologiques pour les erreurs 

d’enquête  
Enfin, nous élaborons un modèle de séries chrono-

logiques pour les erreurs d’enquête de l’équation (3.1) qui 
utilise les estimations directes de la variance et les auto-
corrélations (AC) entre les erreurs d’enquête des divers 
panels comme information a priori. De (3.1) il découle que 
les erreurs d’enquête pour la première vague sont définies 
comme .t t

t t te Y= − θ  Pour les deuxième, troisième, 
quatrième et cinquième vagues, elles sont définies comme 

t j t j

t te Y− −= −  ,j j

t t tθ − λ − γ  pour j = 3, 6, 9, 12.  
Nous obtenons les estimations directes des variances des 

erreurs d’enquête pour les panels distincts au moyen de 
(2.2). Nous lissons ces estimations par modélisation des 

estimations de la variance pour les panels individuels au 
moyen d’un modèle de régression linéaire Var( )t j

tY − =  

0 1 ( / )j j t j t j

t tb b Y n− −+ + erreur, où t j

tn −  désigne la taille au 
temps t  de l’échantillon qui est entré dans le panel au 
temps .t j−  

Le plan de sondage avec renouvellement de panel 
implique un chevauchement de l’échantillon avec les panels 
observés dans le passé. L’échantillon de la première vague 
entre dans le panel pour la première fois au temps ,t  si bien 
qu’il n’y a pas de chevauchement avec les panels observés 
antérieurement. Par conséquent, les erreurs d’enquête de la 
première vague, ,tte  ne sont pas corrélées avec les erreurs 
d’enquête antérieures. L’erreur d’enquête de la deuxième 
vague, c’est-à-dire 3,t

te −  est corrélée avec l’erreur d’enquête 
de la première vague qui est entrée dans le panel trois mois 
plus tôt, c’est-à-dire 3

3.
t

te −
−  De même, l’erreur d’enquête de la 

troisième vague, c’est-à-dire 6,t

te −  est corrélée avec 6
3

t

te −
−  et 

6
6.

t

te −
−  L’erreur d’enquête de la quatrième vague, c’est-à-dire 
9,t

te −  est corrélée avec 9
3 ,

t

te −
−

9
6

t

te −
−  et 9

9.
t

te −
−  Enfin, l’erreur 

d’enquête de la cinquième vague, c’est-à-dire 12,t

te −  est 
corrélée avec 12

3 ,
t

te −
−

12
6 ,

t

te −
−

12
9

t

te −
−  et 12

12.
t

te −
−  

Nous estimons les autocorrélations entre les erreurs 
d’enquête des vagues successives par la méthode proposée 
par Pfeffermann et coll. (1998). Puisqu’il est impossible 
d’observer directement les erreurs d’enquête réelles, cette 
approche débute par le calcul des autocovariances pour les 
pseudo-erreurs d’enquête, qui sont définies comme étant 
( ),t j

t tY Y− −  où tY  désigne la moyenne des cinq estimations 
de panel t j

tY −  au temps .t  Les autocovariances des pseudo-
erreurs d’enquête pour une vague particulière sont influen-
cées par les autocovariances des erreurs d’enquête réelles 
des autres vagues, puisque les pseudo-erreurs d’enquête sont 
définies comme étant l’écart d’une estimation de panel par 
rapport à la moyenne de toutes les estimations de panel 
obtenues au temps .t  L’équation (4) de Pfeffermann et coll. 
(1998) spécifie la relation entre les autocovariances des 
pseudo-erreurs d’enquête et des erreurs d’enquête réelles. 
De cette équation, il découle que les autocovariances des 
erreurs d’enquête réelles peuvent être calculées à partir des 
autocovariances des pseudo-erreurs d’enquête par k =φ  

1 ,k

−F C  où kC  est un vecteur contenant les cinq auto-
covariances des pseudo-erreurs d’enquête au décalage 
,k kφ  est un vecteur contenant les cinq autocovariances des 

erreurs d’enquête au décalage ,k  et F  est une matrice de 
dimensions M M×  dont les éléments diagonaux sont 
égaux à 2( 1/ )M M−  et les éléments non diagonaux, à 

2(1/ ) .M  Ici, M  désigne le nombre de vagues du plan de 
sondage par panel (M =  5 dans la présente application). 
Les autocorrélations (AC) et les autocorrélations partielles 
(ACP) des erreurs d’enquête des vagues successives sont 
données au tableau 3.1. 
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Tableau 3.1 
Corrélations et autocorrélations partielles des erreurs d’enquête 
des divers panels  
 

Vague  Décalage 

  1 2 3 4 

1 AC -0,029 0,264 0,022 0,230 
 ACP -0,029 0,263 0,038 0,175 
2 AC 0,291 0,135 0,035 -0,250 
 ACP 0,291 0,054 -0,020 -0,287 
3 AC 0,240 0,120 0,087 0,219 
 ACP 0,240 0,066 0,047 0,194 
4 AC 0,442 0,253 0,122 0,156 
 ACP 0,442 0,072 -0,016 0,115 
5 AC 0,249 0,298 -0,183 0,127 
 ACP 0,249 0,252 -0,344 0,218 
Moyenne* AC 0,306 0,224 -0,030 0,127 
 ACP 0,306 0,144 -0,150 0,162 

 

Les valeurs soulignées des AC et des ACP correspondent à des vagues 
avec chevauchement d’échantillons 
* : Les moyennes sont fondées sur les vagues avec chevauchement 
d’échantillons 

 
Les erreurs-types des AC estimées sont égales à 1/ ,T  

où T  désigne le nombre d’observations. Cela implique que 
les corrélations dont la valeur absolue est supérieure à 0,21 
diffèrent de manière significative de zéro au seuil de 
signification de 5 %. Dans le tableau 3.1, les décalages ont 
trait à des périodes de trois mois, de sorte que le décalage un 
est égal à un décalage temporel de trois mois, le décalage 
deux, à un décalage temporel de six mois, etc.  

Dans le tableau 3.1, les valeurs des AC qui sont basées 
sur des échantillons chevauchants sont soulignées. Comme 
il fallait s’y attendre, les AC pour les échantillons chevau-
chants sont positives. Fait exception celle pour le décalage 3 
pour la cinquième vague, qui est négative. Cependant, cette 
corrélation ne diffère pas de manière significative de zéro. 
Les AC pour le décalage 1 pour les échantillons chevau-
chants sont toutes significativement différentes de zéro. 
Pour le décalage 2, les AC pour les échantillons chevau-
chants sont significativement différentes de zéro pour les 
quatrième et cinquième vagues, mais non pour la troisième. 
Les AC qui sont fondées sur des échantillons non chevau-
chants sont parfois d’une grandeur inattendue, par exemple 
celles observées pour les décalages 2 et 4 de la première 
vague, et le décalage 4 de la troisième vague. Par ailleurs, 
l’AC pour le décalage 4 de la deuxième vague possède une 
valeur négative étonnamment grande.  

Pfeffermann et coll. (1998) signalent aussi une grande 
valeur positive de AC pour les décalages avec des échan-
tillons non chevauchants. Dans leur cas, cela peut s’expli-
quer par le fait que les échantillons sont remplacés dans les 
petites régions géographiques. Dans l’échantillon de l’EPA 
des Pays-Bas, le remplacement a lieu au niveau national. Il 
n’existe aucune bonne raison pour laquelle les AC pour les 
échantillons non chevauchants sont parfois petites et 
prennent parfois des valeurs importantes positives ainsi que 

négatives. Pour obtenir des estimations plus stables, nous 
calculons la moyenne des AC sur les vagues qui sont 
fondées sur des échantillons chevauchants. Donc, l’AC 
moyenne pour le décalage 1 est égale à la moyenne des AC 
pour les deuxième, troisième, quatrième et cinquième 
vagues, et ainsi de suite. Les valeurs sont présentées aux 
deux dernières lignes du tableau 3.1 Les erreurs-types des 
ACP d’ordre 1p +  et plus élevé pour un modèle AR( )p  
sont égales à T/1 ; Box et Jenkins, (1970). Cela signifie 
que les ACP ne diffèrent pas de manière significative de 
zéro pour les décalages 2 et supérieurs si l’on suppose qu’un 
modèle AR(1) avec un coefficient de corrélation de 0,306 
reflète les AC pour les erreurs d’enquête pour les deuxième, 
troisième, quatrième et cinquième vagues.  

Les estimations directes de la variance et de la structure de 
covariance des erreurs d’enquête sont combinées dans le 
modèle de séries chronologiques en utilisant la forme géné-
rale t j t j t j

t t te k e− − −= ɶ  du modèle d’erreur d’enquête, où t j

tk − =  
Var( ) ;t j

tY −  voir Binder et Dick (1990). Cela permet de 
tenir compte de la non-homogénéité de la variance des erreurs 
d’enquête causée, par exemple, par la diminution progressive 
de la taille de l’échantillon au cours de la dernière décennie. 

Puisque la première vague n’est pas corrélée aux erreurs 
d’enquête obtenues par le passé, nous supposons que t

teɶ  est 
un bruit blanc avec ( ) 0t

tE e =ɶ  et Var( ) 1.t

te =ɶ  Par consé-
quent, la variance de l’erreur d’enquête est égale à 
Var( )tte = 2( ) ,t

tk  qui est égale à l’estimation directe de la 
variance de l’estimation par régression généralisée pour la 
première vague. Pour les deuxième, troisième, quatrième et 
cinquième vagues, nous supposons que 3

t j t j

t te e− −
−= ρ +ɶ ɶ ,t j

t

−ν  
avec ρ = 0,306, et 

2 si
( ) 0, Cov( , )

0 si .

t j t j t j

t t t

t t
E

t t

ν′− − −
′

 ′σ =
ν = ν ν = 

 ′≠

 

Puisque t j

te −
ɶ  est un processus AR(1), Var( )t j

te − =ɶ  
2 2/ (1 ).νσ − ρ  Pour que Var( )t j

te −  soit égale à l’estimation 
directe de la variance de l’estimation par régression 
généralisée, il s’ensuit que 2 2(1 ).νσ = − ρ   
3.4 Modèle de séries chronologiques final pour le 

taux de chômage mensuel  
Nous obtenons le modèle de séries chronologiques pour 

le vecteur avec l’estimation par régression généralisée tY  
en insérant dans (3.1) les diverses composantes établies aux 
sections 3.1 à 3.3. Ce modèle utilise comme données 
d’entrée les cinq estimations par régression généralisée 
mensuelles pour obtenir des estimations fondées sur un 
modèle du taux de chômage mensuel. La composante 
correspondant au paramètre de population tθ  dans (3.2) que 
nous avons élaborée à la section 3.1, tire parti de 
l’information d’échantillon observée dans le passé en vue 
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d’améliorer la précision de l’estimation du taux de chômage 
mensuel. Les composantes pour le BGR, élaborées à la 
section 3.2, tiennent compte des écarts systématiques entre 
les cinq estimations par régression généralisée mensuelles, 
afin d’éviter que l’estimation du taux de chômage mensuel 
soit entachée de ce biais. La composante pour les erreurs 
d’enquête, élaborée à la section 3.3, tient compte de l’auto-
corrélation entre les cinq estimations par régression généra-
lisée basées sur le même échantillon, observées à intervalles 
trimestriels. Bien que cette approche soit fondée sur un 
modèle, elle tient compte de la complexité du plan de 
sondage de l’EPA, puisque les estimations par régression 
généralisée sont utilisées comme données d’entrée.  

 
4. Représentation en espace d’états  

Le modèle de séries chronologiques pour les cinq 
estimations par régression généralisée mensuelles élaborées 
à la section 3 peut être exprimé dans la représentation en 
espace d’états ; voir Harvey (1989) ou Durbin et Koopman 
(2001). Un modèle à espace d’états est constitué d’une 
équation de mesure et d’une équation de transition. L’équa-
tion de mesure, qui est parfois également appelée équation 
signal, spécifie comment les observations dépendent d’une 
combinaison linéaire du vecteur d’états qui contient les 
variables d’état inobservées pour la tendance, la composante 
saisonnière, le BGR et les erreurs d’enquête. L’équation de 
transition, qui est parfois également appelée équation du 
système, spécifie comment le vecteur d’états évolue en 
fonction du temps. La représentation en espace d’états du 
modèle élaboré à la section 3 est donnée par Van den Brakel 
et Krieg (2009).  

Sous l’hypothèse que les termes d’erreur suivent une loi 
normale, nous pouvons appliquer le filtre de Kalman pour 
obtenir les estimations optimales du vecteur d’états. Les 
estimations pour les variables d’état pour la période t  
basées sur l’information disponible jusqu’à la période t  
inclusivement sont appelées estimations filtrées. Les esti-
mations filtrées des vecteurs d’états antérieurs peuvent être 
mises à jour si de nouvelles données deviennent disponibles. 
Cette procédure porte le nom de lissage et donne des 
estimations lissées qui sont fondées sur la séries chrono-
logiques entièrement observée. Donc, l’estimation lissée 
pour le vecteur d’états pour la période t  tient compte 
également de l’information devenue disponible après la 
période .t  Dans le présent article, les estimations du filtre de 
Kalman pour les variables d’état sont lissées au moyen du 
lisseur à intervalle fixe. Voir Harvey (1989), ainsi que 
Durbin et Koopman (2001) pour des précisions techniques. 

L’analyse est effectuée au moyen d’un logiciel développé 
en langage Ox en combinaison avec les sous-routines de 
SsfPack 3.0 ; voir Doornik (1998), ainsi que Koopman, 

Shephard et Doornik (2008). Toutes les variables d’état sont 
non stationnaires à l’exception des erreurs d’enquête. Les 
variables non stationnaires sont initialisées au moyen d’un 
prior diffus, autrement dit les espérances des états initiaux 
sont nulles et la matrice de covariance initiale des états est 
diagonale avec de grands éléments diagonaux. Les erreurs 
d’enquête sont stationnaires et, par conséquent, sont initiali-
sées en se servant d’un prior approprié. Les valeurs initiales 
des erreurs d’enquête sont nulles et la matrice de covariance 
est obtenue d’après le modèle élaboré pour les erreurs 
d’enquête à la section 3.3. Dans Ssfpack 3.0, une fonction 
de log-vraisemblance diffuse exacte est obtenue à l’aide de 
la procédure proposée par Koopman (1997). 

 
5. Résultats  

5.1 Analyses préliminaires  
En nous servant de l’estimateur par régression généra-

lisée, nous avons obtenu des estimations mensuelles du taux 
de chômage pour chaque vague de la manière décrite à la 
section 2.4. À la figure 5.1, nous comparons le taux de 
chômage fondé sur la vague d’IPAO à la moyenne des taux 
obtenus pour les quatre vagues d’ITAO. Le graphique 
révèle que le taux de chômage observé pour la première 
vague est systématiquement plus élevé que celui obtenu 
pour les quatre autres. 

Nous avons modélisé les cinq séries chronologiques 
obtenues pour les diverses vagues en nous servant du 
modèle de séries chronologiques proposé aux sections 3 et 
4. Les analyses préliminaires indiquent que les estimations 
pour le BGR des effets saisonniers à la deuxième vague ne 
diffèrent pas de manière significative de zéro et que les 
BGR pour les effets saisonniers aux troisième, quatrième et 
cinquième vagues ne diffère pas de manière significative 
l’un de l’autre. Par conséquent, nous avons simplifié le 
modèle pour qu’il ne contienne qu’un seul effet saisonnier 
avec BGR. Voir Van den Brakel et Krieg (2009) pour la 
représentation en espace d’états. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Figure 5.1 BGR du taux de chômage mensuel basé sur les 

estimations par régression généralisée 
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5.2 Résultats d’estimation pour le modèle de séries 

chronologiques  
Les estimations du maximum de vraisemblance des 

hyperparamètres, c’est-à-dire les composantes de la 
variance des processus stochastiques pour les variables 
d’état, sont obtenues en utilisant une méthode d’optimi-
sation numérique (algorithme BFGS, Doornik 1998). Pour 
éviter d’obtenir des estimations de variance négatives, nous 
avons estimé les variances log-transformées. Les 
estimations du maximum de vraisemblance de la variance 
log-transformée du niveau de la tendance 2( ),Lσ  de la 
composante saisonnière 2( ),ωσ  du BGR de la tendance  

2( )λσ  et du BGR des composantes saisonnières 2( )λσ  tend 
vers de grandes valeurs négatives avec des erreurs-types 
extrêmement grandes. La valeur de ces composantes de la 
variance est par conséquent mise à zéro dans le modèle 
final. Les résultats d’estimation des autres hyperparamètres 
sont présentés au tableau 5.1. 

 
Tableau 5.1 
Estimation du maximum de vraisemblance des hyperparamètres 
 

Hyperparamètre Comp. de la 
variance 

ln-transformée 

   Composantes de la variance 

 Estimation Erreur- 
type 

   Estimation Intervalle de  
conf. à 95 % 

    Borne  
inf. 

Borne  
sup. 

Pente 2( )Rσ  -17,226 0,549     0,182E-3 0,106E-3 0,311E-3 
Comp. irrégulière 2( )εσ  -13,480 0,482     1,183E-3 0,737E-3 1,897E-3 

 
Les estimations lissées par filtre de Kalman du taux de 

chômage tθ  sont données à la figure 5.2. Il s’agit des esti-
mations du taux de chômage mensuel basées sur le modèle 
de la tendance lisse et une composante saisonnière, corri-
gées du BGR entre les cinq estimations par régression 
généralisée. Le modèle de tendance linéaire locale est 
simplifié en un modèle de tendance lisse puisque 2 0.Lσ =  
La composante tendance varie en fonction du temps puisque 
l’estimation du maximum de vraisemblance de l’hyperpa-
ramètre de la pente est positive (voir le tableau 5.1). La 
composante saisonnière dépend également du temps, 
puisque 2 0.ωσ =  Par conséquent, les estimations des effets 
saisonniers obtenues au moyen de la forme trigonométrique 
sont exactement les mêmes que les résultats obtenus avec le 
modèle saisonnier à variables indicatrices bien connu. Les 
estimations de la tendance et de la composante saisonnière 
lissées par le filtre de Kalman sont représentées graphique-
ment aux figures 5.3 et 5.4, respectivement. 

Les estimations par filtre de Kalman du BGR de la 
tendance sont indépendantes du temps. Les estimations 
lissées par filtre de Kalman du BGR sont données au 
tableau 5.2. Le modèle détecte merveilleusement bien un 
biais légèrement croissant dans la tendance des vagues 

successives. Les estimations du BGR pour les quatre vagues 
d’ITAO sont significativement différentes de zéro. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 5.2 Estimations lissées par filtre de Kalman du taux de 

chômage mensuel 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5.3 Estimations lissées par filtre de Kalman de la tendance 
du taux de chômage mensuel 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Figure 5.4 Estimations lissées par filtre de Kalman de la 

composante saisonnière du taux de chômage mensuel 

 
Tableau 5.2 
Estimations lissées par filtre de Kalman du BGR de la tendance 
 

Vague BGR Erreur-type 

2 -0,75 0,04 
3 -0,86 0,04 
4 -0,96 0,05 
5 -1,10 0,05  
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Un résultat empirique intéressant de la présente 
application est la constatation que le BGR présente une 
saisonnalité. Les estimations par filtre de Kalman du BGR 
des effets saisonniers sont également temporellement in-
variantes. Par conséquent, nous effectuons une série de tests 
du rapport de vraisemblance pour atteindre le modèle choisi 
en dernière analyse et pour déterminer si les effets saison-
niers dans le BGR de ce modèle sont collectivement signi-
ficativement différents de zéro. Considérons les modèles 
emboîtés suivants : 

− M1 : BGR distinct et fixe dans la saisonnalité pour 
les deuxième, troisième, quatrième et cinquième 
vagues ; 

− M2 : même que M1, avec le BGR dans la 
saisonnalité de la deuxième vague égal à zéro ; 

− M3 : même que M2 avec BGR égal dans la 
saisonnalité des troisième, quatrième et cinquième 
vagues ; 

− M4 : BGR dans la saisonnalité des deuxième, 
troisième, quatrième et cinquième vagues égal à 
zéro. 

 
Les résultats des tests du rapport de vraisemblance de 

cette série de modèles sont décrits au tableau 5.3. 

 
Tableau 5.3 
Tests du rapport de vraisemblance pour le BGR dans la 
saisonnalité 
 

Modèle Log-

vraisemblance 

Hypothèse 

nulle 

Statistique du 

rapport de 

vraisemblance 

ddl Valeur p 

M1 1 592,9     

M2 1 585,5 M2 = M1 14,7 11 0,19568 

M3 1 573,7 M3 = M2 23,7 22 0,36422 

M4 1 559,9 M4 = M3 27,6 11 0,00373 

 
Le test de vérification de l’hypothèse que M2 est égal à 

M1 montre que la saisonnalité de la deuxième vague ne 
diffère pas de manière significative de celle de la première 
vague. Le test de vérification de l’hypothèse que M3 est 
égal à M2 montre que les BGR dans la saisonnalité des 
troisième, quatrième et cinquième vagues ne diffèrent pas 
de manière significative. La vérification de l’hypothèse que 
M4 est égal à M3 montre que les BGR des effets saisonniers 
dans les trois dernières vagues sont conjointement signifi-
cativement différents de zéro. 

Les estimations lissées par filtre de Kalman du BGR des 
effets saisonniers pour les troisième, quatrième et cinquième 
vagues sont présentées à la figure 5.5. Les estimations 
lissées par filtre de Kalman des effets saisonniers sont 
comparées aux estimations lissées du BGR des effets 
saisonniers à la figure 5.6. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 5.5 Estimations lissées par filtre de Kalman du BGR des 

effets saisonniers dans les troisième, quatrième et 
cinquième vagues 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5.6 Comparaison des estimations lissées par filtre de 
Kalman du BGR des effets saisonniers dans les 
troisième, quatrième et cinquième vagues et des effets 
saisonniers en 2008 

 
Il découle de la figure 5.5 que les effets saisonniers en 

février, mars, avril, août et octobre durant les troisième, 
quatrième et cinquième vagues divergent de manière 
significative de ceux des première et deuxième vagues. La 
figure 5.6 montre que le BGR des effets saisonniers annule 
en grande en grande partie ces effets durant ces mois. Les 
effets saisonniers aux trois dernières vagues semblent moins 
prononcés que dans les deux premières. Les divers facteurs 
qui contribuent au BGR dans la tendance ainsi que dans les 
effets saisonniers sont résumés à la section 2.2.  
5.3 Comparaison avec les estimations par régression 

généralisée  
À la présente section, nous comparons les estimations par 

régression généralisée mensuelles du taux de chômage et 
leurs erreurs-types aux estimations filtrées du modèle. Nous 
utilisons les estimations filtrées parce qu’elles sont fondées 
sur l’ensemble complet d’information qui serait disponible 
dans le processus ordinaire de production pour calculer une 
estimation fondée sur le modèle du taux de chômage 
mensuel pour le mois .t  
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À la figure 5.7, nous comparons les estimations par 
régression généralisée du taux de chômage mensuel basées 
sur les données de la vague d’IPAO aux estimations filtrées 
du modèle. Certains pics et creux de la série d’estimations 
par régression généralisée sont considérés partiellement 
comme des erreurs d’enquête sous le modèle structurel de 
séries chronologiques et sont lissés dans les estimations 
filtrées de la série. Certains de ces pics et creux sont 
préservés, puisqu’ils sont considérés comme des effets 
saisonniers sous le modèle de séries chronologiques. Il 
s’ensuit également que les estimations filtrées sont corrigées 
du BGR, puisque la série filtrée est au même niveau que la 
série d’estimations par régression généralisée basées sur les 
données de la vague IPAO. Il en est ainsi parce que nous 
émettons l’hypothèse que les paramètres du modèle pour le 
BGR pour la première vague sont nuls (section 3.2). Cela 
implique que les vagues d’ITAO sont étalonnées d’après les 
résultats de la première vague. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5.7 Estimations filtrées et estimations par régression 
généralisée (GREG) basées sur la vague d’IPAO du 
taux de chômage mensuel 

 
La méthode appliquée dans la procédure ordinaire 

d’estimation de l’EPA pour combiner les vagues d’ITAO et 
d’IPAO est également utilisée pour estimer les taux de 
chômage mensuels. À la figure 5.8, nous comparons les 
estimations par régression généralisée du taux de chômage 
mensuel basées sur les cinq vagues en utilisant la formule 
(2.4) aux estimations filtrées. Les deux estimations du taux 
de chômage mensuel ont le même niveau, puisqu’elles sont 
toutes les deux étalonnées d’après les résultats de la 
première vague. L’estimateur par la régression généralisée 
est étalonné de manière assez rigide en utilisant le ratio 
(2.3), qui est supposé d’avance comme étant constant sur 
une période de trois ans. Les estimations filtrées sont 
étalonnées d’une manière plus subtile par modélisation 
explicite de la tendance et de la saisonnalité dans le BGR. 
La présence de cette saisonnalité indique que l’hypothèse 
d’un BGR constant ne tient pas. À la figure 5.9, nous 
comparons également les estimations par régression 

généralisée mensuelles basées sur toutes les vagues aux 
estimations par régression généralisée basées sur la vague 
d’IPAO. 

La correction par le ratio appliquée dans la formule (2.4) 
aux estimations par régression généralisée basées sur toutes 
les vagues élimine le BGR dans la tendance, mais ne corrige 
pas le BGR dans les effets saisonniers, comme le montre les 
figures 5.8 et 5.9. La série d’estimations par régression 
généralisée basées sur toutes les vagues suit la même courbe 
que les estimations par régression généralisée basées sur la 
vague d’IPAO (figure 5.9). Cependant, il existe des diffé-
rences subtiles entre les estimations filtrées et les estima-
tions par régression généralisée basées sur toutes les vagues 
(figure 5.8). Ces différences sont dues en partie au fait que 
certains creux et pics dans la série d’estimations par ré-
gression généralisée sont considérés comme des erreurs 
d’enquête par le modèle de séries chronologiques, et 
qu’elles sont aussi le résultat de différences systématiques 
entre les effets saisonniers des vagues successives. Par 
exemple, les estimations du modèle sont plus grandes en 
février et en mars 2003, 2005 et 2006, et plus petites en août 
en 2004, 2005 et 2006. 

À la figure 5.10, nous comparons les erreurs-types des 
estimations par régression généralisée mensuelles basées sur 
toutes les vagues, des estimations par régression généralisée 
basées sur la vague d’IPAO et des estimations filtrées. Les 
erreurs-types des estimations par régression généralisée sont 
calculées comme il est décrit à la section 2.4. Celles des 
estimations filtrées sont obtenues au moyen des formules de 
récursion classique du filtre de Kalman ; voir  Harvey 
(1989) ou Durbin et Koopman (2001). Les récursions du 
filtre de Kalman reposent sur l’hypothèse que le modèle 
d’espace d’états ajusté correspond à la situation réelle. Par 
conséquent, les erreurs-types des estimations filtrées ne 
reflètent pas la variation supplémentaire induite par 
l’utilisation des estimations de la vraisemblance pour les 
composantes de la variance dans le modèle d’espace d’états 
et sont, par conséquent, trop optimistes. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 5.8 Estimations filtrées et estimations par régression 

généralisée (GREG) basées sur toutes les vagues du 
taux de chômage mensuel 
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Figure 5.9 Estimations par régression généralisée (GREG) du 
taux de chômage mensuel basées sur la vague IPAO et 
basées sur toutes les vagues 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 5.10 Erreurs-types des estimations par régression générali-

sée (GREG) et des estimations filtrées du taux de 
chômage mensuel 

 
Comme prévu, les erreurs-types des estimations par 

régression généralisée basées sur toutes les vagues sont plus 
faibles que celles des estimations par régression généralisée 
basées sur la vague d’IPAO puisque ces estimations 
s’appuient sur un plus grand nombre de données. Les 
erreurs-types des estimations filtrées sont plus faibles que 
celles des estimations par régression généralisée basées sur 
toutes les vagues, parce que le modèle de séries chrono-
logiques utilise de l’information d’échantillon supplémen-
taire provenant des périodes précédentes. Les erreurs-types 
des estimations filtrées sont légèrement, mais continuelle-
ment, décroissantes au cours de la période allant de 2003 
à 2008. 

La taille et la complexité du modèle de séries chrono-
logiques appliqué sont grandes comparativement à la 
longueur de la série disponible pour ajuster le modèle. Le 
modèle final qui est appliqué à une série pentadimension-
nelle observée mensuellement durant une période de huit 
ans contient 41 variables d’état. Par conséquent, cela vaut la 
peine de considérer des modèles plus parcimonieux, suscep-
tibles réduire les erreurs-types des estimations filtrées. De 
surcroît, l’estimation par régression généralisée présente un 
biais, car le BGR contient un effet saisonnier qui n’est pas 

reflété par son erreur-type. Donc, le gain d’efficacité réalisé 
en empruntant de l’information provenant d’échantillons 
antérieurs en se servant d’un modèle de séries chronolo-
giques est illustré plus clairement si l’erreur-type des 
estimations par régression généralisée obtenues en utilisant 
les données de toutes les vagues est comparée à celle 
obtenue au moyen d’un modèle de séries chronologiques 
qui ne tient compte que du BGR de la tendance. Par 
conséquent, nous appliquons aux données un modèle de 
séries chronologiques sans composante pour le BGR dans la 
composante saisonnière afin d’illustrer la réduction de la 
variance par emprunt d’information au cours du temps. Les 
estimations filtrées du taux de chômage mensuel basé sur un 
modèle avec et sans composante pour le BGR dans la 
composante saisonnière sont comparées à la figure 5.11.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 5.11 Estimations filtrées du taux de chômage mensuel pour 

deux modèles de séries chronologiques différents  
Le modèle sans composante pour le BGR des effets 

saisonniers repose sur l’hypothèse d’un effet saisonnier pour 
le paramètre de population tθ  qui est basé sur une moyenne 
des effets saisonniers des cinq vagues. Les valeurs absolues 
des effets saisonniers en février, mars et août sont plus 
faibles sous le modèle simplifié, ce qui donne une estima-
tion plus faible du taux de chômage mensuel en février et en 
mars, et une estimation plus grande en août. Cela se traduit 
par un profil saisonnier plus prononcé dans la série filtrée 
obtenue au moyen du modèle complet.  

Les erreurs-types des estimations filtrées obtenues avec 
les deux modèles de séries chronologiques et les erreurs-
types des estimations par régression généralisée en utilisant 
les données de toutes les vagues sont comparées à la figure 
5.12. L’erreur-type des estimations filtrées du modèle de 
séries chronologiques simplifié est considérablement plus 
faible que celle des estimations par régression généralisée 
calculées en se servant des données de toutes les vagues. La 
simplification du modèle de séries chronologiques en 
omettant le BGR pour les effets saisonniers produit une 
réduction supplémentaire de l’erreur-type au prix d’un 
accroissement du biais dans les effets saisonniers. Sous 
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l’hypothèse de modélisation selon laquelle les estimations 
basées sur les données de la première vague sont sans biais, 
le modèle de séries chronologiques qui tient compte du 
BGR dans les effets saisonniers est celui que nous 
privilégions, puisque qu’il élimine le biais dans la 
composante saisonnière.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5.12 Erreurs-types des estimations par régression généra-
lisée (GREG) basées sur toutes les vagues et des esti-
mations filtrées pour deux modèles distincts de séries 
chronologiques pour le taux de chômage mensuel 

 
Discussion  

Le présent article décrit l’application aux données 
mensuelles de l’EPA d’un modèle structurel multivarié de 
séries chronologiques qui tient compte du plan avec 
renouvellement de panel de l’enquête. Cette approche, 
proposée pour la première fois par Pfeffermann (1991), est 
étendue ici au moyen d’une composante qui modélise les 
différences systématiques d’effets saisonniers entre les 
vagues successives. Comparativement à l’estimateur par 
régression généralisée, qui est utilisé à l’heure actuelle pour 
produire les estimations ordinaires de l’EPA, le modèle de 
séries chronologiques donne des estimations du taux de 
chômage d’une précision considérablement plus grande. En 
premier lieu, ce modèle estime explicitement le biais de 
groupe de renouvellement (BGR) dans la tendance et la 
composante saisonnière observé entre la première vague de 
collecte par IPAO et les quatre vagues successives de 
collecte par ITAO. Deuxièmement, il est renforcé par des 
données observées aux périodes précédentes par la voie du 
modèle hypothétique utilisé pour le paramètre de population 
et de l’autocorrélation entre les erreurs d’enquête des divers 
panels.  

Le BGR induit par le plan avec renouvellement de panel 
est considérable. Le biais dans la tendance donne lieu à une 
sous-estimation du taux de chômage pour les vagues 
subséquentes à la première et sa grandeur diminue légère-
ment, pour passer de -0,8 point de pourcentage à la 
deuxième vague à -1,1 point de pourcentage à la cinquième. 

Les composantes saisonnières des deux premières vagues et 
des trois dernières diffèrent également de manière signifi-
cative, parce que les effets saisonniers sont moins prononcés 
dans les trois dernières vagues. 

L’utilisation d’un modèle de séries chronologiques parci-
monieux qui tient compte du BGR dans la tendance, mais 
non du BGR dans la composante saisonnière donne lieu à 
une réduction supplémentaire de l’erreur-type des estima-
tions filtrées. Cependant, cette simplification du modèle 
introduit un biais dans la composante saisonnière dans les 
estimations mensuelles du taux de chômage. Puisque les 
erreurs-types des estimations filtrées obtenues sous ce 
modèle parcimonieux ne reflètent pas ce biais, nous 
préférons utiliser un modèle de séries chronologiques qui 
tient compte du BGR à la fois dans la tendance et dans la 
composante saisonnière.  

Le modèle de séries chronologiques est déterminé en 
imposant une contrainte au BGR des paramètres, c’est-à-
dire en supposant que la première vague est observée sans 
biais. Autrement dit, les estimations fondées sur les données 
de la première vague sont utilisées pour étalonner les 
estimations des vagues subséquentes. Si l’on applique cette 
contrainte, il est nécessaire d’essayer par tous les moyens, à 
chaque étape du processus statistique, de réduire le biais 
éventuel dans les données de la première vague, par 
exemple en utilisant le mode de collecte de données le plus 
approprié, en réduisant la non-réponse et en optimisant le 
schéma de pondération. Selon l’information externe au sujet 
du biais aux diverses vagues, il est possible d’ajuster les 
contraintes concernant les composantes du BGR. 

L’approche de séries chronologiques examinée ici 
convient pour produire des estimations fondées sur un 
modèle du taux de chômage mensuel. Cependant, Statistics 
Netherlands se montre généralement assez réservé en ce qui 
concerne l’application de méthodes d’estimations fondées 
sur un modèle pour la production de statistiques officielles. 
La spécification incorrecte du modèle pourrait aboutir à des 
estimations présentant un biais important. Ce biais n’est pas 
reflété dans les erreurs-types des estimations par filtre de 
Kalman. Par conséquent, de nombreux efforts de sélection 
et d’évaluation du modèle sont requis pour chaque variable 
cible, ce qui rend difficile une application directe de ce 
genre de techniques d’estimation, puisque le temps 
disponible pour la phase d’analyse du processus de pro-
duction ordinaire de statistiques officielles est généralement 
limité. 

Par ailleurs, il existe des arguments en faveur de la 
production de séries de données officielles s’appuyant sur 
des procédures fondées sur un modèle assorties d’une 
méthodologie et de descriptions de qualité appropriées dans 
des situations où les estimateurs directeurs ne fournissent 
pas d’estimations suffisamment fiables. Le BGR observé 
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sous le plan avec renouvellement de panel de l’EPA illustre 
clairement l’existence d’erreurs non dues à l’échantillon-
nage, telles que des erreurs de mesure et celles dues à 
l’érosion du panel. Par conséquent, les concepts classiques, 
selon lesquels les observations obtenues auprès des unités 
échantillonnées sont les valeurs fixes réelles observées sans 
erreur et les répondants peuvent être considérés comme un 
échantillon probabiliste représentatif de la population cible, 
qui sont généralement appliqués en théorie de l’échantil-
lonnage fondé sur le plan de sondage ne tiennent pas sous ce 
genre de plan rotatif. L’application d’estimateurs directs en 
cas d’erreurs de mesure et d’érosion sélective du panel 
donnera lieu à des estimations gravement biaisées. Dans la 
procédure d’estimation ordinaire, on applique aux estima-
tions par régression généralisée une correction par le ratio 
qui est basé sur l’hypothèse de modélisation implicite que le 
biais est constant sur une période de trois ans. Le modèle de 
séries chronologiques appliqué dans la présente étude peut 
être utilisé pour produire des estimations corrigées de 
manière plus poussée du biais introduit par ces erreurs non 
dues à l’échantillonnage. 

Cette méthode d’estimation est également applicable 
dans des situations où la petite taille des échantillons donne 
des erreurs-types inacceptablement grandes. Des petites 
tailles d’échantillon se produisent si des statistiques offi-
cielles sont requises pour de petits domaines ou pour de 
courtes périodes de collecte des données, comme cela est le 
cas des taux de chômage mensuels dans l’EPA. La plupart 
des enquêtes réalisées par les instituts nationaux de sta-
tistique sont effectuées en temps continu et sont fondées sur 
des plans de sondage transversaux ou avec renouvellement 
de panel. Par conséquent, les méthodes d’estimations basées 
sur des modèles de séries chronologiques qui utilisent 
l’information recueillie auprès d’échantillons observés aux 
périodes précédentes sont particulièrement intéressantes.  

Le modèle de séries chronologiques produit des esti-
mations de la tendance et des composantes saisonnières du 
paramètre de population. Les estimations désaisonnalisées 
du paramètre et leurs erreurs d’estimation sont par consé-
quent obtenues en tant que sous-produit de cette méthode 
d’estimation. Un autre avantage important est que cette 
approche tient compte de l’autocorrélation entre les erreurs 
d’enquête dues au plan avec renouvellement de panel.  
Pfeffermann et coll. (1998) montrent que le fait d’ignorer 
ces autocorrélations, par exemple en se servant de filtres de 
Henderson dans X-11-ARIMA (Findley, Monsell, Bell, 
Otto et Chen 1998), produit des estimations fausses de la 
tendance. 

Le modèle peut être amélioré de plusieurs façons. 
L’information sur le chômage enregistré et les variables 
connexes, disponibles dans le registre du bureau de l’emploi 
et du revenu, peut être utilisée comme variable auxiliaire 

dans les modèles. Si une série plus longue devient 
disponible, une composante cyclique supplémentaire pourrait 
être nécessaire pour refléter les fluctuations économiques. 
Une autre amélioration possible consisterait à détecter et à 
modéliser les valeurs aberrantes. En outre, le modèle doit être 
étendu à l’estimation des taux de chômage mensuel pour 
différents domaines en utilisant l’information d’échantillon 
recueillie par le passé, ainsi que les données transversales 
provenant d’autres petits domaines, en suivant l’approche 
proposée par Pfeffermann et Burck (1990) et par 
Pfeffermann et Tiller (2006). 
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Estimation de la composition sur petits domaines en présence de données 
manquantes informatives 

Li-Chun Zhang 1 

Résumé 
L’estimation de la composition sur petits domaines peut poser un problème de données manquantes informatives, si la 
probabilité que les données manquent varie d’une catégorie d’intérêt à l’autre, ainsi que d’un petit domaine à l’autre. Nous 
élaborons une approche de modélisation mixte double qui combine un modèle mixte à effets aléatoires pour les données 
complètes sous-jacentes et un modèle mixte à effets aléatoires du mécanisme de création différentielle de données 
manquantes. L’effet du plan d’échantillonnage peut être intégré au moyen d’un modèle d’échantillonnage sous quasi-
vraisemblance. L’erreur quadratique moyenne conditionnelle de prédiction associée est approximée sous forme d’une 
décomposition en trois parties, correspondant à une variance de prédiction naïve, une correction positive qui tient compte de 
l’incertitude hypothétique de l’estimation des paramètres basée sur les données complètes latentes et une autre correction 
positive pour la variation supplémentaire due aux données manquantes. Nous illustrons notre approche en l’appliquant à 
l’estimation de la composition des ménages des municipalités au moyen des données sur les ménages tirées des registres 
norvégiens, qui présentent un sous-enregistrement informatif du numéro d’identification du logement. 
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Mots clés : EQM conditionnelle de prédiction ; algorithme EMQVP ; estimation avec préservation des structures 

généralisée (SPREE généralisée) ; ne manquant pas au hasard ; tableau de contingence à double entrée. 
 
 

 

1. Introduction 
  

Des chiffres de population sur petits domaines (ou 
régions) en fonction de diverses caractéristiques socio-
économiques sont demandés de plus en plus fréquemment 
pour l’affectation de fonds, la planification régionale et la 
recherche socioéconomique. Purcell et Kish (1980) ont 
décrit la méthode dite d’estimation avec préservation des 
structures (SPREE pour Structure PREserving Estimation), 
dont le fonctionnement consiste à modifier les estimations 
sur petits domaines de façon qu’elles varient d’un domaine à 
l’autre conformément à la variation qui existe dans un autre 
tableau auxiliaire connu de la même variable. Habituel-
lement, le tableau auxiliaire est tiré d’un recensement 
antérieur ou d’un registre administratif contenant des 
renseignements similaires. Zhang et Chambers (2004) ont 
élaboré une approche SPREE généralisée (GSPREE). Ils ont 
intégré des modèles mixtes à effets fixes ainsi qu’à effets 
aléatoires et ont montré que le modèle log-linéaire restreint 
qui sous-tend l’estimation SPREE est un cas particulier. 
Cette approche offre un moyen de réduire le biais éventuel 
des estimations SPREE traditionnelles. Le lecteur consultera 
Ghosh, Natarajan, Stroud et Carlin (1998) et Longford 
(1999) pour d’autres approches bayésiennes hiérarchiques et 
empiriques applicables à ce type de données. 

Dans le présent article, nous étendons l’approche 
GSPREE à des situations dans lesquelles des données 
manquent. Cette extension peut être utile dans le cas 
d’enquêtes par sondage pour lesquelles la non-réponse est 
inévitable. Nous nous intéressons tout spécialement aux 

compositions sur petits domaines qui peuvent être disposées 
dans un tableau à double entrée, où l’une des deux 
dimensions renvoie aux petits domaines et l’autre, aux 
catégories d’intérêt. La somme des fréquences par cellule 
est égale à un total de domaine fixe qui peut être connu ou 
non. Par exemple, chaque personne de 16 à 74 ans peut être 
classée selon sa situation d’activité, c’est-à-dire « occupée », 
« en chômage » ou « inactive ». La somme de ces trois 
chiffres à l’intérieur d’un petit domaine est égale au nombre 
total de personnes de 16 à 74 ans appartenant à ce domaine. 

Dans le contexte de la composition sur petits domaines, 
nous disons que le mécanisme de création des données 
manquantes est informatif à condition qu’il varie d’une 
catégorie d’intérêt à l’autre. Il ne s’agit donc pas de données 
manquant au hasard (Rubin 1976). En outre, le taux global 
de données manquantes varie selon le domaine. Cette 
différence en ce qui concerne les données manquantes 
fausse les données complètes sous-jacentes et produit un 
biais si l’estimation est effectuée comme si les données 
observées étaient complètes. Nous proposons une approche 
de modélisation mixte double qui combine un modèle mixte 
à effets aléatoires pour les données complètes sous-jacentes 
et un modèle mixte à effets aléatoires pour le mécanisme de 
création de données manquantes. L’approche de double 
lissage est décrite à la section 2. 

Il convient de souligner que les bureaux nationaux de la 
statistique qui mènent de grandes enquêtes tiennent compte 
des données manquantes par repondération ou par imputa-
tion. Toutefois, cette correction est faite à des niveaux 
d’agrégation significativement plus élevés que les petits 
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domaines, et ce pour des variables qui ne correspondent pas 
nécessairement à celles d’intérêt pour les petits domaines. 
S’ils sont disponibles, les totaux ajustés peuvent être 
intégrés dans l’approche GSPREE comme totaux margi-
naux pour l’ajustement proportionnel itératif (API). 
Cependant, la modélisation des probabilités différentielles 
que des données manquent dans les diveres petits domaines 
demeure généralement intéressante. 

Il convient aussi de souligner qu’en tant que telles, les 
données manquantes informatives rendent plus difficile 
l’évaluation du biais éventuel de toute approche d’estima-
tion. L’approche SPREE peut comporter un biais de deux 
façons : i) les hypothèses de modèle log-linéaire restreint 
sous-jacentes ne sont vraisemblablement pas réalistes, 
ii) l’API direct pourrait ne pas tenir compte adéquatement 
des probabilités différentielles d’existence de données 
manquantes. L’approche de modélisation mixte double 
proposée résout le problème (i) par modélisation GSPREE 
des données complètes sous-jacentes et s’occupe du 
problème (ii) par introduction d’un modèle de création de 
données manquantes plus souple, dont nous discuterons à la 
section 2.2. Néanmoins, un certain biais persistera vraisem-
blablement. Puisque l’estimation des paramètres du modèle 
et des effets aléatoires est plus compliquée sous l’approche 
de modélisation mixte double, d’autres méthodes d’esti-
mation permettant de préserver la simplicité de calcul de 
SPREE tout en faisant une correction plus appropriée pour 
les données manquantes informatives mériteraient d’être 
étudiées dans l’avenir. 

En ce qui concerne l’évaluation de l’incertitude de l’esti-
mation, Booth et Hobert (1998) ont défendu l’utilisation de 
l’erreur quadratique moyenne conditionnelle de prédiction 
(EQMCP) sachant les données observées. Nous étendons 
leur approche et calculons une EQMCP approximative dans 
la situation courante de données incomplètes multivariées. 
Nous obtenons ainsi une décomposition de l’EQMCP en 
trois parties, qui correspondent à une variance de prédiction 
naïve, une correction positive qui tient compte de l’incerti-
tude hypothétique d’estimation des paramètres fondée sur 
les données complètes latentes et une autre correction 
positive pour la variance supplémentaire due aux données 
manquantes. Les détails sont donnés à la section 3. 

Les méthodes d’estimation des paramètres, de l’EQMCP 
et des compositions sur petits domaines sont décrites à la 
section 4. À la section 5, nous appliquons notre approche 
pour produire des estimations de la composition par type de 
ménage des municipalités basées sur le registre norvégien 
des ménages, qui présente un sous-enregistrement infor-
matif du numéro d’identification du logement (NIL). Enfin, 
à la section 6, nous présentons un résumé. 

 
 

2. Modélisation mixte double 

 
2.1 Modèle mixte à effets aléatoires dans le cas de  

 données complètes  
2.1.1 Modèles pour population finie  

Les dénombrements sur petits domaines peuvent être 
disposés dans un tableau de contingence à double entrée 
désigné par { },akX=X  où 1, ,a A= …  sont les indices des 
petits domaines et 1, , ,k K= …  ceux des catégories 
d’intérêt. Les grandeurs que nous souhaitons estimer sont 
les proportions intra-domaine données par 

1

K
X

ak ak a ak aj
j

X X X X.
=

θ = / = ∑  

que nous appelons compositions, puisque 1.X
k ak∑ θ =  

Habituellement, sous l’approche GSPREE, nous supposons 
que les totaux marginaux { }aX .  et { },kX .  également 
appelés structure de répartition, sont connus ou peuvent être 
estimés fiablement, auquel cas l’estimation { }X

akθ  est 
équivalente à l’estimation { }.akX  Pour simplifier, nous ne 
faisons alors aucune distinction entre les dénombrements et 
les compositions dans l’exposé. Sinon, sans la structure de 
répartition, nous pouvons encore utiliser notre approche 
pour estimer { },X

akθ  mais non { }.akX  
Supposons que nous disposons d’un tableau auxiliaire de 

la même variable, désigné par 0 0{ }=X akX  et des pro-
portions intra-domaine correspondantes 0{ }.akθ  Pour 
modéliser 1( , , ) ,X X X T

a a aKθ = θ θ…  nous utilisons la fonction 
de lien log-standardisée multinomiale (logsm) donnée par 

1

1

log log
K

X X X

ak ak aj
j

K −

=

µ = θ − θ∑  (1) 

et faisons de même pour 0
akµ  et 0 .akθ  Zhang et Chambers 

(2004) ont introduit le modèle structurel mixte linéaire 
généralisé (MSMLG) 

0X

ak k ak akvµ = λ + βµ +  

où (2) 

1 1

0 et 0
= =

λ = =∑ ∑
K K

k ak

k k

v  

et (1) 2( , , )Ta a aKv v=v …  suit une loi normale multivariée 
avec matrice de covariance ( ),G G= δ  où δ  contient les 
paramètres de variance. Notons que (2) ne contient aucun 
terme particulier au domaine, parce que k akµ∑ =  

0 0.k ak∑ µ =  Le terme « structurel » fait référence au fait 
qu’il s’agit d’un modèle direct des paramètres de population 
finie { },X

akθ  bien qu’il ne soit pas courant d’insister sur ce 
fait dans la littérature traitant de l’estimation sur petits 
domaines. Par exemple, le modèle bien connu de Fay-
Herriot (Fay et Herriot 1979) est « structurel » dans ce sens. 
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Une interprétation importante du modèle (2) en ce qui 
concerne les interactions log-linéaires de { }akθ  résulte du 
choix de la fonction de lien (1), c’est-à-dire  

X X

ak k akµ = α + α  (3) 

où, en vertu de la théorie standard des modèles log-linéaires 
(par exemple Agresti 2002), nous avons  

0log log log X X X X X

ak a ak a k akX X .= + θ = α + α + α + α  

pour 1
0 ( ) log ,X

a k akAK X−
,∑α =  et 1X

ka K − ∑α = log akX −  

0 ,
Xα  et 1

0log ,X X
ak akA X− ∑α = − α  et logX

ak akXα = −  

0 ,
X X X

a kα − α − α  tels que X X X
a k aa k ak∑ ∑ ∑α = α = α =  

0.X
k ak∑ α =  Nous appelons (3) l’identité log-linéaire et nous 

désignons les paramètres log-linéaires X

akα  comme étant les 
interactions (de premier ordre) des compositions X

akθ  ainsi 
que des dénombrements .akX  Une identité semblable est 
vérifiée pour 0 .akµ  Zhang et Chambers (2004) ont montré 
que le MSMLG est équivalent au modèle mixte à 

interactions proportionnelles (MMIP) suivant 

0 1 2( ).X
ak ak ak pv O A− /α = βα + +  (4) 

Dans (2), les paramètres kλ  ne comportent aucune 
restriction de modélisation outre le MMIP, et ils n’affectent 
pas les interactions. Le paramètre β  est appelé coefficient 
de proportionnalité. Clairement, l’approche SPREE fondée 
directement sur la structure des association 0{ }akX  revient à 
poser que 1β ≡  et 0.akv ≡  Par conséquent, nous donnons 
au modèle (2) le nom de modèle GSPREE, qui contient les 
extensions à effets fixes et aléatoires du modèle SPREE.  
2.1.2 Modèle pour échantillon  

Pour établir la spécification du modèle, nous supposons 
que nous avons les classifications d’échantillon { }.akx=x  
Soit 

1 1( , , ) ( ( ), , ( ))T T

a a aK a K at t t t= =t x x… …  

tel que ( ) ( ) ,X

ak ak akE t E t| = | = θv X  où { }.akv=v  L’espé-
rance est habituellement calculée par rapport au plan 
d’échantillonnage. Cependant, elle peut aussi être calculée 
sous un modèle approprié de la distribution d’échantillon-
nage, comme un modèle multinomial pour ax  sous la 
contrainte d’un échantillonnage aléatoire simple dans 
chaque domaine. Par conséquent, nous ne faisons aucune 
distinction dans la notation. 

Nous supposons que at  est indépendant de a′t  pour 
,a a′≠  et posons que 

1 1( ) ( ) et Cov( , ) ( )= ν ω = ν ωX Xak k a ak aj kj aV t t t  (5) 

où ( )kω ⋅  et ( )kjω ⋅  sont les fonctions de variance et de 
covariance spécifiées, et 1ν  est le paramètre de dispersion 

qui peut être connu ou non. Il s’agit essentiellement des 
conditions de quasi-vraisemblance pour des données 
dépendantes (McCullagh et Nelder 1989). La dépendance à 
l’égard de aX  nous permet d’intégrer l’effet du plan 
d’échantillonnage, auquel cas, dans (5), les espérances 
peuvent être évaluées par rapport à la distribution 
d’échantillonnage. Il s’agit d’une raison importante pour 
laquelle nous ne supposons pas directement que la 
distribution de at  appartient à la famille exponentielle, 
comme cela est le cas par exemple dans les modèles 
linéaires mixtes généralisés (Breslow et Clayton 1993).  
2.1.3 Estimation des paramètres  

Zhang et Chambers (2004) décrivent pour le MSMLG 
donné par (2) un algorithme basé sur les moindres carrés 
pondérés itératifs (MCPI) qui est une variation de 
l’approche de quasi-vraisemblance pénalisée (QVP) (Schall 
1991 ; Breslow et Clayton 1993). Soit 1( , , ) .X X T

a a aKµ = µ µ…  
Le MSMLG (2) peut être donné formellement sous la forme 

(1)( )a a a ag H Bµ = θ = ζ + v  

où ( )ag θ  est la fonction de lien logsm, ζ =  

2( , , , )λ λ β…
T

K  et (1) 2( , , ) .T
a a aKv v=v …  La matrice de 

plan aH  de dimensions K K×  et la matrice de plan B de 
dimensions ( 1)K K× −  sont, respectivement,  

0 1
1

1 1

[ ] et
 
 −
 × −  

− × − 

−
= µ =

1T

K
a K K a

K K

H B B
I

, 

où 1 est un vecteur de 1 et I est une matrice identité. 
Définissons les variables de travail 

déf.

et ( )X

a a a a a a a a aH B Q= µ + = ζ+ + = − θz e v e e t  (6) 

où X X

a aQ = ∂µ /∂θ  est la matrice jacobienne des dérivées 
partielles. Désignons par aR  la matrice de covariance 
conditionnelle de at  sachant X

aθ  défini par (5). Sous 
l’approche QVP, nous supposons que ae  suit une loi 
normale multivariée approximative avec matrice de 
covariance ,TaQR Q  et nous appliquons les méthodes 
standard pour les modèles mixtes linéaires (MML) aux 
données linéarisées (6). Les variantes de l’approche QVP 
diffèrent en ce qui concerne l’estimation des paramètres de 
variance .δ  Nous omettons les détails ici.  
2.1.4 De la hiérarchie des modèles  

Le MSMLG (2) est spécifié au niveau de la population 
finie. De manière plus générale, nous pouvons considérer que 
la population finie { }akX  est produite aléatoirement à partir 
d’une superpopulation infinie. Soit akθ  la probabilité intra-
domaine qu’une unité de la superpopulation appartienne à la 
cellule ( , ),a k  où 1.k ak∑ θ =  Conditionnellement à 

,ka akX X. ∑=  les dénombrements intra-domaine 
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1( , , )Ta aKX X…  suivent la loi multinomiale avec les 
paramètres 1( , , ) .T

a aKθ θ…  Un modèle mixte log-standardisé 

multinominal (MMLSM) de { }akθ  est donné par 

0
ak k ak akvµ = λ + βµ +  

où (7) 

1 1

0 et 0
= =

λ = =∑ ∑
K K

k ak

k k

v  

où akµ  est donné par aθ  par la voie de la fonction lien 
logsm. 

Contrairement à l’équation (2) du MSMLG, l’équa-
tion (7) définit un modèle de régression. Dans la situation 
d’enquête par sondage, nous avons alors le choix entre trois 
hiérarchies distinctes :   

1. Émettre l’hypothèse du MSMLG (2) pour la 
population finie et du modèle de quasi-vrai-
semblance (5) pour l’échantillon, ce qui donne 
l’approche GSPREE de Zhang et Chambers 
(2004).   

2. Émettre l’hypothèse du MMLSM (7) pour la 
superpopulation et modéliser les données d’échan-
tillon at  en se fondant directement sur ,aθ  ce qui 
donne une approche à deux niveaux fondée 
purement sur un modèle.   

3. Émettre l’hypothèse du MMLSM (7) pour la 
superpopulation, supposer que les totaux de popu-
lation finie aX  suivent la loi multinomiale sachant 

,aθ  et émettre l’hypothèse du modèle de quasi-
vraisemblance (5) sachant ,aX  ce qui donne un 
modèle général à trois niveaux.  

En pratique, à condition que la population finie soit 
grande, la différence est faible si l’on adopte l’approche 
GSPREE, ce qui évite de devoir traiter explicitement un 
niveau hiérarchique supplémentaire. Cependant, la 
distinction entre (2) et (7) devient nécessaire si les domaines 
sont si petits que la variation stochastique dans aX  n’est pas 
négligeable comparativement à la variation d’échantillon-
nage dans ax  (ou at ). Dans l’application que nous 
décrivons plus loin, nous utilisons des données de registre 
qui nous auraient donné les dénombrements de population 
d’intérêt { }akX  s’il n’y avait pas eu de données 
manquantes. En outre, le niveau d’agrégation sur petit 
domaine est si fin que la variation stochastique dans aX  ne 
peut pas être ignoré. Par conséquent, nous adoptons 
l’approche GSPREE a) en choisissant le modèle MMLSM 
(7) au lieu du modèle MSMLG (2) et b) en modélisant aX  
comme un « échantillon », quoique de très grande taille, 
directement à partir de la superpopulation. 

2.2 Un modèle mixte à effets aléatoires des données 

manquantes  
Les données manquantes ajoutent un niveau de variation 

stochastique en sus de celle des données complètes sous-
jacentes. Dans l’exposé qui suit, considérons que les 
dénombrements d’échantillons { }akx  représentent les 
données complètes, ce qui est la situation la plus fréquente 
en pratique. L’application que nous décrivons à la section 5 
peut être considérée comme un cas particulier où .=X x  

Désignons par 1( , , )Ta a aKy y=y …  les fréquences 
observées par cellule pour 1, , .a A= …  Supposons que, 
conditionnellement à akx  et à un effet aléatoire ,ab   

( )ak ak a ak akE y x b x p| , =  

et (8) 

2( ) (1 )ak ak a ak ak akV y x b c p p| , = ν −  

où akc  est une constante connue et 2ν  est le paramètre de 
dispersion. Nous supposons que aky  est indépendant de ajy  
pour ,k j≠  c’est-à-dire que les données manquantes sont 
indépendantes d’une cellule à l’autre. Donnons aux unités 
comprises dans la cellule d’échantillon complète ( , )a k  
l’indice 1, , .aki n= …  Soit , 1i akr =  si la ei  unité est 
observée et 0i akr , =  si elle est manquante. Le paramètre 

akp  est la probabilité hypothétique que 1i akr , =  à l’intérieur 
de la cellule ( , ).a k  Pour le montrer, posons que ,i akx  est la 
contribution de la ei  unité à ,akx  c’est-à-dire que 

1 ,akn
iak i akx x= ,∑=  de sorte que aky = 1

akn
i i ak i akr x= , ,∑  et 

1

1 1

( , , , )

( ) ( 1 ) .

ak

ak ak

ak ak n ak a

n n

i ak i ak a i ak i ak a ak ak
i i

E y x x b

x E r b x P r b x p

, ,

, , , ,
= =

| =

| = = | =∑ ∑

…

 

Soulignons que akp  ne dépend pas de la valeur de ,i akx ,  
mais uniquement de la position de l’unité dans le tableau à 
double entrée. Nous supposons que akp  dépend de ab  par 
la voie de la fonction de lien logistique donné par 

log( (1 ))ak ak ak k ap p bη = / − = ξ +  

où (9) 
2~ (0, ).ab N σ  

Les effets fixes kξ  permettent que la probabilité que des 
observations manquent dépende des catégories d’intérêt et 
l’effet aléatoire au niveau du domaine ab  permet en outre 
qu’elle varie d’un domaine à l’autre. 

Manifestement, sous les hypothèses (8) et (9), les 
données manquantes causent un biais dans les estimations 
des kλ  si le tableau observé y est traité comme s’il était 
complet. De surcroît, cela fausse l’estimation des 
interactions de premier ordre { }.X

akα  Nous avons 

log ( ) où log(1 exp( )).= ξ + − γ γ = + ξ +ak k a ak ak k ap b b  
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Les interactions de premier ordre de { }akp  sont alors 
données par ( ),p

ak akak a k. . ..α = − = − γ − − +γ γ γ γɶ  pour les 
moyennes de ligne et de colonne 

a.γ  et ,
k.γ  ainsi que pour 

la moyenne globale ...γ  Ces interactions ne sont pas nulles, 
à moins que .kξ = ξ  En vertu de (8), les interactions du 
tableau observé prévu sont données par 

( , )E x p x x

ak ak ak ak akak

|α = α + α = α − ≠ αγy x b
ɶ  

de sorte que les estimations de { }X

akα  comporteront un biais 
si y est traité comme étant  x. 

Il convient de souligner qu’en ce qui concerne 
l’estimation des interactions, il est en principe possible de 
traiter le tableau observé y  comme s’il s’agissait du tableau 
complet x  sous un modèle de données manquantes 
particulier donné par 

log .ak k ap b′ ′= ξ +  (10) 

Il en est ainsi parce que les interactions de premier ordre de 
{ }akp  sont toutes nulles sous (10), auquel cas nous avons 

( ) .E

ak ak

|α = αy x x  Si nous ne tenons pas compte des contraintes 
d’étendue, l’hypothèse (10) définit un mécanisme de 
données manquantes informatives où la probabilité qu’une 
observation manque varie selon la catégorie d’intérêt, tandis 
que l’effet de domaine modifie toutes les probabilités 
intra-domaine qu’une observation manque d’un facteur 
exp( ),ab′  tel que 1 exp( ) exp( )K

j jak aj k jp p=∑ ∑′ ′/ = ξ / ξ  
demeure constante. Cependant, le modèle (9) est plus 
souple, puisqu’il permet que les effets aléatoires influencent 
les interactions. Nous examinerons les modèles (9) et (10) à 
la section 5. 

Enfin, nous constatons que l’introduction d’effets 
aléatoires relatifs aux composantes dans le modèle (9) peut 
causer des problèmes d’identification. Par exemple, 
supposons un échantillonnage aléatoire simple à partir de la 
population finie, auquel cas les interactions du tableau 
complet prévu sont données par ( ) .E X

ak ak

|α = αx X  Avec l’effet 
aléatoire concernant les composantes akb  dans le 
modèle  (9), nous avons log ,ak k ak akp b= ξ + + γ  où akγ =  
log(1 exp( )).k akb+ ξ + Il découle de (4) et (8) que les 
interactions du tableau prévu ( , )E |y x b  sont données par 

0
ak akvβα + + .ak ak

b − γɶ  Mais il n’existe aucune information 
dans les données observées permettant de faire la distinction 
entre les deux effets aléatoires akv  et .akb  

 
3. Erreurs quadratiques moyennes 

        conditionnelles de prédiction  
Nous adoptons l’approche de Booth et Hobert (1998) et 

utilisons l’EQMCP comme mesure de l’incertitude de la 
prédiction. Comme eux, nous considérons l’EQMCP sur 

l’échelle du prédicteur linéaire. Sous forme vectorielle, les 

akµ  donnés par (1) appartiennent à la classe de fonctions 
linéaires 

a a a aH Bµ = ζ + v  (11) 

où aµ  est le vecteur propre au domaine de prédicteurs 
linéaires, ζ  est le vecteur des effets fixes, av  est le vecteur 
des effets aléatoires propres au domaine, et aH  et aB  sont 
les matrices de plan correspondantes. Toutes les quantités 
ont été spécifiées dans (6) pour le MSMLG (2), où nous 
avons effectivement .aB B=  Nous adopterons toutefois la 
formulation un peu plus générale (11) dans la suite. Soit ζ̂  
et ˆ av  les estimations de ζ  et ,av  respectivement, fondées 
sur des observations pouvant présenter des données man-
quantes, désignées par ay  pour 1, , .a A= …  L’EQMCP de 

ˆ ˆˆ a a aa
H B= ζ +µ v  est définie comme étant 

EQMCP {( ) ( ) }.ˆ ˆ= −µ −µ |µ µ yT
a a a aa a

E  

Pour commencer, nous introduisons une décomposition 
par la voie du meilleur prédicteur (MP) hypothétique fondée 
sur ,ax  donné par ( , , )a a aa

E H= µ | ζ δ = ζ +µ xɺ  
( , , ),a a aB E | ζ δv x  quand les paramètres sont connus. Nous 

avons 

EQMCP { (( )( ) ) }

{( )( ) }ˆ ˆ

{ Cov( ) }

{( )( ) }ˆ ˆ

T

a a a a aa a

T

aa a a a

T

a a a a a a

T

aa a a a

E E

E

E B B

E

= − µ − µ | |µ µ

+ − − |µ µ µ µ

= , | |

+ − − |µ µ µ µ

x y

y

v v x y

y

ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ ɺ

 

parce que les termes aa
− µµɺ  et ˆ

a a
−µ µɺ  sont 

conditionnellement indépendants l’un de l’autre sachant 
:a µ − µx ɺ  dépend des effets aléatoires ,av  tandis que 

ˆ
a a
−µ µɺ  dépend des variations aléatoires dans les autres 

domaines. Ensuite, pour le deuxième terme du deuxième 
membre, nous introduisons une décomposition par la voie 
du meilleur prédicteur estimé (MPE) hypothétique basée sur 
les données complètes x, désigné par ,aa aa

H B v= ζ +µ ɶɶ ɶ  où 
( , )ζ δɶ ɶ  sont les estimations des paramètres fondées sur x, et 

( , , ).a a av E= | ζ δv x ɶ ɶɶ  Nous avons 

{( )( ) } {( )( ) }ˆ ˆ ˆ ˆ

{ (( )( ) )}

{ (( )( ) )}ˆ ˆ

{( )( ) }

{ (( )( ) )}.ˆ ˆ

T T

aa a a a a a a a

T

a a a a

T

a a a a

T

a a a a

T

a a a a

E E

E E

E E

E

E E

− − | ≈ − −µ µ µ µ µ µ µ µ

= − − |µ µ µ µ

+ − − |µ µ µ µ

= − −µ µ µ µ

+ − − |µ µ µ µ

y

x

x

x

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɶ ɺ ɶ ɺ

ɶ ɶ

ɶ ɺ ɶ ɺ

ɶ ɶ

 

La première approximation est correcte jusqu’à l’ordre 
1( )−

pO A  et peut être justifiée à mesure que le nombre de 
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domaines tend vers l’infini. Intuitivement, cela est logique si 
l’information provenant de tout domaine individuel est 
asymptotiquement négligeable comparativement à l’infor-
mation provenant de tous les autres domaines regroupés. 
Puis, la décomposition s’ensuit parce que les termes 

a a
−µ µɶ ɺ  et ˆ

a a
−µ µɶ  sont indépendants l’un de l’autre 

sachant x: le premier est une constante sachant .x  
De cette façon, nous obtenons une EQMCP approxima-

tive décomposée en trois parties 

1 2 3EQMCP ( ; , ) ( , ) ( ; , , )a a a a ah h h≈ ζ δ + ζ δ + ζ δ ψx x ɶ ɶ  

où ψ  contient les paramètres de la loi conditionnelle de ay  
sachant ,ax  et 

déf.

1 ( ; , ) Cov( , ) T

a a a a a a ah B Bζ δ = |x v v x  (12) 

déf.

2 ( , ) {( )( ) }T

a a a a a
h Eζ δ = − −µ µ µ µɶ ɺ ɶ ɺ  (13) 

déf.

3 ( ; , , ) {( )( ) }.ˆ ˆ T

a a a a a
h Eζ δ ψ = − − |µ µ µ µx xɶ ɶ ɶ ɶ  (14) 

Les trois termes h correspondent, respectivement, à une 
variance de prédiction conditionnelle due aux effets 
aléatoires, une correction positive qui tient compte de 
l’incertitude dans l’estimation des paramètres basée sur les 
données complètes latentes, c’est-à-dire la variation 
d’échantillonnage, et une autre correction positive pour la 
variation supplémentaire due au caractère aléatoire des 
données manquantes. D’autres approximations sont 
possibles. Nous pourrions utiliser { Cov( , )a a a aE B |v v x  

}T

a aB | y  au lieu de 1 ,ah  ou remplacer 3ah  par l’espérance 
non conditionnelle {( )ˆ

a a
E −µ µɶ ( ) }.ˆ T

a a
−µ µɶ  Les expres-

sions (12) à (14) sont choisies parce qu’elles produisent une 
séparation nette entre la variation d’échantillonnage dans les 
données complètes et la variation supplémentaire due à la 
présence de données manquantes sachant les données 
complètes. La différence par rapport à l’EQMCP dans le cas 
des données complètes (Booth et Hobert 1998) tient au 
troisième terme 3 .ah  

 
4. Estimation  

4.1 Estimation des paramètres  
La structure des données évoque une procédure itérative 

semblable à l’algorithme EM (Dempster, Laird et Rubin 
1977). Sachant les valeurs courantes des paramètres et les 
effets aléatoires, nous calculons à l’étape E le tableau à 
double entrée complet prévu conditionnel ( , ).E |x y m  À 
l’étape M, nous estimons les deux modèles mixtes à effets 
aléatoires séparément par une méthode du maximum de 

quasi-vraisemblance pénalisée (MQVP). Les itérations entre 
les deux donnent un algorithme EMQVP. 

Pour l’étape E, soit , 1i akI =  si l’unité échantillonnée i 
appartient à la e( , )a k  cellule et , 0i akI =  autrement. La 
valeur est observée à condition que , 1,i akr =  mais est 
inconnue si , 0.i akr =  Soit akθ  les compositions génériques, 
qui dépendent du modèle adopté. Supposons que 

,[ 1 ]i ak ak akP I i s d= | ∈ = θ  

où s désigne l’échantillon complet et akd  est une constante 
connue qui tient compte de l’effet de plan d’échantillonnage 
éventuel. Par exemple, l’échantillonnage aléatoire simple 
implique que 1akd =  pour toute ( , ).a k  Un exemple de 
situation où 1akd ≠  est celle où les unités d’échantillonnage 
sont les ménages, qui sont sélectionnés avec probabilité 
proportionnelle à la taille du ménage. Soit ak akm x= −  

,; 0 , , .
i aki rak i ak i aky I x=∑=  Nous avons ( , )ak a aE x m .| =y  

( ),ak ak ay E m m .+ |  où  

{ }

0

( ) ( 0)

[ 1 0]

(1 ) (1 ) .

i ak

ak a i ak i ak i ak
i r

a i ak i ak

a ak ak ak aj aj aj
j

E m m E I r x

m P I r

m p d p d

,

. , , ,
; =

. , ,

.

| = | =

= = | =

= − θ − θ

∑

∑

 

(15)

 

Ayant donc « complété » les données d’échantillon, nous 
passons à l’étape MQVP, où nous appliquons l’algorithme 
MCPI décrit à la section 2.1.3 au modèle avec données 
complètes et au modèle avec données manquantes 
conditionnellement aux données complètes, respectivement. 
 

  
4.2 Estimation de l’EQMCP  

L’évaluation de l’EQMCP aux valeurs estimées des 
paramètres donne une estimation par insertion des données 
(plug-in) de l’EQMCP. Des trois termes h, 1ah  est d’ordre 

(1),pO  tandis que 2ah  et 3ah  sont d’ordre 1( ),pO A−  quand 
le nombre de domaines tend vers l’infini mais que les tailles 
d’échantillon à l’intérieur du domaine demeurent bornées. 
Les résultats de Booth et Hobert (1998) et de Prasad et Rao 
(1990), obtenus dans le cas de données complètes 
univariées, donnent à penser que le biais dans l’estimation 
par insertion de données 1̂ah  est du même ordre que dans 

2̂ah  et 3̂ .ah  Ces auteurs ont élaboré une correction de 
deuxième ordre par développement en série de Taylor. Nous 
ne poursuivons pas l’obtention de ces asymptotiques de 
deuxième ordre dans le présent article. Les expressions 
approximatives des termes h qui accompagnent l’algorithme 
EMQVP sont données ci-après. 

Prenons d’abord 1ah  donné par l’équation (12). En se 
basant sur les données linéarisées (6), la matrice de 
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covariance Cov( , )a a a|v v z  ne dépend ni de az  ni de .ax  
Cela est commode, parce que nous avons alors 

1

1

( ; , ) Cov( , )

( )

T

a a a a a a a

T T

a a a a a

h B B

B G GB V B G B
−

ζ δ ≈ |

= −

x v v z
 

(16)
 

où T T

a a a aV B GB QR Q= +  est la matrice de covariance 
marginale de .az  

Ensuite, prenons 2ah  donné par (13). Soit ( , ) .T T Tφ = ζ δ  
Le développement de φɶ  autour de φ  donne 

a a
− ≈µ µɶ ɺ  

( ),a
′µ φ − φɶɺ  où ,a a

′µ = ∂µ /∂φɺ ɺ  tel que 

2 Cov( , ) .Ta a ah ′ ′≈ µ φ φ µɶ ɶɺ ɺ  (17) 

En partant de (6), nous dérivons ,aa aa
H D= ζ +µ uɺ ɺ  où 

1T

a a a aD B GB V −=  et .a a aH= − ζu zɺ  Désignons par I la 
matrice identité. Dans ,

a
′µɺ  les dérivées partielles sont 

données par  

( )a aa
I D H∂ /∂ζ = −µɺ  

et 
1( ) ( ) ( ) T

j a j a a a j a a aa
D I D B G B V −∂ /∂δ = ∂ /∂δ = − ∂ /∂δµ u uɺ ɺɺ  

où jδ  est le ej  paramètre de variance dans la matrice de 
covariance ( )G δ  de .av  Pour obtenir Cov( , ),φ φɶ ɶ  
supposons que l’approche QVP est basée sur la quasi-
vraisemblance qui suit  
 

 a

a

=∑ℓ ℓ  

et 

11 1
log ( ) ( ).

2 2
T

a a a a a a aV H V H−= − | | − − ζ − ζz zℓ  

La formule dite sandwich donne alors 

1 12 2

2 2
1

Cov( , ) .
TA

a a

a

− −

=

    ∂ ∂ ∂ ∂  
φ φ = − −      ∂φ ∂φ∂φ ∂φ       

∑
ℓ ℓℓ ℓ

ɶ ɶ  

Enfin, prenons 3ah  donné par (14). Comme ci-dessus, 
nous avons ( )a a a aa

I D H D= − ζ +µ zɶɶ ɶ ɶɶ  évalué à ,φ = φɶ  et 
ˆ
a
=µ ˆˆ ˆ( ) ˆ ,a a a aI D H D− ζ + z  où ˆ az  est dérivé de ˆa =t ˆ( )at x  

pour ˆ ˆˆ ( , ; , ).a a a aE m .= | φ ψx x y  En développant φ̂  autour 
de φɶ  et en ne gardant que le premier terme, nous obtenons 

ˆ ( )a a a a a a aDµ − µ ≈ µ − µ = −z z
⌣ ⌣ɶɶ ɶ ɶ  

où ( ) ,a a a aa
I D H D= − ζ +µ z

⌣⌣ ɶɶ ɶ  et az
⌣  est dérivé de 

( )a a=t t x
⌣ ⌣  pour ˆ( , ; , ).a a a aE m .= | φ ψx x y

⌣ ɶ  Autrement dit, 
nous ignorons les termes comportant ˆ .φ − φɶ  La variation 
persistante dans az

⌣  est due à l’estimation du modèle avec 
données manquantes uniquement. En développant ψ̂  autour 
de ,ψ  nous obtenons, en appliquant la règle de la chaîne, 

3 ˆ ˆCov( , ) T

a a ah C C≈ ψ ψ | x  

et (18) 

a a a a a
a a

a a a a

C D

φ=φ,ψ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂η      
=       ∂ ∂ ∂ ∂η ∂ψ      

z t x p

t x p
ɶ

 

où nous supposons que ˆ( )E ψ | = ψx  et [ ] .a aE | =z x z
⌣

ɶ  
Tandis que la formule sandwich donne ˆ ˆCov( , )ψ ψ | x  sous 
le modèle conditionnel de y sachant x, similairement à 
Cov( , )φ φɶ ɶ  susmentionné.  
4.3 Estimation de la composition sur petits  

 domaines  
Supposons d’abord que nous avons estimé le modèle 

MSMLG défini par (2) et combiné à (5), ce qui nous a 
donné ,ˆ X

aµ  et ˆ exp( ) exp( ).ˆ ˆX XX
jak ak aj∑θ = /µ µ  

Si les totaux marginaux aX .  et kX .  sont connus, il est 
logique d’appliquer l’ajustement proportionnel itératif (API) 
en partant du tableau estimé ˆ{ }.X

akθ  La différence par rapport 
à SPREE, qui débute par le tableau auxiliaire 0,X  est que les 
interactions ont été estimées. À la convergence, nous 
obtenons les dénombrements estimés sur petits domaines, 
désignés par ˆ ˆ{ },akX=X  et les compositions corres-
pondantes, désignées par 

ˆ ˆ ˆ ,X
jak ak ajX X∑θ = /  qui diffèrent 

des estimations directes du modèle ˆ X

akθ  qui ont fourni les 
valeurs de départ pour l’API. 

En pratique, il arrive souvent que l’on connaisse les 
totaux de domaine { },aX .  mais que l’on doive estimer les 
totaux marginaux { }kX .  en se fondant sur les données 
d’enquête disponibles, séparément en utilisant une méthode 
appropriée pour le niveau d’agrégation. L’API mérite 
encore d’être pris en considération à condition que ces 
totaux marginaux estimés soient jugés plus fiables et/ou 
moins biaisés que les estimations sur petits domaines 
agrégées ˆ .X

a a akX .∑ θ  Cela tient au fait que les interactions 
estimées ˆ X

akα  sont préservées dans l’API, c’est-à-dire 
ˆ

.ˆX X
akakα = α  En vertu de l’identité log-linéaire (3), la 

différence entre l’estimation directe du modèle ˆ X

akθ  et 
l’estimation finale X̂

akθ  est due à la différence entre les 
estimations des effets principaux { }.X

kα  Donc, nous nous 
attendons à ce que des estimations de { }kX .  présentant un 
biais plus faible produisent des estimations de { }X

kα  
présentant un biais plus faible et, par conséquent, des 
estimations de { }θX

ak  présentant un biais plus faible. 
Supposons ensuite que nous avons estimé le modèle 

MMLSM défini par (7) et combiné à (5). Nous pouvons 
exprimer l’estimation d’intérêt, c’est-à-dire { },X

akµ  en 
fonction de az  défini comme étant 

X x X

a a a a a a a a a a

X x X X x X

a a a a a

H B H B

H

|

| |

= ζ + + = ζ + + +

= µ + = ζ + +

z v e v e e

e v e
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où ( )X X

a a aQ= θ − θe  et ( ).x X X

a a aQ| = − θe t  Par conséquent, 
nous avons ,X x X

a a aR R R |= +  où X

aR = Cov( , )X X

a a aθ θ | θ  et 
Cov( , ).x X X

a a a aR | = | θt t  Il s’ensuit que 

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ).ˆ X T X T

a a a a a a aa
H B GB QR Q V H−= ζ + + − ζµ z  (19) 

Le reste s’ensuit comme plus haut, où X

aµ  est estimé 
directement sous le modèle MSLMG.  

 
5. Exemple : composition des ménages  

        sur petits domaines fondée sur 

        des données de registre  
5.1 Données de registre sur les ménages  

Les données de registre sur les ménages ont pris 
beaucoup d’expansion en Norvège. L’un des objectifs est de 
produire des statistiques détaillées sur les ménages qui ne 
peuvent habituellement être obtenues qu’à partir du 
recensement. À cette fin, l’enregistrement d’un numéro 
d’identification du logement (NIL) unique a été instauré à 
l’occasion du dernier recensement en 2001. Les travaux ne 
sont pas encore achevés et le NIL manque encore pour 
environ 6 % des habitants du pays. Le taux de données 
manquantes est différentiel, car il varie selon le type de 
ménage, ainsi que selon la municipalité, cette dernière 
variation reflétant l’effort global des administrations locales 
en ce qui concerne l’enregistrement des NIL. 

Un registre des ménages peut être compilé durant une 
année postcensitaire en se basant sur un certain nombre de 
sources de données. Les plus importantes comprennent le 
registre central de population (RCP), le registre des NIL et 
le fichier des ménages du recensement (MR01). Même sans 
le NIL, les données sur un ménage enregistré peuvent être 
compilées en se basant sur d’autres renseignements 
disponibles. Mais les résultats sont entachés d’un sous-
enregistrement informatif du NIL. Par exemple, les 
cohabitants sans enfants sont une source typique de biais, 
parce que ces couples figurent comme des ménages 
composés de deux personnes seules dans le RCP, à moins 
qu’ils n’aient déjà été identifiés comme un ménage dans le 
fichier MR01. Néanmoins, des comparaisons historiques 
ainsi qu’à travers le pays donnent à penser que les totaux 
nationaux sont acceptables. Un problème plus urgent se 
pose aux niveaux d’agrégation plus faibles. Par exemple, les 
changements par rapport au Recensement de 2001 sont 
vraisemblablement importants dans certaines municipalités, 
y compris la capitale Oslo, où l’accroissement de la 
proportion de ménages d’une seule personne est presque 
trois fois plus élevé que dans le reste du pays – voir le 
graphique supérieur gauche de la figure 1. En outre, une 
grande partie du problème que pose Oslo s’explique par une 
combinaison d’une forte proportion de cohabitants sans 

enfants et d’un faible taux d’enregistrement des NIL 
(effectivement, le plus faible dans le pays).  
5.2 Configuration des données 
  

Nous illustrerons notre approche en utilisant ces données 
de registre sur les ménages. La population cible contient 
toutes les personnes vivant à une adresse de logements 
multiples au début de l’année 2005 et qui n’appartiennent 
pas à un ménage formé de gens mariés ou de conjoints 
enregistrés ; ce dernier type de ménage est exclu parce qu’il 
n’est pas essentiel de connaître le NIL pour compiler les 
données sur les ménages de ces personnes. Il n’existe 
aucune distinction entre la population finie et l’échantillon 
dans ce cas, c’est-à-dire .=X x  Les ménages dont le NIL 
est enregistré sont traités comme étant l’échantillon 
« observé » y, tandis que ceux dont le NIL n’est pas 
enregistré sont considérés comme étant les observations 
manquantes. De cette façon, la population est constituée de 
713 387 personnes, dont 558 136 possèdent un NIL enre-
gistré. Le taux global d’observations manquantes est 
d’environ 22 %.  

Posons que les municipalités sont les petits domaines 
dans la présente étude, où 433.A =  Les ménages sont 
classés en quatre catégories : 1k =  pour « personne seule », 

2k =  pour « parent seul », 3k =  pour « cohabitants » et 
4k =  pour « autre », d’où 4.K =  Soit i l’indice désignant 

le ménage et soit ix  le nombre de personnes vivant dans le 
ménage. Soit ak akX x=  le nombre de personnes dans la 

e( , )a k  cellule dans la population et soit aky  la fréquence 
par cellule « observée » correspondante. Soit akN  le 
nombre de ménages dans la e( , )a k  cellule et soit akn  le 
nombre correspondant de ménages « observés ». Notons 
que le nombre total de personnes est connu dans chaque 
domaine, mais non le nombre total de ménages. Cependant, 
à condition de connaître la probabilité d’enregistrement du 
NIL propre à la cellule, un estimateur de akN  fondé sur 
ˆ
akX  est donné par ˆ ˆ .ak ak ak akN n X y= /  Nous nous con-

centrerons donc ici sur l’estimation de .akX  
Soit 0{ }akX  les fréquences par cellule correspondantes 

tirées du dernier recensement effectué en 2001. Soit 

ak ak akX y m′ ′= +  les fréquences d’après le registre en 2005, 
où akm′  est le nombre de personnes n’ayant pas de NIL. Un 
ménage enregistré peut être considéré comme une forme de 
ménage imputé qui peut présenter une absence informative 
de NIL. Le total de domaine d’après le registre est correct, 
c’est-à-dire ,a aX X. .′ =  et les totaux nationaux { }kX .′  sont 
considérés comme étant acceptables. La question est de 
savoir si les estimations de { }akX  peuvent être calculées en 
se basant sur le y « observé » et la structure de répartition 
{ }aX .  et { },kX .′  qui tient mieux compte de l’absence 
différentielle des NIL. 
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Figure 1 Différence entre les estimations de la proportion de ménages d’une seule personne et les chiffres de recensement 

en 2001 en fonction du logarithme de la taille de la municipalité : ménages enregistrés (en haut à gauche), 
ménages dont le NIL est enregistré (en haut à droite), SPREE fondée sur le recensement (milieu à gauche), 
DirSPREE fondée sur les ménages dont le NIL est enregistré (milieu à droite), SupGSPREE des proportions 
dans la superpopulation (en bas à gauche) et ImpGSPREE des proportions en population finie imputées (en bas 
à droite). La droite en trait interrompu indique l’absence de différence  

5.3 Configuration du modèle 
 

 
 
 

Des diagrammes de dispersion des interactions de 
premier ordre { }X

ak

′α  fondées sur le registre en fonction des 
interactions 0{ }akα  fondées sur le recensement motivent 
l’utilisation du modèle MMIP défini par (4). Afin de choisir 
entre les modèles MSMLG (2) et MMLSM (7), nous 
examinons la différence entre la proportion fondée sur le 
registre X

ak

′θ  et la proportion correspondante fondée sur le 
recensement 0 ,akθ  c’est-à-dire 0 ,X

ak ak

′θ − θ  représentée 

graphiquement en fonction de log :aX .  le cas où 1k =  est 
représenté dans le graphique supérieur gauche de la figure 1. 
Manifestement, la variance de la différence augmente quand 

aX .  diminue et n’est pas constante de .aX .  Notons que 
nous avons affaire à une estimation à un niveau d’agrégation 
très faible, où par exemple la valeur médiane de tout { }akX ′  
n’est que de 70. Par conséquent, nous adoptons le 
modèle (7) pour ,akθ  la quasi-vraisemblance (5) pour 

=ak akX x  et la quasi-vraisemblance (8) et le modèle (9) 
pour .aky  
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Pour la quasi-vraisemblance (5), nous supposons que 

1 1.ν =  Soit .ak ak at X X .= /  Nous avons 

1 (2) 2
.( ) (1 )ak a ak ak a aV t N X X−

.= θ − θ /  

et 
1 (2) 2

.Cov( , ) .ak aj a ak aj a at t N X X−
.= − θ θ /  

où 2(2)
1
aN

a i i ax NX
.

= .∑= /  et . .a a aX X N. .= /  Puisque 1,ix ≥  
nous avons (2) 2

. ,a aX X≥  et une surdispersion comparative-
ment à la loi multinomiale ( , )a aN . θ . Nous calculons le 
facteur (2) 2

.a aX X′ ′/  fondé sur les données de registre, que 
nous utilisons ensuite comme (2) 2

.a aX X/  dans l’estimation 
qui suit. De surcroît, pour la quasi-vraisemblance (8), nous 
supposons que 2 1,ν =  et 

( ) ( )
1

2 2

( )

( ) .

akn

ak ak i ak i ak
i

i ak i ak ak i ak
i i

V y n V r x

x V r c x

, ,
=

, , ,

 
| =  

 

= ⇒ =

∑

∑ ∑
 

 

5.4 Résultats des estimations  
Six estimateurs différents de la proportion de ménages 

d’une seule personne (c’est-à-dire pour 1k = ) sont illustrés 
à la figure 1. 

Pour commencer, nous avons les proportions directes 
d’après le registre 1

X

a

′θ  dans le graphique situé en haut à 
gauche et les proportions « observées » 1

y

aθ  en haut à droite. 
En moyenne, la proportion fondée sur le registre complet est 
plus élevée que celle fondée sur le Recensement de 2001, 
tandis que la proportion fondée sur les données 
« observées » uniquement est un peu plus faible. Cela 
démontre que les NIL manquants sont informatifs, comme 
nous l’avons expliqué plus haut. La prise en compte des 
ménages enregistrés pour lesquels le NIL manque accroît la 
proportion de ménages d’une seule personne. Mais le 
résultat n’est pas plausible dans certaines des municipalités 
les plus grandes. Naturellement, un biais important existe 
aussi parmi les municipalités plus petites, mais celles-ci ne 
sont pas aussi faciles à déceler dans un graphique tel que 
celui-ci. 

Ensuite, dans le graphique situé au milieu à gauche de la 
figure 1, les estimations sont obtenues par la méthode SPREE 
en utilisant les chiffres de recensement 0{ }akX  comme 
valeurs de départ. Pour le simple tableau à double entrée que 
nous avons ici, cela donne un ajustement presque constant des 
proportions d’après le recensement, ainsi qu’un changement 
négligeable de la variation entre domaines. Dans le graphique 
du milieu à droite, les estimations sont obtenues par la 
méthode SPREE en utilisant le tableau « observé » { }aky  
comme valeurs de départ. Notons que partir des dénombre-
ments d’échantillon observés serait trop instable pour être 
utile dans les situations habituelles d’échantillonnage, mais il 
s’agit d’une option viable ici à cause de la grande quantité de 

données « observées ». Pour distinguer cette option de la 
méthode SPREE standard, nous l’appellerons SPREE directe 
(DirSPREE). Comme nous l’avons mentionné plus haut, 
DirSPREE est sans biais sous l’hypothèse (10) d’observations 
manquantes informatives. En effet, nous voyons qu’elle 
donne des ajustements utiles pour les municipalités les plus 
grandes. 

Dans les graphiques de la ligne inférieure de la figure 1, 
les estimations sont obtenues en utilisant l’approche de 
modélisation mixte double. Dans le graphique situé en bas à 
gauche, les estimations sont obtenues par ajustement pro-
portionnel itératif en partant des compositions en super-
population estimées ˆ{ },akθ  désignées par SupGSPREE. 
L’accroissement postcensitaire extrême dans les muni-
cipalités les plus grandes est réduit. Mais les variations par 
rapport aux proportions fondées sur le recensement sont 
clairement réduites de manière excessive vers la moyenne 
de population pour les domaines plus petits. Par exemple, la 
variation est nettement moindre que celle de 0

ak ak
′θ − θ  dans 

le graphique supérieur gauche. Les estimations du graphique 
inférieur droit sont établies d’après les chiffres de popu-
lation finie imputés, désignés par ImpGSPREE, qui sont 
calculés à l’étape E de l’algorithme EMQVP. Les estima-
tions pour les municipalités les plus grandes sont semblables 
à celles données par SupGSPREE et la variation des 
changements par rapport aux proportions fondées sur le 
recensement est semblable à DirSPREE.  
5.5 Estimation de l’EQMCP  

L’EQMCP approximative des compositions ImpGSPREE 
peut être calculée de manière semblable à celle décrite à la 
section 3. Soit ˆ

akX  le dénombrement par ImpGSPREE et 
,akXɺ  le meilleur prédicteur basé sur la loi conditionnelle 

connue de aX  sachant ( , ).a am .y  Nous avons 
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ˆ ˆ{( )( ) }.

T

a a a a a a a

T

a a a a

E m

E

.≈ − − |

+ − −

X X X X X y

X X X X

ɺ ɺ

ɺ ɺ
 

En outre, soit φɶ  l’estimation hypothétique de φ  basée sur 
les données complètes ,=x X  et soit ψ̂  l’estimation de ψ  
basée sur les données observées. Soit 1Q  et 2Q  les matrices 
jacobiennes des dérivées partielles a∂ /∂φXɺ  et ,a∂ /∂ψXɺ  
respectivement. Nous avons  
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Figure 2 Racine de l’erreur quadratique moyenne conditionnelle de prédiction (reqmcp) estimée des 
estimations DirSPREE (cercle) et ImpGSPREE (triangle) des proportions de ménages dans les 
municipalités 

 
Ensemble, les expressions mènent à une décomposition en 
trois parties de l’EQMCP semblable aux expressions (12) à 
(14). Dans l’estimation de l’EQMCP qui suit, nous ignorons 
l’effet de l’API. Cela se justifie dans notre cas, parce que 
l’API équivaut essentiellement à un ajustement multiplicatif 
constant très proche de l’unité, comme le montre le 
graphique du milieu à gauche de la figure 1. 

L’EQMCP d’un dénombrement DirSPREE est calculée 
comme étant la variance d’« échantillonnage » qui est 
induite par des données manquant au hasard dans chacune 
des cellules du tableau à double entrée, plus un terme de 
biais quadratique qui est estimé par le carré de la différence 
entre le dénombrement ImpGSPREE et le dénombrement 
DirSPREE correspondant, à condition que l’hypothèse (9) 
soit un modèle plus approprié pour les données manquantes 
que l’hypothèse (10). 

Les racines estimées de l’EQMCP (reqmcp) sont 
données à la figure 2. En moyenne, les deux valeurs 
diminuent à mesure que la taille de la municipalité 
augmente. Cependant, pour certaines des municipalités les 
plus grandes, l’EQMCP de la proportion DirSPREE est 
anormalement grande pour les ménages d’une seule 
personne et les ménages de cohabitants à cause du terme de 
biais. Dans l’ensemble, l’EQMCP de la composition 
ImpGSPREE est clairement plus petite que celle de la 
composition DirSPREE. Le terme 1 ,ah  qui correspond à la 
variance de prédiction de ,aX  est de loin la contribution 
dominante à l’EQMCP (plus de 99 % dans de nombreux 
domaines). Cela est compréhensible, puisque l’échantillon 
« observé » contient plus de 550 000 personnes, de sorte que 
l’incertitude de l’estimation des paramètres est compara-
tivement négligeable. Mais le pourcentage mentionné sera 

                           

                   Ménage d’une seule persone                                                        Ménage monoparental 
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plus faible dans une situation d’enquête par sondage, car 
l’incertitude de l’estimation résumée par les termes 2ah  et 

3ah  augmente. 

 
6. Résumé  

Nous avons décrit une approche de modélisation mixte 
double qui étend la méthode GSPREE à l’estimation de la 
composition sur petits domaines en présence de données 
manquante différentielles. Nous avons calculé une EQMCP 
approximative qui contient une décomposition en trois 
parties, correspondant à la variance de prédiction de l’effet 
aléatoire inconnu, la variance d’échantillonnage en 
l’absence de données manquantes et la variance supplé-
mentaire due aux données manquantes, respectivement. 
L’approche a été appliquée aux données de registre sur les 
ménages de la Norvège et a donné des corrections utiles 
pour tenir compte des numéros d’identification du logement 
manquants informatifs. 
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Prédiction de la population de petits domaines  
au moyen de modèles hiérarchiques 
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Résumé 
Le présent article décrit une méthode de prédiction pour petits domaines fondée sur des données tirées d’enquêtes 
périodiques et de recensements. Nous appliquons cette méthode pour obtenir des prédictions démographiques pour les 
municipalités non échantillonnées dans l’enquête annuelle sur les ménages du Brésil (PNAD), ainsi que pour accroître la 
précision des estimations fondées sur le plan de sondage obtenues pour les municipalités échantillonnées. En plus des 
données fournies par la PNAD, nous utilisons des données démographiques provenant des recensements de 1991 et de 2000, 
ainsi que d’un dénombrement complet de la population effectué en 1996. Nous proposons et comparons des modèles de 
croissance hiérarchiquement non structurés et spatialement structurés qui gagnent en puissance en s’appuyant sur toutes les 
municipalités échantillonnées. 
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1. Introduction  
Comme dans de nombreux autres pays, la demande de 

statistiques détaillées et à jour sur des petits domaines a 
augmenté régulièrement au Brésil. La nécessité de brosser 
un tableau plus précis des sous-régions, en vue de résoudre 
des problèmes de distribution, d’équité et de disparité, est à 
l’origine de cet accroissement de la demande. Par exemple, 
certaines sous-régions ou certains sous-groupes pourraient, à 
certains égards, être à la traîne par rapport à la moyenne 
globale. Par conséquent, il est nécessaire de repérer ces 
régions et d’obtenir des renseignements statistiques à ce 
niveau géographique avant de pouvoir prendre toute mesure 
éventuelle de correction. Outre ces exigences nationales, les 
autorités locales doivent disposer d’estimations fiables, 
comme les cacactéristiques démographiques, à des fins 
d’analyse, de planification et d’administration.  
Au Brésil, un exemple important de demande d’estima-

tions fiables a trait à la façon dont le revenu fédéral, qui doit 
être partagé en vertu de la constitution, est réparti entre les 
diverses municipalités (le Brésil est une république fédérée 
constituée d’États et du District fédéral. Les États sont 
subdivisés en municipalités, qui partagent des caractéris-
tiques des villes et des comtés – elles peuvent contenir plus 
d’une région urbaine, mais elles ne sont dotées que d’un 
seul maire et d’un seul conseil municipal). Le nombre prédit 
d’habitants de la municipalité est utilisé par le gouverne-
ment fédéral comme critère pour affecter les fonds. D’où la 
nécessité d’obtenir des prévisions fiables de la population 
municipale afin d’appliquer équitablement ce critère, 
réglementé par la loi fédérale.  

L’enquête annuelle sur les ménages (PNAD) est une 
source importante de données démographiques. Toutefois, 
elle n’est pas conçue pour produire des estimations au ni-
veau municipal. Autrement dit, à part quelques munici-
palités, les tailles des échantillons municipaux ne sont pas 
suffisamment grandes pour produire des erreurs-types ac-
ceptables quand sont utilisées des estimations par sondage 
directes. De surcroît, un nombre important de municipalités 
ne sont pas échantillonnées du tout.  
L’approche courante consiste à obtenir des estimations 

démographiques municipales en se basant d’abord sur une 
prédiction pour une plus grande région, puis en utilisant des 
données auxiliaires pour répartir la population totale prédite 
entre les municipalités. À son tour, la prédiction pour une 
région plus grande est produite en supposant que les taux de 
natalité, de mortalité et de migration sont les mêmes pour 
toutes les municipalités. Le principal inconvénient de cette 
méthode est qu’elle dépend de l’évolution hypothétique du 
modèle. Elle ne tient pas compte de toutes les incertitudes 
et, en général, ne fournit pas de mesures de l’erreur des 
estimations.  
Le problème de l’estimation sur petits domaines a suscité 

de l’intérêt dans la littérature statistique à cause de la 
demande croissante d’information statistique détaillée des 
secteurs public et privé. Un excellent exposé à jour sur les 
méthodes d’estimation sur petits domaines et leurs applica-
tions peut être consulté dans Rao (2003). Les données sur 
les petits domaines proviennent principalement d’enquêtes 
périodiques dont les tailles d’échantillon ne sont pas suffi-
samment grandes pour pouvoir produire des estimations 
fiables pour les domaines. Un moyen d’aborder le problème 
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consiste à renforcer l’estimation en empruntant de l’infor-
mation à tous les domaines et à d’autres sources de données 
connexes. Comme l’a énoncé Pfeffermann (2002), les 
sources de données appropriées pour cette tâche peuvent 
être classées en deux catégories, à savoir les données prove-
nant d’autres domaines semblables en ce qui concerne les 
caractéristiques d’intérêt, les données antérieures obtenues 
pour la caractéristique d’intérêt et l’information auxiliaire. 
Dans notre contexte démographique, la principale source de 
données connexes comprend les recensements de 1991 et de 
2000, ainsi qu’un dénombrement complet de la population 
exécuté en 1996.  
Le but de la présente étude est d’obtenir des estimations 

des populations municipales fondées sur des données 
d’enquête fournies par la PNAD et sur des données de 
recensement. Nous proposons un modèle hiérarchiquement 
non structuré et nous évaluons la qualité de son ajustement 
et son pouvoir prédictif. Nous envisageons également un 
modèle hiérarchique spatialement structuré dans l’esprit de 
Moura et Migon (2002), puisque le chiffre de population par 
domaine et son profil de croissance pourraient être reliés au 
développement des domaines voisins. Par souci de simplici-
té, dans la suite de l’exposé, nous donnons respectivement 
aux modèles hiérarchique non structuré et hiérarchique 
structuré spatialement les noms de modèle hiérarchique et 
modèle spatial.  
À la section 2, nous décrivons les principales sources de 

données utilisées dans nos travaux. À la section 3, nous 
présentons les modèles proposés, ainsi qu’un critère de 
sélection de modèle. À la section 4, nous présentons des 
applications à des données réelles, ainsi qu’à des données 
simulées. Enfin, à la section 5, nous résumons brièvement 
l’étude et décrivons dans les grandes lignes nos futurs 
travaux de recherche.  

 
2. Ensemble de données  

Les données d’entrées pour les modèles présentés à la 
section 3 proviennent des cycles de 1992 à 1999 de l’en-
quête annuelle sur les ménages (PNAD), des recensements 
de 1991 et de 2000, et d’un dénombrement complet de la 
population effectué en 1996. Afin d’évaluer l’approche 
proposée, nous considérons les municipalités de l’État de 
São Paulo comme étant les domaines d’intérêt.  
À la présente section, nous décrivons brièvement les 

sources des données, en mentionnant leurs principaux avan-
tages et limites. Nous avons tiré de la PNAD les estimations 
démographiques directes pour les municipalités échantil-
lonnées. Comme nous l’expliquons à la section 3, ces 
estimations servent de données d’entrée pour l’inférence au 
sujet de nos paramètres cibles. Nous utilisons aussi dans 

notre application les deux recensements et le dénombrement 
de population de 1996.  
Le recensement démographique du Brésil est la source 

principale d’information au sujet de la population. Il est 
effectué tous les dix ans, habituellement au début de la 
décennie. Bien que l’objectif consiste à compter tous les 
membres de la population, certaines erreurs de recensement 
sont découvertes. L’importance des erreurs est évaluée au 
moyen d’une enquête postcensitaire exécutée peu après 
l’achèvement du recensement.  
L’enquête annuelle sur les ménages (PNAD) est conçue 

pour produire des renseignements de base sur la situation 
socioéconomique du pays. L’unité étudiée est le ménage, 
pour lequel sont recueillis des renseignements annuels sur le 
nombre de membres, leur sexe, leur niveau d’études, leur 
situation d’emploi, etc. L’enquête n’est pas exécutée durant 
les années de recensement et n’a pas été réalisée en 1994 
pour des raisons administratives. L’échantillon est sélection-
né selon un plan d’échantillonnage en grappes à trois 
degrés. Les unités primaire et secondaire d’échantillonnage 
sont respectivement la municipalité et le secteur de 
dénombrement (qui compte, en moyenne, 250 ménages). 
Les municipalités sont stratifiées en fonction de la taille de 
leur population déterminée d’après le dernier  recensement. 
Au premier degré, toutes les municipalités appartenant aux 
régions métropolitaines et aux capitales des États (les-
quelles, au Brésil, sont normalement les plus grandes villes 
dans les États respectifs) sont échantillonnées. Les munici-
palités dont la population est supérieure à une certaine 
valeur seuil sont également incluses dans l’échantillon avec 
une probabilité de un. Celles qui restent sont stratifiées et 
deux d’entre elles sont échantillonnées dans chaque strate 
avec une probabilité proportionnelle à la taille de leur 
population. 
Les secteurs de dénombrement sont échantillonnés avec 

probabilité proportionnelle au nombre de ménages résidant 
dans le secteur au moment du dernier recensement. Enfin, 
au dernier degré, les ménages sont échantillonnés systéma-
tiquement avec probabilité égale au moyen d’une liste qui 
est mise à jour au début de l’enquête. Les mêmes munici-
palités et secteurs de dénombrement sont gardés pour toutes 
les enquêtes exécutées durant une décennie particulière, 
tandis que les ménages sont échantillonnés chaque année.  
Puisque chaque secteur est échantillonné avec une 

probabilité proportionnelle à son nombre respectif de 
ménages, on pourrait soutenir que le mécanisme d’échan-
tillonnage est informatif en ce qui concerne la population du 
secteur. Toutefois, puisque la variable réponse effective-
ment utilisée dans la présente étude est la densité de 
population par domaine, il est raisonnable de supposer que 
le mécanisme de sélection de l’échantillon n’est pas 
pertinent. Donc, nous n’abordons pas cette question dans 



Techniques d’enquête, décembre 2009 223 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

l’étude. En ce qui concerne l’inférence pour petits domaines 
sous échantillonnage informatif, Pfeffermann et Sverchkov 
(2007) est une bonne référence. Nous recommandons 
également de consulter Pfeffermann, Moura et Silva (2006) 
aux lecteurs qui aimeraient savoir comment suivre une 
approche de modélisation hiérarchique bayésienne sous 
échantillonnage informatif.  

 
3. Spécification du modèle  

3.1 Modèle de croissance exponentielle  
Soit ty  les valeurs d’échantillon d’une loi appartenant à 

une famille exponentielle dont la valeur prévue est donnée 
par ( )t t tE yπ = | θ  où tθ  est un vecteur de paramètres 
inconnus.  
Une classe importante et vaste de modèles de croissance 

exponentielle paramétrisés par ( )α, β, γ, φ  est définie par :  

1[ exp( )]t t /φπ = α + β γ .  (1) 

Certains cas particuliers bien décrits dans la littérature 
sont les distributions :   
1) logistique : avec 1,φ = − 1 exp( );t t−π = α + β γ  

 

2) Gompertz : avec 0,φ =  en définissant (1) comme 
log( )tπ = exp( );tα + β γ  

 

3) exponentielle modifiée : avec 1, tφ = π =α +  
exp( ).tβ γ  

 
Le principal avantage de l’utilisation du modèle (1) est 

qu’il est possible de garder l’échelle originale des 
observations ty  et de ne changer que la trajectoire de ,tπ  ce 
qui facilite l’interprétation. De surcroît, les intervalles de 
temps ne doivent pas être tous de la même longueur, si bien 
que les données peuvent provenir de diverses sources de 
référence (voir la section 4 pour plus de renseignements).  
Quand exp( ) 1,ψ = γ <  le processus est non explosif, ce 

qui implique que tπ  converge vers 
1/φα  quand ,t → ∞  

sous la condition que, pour 0,φ =  cette quantité est égale à 
log( ).α  Quand 1,ψ >  les courbes sont concaves pour 

0φ ≥  et 0,β >  donnant lieu à un processus explosif. 
Cette classe de modèles est celle des modèles généralisés de 
croissance exponentielle. Migon et Gamerman (1993) 
montrent comment le modèle de croissance exponentielle 
peut être vu comme un cas particulier d’un modèle 
dynamique général.  
 
3.2 Modèles de croissance hiérarchiques 
 
Dans le présent article, les principaux paramètres d’intérêt 

itπ  sont les fonctions de croissance exponentielle non linéaire 

dont certains paramètres sont hiérarchiquement ou spatiale-
ment structurés. Les modèles spatialement structurés four-
nissent d’autres moyens de relier des domaines voisins 
semblables. Nous supposons en outre que la variance 
d’échantillonnage 2

itσ  suit un modèle qui dépend de la taille 
d’échantillon dans la municipalité en question. Dans la 
présente étude, nous ajustons et comparons des modèles 
hiérarchiques et spatiaux.  
Nous supposons que les tailles de population sont 

disponibles pour chacune des m  municipalités de l’État de 
São Paulo pour les recensements de 1991 et 2000, ainsi que 
pour le dénombrement complet de la population de 1996. 
Dans la suite de l’exposé, nous les appelons simplement 
données de recensement. Afin d’améliorer l’hypothèse 
d’échangeabilité des paramètres décrivant la moyenne du 
processus, nous prenons comme variables réponses les 
estimations des densités de population des municipalités 
échantillonnées au lieu des estimations de population 
municipale. Voir aussi la fin de la section 2 pour d’autres 
raisons d’utiliser les densités.  
Pour chaque période, les estimations de ces quantités ne 

sont disponibles que pour k m<  municipalités correspon-
dant aux unités de premier degré de l’échantillon de la 
PNAD. Afin d’estimer la densité de population municipale, 
nous divisons simplement l’estimation de la population 
totale par la superficie de la municipalité.  
Soit ity  la densité de population obtenue d’après les 

données de recensement ou estimées d’après la PNAD à la 
période 1t t … n, = ,  pour la ei  municipalité, 1 .i … m= , ,  
Notre but est de faire des inférences au sujet de la densité de 
population réelle itπ  pour la population de toutes les 
municipalités, y compris celles qui ne sont pas échantil-
lonnées. À la section suivante, nous modélisons les densités 
réelles de population municipale itπ  au moyen d’une 
fonction de croissance hiérarchique non linéaire stochas-
tique. Nous supposons que les quantités aléatoires ity  
suivent une loi normale de moyenne itπ  et de variance 2.itσ  
Nous adoptons une approche bayésienne pour cette 

étude. Par conséquent, les prédictions sont décrites par des 
lois de probabilité, ce qui donne aux utilisateurs l’occasion 
d’analyser les incertitudes que comporte le processus de 
décision. Ce fait est l’un des avantages, parmi de nombreux 
autres, de l’utilisation de ce genre d’approche.  
Les valeurs de ity  ne sont obtenues pour toutes les 

municipalités de l’État de São Paulo que pour les années de 
recensement. Bien que l’on s’efforce, durant le recensement, 
d’obtenir le dénombrement complet de toute la population, 
des erreurs de couverture peuvent avoir lieu. Par consé-
quent, nous émettons l’hypothèse du  modèle qui suit pour 
les données de recensement ainsi que pour celles provenant 
de la PNAD, à l’exception des variances 2 ,itσ  qui sont 
fixées à une valeur plus faible pour les données de 
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recensement (voir la section 3.4 ainsi que les remarques 
finales à la section 5) : 

2

1

2

2

(0 )

{ exp( )}

(0 )

(0 )

i i

i i

it it it it it

it i i

i

i

y N

t

N

N

α

γ

/φ

α α ξ

γ γ ξ

= π + ε , ε , σ

π = α + β γ

α = α+ ξ , ξ , σ

γ = γ + ξ , ξ , σ

∼

∼

∼

 (2) 

où les lois a priori de ,α β  et γ  sont données par : 
2( ),N α αα µ , σ∼

2( ),N β ββ µ , σ∼

2( ).N γ γγ µ , σ∼  Il convient 
de souligner que l’information provenant de tous les 
domaines est obtenue au moyen de la structure hiérarchique 
des paramètres ,iα  et .iγ  Une autre façon de permettre 
l’emprunt d’information entre les municipalités consiste à 
supposer que les iα  sont spatialement structurés (voir la 
section 3.3). Si nous supposons que la moyenne itπ  est non 
explosive, nous pouvons considérer le paramètre 1/φα  
comme étant la valeur à laquelle la population municipale 
moyenne se stabilise. Les paramètres β  et γ  affectent 
l’évolution de la densité de population au cours du temps. 
Les lois a priori de ,α β  et γ  peuvent être choisies en 
profitant d’une certaine connaissance démographique 
a priori de l’évolution prévue de la population. Dans notre 
application, nous fixons 1,φ =  ce qui implique que, pour 

0,t =  la valeur réelle de la densité de population dans 
chaque municipalité est donnée par .iα + β  La structure 
hiérarchique imposée aux paramètres iα  implique que la 
valeur espérée de la densité réelle pour toute municipalité à 
la période 0t =  est .α + β  Supposer que les paramètres de 
croissance, ,iγ  possèdent une structure hiérarchique signifie 
que les densités ont des taux de croissance différents, mais 
ont en commun la même moyenne. Une petite étude en 
simulation (voir la section 4.1) nous dicte de maintenir le 
paramètre β  fixe pour tous les domaines, sans aucune perte 
de généralité, puisque les niveaux diffèrent encore pour 
différentes municipalités. Dans tous les modèles considérés 
dans notre application, nous supposons que 2 2−

α ατ = σ ∼  
( ),G a bα α, 2 2 ( ).G a b−

γ γ γ γτ = σ ,∼  Afin d’attribuer des priors 
vagues, à la section 4.2, nous donnons des valeurs faibles 
aux paramètres reliés à ces lois a priori de la précision.  
L’hypothèse selon laquelle la fonction moyenne itπ  est 

donnée par une courbe de croissance exponentielle permet 
d’effectuer une correction en cas d’accroissement ou de 
diminution de la densité de la population. Les sources de 
données utilisées ont des périodes de référence différentes et 
les données ne sont pas réparties de la même façon dans le 
temps. Dans chaque cas, l’utilisation d’une courbe de 
croissance exponentielle offre un avantage supplémentaire, 
puisque nous pouvons simplement produire une échelle de 
temps afin de nous conformer aux différentes sources de 
données, comme nous l’expliquons dans la description de 
l’application à la section 4.  

3.3 Modèle spatial  
Dans le modèle hiérarchique présenté à la section 

précédente, l’information provenant de tous les domaines 
est combinée afin de prédire la population d’un domaine 
particulier. Cependant, il est raisonnable de supposer que les 
densités démographiques de deux municipalités voisines 
sont plus semblables que celles de deux autres choisies 
arbitrairement. La structure régionale est représentée par la 
loi a priori conjointe des effets spatiaux aléatoires. Nous 
considérons que deux domaines sont voisins s’ils ont une 
limite commune.  
Dans le modèle que nous proposons, la densité 

démographique dans un domaine i  à la période ,t ,itπ  est 
affectée par les domaines voisins par ajout d’effets spatiaux 
aléatoires 

iα
δ  aux paramètres ,iα  c’est-à-dire iα =  

,
iα

α + δ  où α  est un terme représentant l’ordonnée à 
l’origine. Par conséquent, iα  varie uniquement avec l’effet 
spatial, ce qui représente un effet local, tandis que les 
paramètres de croissance iγ  sont considérés comme 
semblables dans tous les secteurs (effet global).  
La relation entre les domaines voisins est définie dans les 

lois a priori des .
iα

δ  La loi conjointe a priori de αδ =  

1
( )

mα α
′δ , ..., δ  sachant l’hyperparamètre 2 ,ασ  est définie 

comme dans Mollié (1996) :  

2 2
2 2

1

1 1
( ) exp ( )

2 i k

m

ikm
i k i

p w
 
 
 α α α α/  

= <α α 

δ | σ ∝ − δ − δ
σ σ

∑∑  (3) 

où ikw  représente les poids associés à la structure régionale. 
Les poids sont choisis de manière que 1,ikw =  si i  et k  
sont contigus, et 0,ikw =  autrement. La loi de 2

α αδ | σ  est 
évidemment incorrecte, puisque nous pouvons ajouter 
n’importe quelle constante à tous les 

iα
δ  sans que 

2( )p α αδ | σ  soit affectée. Donc, nous devons imposer une 
contrainte pour nous assurer que le modèle est identifiable. 
Nous posons que 1 0

i

m
i= α∑ δ =  et attribuons à l’ordonnée à 

l’origine α  une loi a priori uniforme sur l’ensemble de la 
droite réelle. Il n’est pas difficile de voir que cette procédure 
donne lieu à une densité de vraisemblance ( 1)m − - 
dimensionnelle appropriée. Voir Besag et Kooperang (1995) 
pour plus de renseignements.  
La loi a priori conditionnelle de ,

iα
δ  sachant les effets 

kα
δ  des secteurs restants et l’hyperparamètre 2 ,ασ  est 
normale de moyenne et de variance données par :  

2

2
2

[ ]

Var[ ]

i k i

i k

i

E k i

k i
w

α α α α

α
α α α

+

δ | δ , ∈ ∂ , σ = δ

σ
δ | δ , ∈ ∂ , σ =

 

où 
iα

δ  désigne la moyenne arithmétique des ,
jαδ  pour 

k i∈ ∂  (les domaines contigus de ),i  et 1
m
ki ikw w=+ ∑=  est 

le nombre de municipalités voisines de .i  



Techniques d’enquête, décembre 2009 225 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

La figure 1 montre les densités démographiques des 
municipalités de São Paulo en 1991. Ces municipalités ont 
tendance à être concentrées géographiquement en fonction 
de classes de densité, ce qui donne à penser que l’applica-
tion du modèle spatial peut être fructueuse.   
3.4 Modélisation des variances d’échantillonnage  
Comme nous utilisons des données provenant de deux 

sources différentes, il est logique de supposer que les 
variances d’échantillonnage varient au cours du temps. En 
outre, nous pouvons également considérer que les variances 
varient selon le domaine.  
Dans le cas des années pour lesquelles des données sont 

fournies par la PNAD, nous supposons que les variances 
d’échantillonnage sont données par le modèle suivant :  

2
0 1log( ) (1 )it inσ = η + η . /  (4) 

avec in  représentant le nombre de secteurs de dénombre-
ment échantillonnés dans le ei  domaine. Ce modèle traduit 
l’espérance que la variance diminue à mesure que la taille 
de l’échantillon augmente.  
Pour les années durant lesquelles les recensements ont 

été exécutés, nous supposons que 2
itσ  est connue et que 

2log( ) log( )it itvσ =  où itv  est calculée de telle manière que 
l’erreur de couverture au recensement soit égale à 5 % pour 
tous les domaines. Cette hypothèse implique que, dans 

chaque domaine pour les années de recensement, la 
population réelle est comprise dans l’intervalle donné par la 
population observée au recensement plus ou moins 5 % de 
cette valeur. Par conséquent, pour les années de 
recensement, nous fixons l’écart-type à 0,05 ( 2).it ityσ = ∗ /  
Supposer que la variance est connue pour les années de 
recensement est un moyen d’accorder plus de poids aux 
données de recensement, puisque l’on pourrait s’attendre à 
ce qu’un recensement complet fournisse des renseignements 
plus fiables que des données d’enquête. Nous supposons 
que les paramètres 0η  et 1η suivent des lois normales 
indépendantes : ( ) 0 1.

k kk N kη ηη µ , φ ; = ,∼  Afin d’attri-
buer des priors vagues aux ,η  nous donnons, pour chaque 
prior, une valeur nulle à la moyenne et de grandes valeurs 
aux .ηφ  Voir la section 4.2 pour plus de renseignements.   
3.5 Sommaire des modèles  
Les lois a priori des paramètres communs des modèles 

spatial et hiérarchique sont les mêmes que celles déjà 
décrites pour le premier. Les lois suivies par les effets 
spatiaux aléatoires sont spécifiées à la section 3.3. La 
variance 2

itσ  a été énoncée de la même façon dans le modèle 
spatial que dans le modèle hiérarchique. Le tableau 1 
résume les modèles utilisés à la section 4. Pour simplifier, 
nous avons exécuté l’application en fixant 1φ =  dans les 
deux modèles.  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1 Densité de population des municipalités de São Paulo en 1991 
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3.6 Problèmes de calcul  
Les lois a posteriori des paramètres des modèles proposés 

ne peuvent pas être exprimées sous une forme explicite. Il 
est donc nécessaire de recourir à des méthodes d’approxi-
mation numérique. Une option, souvent utilisée et facile à 
appliquer, consiste à produire des échantillons de ces lois en 
se servant de l’algorithme Monte Carlo par chaînes de 
Markov (MCMC). Puisque les lois conditionnelles com-
plètes de tous les paramètres des modèles possèdent une 
forme explicite, sauf pour le vecteur 1( ),k= γ , ..., γγγγγ  nous 
nous sommes servi de l’algorithme de l’échantillonneur de 
Gibbs avec une étape de l’algorithme d’acceptation-rejet 
pour l’échantillonnage à partir du vecteur .γγγγ  Soit itπ  la 
densité de population dans le ei  domaine à la période .t  Les 
étapes qui suivent résument comment tirer des échantillons 
de la loi a posteriori de :itπ   
1. Produire ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2( ) 2( ) ( )

0
l l l l l l l l
i i α γα , β , γ , α , γ , τ , τ , η  et 

( )
1
lη  pour 1 ,l M= , ...,  où M  est le nombre 

d’échantillons générés à partir des lois condition-
nelles complètes de tous les paramètres du modèle, y 
compris les effets aléatoires;  

 

2. calculer ( ) ( ) ( ) ( )exp( );l l l l

it i i tπ = α + β γ    
Durant l’ajustement des modèles que nous proposons, 

nous avons appliqué trois vérifications informelles, basées 
sur des techniques graphiques, pour évaluer la convergence. 
Elles consistent à observer l’histogramme, la trace et la 
fonction d’autocorrélation pour chacune des valeurs 
échantillonnées calculées. L’analyse de l’histogramme nous 
permet de repérer les écarts éventuels par rapport à la 
convergence, tel que la présence de modes multiples. La 
trace des chaînes multiples simulées en parallèle, chacune 
avec un point de départ différent et surdispersées par rapport 
à la loi cible, donne une idée grossière du comportement 
stationnaire quand les suites de valeurs ont tendance à 
osciller dans la même région. La représentation graphique 

de la fonction d’autocorrélation permet de déterminer si 
l’échantillon peut être considéré comme indépendant.  
En plus de ces vérifications informelles, nous avons 

appliqué d’autres critères plus formels. Le critère introduit 
par Brooks et Gelman (1998) et implémenté dans WinBugs 
1.4 (Spiegelhalter, Thomas, Best and Lunn 2004) permet de 
diagnostiquer si la dispersion à l’intérieur des chaînes est 
plus grande que la dispersion entre les chaînes. Considérons 
I  chaînes parallèles et un paramètre d’intérêt .λ  Soit j

iλ  la 
ej  valeur de la ei  chaîne, pour 1i K= , ...,  et j =  
1 .J, ...,  Les variances entre les chaînes B̂  et à l’intérieur 
des chaînes Ŵ  sont alors données par  

1 2

1

ˆ ( 1) ( )
K

i
i

B J K −

=

= − λ − λ∑  

et 

{ } 1 2

1 1

ˆ ( )( 1)
K J

j

i i
i j

W K J
−

= =

= λ − λ− ∑∑  

où iλ  et λ  sont, respectivement, la moyenne des observa-
tions de la chaîne , 1i i K= , ...,  et la moyenne globale. 
Sous convergence, ces KJ  valeurs sont toutes tirées de la 
loi a posteriori de λ  et la variance de λ  peut être estimée 
de manière convergente par ˆ ˆ,B W  et la moyenne pondérée 
2ˆ λσ = ˆ ˆ(1 1 ) (1 ) .J W J B− / + /  
Si les chaînes n’ont pas encore convergé, les valeurs 

initiales influenceront encore les trajectoires et 2ˆ λσ  sur-
estimera 2

λσ  jusqu’à ce qu’un état stationnaire soit atteint. 
Par ailleurs, avant la convergence, Ŵ  aura tendance à sous-
estimer 2.λσ  En suivant ce raisonnement, Brooks et Gelman 
(1998) ont proposé une approche graphique itérée qui est 
implémentée dans WinBugs 1.4. Elle permet de vérifier si 
i) la variance a posteriori pondérée estimée 2ˆ λσ  et la 
variance à l’intérieur des chaînes Ŵ  se stabilisent sous 
forme d’une fonction de J  et ii) le facteur de réduction de 
la variance, 2ˆ ˆ/ ,ˆR Wλ= σ  s’approche de 1.  
 

 
Tableau 1 
Sommaire des modèles utilisés  
 

Modèle Paramètres Variance Loi a priori 
Hiérarchique 

ii αα = α + ξ   2
0 1log( ) (1 ),it inσ = η + η /   0 00 ( )N η ηη µ , φ∼    

 β   pour les données d’enquête 
1 11 ( )N η ηη µ , φ∼    

 
ii γγ = γ + ξ   2

itσ  est supposée connue   

  pour les données de recensement  

Spatial  
ii αα = α + δ   2

0 1log( ) (1 )it inσ = η + η /   2 2( , )
i ii iN wα α,− α α α +δ | δ , τ δ τ /∼    

 β   dans l’enquête  
1 0

i

m
i α= δ =∑    

 
ii γγ = γ + ξ   2

itσ  est supposée connue  0 00 ( )N η ηη µ , φ∼    

  pour les données de recensement  
1 11 ( )N η ηη µ , φ∼    
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4. Application  
Nous présentons maintenant deux applications de notre 

approche, la première en nous servant d’un ensemble de 
données simulées et la deuxième, de l’ensemble de données 
réelles qui a motivé la présente étude. L’étude par 
simulation a pour but de vérifier si les paramètres d’intérêt 
sont estimés correctement et de procéder à une analyse de 
sensibilité en ce qui concerne la forme des lois a priori 
utilisées pour ajuster le modèle.   
4.1 Application aux données simulées  
Nous avons exécuté une petite étude en simulation de 

l’ajustement des modèles hiérarchique et spatial présentés à 
la section 3. Nous avons fixé les hyperparamètres réels du  
modèle reliés à la courbe de croissance à 40,α = 25,β =  

0,05.γ =  Donc, nous considérons une situation où la taille 
de la population double approximativement en 25 ans. Nous 
avons fixé les paramètres associés au modèle de la variance 
d’échantillonnage à 0 6,5,η = 1η = 0,5. Enfin, nous avons 
fixé les paramètres de précision à 2

ατ = 0,0001 et 2
γτ = 400, 

respectivement. Nous avons fixé les précisions 2
ατ  et 2

γτ  de 
façon qu’elles concordent avec les échelles des quantités 
qu’elles mesurent respectivement. La variation relative de 
l’ordonnée à l’origine entre les domaines est plus importante 
que celle du paramètre de croissance, ce à quoi nous nous 
attendons dans les situations pratiques.  
Puisqu’il est généralement reconnu que la forme des 

priors a plus d’incidence sur la composante des paramètres 
de variance que les paramètres fixes, nous avons ajusté le 
modèle aux données simulées en utilisant deux priors 
vagues pour les paramètres liés à la variance : pour 
l’écart-type, nous avons choisi la loi uniforme, qui est l’un 
des priors recommandés par Gelman (2006) pour les 
modèles hiérarchiques linéaires, et pour la précision, la loi 
gamma, fréquemment utilisée comme loi par défaut dans 
certains progiciels. Dans le premier cas, nous avons assigné 

(0 1,000)Uασ ,∼  et γσ ∼  (0 100),U ,  où 1α ασ = / τ  et 
1 .γ γσ = / τ  Dans le deuxième cas, nous avons considéré 

2 (0,001 0,001)Gατ ,∼  et 2 (0,001 0,001).Gγτ ,∼  Pour les 
autres paramètres, nous avons fixé ( )Uα −∞, +∞∼  pour 
le modèle spatial (voir la section 3.3 pour plus de précisions) 
et 6(0 10 )Nα ,∼  pour le modèle hiérarchique. Pour les 
autres paramètres, nous avons fixé 6(0 10 ),Nβ ,∼  

2(0 10 ),Nγ ,∼

4
0 (0 10 )Nη ,∼  et 4

1 (0 10 )Nη ,∼  pour 
les deux modèles. Nous avons aussi étudié l’effet du nombre 
de petits domaines. Nous avons simulé des données 
distinctes provenant des modèles hiérarchique et spatial 
avec 60m =  et m = 100 domaines dans chaque cas. Pour 
chaque combinaison du nombre de domaines et du modèle 
employé, nous avons généré 200 ensembles de données. Par 
conséquent, nous avons simulé en tout 800 ensembles de 
données artificielles. La distribution des tailles d’échantillon 

dans les domaines est la même pour les ensembles de 
données simulés comptant 60 et 100 domaines. Le tableau 2 
donne les fréquences relatives des tailles d’échantillon de 
petit domaine pour les deux ensembles de données simulés. 
Ces tailles d’échantillon sont fort semblables à celles 
provenant des données réelles qui sous-tendent cette étude 
par simulation. Le nombre de voisins utilisés dans le modèle 
spatial varie de 1 à 12, et chaque domaine possède en 
moyenne cinq voisins. Nous avons considéré une période 
totale de 9n =  années.  
Tableau 2  
Fréquences relatives des tailles d’échantillon de petit domaine 
pour les deux ensembles de données simulés 
 

Taille d’échantillon Fréquence relative 
2  0,05   
5  0,20   
8  0,25   
10  0,25   
12  0,20   
15  0,05    

Afin d’éliminer la corrélation entre les chaînes, nous avons 
généré 20 000 échantillons après avoir écarté les 10 000 
premiers. Nous ne dégageons aucune preuve de non-
convergence des paramètres des modèles hiérarchique et 
spatial. Une analyse minutieuse de certaines données de sortie 
provenant des échantillons MCMC pour certains ensembles 
de simulation donne à penser  que la convergence a été 
atteinte pour tous les paramètres du modèle. Nous avons 
évalué les propriétés statistiques des estimations de la densité 
de population ( )itπ  en examinant l’erreur relative absolue 
moyenne (ERA) des estimations et l’erreur quadratique 
moyenne (EQM), respectivement données par :  

( ) ( )200

( )
1

ˆ1
ERA

200

l l

i t i t

i t l
l i t

, ,
,

= ,

|π − π |
=

π
∑  

et 
200

2( ) ( )

1

1
EQM ,( )ˆ

200
l l

i t i t i t
l

, , ,
=

= π − π∑  

1 ,i m= , ..., 1 .t n= , ...,  Si l’on s’en tient aux valeurs de 
l’ERA, la variation est faible. Pour les deux modèles ajustés 
et les deux tailles d’échantillon de petit domaine testées, les 
valeurs de l’ERA sont de l’ordre de 1,5 %.  
Le tableau 3 résume les valeurs de l’EQM obtenues dans 

les simulations exécutées sous les modèles spatial et 
hiérarchique avec 60 et 100 domaines et en assignant 
respectivement un prior gamma et un prior uniforme à la 
précision et à l’écart-type des paramètres associés à la 
variance. L’examen du tableau 3 révèle que les EQM ne 
sont pas affectées par l’utilisation de divers priors vagues. Il 
convient de souligner que l’accroissement du nombres de 
domaines, pour passer de 60 à 100, réduit légèrement, de 
6 %, la médiane de l’EQM pour le modèle spatial. Par 
contre, dans le cas du modèle hiérarchique, la diminution est 
d’environ 13 %. 
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Tableau 3 
Sommaire de la distribution de l’erreur quadratique moyenne pour les modèles spatial et hiérarchique 
 

Prior gamma  Prior uniforme Modèle Nbre de domaines 
1er quart. Médiane 3e quart. 1st quart. Médiane 3e quart. 

60  0,398  1,741  3,574  0,394  1,737  3,595   Spatial 
100  0,525  1,637  3,538  0,524  1,641  3,517   
60  0,542  2,218  6,262  0,646  2,223  6,278   Hiérarchique  
100  0,594  1,959  5,593  0,596  1,960  5,619   

 
  
 

Nous avons également examiné le pourcentage de 
couverture des intervalles de crédibilité à 95 % nominaux. 
Les résultats sont présentés au tableau 4. En ce qui concerne 
la présente étude par simulation, les intervalles pour les 
paramètres d’intérêt possédent en général les pourcentages 
de couverture corrects pour les deux modèles étudiés et ces 
résultats ne varient pas selon que l’on utilise 60 ou 100 
domaines. Cependant, si le nombre de domaines est petit, 
nous pourrions rencontrer des problèmes de convergence à 
moins de choisir des priors plus stricts pour les hyper-
paramètres. L’étude par simulation révèle que la prédiction 
de la population n’est pas affectée par les formes des priors 
vagues assignés à la variance de l’ordonnée à l’origine.   
Tableau 4 
Taux de couverture des intervalles de crédibilité à 95 % 
nominaux pour les densités de population 
 

Couverture du Couverture du Modèle Nbre de 
domaines prior gamma (%) prior uniforme (%) 

60  96  96   Spatial  

100  96  96   
60  94  94   Hiérarchique  

100  95  95   
     
Nous avons analysé la qualité de l’ajustement du modèle 

quand le modèle correct ou le modèle incorrect est ajusté 
aux données générées au moyen d’un modèle. La figure 2 
donne l’erreur quadratique moyenne pour les situations 
suivantes : a) données générées au moyen du  modèle spatial 
auxquelles sont ajustés les modèles spatial et hiérarchique, 
et b) données générées au moyen du modèle hiérarchique 
auxquelles sont ajustés les modèles spatial et hiérarchique. 
Puisque la forme des priors assignés aux paramètres 
associés à la variance n’ont pas d’incidence sur l’inférence, 
nous utilisons des priors uniformes pour les deux modèles. 
Les mesures de l’ERA sont présentées à la figure 3.  
La figure 2 révèle que, si les données sont générées au 

moyen du modèle le plus simple (hiérarchique), l’efficacité 
des procédures d’estimation complexe (modèle spatial) n’est 
pas réduite de manière appréciable. Par ailleurs, quand les 
données sont générées au moyen du modèle plus complexe 
(spatial), certaines propriétés de l’estimateur plus simple 
(hiérarchique) deviennent moins bonnes. Cependant, ce 

résultat ne tient pas pour les mesures de l’ERA. La figure 3 
montre que le fait d’ajuster le modèle qui n’a pas été utilisé 
pour générer les données donne lieu à un accroissement 
appréciable du biais relatif. Comme il faut s’y attendre, 
l’ajustement du modèle et les tests diagnostiques jouent un 
rôle crucial dans l’obtention d’une prédiction appropriée 
pour la population des petits domaines.  
 
4.2 Application aux données réelles 
 
Les ensembles de données de la PNAD pour la période 

allant de 1992 à 1999 (sauf 1994 et 1996) et les données des 
recensements de la population de 1991, 1996 et 2001 ont été 
utilisées dans notre application. Les domaines d’intérêt sont 
toutes les municipalités de l’État de São Paulo, soit en tout 
572 domaines, parmi lesquels 111 ont été échantillonnés 
pour l’enquête PNAD. La figure 4 montre les domaines 
échantillonnés pour la PNAD, classés selon la définition 
d’échantillonnage : domaines appartenant aux régions 
métropolitaines et domaines autoreprésentés (échantillonnés 
avec une probabilité de 1) et domaines non autoreprésentés. 
Il convient de mentionner que les périodes de référence des 
recensements et de la PNAD diffèrent. Nous avons fixé 

0t =  pour le recensement de 1991. Donc, les valeurs de t  
pour les données fournies par la PNAD sont égales au 
nombre d’années entre la période de référence du recense-
ment de 1991 et l’année du cycle en question de la PNAD. 
Par exemple, une donnée d’enquête fournie par la PNAD 
18 mois après le recensement de 1991 correspond à 

1,5.t =  
La figure 5 donne le coefficient de variation estimé de 

l’estimateur direct selon la taille d’échantillon de domaine. 
Ces estimations sont fondées sur les données de la PNAD. 
On peut voir que les coefficients de variation varient 
considérablement selon le domaine et ont tendance à 
diminuer à mesure qu’augmente la taille d’échantillon. Les 
valeurs élevées de ces coefficients montrent qu’il est 
difficile d’utiliser uniquement l’estimateur direct pour 
produire des estimations pour les municipalités. En outre, 
nous ne pouvons faire aucune prédiction pour les domaines 
non échantillonnés en utilisant uniquement les estimateurs 
directs.   
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4.3 Spécification des lois a priori 
 

Pour assigner la moyenne des lois a priori normale des 
paramètres ,α β  et ,γ  reliés à l’évolution de la population, 
nous avons d’abord développé la fonction α + exp( )tβ γ  
autour de zéro par un développement en série de Taylor 
jusqu’au deuxième ordre, puis nous avons égalé l’expres-
sion résultante aux valeurs de la densité moyenne aux 
recensements de 1991 et 2000, ainsi qu’au dénombrement 
de la population de 1996. En l’absence d’information 
a priori, nous avons considéré une valeur raisonnablement 
grande 6(10 )  pour les variances a priori de ,α β  et .γ  

Donc, nous avons posé α ∼ ( )U −∞, +∞  (voir la section 
3.3 pour plus de renseignements) pour le modèle spatial et 

6(370 10 )Nα ,∼  pour le modèle hiérarchique, ainsi que 
6(726 10 ),Nβ ,∼

6(0,04 10 )Nγ ,∼  pour les deux 
modèles. Cet ajustement a pour but d’obtenir une valeur 
raisonnable, mais essentiellement vague, des moyennes 
a priori. En ce qui concerne les précisions et 0 1, ,η η  nous 
avons attribué des priors relativement vagues : 2

ατ ∼  
2Ga(0,001 0,001), Ga(0,001 0,001),γ, τ ,∼

6
0 (0 10 )Nη ,∼  

et 6
1 (0 10 ).Nη ,∼  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2 Boîtes à moustaches de l’erreur quadratique moyenne (EQM) pour les 
cas suivants : a) données générées au moyen du modèle spatial auxquelles 
sont ajustés respectivement les modèles spatial et hiérarchique et 
b) données générées au moyen du modèle hiérarchique auxquelles sont 
ajustés respectivement les modèles spatial et hiérarchique 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3 Boîtes à moustaches de l’erreur relative absolue (ERA) pour les cas 
suivants : a) données générées au moyen du modèle spatial auxquelles 
sont ajustés respectivement les modèles spatial et hiérarchique et 
b) données générées au moyen du modèle hiérarchique auxquelles sont 
ajustés respectivement les modèles spatial et hiérarchique 
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Figure 4 Municipalités de São Paulo échantillonnées pour la PNAD, classifiées selon la définition d’échantillonnage 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figure 5 Boîtes à moustaches des coefficients de variation des estimations de population directe 
 
4.4 Certains résultats  
Nous avons généré 20 000 échantillons après avoir écarté 

les 5 000 premiers. Nous ne dégageons aucune preuve de 
non-convergence des paramètres des modèles hiérarchique 
et spatial. Une analyse minutieuse des données de sortie 
MCMC donne à penser que la convergence a été atteinte 
pour tous les paramètres des modèles. Nous résumons les 
résultats obtenus par ajustement du modèle hiérarchique (3) 
aux données fournies par l’enquête PNAD. Nous avons 
utilisé les moyennes a posteriori des paramètres du modèle 
comme estimations ponctuelles. Le tableau 5 donne ces 
estimations ainsi que les racines carrées respectives de la 
variance a posteriori. L’examen du tableau montre que 
l’estimation de 1η  est significativement positive, ce qui 

concorde avec le résultat attendu selon l’équation 4 : plus la 
taille d’échantillon est grande, plus 2

itσ est petite.  
Tableau 5 
Résumé des lois a posteriori des paramètres du modèle (2)  
 

Paramètre Moyenne a 

posteriori 

É.-T. a posteriori 

α  892,500 202,000 

β  105,700 1,278 

γ  0,072 0,008 

0η  10,620 0,133 

1η  3,185 0,484 
2
ατ  2,174E-7 2,961E-8 
2
γτ  139,000 19,560 
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La figure 6 montre que les moyennes a posteriori des 
paramètres αααα  et γγγγ  qui indicent le modèle hiérarchique 
semble être distribuées spatialement. Les paramètres des 
domaines voisins paraissent plus semblables que ceux des 
domaines éloignés, ce qui suggère d’appliquer le modèle 
spatial.   
4.5 Choix du modèle  
Nous nous sommes servi de la mesure de l’écart par 

rapport à la prédiction attendue (EPA) (Gelfand et Ghosh 
1998) pour choisir le modèle le plus approprié. La mesure 
de l’EPA est égale à la somme de deux termes. Le premier, 
désigné par ,G  peut être interprété comme une mesure de la 
qualité de l’ajustement et le deuxième, désigné par ,P  est un 
terme de pénalité pour les modèles sous-ajustés ainsi que 
surajustés. Les expressions pour G  et P  sont données, 
respectivement, par rep 2

1 1( ( ))m n
i t it itG y E y M= =∑ ∑= − |  et P =  

rep
1 1 ( ),m n

i t itV y M= =∑ ∑ |  où les espérances et les variances sont 
calculées par rapport à la loi prédictive a posteriori associée 
à une future observation rep( )ity  de ity  générée sous le 
modèle hypothétique (M). Selon ce critère, le modèle est 
d’autant meilleur que la valeur est petite. Comme le montre 
le tableau 6, le critère EPA favorise légèrement le modèle 
spatial.   
4.6 Analyse des résultats  
Le niveau le plus agrégé pour lequel la PNAD fournit des 

estimations précises est la région métropolitaine, qui 
correspond à un ensemble de municipalités contigues. Afin 
de valider les résultats obtenus au moyen du modèle spatial, 
nous avons comparé des estimations de population pour la 
grande région métropolitaine de São Paulo aux projections 
statistiques officielles. La loi a posteriori de 1

r
it it iA=∑µ = π ∗  

s’obtient facilement en ajoutant ( ) ( )
1

l lr
it it iA=∑µ = π ∗  à l’algo-

rithme MCMC, où tµ  représente la population totale de la 
région métropolitaine à la période t  et r  est le nombre de 
municipalités appartenant à cette région métropolitaine.   
Tableau 6  
Mesures pour le choix des modèles de densité démographique 
 

Modèle G   P   EPA 
Hiérarchique  1,37E+09  6,14E+09  7,51E+09   
Spatial  1,05E+09  6,19E+09  7,24E+09    
À la figure 7, nous comparons les estimations de popu-

lation ( )tµ  de la région métropolitaine de São Paulo 
obtenues au moyen du modèle spatial aux statistiques 
officielles. Les courbes en trait plein représentent les limites 
des intervalles de crédibilité à 95 % de ,tµ  tandis que la 
courbe en trait interrompu représente les estimations 
ponctuelles respectives. Le symbole (+) représente les 
statistiques officielles observées. Soulignons que certaines 

projections statistiques officielles se situent en dehors de la 
limite inférieure de crédibilité (y compris pour le recense-
ment de 1991). Une enquête plus approfondie devrait donc 
être faite afin de découvrir les raisons de ces divergences. 
Cependant, si nous faisons la comparaison au niveau des 
municipalités, la conclusion générale est que les prédictions 
du modèle et les statistiques officielles concordent raison-
nablement. Les intervalles de crédibilité à 95 % contiennent 
92,4 % des projections statistiques officielles. La moyenne 
de l’erreur relative absolue (ERA) entre la densité de 
population estimée et les projections statistiques officielles 
est de 3 %. Ces mesures de l’ERA sont, en moyenne, 
presque les mêmes pour les municipalités sélectionnées et 
non sélectionnées.  
À la figure 8 nous comparons les estimations ponctuelles 

des tailles de population ( )itµ  aux projections statistiques 
officielles et aux tailles de population officielles selon le 
recensement pour une municipalité échantillonnée. La 
méthode de calcul des projections officielles s’appuie sur 
l’hypothèse qu’un ensemble de petits domaines et un 
domaine plus grand, qui les contient, ont la même courbe de 
croissance démographique. La population du domaine plus 
grand est projetée par la méthode des composantes, puis est 
répartie proportionnellement entre les petits domaines. La 
méthode des composantes s’appuie sur des données prove-
nant du recensement le plus récent, ainsi sur les nombres de 
naissances et de décès et les chiffres de migration nette tirés 
des dossiers administratifs. La méthode des composantes 
consiste à projeter la population pour une période t  en 
ajoutant à la population durant une période antérieure le 
nombre de naissances et le chiffre de migration nette, et en 
soutrayant le nombre de décès survenus durant le même 
intervalle de temps.  
Les courbes en trait plein représentent les limites des 

intervalles de crédibilité à 95 % pour itµ  obtenues au 
moyen du modèle spatial, tandis que la droite en trait 
interrompu montre les moyennes a posteriori respectives. Le 
symbole (+) représente la projection de population officielle 
pour la période intercensitaire et la population observée 
durant les années de recensement. Il convient de souligner 
que les estimations ponctuelles sont relativement proches 
des statistiques projetées officielles et du chiffre de popu-
lation obtenu l’année du recensement. L’utilisation du 
modèle proposé semble donc produire des estimations 
fiables au niveau de la municipalité, avec l’avantage 
supplémentaire de fournir une mesure de l’erreur respective.  
Nous analysons aussi les estimations obtenues pour 

certaines municipalités non échantillonnées dans la PNAD. 
La figure 9 donne les prédictions du modèle, les intervalles 
de crédibilité à 95 %, les statistiques projetées officielles et 
les valeurs de population observées aux recensements pour 
une municipalité non échantillonnée (+). Nous voyons que 
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les prédictions obtenues au moyen du modèle spatial 
concordent raisonnablement avec les chiffres officiels.   

5. Remarques finales  
Le modèle utilisé dans le présent article permet de 

dégager la tendance de croissance de la population des 
municipalités. Des estimations raisonnables des populations 
municipales sont obtenues pour les années pour lesquelles il 
existe des données d’enquête, de même que pour celles pour 
lesquelles on dispose de données de recensement. Les 
estimations ponctuelles ont une bonne précision et 
concordent raisonnablement avec les estimations obtenues 
pour les domaines plus grands en utilisant d’autres 
techniques. L’information antérieure peut être mise à jour 
aussitôt que des estimations fondées sur un nouveau 

recensement ou une nouvelle enquête deviennent dispo-
nibles. De surcroît, l’approche proposée fournit la densité de 
probabilité de la quantité d’intérêt, ce qui facilite le 
processus de prise de décision.  
D’autres travaux devraient être effectués afin de tenir 

compte de l’autocorrélation des paramètres d’intérêt au 
cours du temps. Les renseignements supplémentaires sur les 
estimations de la variance d’échantillonnage des estimateurs 
directs pourraient également être considérés comme des 
données additionnelles. L’hypothèse selon laquelle l’erreur 
de couverture au recensement est distribuée symétriquement 
autour de zéro pourrait être relâchée en lui appliquant une 
distribution non symétrique. Il faut néanmoins pour cela 
bien connaître la forme de la distribution, ce qui pourrait 
être difficile en pratique.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 6 Moyennes a posteriori des paramètres αααα  et γγγγ  obtenus au moyen du modèle hiérarchique 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 7 Comparaison entre les tailles de population prédites par le modèle spatial et les 
statistiques officielles (+) pour la région métropolitaine 
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Figure 8 Comparaison entre les tailles de population prédites par le modèle spatial et les 
statistiques officielles (+) pour une municipalité échantillonnée 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Figure 9 Comparaison entre les tailles de population prédites par le modèle spatial et les 

statistiques officielles (+) pour une municipalité non échantillonnée 
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Estimation de la variance en présence de non-répondants  
et de strates à tirage complet 

Jun Shao et Katherine J. Thompson 1 

Résumé 
Les enquêtes-entreprises sont souvent réalisées selon un plan d’échantillonnage aléatoire simple stratifié à un degré sans 
remise comportant certaines strates à tirage complet. Bien que l’on recoure habituellement à l’ajustement de la pondération 
pour traiter la non-réponse totale, la variabilité due à la non-réponse est parfois omise en pratique quand on estime les 
variances. Cette situation pose surtout problème lorsqu’il existe des strates à tirage complet. Nous élaborons des estimateurs 
de variance qui sont convergents quand le nombre d’unités échantillonnées est grand dans chaque classe de pondération, en 
utilisant les méthodes du jackknife, de la linéarisation et du jackknife modifié. Nous commençons par appliquer les 
estimateurs ainsi obtenus à des données empiriques provenant de l’Annual Capital Expenditures Survey réalisé par le U.S. 
Census Bureau, puis nous examinons leur performance dans une étude en simulation. 

                                                           
1. Jun Shao, University of Wisconsin-Madison et U.S. Census Bureau ; Katherine J. Thompson, U.S. Census Bureau. Courriel : shao@stat.wisc.edu. 

  
Mots clés : Non-réponse dépendante d’une covariable ; jackknife ; linéarisation ; ajustement par le quotient ; 

non-réponse uniforme. 
 
 

 

1. Introduction 

 
De nombreuses enquêtes-entreprises s’appuient sur un 

plan d’échantillonnage aléatoire simple stratifié à un degré 
sans remise. Étant donné l’asymétrie des populations échan-
tillonnées, ces plans comprennent généralement des strates à 
tirage complet et des strates à tirage partiel. Dans ce genre 
de plan, les taux d’échantillonnage dans les strates à tirage 
partiel sont habituellement négligeables (par exemple, 
moins de 20 % dans toutes les strates). Cependant, si l’unité 
d’échantillonnage finale est une grande entité commerciale, 
telle qu’une entreprise, la taille de l’univers est nettement 
plus petite et, souvent, les fractions d’échantillonnage ne 
devraient pas être ignorées dans le calcul des estimations de 
variance. 

Des cas de non-réponse se produisent dans la plupart des 
enquêtes. Nous considérons ici les enquêtes où l’on recourt 
à l’ajustement de la pondération pour corriger la non-
réponse. L’erreur d’échantillonnage n’existant pas dans les 
strates à tirage complet, les formules de variance classiques 
ne comprennent aucune composante pour ces strates. En 
revanche, même dans une strate à tirage complet, la 
présence d’une non-réponse produit une erreur d’estimation 
qui est souvent une composante appréciable de l’erreur 
d’estimation totale. 

L’objectif du présent exposé est d’élaborer des méthodes 
d’estimation de la variance qui tiennent compte de l’ajuste-
ment de la pondération pour corriger la non-réponse et de 
l’existence de strates à tirage complet. À la section 2, nous 
présentons la notation et les hypothèses, puis nous montrons 
que les estimateurs de variance obtenu par le jackknife et 
par linéarisation en ignorant la non-réponse dans les strates à 
tirage complet, qui sont utilisés à l’heure actuelle dans de 

nombreuses enquêtes, sous-estiment la variance réelle de 
l’estimation repondérée du total de population. En établissant 
directement une formule de variance approximative, nous 
obtenons deux estimateurs de variance convergents. Ces 
estimateurs sont également convergents s’il existe des 
strates à tirage partiel avec fraction d’échantillonnage im-
portante. Nous élaborons également un estimateur de va-
riance jackknife modifié tenant compte de la variabilité due 
à la non-réponse dans les strates à tirage complet.  

À la section 3, nous comparons les estimateurs de 
variance en utilisant des données couvrant une période de 
cinq ans provenant de l’Annual Capital Expenditures 
Survey (ACES) réalisée par le U.S. Census Bureau. À la 
section 4, nous présentons les résultats de simulations 
effectuées en utilisant une population créée à partir des 
données de l’ACES de 2003. Nos résultats de simulation 
montrent que les estimateurs de variance dans lesquels il 
n’est pas tenu compte des strates à tirage complet présentent 
un biais négatif important ; les estimateurs de variance 
convergents dérivés donnent de bons résultats si les échan-
tillons de strate sont tous de grande taille, mais produisent 
des résultats non convergents autrement ; et l’estimateur de 
variance jackknife ne tenant compte d’aucune des fractions 
d’échantillonnage produit des surestimations. Enfin, à la 
section 5, nous présentons certaines conclusions. 

 
2. Principaux résultats  

Considérons un échantillon stratifié sans remise d’une 
population finie contenant H  strates. Soit hn  et hN  les 
tailles d’échantillon et de population de la strate ,h  respec-
tivement, hjy  une variable d’intérêt pour laquelle il peut 
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exister une non-réponse et hjx  une covariable qui prend des 
valeurs positives et ne présente pas de non-réponse, j  étant 
l’indice de l’unité de population et ,h  l’indice de strate. En 
suivant la trajectoire échantillon-réponse étudiée par Fay 
(1991), ainsi que par Shao et Steel (1999), nous considérons 
la population finie comme un recensement avec des valeurs  
y  et x  et des non-répondants, c’est-à-dire que chaque unité 
j  dans la strate h  de la population finie est associée à un 

indicateur ( 1hjI =  si hjy  est un répondant et 0=  si hjy  est 
un non-répondant). Notre échantillon est tiré de cette 
population finie et, si l’unité j  dans la strate h  est com-
prise dans l’échantillon, hjy  est un répondant si 1hjI =  et 
un non-répondant si 0.hjI =  

Soit sE  et sV  l’espérance et la variance, respectivement, 
sous l’échantillonnage, ainsi que ,m mE V  et mP  l’espérance, 
la variance et la probabilité, respectivement, sous le modèle 
m  spécifié dans l’une des hypothèses suivantes.  

Hypothèse M. Les valeurs de ( )hj hj hjy x I, ,  dans la 
population finie sont produites indépendamment à 
partir d’un modèle de superpopulation .m  La 
population finie est divisée en P  sous-populations 
telles que, dans la sous-population ,p  la probabilité de 
réponse est (m hjP I = 1 ) ( 1 ) 0,hj hj m hj hjy x P I x| , = = | >  

( ) ,m hj hj p hjE y x x| = β  et 2( ) ,m hj hj p hjV y x x| = σ  où 

pβ  et pσ  sont des paramètres inconnus qui dépendent 
de .p   
Hypothèse P. La population finie est divisée en P  
sous-populations telles que, sous un modèle de super-
population, ( 1 ) 0m hj hj hj pP I y x= | , = π >  est cons-
tante dans la sous-population .p   

La sous-population considérée dans l’hypothèse M ou 
dans l’hypothèse P est appelée classe de pondération pour la 
correction de la non-réponse (ou, brièvement, classe de 
pondération), puisque nous traitons les non-répondants par 
ajustement des poids dans chaque classe de pondération. (Si 
l’on procède à une imputation dans chaque sous-population, 
les sous-populations sont appelées classes d’imputation.) 
Dans les applications, les classes de pondération peuvent 
être des strates ou des unions de strates (les strates sont 
fusionnées quand elles contiennent un nombre insuffisant de 
répondants), où elles peuvent recouper diverses strates. 
L’hypothèse M comporte un modèle de prédiction reliant 

hjy  et ,hjx  ainsi qu’un mécanisme de réponse dépendant 
d’une covariable à l’intérieur de chaque classe de pondé-
ration. Le mécanisme de réponse sous l’hypothèse P est le 
mécanisme de réponse uniforme à l’intérieur de la cellule de 
pondération, qui est souvent appelé modèle de réponse 
presque aléatoire. L’hypothèse P est plus forte que l’hypo-
thèse M en ce qui a trait au mécanisme de réponse. Cepen-
dant, l’hypothèse M requiert un modèle explicite de la 

relation entre hjy  et hjx  à l’intérieur de chaque classe de 
pondération. Ici, nous supposons que soit l’hypothèse M, 
soit l’hypothèse P est vérifiée. Les estimateurs qui peuvent 
être justifiés sous l’hypothèse P sont appelés estimateurs 
sous « quasi-randomisation » (Oh et Scheuren 1983).  

Quand nous étudions la convergence asymptotique des 
estimateurs, nous considérons le processus limite de pk →∞  
pour toute sous-population p  avec H  et P  fixes, où pk  
est la taille d’échantillon dans la classe de pondération .p  Si 
les classes de pondération sont les mêmes que les strates ou 
les unions de strates, pk →∞  équivaut à hn →∞  pour toute 
strate .h  

Après l’ajustement par le quotient pour corriger la non-
réponse, nous considérons l’estimateur qui suit du total des 
valeurs de y  dans la population finie : 

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ
h

p p

hj phj hj hj pr

p h j s ppr pr

X X
Y w I y Y

X X

 
 
 
 
 ∈  

= δ = ,∑∑ ∑ ∑  (1) 

où p  est l’indice désignant la classe de pondération, hs  est 
l’échantillon dans la strate , phjh δ  est l’indicateur pour la 
classe de pondération ,p  et hjw  est le poids de sondage 
construit pour l’échantillonnage stratifié,  

ˆ ˆ
h h

p hj phj hj pr hj phj hj hj
h j s h j s

X w x X w I x
∈ ∈

= δ , = δ ,∑ ∑ ∑ ∑  

et 

ˆ
h

pr hj phj hj hj
h j s

Y w I y
∈

= δ .∑ ∑  

Dans le cas particulier où les classes de pondération 
correspondent aux strates, 

ˆ
ˆ ˆ

ˆ
h

hr
h hr

X
Y Y

X
= ,∑  (2) 

où 

ˆ ˆ
h h

h hj hj hr hj hj hj
j s j s

X w x X w x I
∈ ∈

= , = ,∑ ∑  

et 

ˆ
h

hr hj hj hj
j s

Y w y I
∈

= .∑  

Quand la covariable ˆ1,hjx Y≡  est appelée estimateur 
de comptage. L’estimateur de comptage contrôle les estima-
tions des répondants par rapport aux totaux de population de 
la base de sondage. Quand les classes de pondération 
coïncident avec les strates, l’estimateur de comptage utilise 
les taux de réponse par classe non pondérés, comme le 
recommandent Vartivarian et Little (2002).  

Sous l’hypothèse M ou P,  
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ˆ ˆ( ) ( ) 0m s s mE E Y Y E E Y Y− = − = ,  

où Y  est le total de population finie des valeurs de ,y  et la 
variance totale est donnée par  

ˆ ˆ ˆ( ) [ ( )] [ ( ) ]m s m s m sV Y Y E V Y V E Y Y, − = + − .  

Soit 1
ˆ[ ( )]m sV E V Y=  et 2

ˆ[ ( ) ].m sV V E Y Y= −  Pour estimer 

1,V  il suffit d’estimer la variance d’échantillonnage ˆ( ).sV Y  
Puisque Ŷ  défini par (1) est une somme de ratios et que 
ˆ ,pX ˆ

prX  et ˆ
prY  sont chacun un total pondéré de variables 

et d’indicateurs, nous pouvons appliquer l’estimateur de 
variance jackknife stratifié 

2

1 ( ) ( )

1 1ˆ ˆ1
h h

h h
J hj hk

h j s k sh h h

n n
v Y Y

N n n∈ ∈

   −
= − −       
∑ ∑ ∑  (3) 

(voir Wolter 1985 ou Shao et Tu 1995), où ( )
ˆ
hjY  est 

l’analogue jackknife de Ŷ  quand l’unité j  est supprimée 
dans la strate .h  Notons que les fractions d’échantillonnage 
sont intégrées dans cette formule. Quand pk →∞  pour 
toutes les classes de pondération, le résultat standard pour 
les cas de données complètes (voir, par exemple, Krewski et 
Rao 1981) impliquent que l’estimateur jackknife 1Jv  est 
convergent pour la variance d’échantillonnage ˆ( ),sV Y  sous 
l’hypothèse M ou P. Puisque 1V  est l’espérance de ˆ( ),sV Y  

1Jv  est également convergent pour 1V  sous certaines condi-
tions mineures.  

Puisque, dans (1), la fonction est la somme de ratios et 
que les données dans les différentes classes de pondération 
sont indépendantes, il est possible de dériver un estimateur 
par linéarisation de ˆ( )sV Y  en utilisant le développement en 
série de Taylor. Quand les classes de pondération coïncident 
avec les strates, par exemple, Ŷ  est donné par (2) et est un 
estimateur par le ratio distinct dont l’estimateur de variance 
par linéarisation peut être obtenu en utilisant des méthodes 
standard. Un autre moyen d’établir un estimateur de 
variance par linéarisation consiste à linéariser l’estimateur 

1Jv  (Thompson et Yung 2006). L’estimateur résultant est 

1

2

ˆ
( )

ˆ1

ˆ
( ) ,

ˆ

h

ph
L ph hj phj hj phj

h j s ph pr

pr

ph hj hj phj

pr

Xn
v e w e I

n X

Y
x w x

X

∈

 
= − δ

−  


+ − δ 



∑ ∑ ∑
 

(4)

 

où ˆ ˆ( / ) ,phj hj pr pr hje y Y X x= − 1
hj sph h hj phj hj phje n w e I−

∈∑= δ  et 
1 .

hj sph h hj hj phjx n w x−
∈∑= δ  L’estimateur donné en (4) est 

exactement le même que l’estimateur de variance par 
linéarisation classique pour l’estimateur par le ratio distinct 

donné par (2) quand les classes de pondération coïncident 
avec les strates. Comme 1 1,J Lv v  est convergent pour 1V  
quand pk →∞  sous l’hypothèse M ou P, ce qui découle du 
résultat classique pour le cas de données complètes 
(Krewski and Rao 1981).  

Puisque le ratio est une fonction lisse, sous l’hypothèse 
M ou P, 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
ˆ( )

ˆ ˆ( )
p pr s p s pr p pr

s s

p p p prpr s pr

X Y E X E Y X Y
E Y E

XX E X

 
= ≈ = , 

 
 

∑ ∑ ∑  

où 

h

h

h

p phj hj

h j

pr phj hj hj
h j

pr phj hj hj
h j

X x

X I x

Y I y

∈

∈

∈

= δ ,

= δ ,

= δ ,

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

P

P

P

 

et hP  est la population finie dans la strate .h  Posons que pY  
est identique à pX  avec hjx  remplacé par .hjy  Alors 

2
ˆ[ ( ) ] p pr

m s m p

p pr

X Y
V V E Y Y V Y

X

 
 
 
  
 

= − ≈ − .∑  

Notons que 2V  est petite si le taux de non-réponse est faible 

2( 0V =  en l’absence de non-réponse) ou si le modèle sous 
l’hypothèse M est hautement prédicteur. Si la fraction 
d’échantillonnage globale, ,h hh hn N∑ ∑/  converge vers 0, 
alors 2 1V V/  converge vers 0 et, par conséquent, 1Lv  et 1Jv  
sont des estimateurs convergents de la variance totale 

1 2 1
ˆ( ) .m sV Y V V V, = + ≈  Notons que 1V  ne contient pas la 

variation due à la non-réponse émanant des strates à tirage 
complet. Comme, dans de nombreuses enquêtes, les valeurs 
de Y  provenant des strates à tirage complet sont influentes 
dans le total Y  et qu’il est difficile, dans les applications,   
de dire à quel point h hh hn N∑ ∑/  doit être petite pour   
qu’ait lieu la convergence 2 1 0,V V/ →  il est nécessaire 
d’estimer 2.V  

Sous l’hypothèse M, soit ,m mE Vɶ ɶ  et mCɶ  l’espérance, la 
variance et la covariance conditionnelles, respectivement, 
sachant toutes les valeurs de x  et tous les indicateurs de 
réponse. Puisque 

0p pr

m p

pr

X Y
E Y

X

 
 
 
  
 

− = ,ɶ  

nous obtenons  
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2

2
( ) 2 ( ) ( )

p pr

m p

pr

p pr p pr

m m p m m p

pr pr

p pr

m pm

pr

p p

m pr m pr p m pm

prpr

X Y
V Y

X

X Y X Y
E V Y V E Y

X X

X Y
E V Y

X

X X
E V Y C Y Y V Y

XX

 
 
 
  
 

      
      
      
                  

  
  
  
  

    

−

= − + −

= −

 
= − , + 

  

ɶ ɶ

ɶ

ɶɶ ɶ

2
2 2 2

2

2

2

2p p

m p pr p pr p p

prpr

p

pp m

pr

X X
E X X X

XX

X
E X

X

 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 

= σ − σ + σ

= σ − .

 

Sous l’hypothèse P, soit I

mV  la variance par rapport aux .hjI  
Puisque  

0p prI
m p

pr

X Y
E Y

X

 
 
 
  
 

− ≈ ,  

nous obtenons 

2

2
2

1

h

p pr p prI

m p m m p

pr pr

p p

hj hj hjm
h j Pp p

p

p pm

pr

X Y X Y
V Y E V Y

X X

Y
E y x

X

X
E X S

X

    
    
    
            

          ∈    

  
  
  
  
    

− ≈ −

− π
≈ δ −

π

≈ − ,

∑ ∑  

où  

2

2 1

h

p

p hj hj hj

h jpr p

Y
S y x

X X

 
 
 
  ∈  

= δ − .∑ ∑
P

 

Comme pX  et prX  peuvent être estimés par ˆ
pX  et ˆ ,prX  

respectivement, pour estimer 2V  nous devons uniquement 
trouver une estimateur de 2

pσ  ou de 2.pS  Sous l’hypothèse 
M, un estimateur par la régression de pβ  est ˆ ˆ

pr prY X/  et un 
estimateur convergent de 2

pσ  fondé sur les résidus de 
régression est 

2

2
ˆ1

ˆ
ˆ ˆ

h

pr

p phj hj hj hj hj

h j spr pr

Y
I w y x

X X

 
 
 
 
 ∈  

σ = δ − .∑ ∑  

Selon la théorie de l’échantillonnage, 2ˆ pσ  est aussi un esti-
mateur convergent de 2

pS  sous l’hypothèse P. Donc, sous 
l’hypothèse M ou P, un estimateur convergent de 2V  est 
donné par 

2
2

2

ˆ
ˆˆ

ˆ
p

L p p

p pr

X
v X

X

 
= σ − . 

 
 

∑  (5) 

L’indice inférieur L  indique que cet estimateur est basé sur 
la linéarisation. 

Dans certaines applications, h hh hn N∑ ∑/  est négligeable 
et la non-réponse dans les strates à tirage partiel contribue 
de manière négligeable à la composante de variance 2,V  
c’est-à-dire 

2
cp cpr

m cp
p cpr

X Y
V V Y

X

  
  
  
      

≈ − ,∑  (6) 

où l’indice inférieur c  désigne les strates à tirage complet,  

h h

h h

cp phj hj cpr phj hj hj
h j h j

cp phj hj cpr phj hj hj
h j h j

X x X I x

Y y Y I y

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈

= δ , = δ ,

= δ , = δ ,

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
C P C P

C P C P

 

et C  représente la série d’indices des strates à tirage 
complet. Un estimateur par le jackknife convergent de 2V  
peut être obtenu comme il suit. Notons que ,cp cprX X  et 

cprY  sont des estimateurs, puisque h hs=P  pour ,h ∈ C  
mais que cpY  n’est pas un estimateur à cause de la non-
réponse. Donc, nous ne pouvons pas appliquer le jackknife à 
la fonction .cp cpr cpr cpX Y X Y/ −  Partant du calcul précédent, 
nous notons, sous l’hypothèse M, que 

2

1

cp cpr

m m cp
p cpr

cpr cp cpr

m m
p cp cpr

X Y
V E V Y

X

X X Y
E V

X X

  
  
  
  

    

≈ −

    
= − .            

∑

∑

ɶ

ɶ

 

De même, sous l’hypothèse P, le résultat tient quand mV
ɶ  est 

remplacé par .ImV  Par conséquent, nous pouvons appliquer 
le jackknife à l’estimateur .cp cpr cprX Y X/  Soit 

1 cpr cp cpr

p cp cpr

X X Y
Y

X X

 
= −   

 
∑

⌣
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et ( )hjY
⌣

 l’analogue jackknife de Y
⌣

 après la suppression de 
l’unité j  dans ,h ∈ C  quand nous traitons cp cpr cprX Y X/  
comme des estimateurs. Alors, un estimateur jackknife de 

2V  est donné par 

2

( ) ( )2

1 1

h h

h
hj hkJ

h C j k Ph h

N
v Y Y

N N∈ ∈ ∈

 −
= −  

 
∑ ∑ ∑⌣ ⌣

P

 

( h hn N=  et h hs = P  quand ).h ∈ C  Dans la formule de 
,Yɶ  le facteur 1 /cpr cpX X−  fait la correction appropriée 

pour la non-réponse. Sous l’hypothèse P, /cpr cp pX X ≈ π  
est le taux de réponse, qui peut être considéré comme une 
fraction d’« échantillonnage » pour les strates à tirage 
complet. 

L’estimateur jackknife résultant de la variance totale 

1 2V V+  est alors 1 2.J Jv v+  Puisque h hn N=  (c’est-à-dire 
1 / 0)h hn N− =  si la strate h  est à tirage complet, il est 
facile de voir que 1 2J Jv v+  est égal à 

2

( ) ( )

1 1

h h

h
J hj hk

h j s k sh h

n
v Y Y

n n∈ ∈

 −
= − ,  

 
∑ ∑ ∑ɶ ɶ  (7) 

où  

( )

( )

( )

si la strate est à

tirage complet

si la strate n est
ˆ 1

pas à tirage complet

hj

hj

h
hj

h

hY

Y
hn

Y
N





= 
 − .

⌣

ɶ

’
 

Comparativement à l’estimateur de variance jackknife 1Jv  
donné en (3), Jv  donné en (7) tient compte de la variabilité 
due à la non-réponse dans les strates à tirage complet, tandis 
que 1Jv  ne le fait pas. Sous (6) et l’hypothèse M ou P, Jv  
est convergent.  

Enfin, l’estimateur jackknife où sont ignorées toutes les 
fractions d’échantillonnage est donné par :  

2

( ) ( )

1 1ˆ ˆ
h h

h
J hj hk

h j s k sh h

n
v Y Y

n n∈ ∈

 −
= − .  

 
∑ ∑ ∑ɶ  (8) 

Cette estimateur semble être prudent, bien qu’il ne soit pas 
justifié théoriquement. 

Brièvement, nous avons les estimateurs de la variance 
totale ˆ( )m sV Y,  qui suivent :  
1. l’estimateur jackknife 1Jv  défini en (3), qui produit 

une sous-estimation quand 2 1V V/  n’est pas négligea-
ble ; 

2. l’estimateur par linéarisation 1Lv  défini en (4), qui 
est  asymptotiquement équivalent à 1 ;Jv  

3. 1 2L L Lv v v= +  avec 2Lv  défini en (5), qui est 
convergent ;  

4. 1 2,JL J Lv v v= +  qui est asymptotiquement équi-
valent à ;Lv  

5. l’estimateur de variance jackknife Jv  défini en (7), 
qui est convergent quand l’expression (6) est 
vérifiée ; 

6. l’estimateur jackknife .Jvɶ   
Sous échantillonnage aléatoire simple stratifié et l’hypo-

thèse P, Lv  est approximativement le même que l’estima-
teur de variance obtenu en traitant l’ensemble des répon-
dants comme une phase supplémentaire de l’échantillon 
aléatoire simple stratifié (c’est-à-dire un plan d’échantillon-
nage à deux phases) et en appliquant la formule de variance 
classique (quand 1)hjx ≡  ou la formule de variance pour 
les estimateurs par calage (Kott 1994, Särndal, Swensson et 
Wretman 1992, et Hidiroglou et Särndal 1998). Cet esti-
mateur de variance n’est toutefois pas convergent quand 
l’hypothèse P n’est pas vérifiée. 

 
3. Comparaisons empiriques  

À la présente section, nous appliquons les estimateurs de 
variance décrits à la section 2 à des données empiriques 
couvrant une période de cinq ans provenant de la compo-
sante de l’employeur de l’ACES présentée à la section 1.  
La section 3.1 donne le contexte des variables d’analyse,   
du plan d’échantillonnage et des méthodes d’estimation     
de l’ACES. La section 3.2 présente les comparaisons 
empiriques.  
3.1 Contexte de l’ACES  

L’ACES est conçue pour recueillir des données sur la 
nature et sur le niveau des dépenses en immobilisations des 
entreprises non agricoles exploitées aux États-Unis. Les 
répondants déclarent les dépenses en immobilisations, venti-
lées selon le type (dépenses en bâtiments et dépenses en 
équipement) pour l’année civile, dans toutes les succursales 
et divisions, pour toutes les opérations ayant lieu aux 
États-Unis. L’univers de l’ACES englobe deux sous-popu-
lations, à savoir les entreprises employeuses (ACES-1) et les 
entreprises non employeuses (ACE-2). (Une entreprise non 
employeuse est une entreprise qui ne possède pas d’em-
ployés rémunérés, dont les recettes d’affaires annuelles sont 
égales ou supérieures à 1 000 $ (1 $ ou plus dans le secteur 
de la construction) et qui est assujettie aux lois sur l’impôt 
fédérales. La plupart des non-employeurs sont des tra-
vailleurs autonomes exploitant de très petites entreprises 
non constituées en société qui peuvent ou non être la source 
principale de revenu du propriétaire.) Divers questionnaires 
sont envoyés par la poste aux unités échantillonnées selon 
qu’il s’agit d’une entreprise ACE-1 ou ACE-2. De nouveaux 
échantillons ACE-1 et ACE-2 sont sélectionnés chaque 
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année, dans les deux cas selon un plan d’échantillonnage 
aléatoire simple stratifié sans remise. L’échantillon ACE-1 
comprend environ 75 % de l’échantillon de l’ACES (à peu 
près 46 000 entreprises sélectionnées par année pour 
l’ACE-1 et 15 000 sélectionnées par année pour l’ACE-2). 
Dans le plan d’échantillonnage ACE-1, les unités sont 
stratifiées par catégorie de taille dans chaque branche 
d’activités figurant dans la base de sondage. Il existe cinq 
strates ACE-1 distinctes dans chaque branche d’activités, 
soit une strate à tirage complet (appelée strate 10) et quatre 
strates à tirage partiel définies selon la taille de l’entreprise 
dans la branche d’activités (désignées par 2A à 2D, classées 
de la plus grande à la plus petite dans la branche d’activités), 
avec environ 500 strates à tirage partiel dans le plan de 
sondage de chaque année. Les fractions d’échantillonnage 
dans les strates correspondant aux unités de grande taille 
dans la branche d’activités (2A) peuvent être assez élevées : 
la plupart des années, environ 55 % de l’échantillon compris 
dans les strates 2A est tiré à un taux variant de 0,5 à 1. Dans 
les strates correspondant aux trois autres catégories de taille 
dans la branche d’activités, les fractions d’échantillonnage 
sont habituellement inférieures à 0,20. Les poids de sondage 
varient de 1 à 1 000, selon la branche d’activités et la 
catégorie de taille. La composante ACE-2 est nettement 
moins stratifiée, le nombre de strates selon la catégorie de 
taille utilisées chaque année variant d’un total de 6 à 8, et les 
fractions d’échantillonnage étant inférieure à 0,01 dans 
toutes les strates. Notre analyse empirique est limitée à la 
composante ACE-1 de l’enquête qui répond à toutes les 
conditions décrites à la section précédente.  

Le programme de l’ACES publie des estimations des 
totaux et des variations d’une année à l’autre. Ces 
estimations sont publiées pour l’ensemble de l’échantillon et 
selon le code de branche d’activités indiqué par les unités 
répondantes (qui ne correspond pas nécessairement au code 
de branche d’activités qui figure dans la base de sondage). 
En cas de non-réponse, les variances sont estimées en 
utilisant l’estimateur jackknife avec suppression d’un 
groupe (Kott 2001). Afin de tenir compte de la non-réponse 
totale, nous utilisons pour la composante ACE-1 la méthode 
d’ajustement par le quotient présentée à la section 2 en nous 
servant de données administratives sur la paie comme 
variable auxiliaire .x  

Les classes de pondération sont les strates du plan de 
sondage, à condition qu’il y ait au moins un répondant dans 
la classe. La fusion des classes est extrêmement rare et est 
ignorée dans la suite du présent exposé. Des renseignements 
plus détaillés concernant le plan de sondage, la méthodolo-
gie et les limites des données de l’ACES sont disponibles en 
ligne à http://www. census.gov/csd/ace.  

Même si le plan de sondage ACE-1 est relativement 
typique d’une enquête-entreprise, les données recueillies ne 

le sont pas. Les petites entreprises déclarent souvent des 
dépenses en immobilisations nulles qui sont des valeurs 
légitimes et, par conséquent, la majorité des estimations sont 
fréquemment obtenues d’après les données des entreprises 
des strates à tirage complet et des grandes entreprises des 
strates à tirage partiel (2A). À mesure que se poursuit la 
ventilation des dépenses en immobilisations, l’incidence des 
valeurs nulles déclarées (surtout chez les petites entreprises) 
augmente.  
3.2 Comparaisons  

Afin d’évaluer l’effet qu’a la méthode d’ajustement de la 
pondération pour corriger la non-réponse totale sur les 
erreurs-types pour la composante ACE-1, nous avons 
calculé des estimations de variance en utilisant des données 
ACE-1 corrigées de la non-réponse totale à l’aide de 
l’estimateur par le ratio en prenant la paie comme variable 
auxiliaire, dans quatre branches d’activités pour chacune 
desquelles les taux d’échantillonnage étaient élevés dans les 
strates à tirage partiel de grandes entreprises (2A). Les 
branches d’activités choisies sont représentatives des 
secteurs représentés dans l’ACES. Ces branches d’activités 
et leurs codes du Système de classification des industries de 
l’Amérique du Nord (SCIAN) sont : Extraction de pétrole et 
de gaz (211100), Extraction de minerais non métalliques 
(212300), Autres activités diverses de fabrication (339900), 
et Architecture, génie et services connexes (541300). Dans 
les tableaux et discussions qui suivent, les branches d’acti-
vités sont désignées par leur code du SCIAN. 

Au tableau 1, nous comparons les estimations de va-
riance produites en utilisant les données de l’enquête ACE-1 
couvrant une période de cinq ans pour trois caractéristiques, 
à savoir les dépenses totales en immobilisations (total), les 
immobilisations en bâtiments (bâtiments) et les immobili-
sations en équipement (équipement). Pour la comparaison, 
les estimations de la variance sont données sous forme du 
ratio par rapport à 1Jv  dans le tableau 1. Les totaux estimés 
sont également inclus. (Il convient de souligner que ces 
totaux ne sont pas identiques aux estimations publiées, car 
ils sont calculés en utilisant la classification des branches 
d’activités qui figure dans la base de sondage et non celle 
fournie par le répondant.) 

Comme prévu, l’estimateur jackknife 1Jv  et l’estimateur 
jackknife par linéarisation 1Lv  sont très proches pour toutes 
les variables. Les estimateurs de variance convergents ( Lv  
et )JLv  produisent tous deux une valeur appréciablement 
plus grande que leurs analogues jackknife respectifs 1( Lv  et 

1).Jv  En général, la plupart des dépenses en immobili-
sations sont déclarées par les entreprises des strates à tirage 
complet et des strates des grandes entreprises à tirage 
partiel, de sorte que l’introduction de la composante des 
non-répondants dans l’estimateur de variance a un effet 
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appréciable sur l’estimation de la variance. L’estimateur 
jackknife ,Jv  qui est corrigé de l’effet des strates à tirage 
complet, se situe généralement entre 1Jv  et .JLv  Dans 
certains cas, Jv  est égal à 1Jv  ou en est très proche, 
indiquant que la variabilité due à la non-réponse provient 
principalement des strates à tirage partiel dont la fraction 
d’échantillonnage est grande. L’estimation jackknife ,Jvɶ  
qui ne tient pas compte des fractions d’échantillonnage, est 
beaucoup plus grande que n’importe quelle autre estimation. 

 
4. Résultats des simulations  

Ici, nous présentons une étude en simulation effectuée en 
nous servant de données modélisées d’après les branches 
d’activités de l’ACE-1 présentées à la section précédente. À 
la section 4.1, nous décrivons les conditions de simulation et 
à la section 4.2, nous présentons et résumons les résultats.  
4.1 Conditions de simulation  

Nous avons modélisé notre population en utilisant les 
données des répondants recueillies pendant le cycle de 
collecte de 2003 pour les trois principaux items de dépenses 
visés par l’enquête (total, bâtiments et équipement). Les 
données pour la variables auxiliaire (paie) étaient dispo-
nibles pour toutes les unités dans la base de sondage. Les 
données pour la population complète ont été produites au 
moyen de l’algorithme SIMDAT (Thompson 2000) en 
choisissant comme cellules de modélisation les strates 
d’échantillonnage et comme taille de population, la taille 
originale dans la base de sondage pour chaque cellule. Le 
tableau 2 donne les fractions d’échantillonnage et les 
coefficients de corrélation avec la paie pour les données 
modélisées dans chaque strate. 

Dans la simulation, des échantillons aléatoires simples 
stratifiés ont été tirés de la population produite. Nous 
examinons les propriétés statistiques des estimateurs de 
variance décrits à la section 2 appliqués à des échantillons 
répétés sous les deux mécanismes de réponse qui suivent, 
appliqués aux données de l’échantillon :  

1. le mécanisme de réponse dépendant de la covariable 
obtenu par application aléatoire des propensions à 
répondre modélisées d’après les données d’enquête 
en prenant la paie comme covariable, ce qui produit 
de très fortes probabilités de réponse pour les 
grandes unités et de très faibles probabilités pour les 
petites unités (strates à tirage partiel) ; 

2. le mécanisme de réponse uniforme à l’intérieur de  
la strate obtenu en utilisant les taux de réponse 
observés durant l’enquête comme probabilité de 
réponse à l’intérieur de la strate. 

En moyenne, les probabilités de réponse par strate indivi-
duelle dans la branche d’activités était de 0,85, 0,76. 0,77, 
0,76 et 0,68 pour les strates 10, 2A, 2B, 2C et 2D, 
respectivement. 

Nous avons tiré 5 000 échantillons de la population, 
calculé Ŷ  donné en (1) à partir de chaque échantillon en 
présence de non-réponse et d’ajustement des poids, et 
calculé la moyenne et la variance empirique des 5 000 
valeurs de Ŷ . Nous avons répété l’exercice pour chaque 
branche d’activités et chaque item, en appliquant deux 
méthodes d’ajustement, à savoir l’estimateur par le ratio et 
l’estimateur de comptage. Quand Ŷ  est l’estimateur par le 
ratio en utilisant la paie comme variable auxiliaire, la valeur 
absolue du biais relatif empirique est inférieure à 1,4 % et 
plus petite que 1 % dans la plupart des cas. Pour l’estimateur 
de comptage sous le mécanisme de réponse uniforme à 
l’intérieur de la strate, la valeur absolue du biais relatif 
empirique est inférieure à 0,5 %. L’estimateur de comptage 
n’est pas approximativement sans biais en théorie sous le 
mécanisme de réponse dépendant de la covariable. 
Toutefois, dans la simulation, la valeur absolue de son biais 
relatif empirique est inférieure à 1 % dans la plupart des cas 
et a une valeur maximale de 2,7 %. Nous avons utilisé la 
variance empirique de 5 000 valeurs de Ŷ  comme « valeur 
réelle » de la variance de .̂Y   
4.2 Résultats  

Dans 2 000 des 5 000 échantillons, nous avons calculé 
les six estimations de variance différentes pour les trois 
items, quatre branches d’activités et deux méthodes d’ajuste-
ment des poids. Nous avons examiné les propriétés statis-
tiques de chaque estimateur de variance sur les échantillons 
répétés en nous servant du biais relatif (BR) défini comme 
étant 

moyenne de 2 000 estimations de variance
1

variance réelle
− ,  

la stabilité (ST) définie comme étant 

erreur quadratique moyenne empirique 

de l estimation de variance

variance réelle
,

’
 

et le taux d’erreur (ER) défini comme étant la proportion 
empirique des intervalles de confiance à 90 % approxi-
matifs ˆ(Y ± 1,645 estimation de la variance)  obtenus 
pour 2 000 échantillons qui ne contient pas le total de 
population réel. 
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Tableau 1 
Estimations de la variance pour Ŷ  avec ajustement par le quotient dans l’enquête ACE-1 
 

Branche 
d’activités 

Item Année Ŷ  1Jv  1

1

L

J

v

v
 

1

L

J

v

v
 

1

JL

J

v

v
 

1

J

J

v

v
 

1

ɶ
J

J

v

v
 

211000 Total 2002 1,63E+7  4,63E+11  0,97  1,14  1,17  1,00  17,3   
  2003 2,28E+7  6,87E+12  0,95  1,21  1,26  1,00  2,81   
  2004 2,30E+7  2,45E+12  0,98  1,23  1,25  1,00  4,77   
  2005 3,08E+7  4,29E+12  0,98  1,22  1,24  1,19  4,77   
  2006 4,18E+7  6,29E+12  0,99  1,17  1,19  1,00  8,78   

 Bâtiments 2002 1,31E+7  3,99E+11  0,97  1,14  1,17  1,00  15,3   
  2003 1,86E+7  5,78E+12  0,94  1,22  1,27  1,00  2,78   
  2004 1,70E+7  8,39E+11  0,99  1,42  1,43  1,00  11,3   
  2005 2,64E+7  3,84E+12  0,98  1,22  1,24  1,16  4,64   
  2006 3,55E+7  5,41E+12  0,99  1,19  1,21  1,00  8,76   

 Équipement 2002 3,20E+6  6,14E+10  0,98  1,15  1,17  1,00  7,26   
  2003 4,18E+6  8,39E+11  0,97  1,22  1,24  1,00  1,70   
  2004 6,01E+6  1,54E+12  0,97  1,13  1,16  1,00  1,39   
  2005 4,33E+6  1,34E+11  0,97  1,22  1,25  1,15  6,17   
  2006 6,31E+6  7,14E+11  0,99  1,12  1,13  1,00  2,68   

212300 Total 2002 1,56E+6  4,14E+10  0,81  1,06  1,24  1,20  3,19   
  2003 1,33E+6  1,21E+10  0,94  1,18  1,24  1,36  5,43   
  2004 2,01E+6  2,86E+10  0,96  1,60  1,65  2,20  6,04   
  2005 1,96E+6  1,93E+10  0,98  1,12  1,14  2,30  6,04   
  2006 2,28E+6  2,19E+10  0,96  1,26  1,30  3,22  11,7   

 Bâtiments 2002 2,22E+5  4,36E+8  1,00  1,11  1,11  1,64  8,61   
  2003 1,49E+5  2,27E+8  0,96  1,28  1,32  1,48  7,32   
  2004 4,14E+5  1,03E+8  0,96  46,6  46,6  75,3  426   
  2005 2,23E+5  9,33E+8  0,99  1,12  1,13  1,32  1,88   
  2006 2,20E+5  1,88E+9  0,97  1,20  1,22  1,19  2,29   

 Équipement 2002 1,33E+6  4,05E+10  0,81  1,06  1,25  1,15  2,86   
  2003 1,18E+6  1,13E+10  0,94  1,20  1,26  1,32  5,07   
  2004 1,60E+6  2,82E+10  0,96  1,40  1,44  1,53  3,30   
  2005 1,73E+6  1,62E+10  0,97  1,16  1,19  2,33  6,69   
  2006 2,06E+6  2,14E+10  0,96  1,26  1,30  2,94  10,8   

339900 Total 2002 1,75E+6  1,94E+10  0,99  1,27  1,29  1,10  3,71   
  2003 1,58E+6  2,99E+10  0,98  1,24  1,27  1,10  1,60   
  2004 1,70E+6  1,00E+10  0,99  1,40  1,40  1,69  4,61   
  2005 1,77E+6  2,55E+10  0,99  1,28  1,29  1,25  3,02   
  2006 1,94E+6  5,51E+10  0,99  1,23  1,25  1,12  2,15   

 Bâtiments 2002 2,99E+5  1,21E+9  0,99  1,24  1,24  1,09  3,55   
  2003 1,93E+5  8,54E+8  0,99  1,27  1,28  1,09  1,75   
  2004 2,10E+5  2,00E+8  0,99  1,86  1,87  2,08  5,89   
  2005 2,56E+5  5,07E+8  0,99  1,80  1,81  1,97  9,61   
  2006 5,97E+5  4,93E+10  0,99  1,19  1,20  1,01  1,16   

 Équipement 2002 1,45E+6  1,62E+10  0,99  1,27  1,28  1,07  3,02   
  2003 1,39E+6  2,71E+10  0,97  1,24  1,27  1,09  1,58   
  2004 1,49E+6  9,14E+9  0,99  1,40  1,41  1,62  4,61   
  2005 1,51E+6  2,45E+10  0,99  1,22  1,23  1,15  2,12   
  2006 1,34E+6  5,65E+9  0,99  1,42  1,43  1,60  6,20   

541300 Total 2002 3,38E+6  2,32E+10  0,99  1,47  1,48  1,67  5,02   
  2003 3,09E+6  2,61E+10  0,99  1,26  1,27  1,05  1,62   
  2004 3,97E+6  1,12E+11  1,00  1,23  1,23  1,03  1,37   
  2005 4,94E+6  2,54E+11  1,00  1,20  1,20  1,04  1,71   
  2006 4,96E+6  2,82E+10  1,00  1,40  1,40  1,75  8,36   

 Bâtiments 2002 7,41E+5  6,32E+9  1,00  1,70  1,71  1,64  7,47   
  2003 4,29E+5  3,32E+9  1,00  1,29  1,29  1,01  1,33   
  2004 6,96E+5  4,38E+10  1,00  1,22  1,22  1,00  1,40   
  2005 7,12E+5  9,00E+9  1,00  1,25  1,25  1,08  2,08   
  2006 8,73E+5  3,44E+9  1,00  1,58  1,59  1,63  9,88   

 Équipement 2002 2,96E+6  1,39E+10  0,99  1,37  1,38  1,54  3,95   
  2003 2,66E+6  1,94E+10  0,99  1,25  1,26  1,05  1,59   
  2004 3,27E+6  5,83E+10  1,00  1,22  1,23  1,04  1,29   
  2005 4,23E+6  2,40E+11  1,00  1,19  1,20  1,03  1,59   
  2006 4,09E+6  2,35E+10  1,00  1,27  1,28  1,49  5,47   
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Tableau 2 
Caractéristiques de la population pour l’étude par simulation 
 

  Taille de la  Fraction Corrélation avec la paie   
Branche d’activités Strate  population d’échantillonnage Total  Branche d’activités  Strate  

211000  10  26  1,00  0,65  0,53  0,95   
 2A  128  0,77  0,68  0,66  0,22   
 2B  372  0,11  0,57  0,51  0,51   
 2C  1 800  0,02  -0,07  0,00  -0,10   
 2D  10 406  0,00  0,28  0,00  0,28   

212300  10  30  1,00  0,96  0,95  0,94   
 2A  108  0,37  0,85  0,74  0,77   
 2B  414  0,07  0,03  0,76  -0,03   
 2C  1 310  0,03  0,42  0,13  0,43   
 2D  4 762  0,01  0,44  -0,22  0,44   

339900  10  158  1,00  0,80  0,40  0,80   
 2A  498  0,26  0,40  0,04  0,51   
 2B  2 048  0,05  0,20  0,24  0,18   
 2C  6 310  0,02  0,19  0,48  0,09   
 2D  25 288  0,00  0,37  0,67  0,36   

541300  10  160  1,00  0,60  0,56  0,59   
 2A  959  0,38  0,20  0,39  0,06   
 2B  4 531  0,06  0,28  0,13  0,27   
 2C  17 913  0,01  0,08  0,06  0,08   
 2D  67 440  0,00  0,13  -0,01  0,15   

 
Les tableaux 3 et 4 donnent, respectivement, les résultats 

de simulation sous les deux mécanismes de réponse. Ces 
résultats se résument comme il suit. 
 

1. Deux estimateurs de variance ne tenant pas compte 
de 2 1, JV v  et 1,Lv  possèdent en général un grand 
biais relatif négatif. Le taux d’erreur des intervalles 
de confiance connexe est également grand. 

2. Deux estimateurs de variance convergents, Lv  et 
,JLv  produisent des résultats fort semblables et sont 

généralement nettement meilleurs que 1Jv  et 1Lv  en 
ce qui concerne le biais relatif et le taux d’erreur des 
intervalles de confiance connexes. 

3. L’estimateur de variance jackknife Jv  donne de 
bons résultats pour les branches d’activités 339900 
et 541300, mais peut présenter un grand biais relatif 
positif dans les branches d’activités 211000 et 
212300. Nous pensons qu’il s’agit d’un effet de 
« petit échantillon », puisque Jv  est justifié par la 
convergence asymptotique et que la taille de la 
strate à tirage complet dans les branches d’activités 
211000 et 212300 est égale à 26 et 30, respective-
ment (tableau 2). Pour les deux autres branches 
d’activités, la taille de la strate à tirage complet est 
de 158 et 160, respectivement. En fait, la perfor-
mance de Lv  et JLv  est généralement meilleure pour 
les branches d’activités 339900 et 541300. 

4. Dans certains cas, Jv  possède un biais relatif négatif 
de plus de 10 %, qui est dû au fait que la fraction 
d’échantillonnage de certaines strates à tirage partiel 
est grande, autrement dit que l’approximation (6) ne 
tient pas suffisamment. 

5. L’estimateur de variance jackknife Jvɶ  dans lequel 
sont ignorées toutes les fractions d’échantillonnage 
présente un biais relatif positif très grand et est trop 
prudent. 

 

5. Conclusion  
En présence de non-réponse dans les strates à tirage 

complet (ou dans les strates dont la fraction d’échantillon-
nage est grande), l’estimateur de variance jackknife et 
l’estimateur de variance par linéarisation qui ne tiennent pas 
compte des strates à tirage complet (ou des strates dont la 
fraction d’échantillonnage est grande) ne sont pas accep-
tables à cause de leur biais négatif important. Nous dérivons 
deux estimateurs de variance asymptotiquement sans biais 
et convergents en ajoutant un terme supplémentaire qui tient 
compte de la variabilité due à la non-réponse dans les strates 
à tirage complet (ou dans les strates dont la fraction 
d’échantillonnage est grande). Nous dérivons également un 
estimateur jackknife modifié qui est convergent quand les 
strates à tirage complet sont les seules strates qui contribuent 
à la variance due à la non-réponse (c’est-à-dire quand 
l’hypothèse (6) est vérifiée). 

Nos résultats de simulation montrent que les trois 
estimateurs de variance donnent de bons résultats quand les 
tailles d’échantillon de strate sont grandes et des résultats 
inconsistants autrement, et que l’estimateur de variance 
jackknife ne tenant compte d’aucune des fractions d’échan-
tillonnage est très prudent. 

Comparativement à la méthode de linéarisation, le 
jackknife requiert plus de ressources informatiques, mais il 
offre d’autres avantages. Il est facile à programmer, ne 
nécessite qu’une seule recette pour divers problèmes et ne 
requiert pas de calculs compliqués ou distincts pour divers 
estimateurs. Notre estimateur de variance par linéarisation 
donné en (4) est en fait obtenu par linéarisation de l’esti-
mateur jackknife donné en (3). 
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Tableau 3 

Résultats des simulations (en %) pour l’estimation de la variance sous mécanisme de réponse dépendant de la covariable 
 

Estimation Item Branche d’activités  1Jv  1Lv  
L
v  

JL
v  

J
v  ɶ

J
v  

Ratio  Total  211000  BR  -35,8  -38,1  -10,3  -8,0  39,1  113,9   
   ST  49,8  50,4  47,4  48,6 252,9  182,9  
   ER  19,6  19,8  12,2  11,8  10,7  1,1   
  212300  BR  -20,4  -22,2  -4,48  -2,69  54,8  266,4   
   ST  30,3  31,1  26,8  27,3  139,1  268,8   
   ER  12,6  12,6  9,9  9,6  6,3  0,1   
  339900  BR  -21,2  -22,5  0,26  1,55  -5,34  52,5   
   ST  47,3  47,0  55,0  56,0  43,9  67,8   
   ER  14,3  14,6  10,4  10,3  10,0  2,6   
  541300  BR  -20,7  -21,0  3,83  4,08  -11,6  18,4   
   ST  32,7  32,8  34,9  35,0  29,4  32,0   
   ER  12,6  12,7  8,6  8,6  10,7  6,2   

 Bâtiments  211000  BR  -38,0  -40,1  -11,9  -9,59  33,9  108,1   
   ST  51,3  51,9  48,5  49,6  244,4  180,8   
   ER  20,9  21,1  12,9  12,6  11,1  1,1   
  212300  BR  -23,2  -23,9  -12,4  -11,6  33,2  341,5   
   ST  31,5  32,0  27,1  27,0  95,0  344,3   
   ER  12,3  12,3  10,4  10,3  6,9  0,1   
  339900  BR  -20,0  -20,4  -6,31  -5,88  -10,9  39,8   
   ST  42,5  42,7  42,3  42,3  39,9  64,0   
   ER  15,9  16,0  12,7  12,6  13,2  5,4   
  541300  BR  -20,0  -20,1  0,09  0,33  -15,9  15,7   
   ST  42,6  42,5  50,5  50,7  41,1  42,7   
   ER  13,1  13,2  9,9  9,9  12,0  6,5   

 Équipement  211000  BR  -15,0  -17,3  14,1  16,4  -9,37  27,9   
   ST  63,9  62,6  87,7  90,0  64,1  69,6   
   ER  16,2  16,7  13,3  13,0  14,7  6,7   
  212300  BR  -21,4  -23,3  -4,13  -2,21  39,7  201,1   
   ST  31,7  32,5  28,4  29,0  113,7  204,4   
   ER  13,3  13,5  10,2  10,1  7,7  0,2   
  339900  BR  -21,4  -22,8  1,18  2,57  -7,29  50,8   
   ST  51,2  50,9  60,8  61,9  47,9  69,2   
   ER  15,5  15,8  11,6  11,4  11,0  2,3   
  541300  BR  -19,7  -19,9  6,16  6,43  -11,9  12,8   
   ST  33,8  33,9  38,4  38,5  31,0  30,9   
   ER  12,5  12,5  8,9  8,9  11,0  7,0   

Comptage  Total  211000  BR  -30,1  -31,9  0,05  1,85  1,05  103,1   
   ST  50,4  50,5  55,9  57,3  46,7  113,4   
   ER  15,3  15,6  9,0  8,8  8,7  1,0   
  212300  BR  -33,2  -34,6  -6,30  -4,96  17,6  204,5   
   ST  38,7  39,6  27,7  27,8  42,8  208,6   
   ER  14,1  14,7  9,1  8,7  6,9  0,4   
  339900  BR  -23,9  -24,6  1,73  2,44  -14,2  46,4   
   ST  47,5  47,4  55,2  55,7  43,4  62,4   
   ER  13,4  13,5  9,1  9,1  10,7  2,5   
  541300  BR  -22,9  -23,2  1,68  1,94  -18,8  15,4   
   ST  32,9  33,0  32,0  32,2  30,2  28,9   
   ER  11,5  11,6  7,2  7,1  10,6  5,2   

 Bâtiments  211000  BR  -30,3  -32,2  -0,15  1,65  -1,27  101,5   
   ST  51,3  51,3  57,3  58,7  46,7  112,3   
   ER  15,8  16,3  9,6  9,4  9,2  0,8   
  212300  BR  -37,4  -38,0  -13,5  -12,9  3,53  250,2   
   ST  41,6  42,0  28,9  28,8  32,2  254,8   
   ER  15,4  15,6  9,6  9,5  8,1  0,4   
  339900  BR  -20,0  -20,3  -4,33  -4,00  -14,5  38,6   
   ST  42,3  42,4  42,4  42,4  40,1  62,8   
   ER  14,6  14,7  11,9  11,8  13,6  5,0   
  541300  BR  -20,9  -21,2  -0,54  -0,32  -18,9  14,5   
   ST  41,6  41,6  47,8  48,0  40,6  40,9   
   ER  12,5  12,5  9,1  9,1  12,1  6,0   

 Équipement  211000  BR  -17,8  -20,0  11,2  13,3  -13,0  26,6   
   ST  58,9  58,0  76,4  78,4  57,7  64,1   
   ER  15,7  15,8  12,5  12,3  14,5  6,1   
  212300  BR  -30,7  -32,2  -4,74  -3,27  12,1  164,3   
   ST  37,6  38,6  29,1  29,3  38,7  168,9   
   ER  14,1  14,5  9,6  9,5  7,9  0,6   
  339900  BR  -24,1  -24,9  2,52  3,27  -15,2  45,0   
   ST  51,2  51,1  61,0  61,5  47,7  64,1   
   ER  14,8  15,1  9,9  9,8  11,9  2,3   
  541300  BR  -21,6  -21,9  4,10  4,39  -18,1  10,1   
   ST  33,6  33,7  35,2  35,3  31,5  28,2  
   ER  11,1  11,1  7,2  7,1  10,3  5,9   
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Tableau 4 

Résultats des simulations (en %) pour l’estimation de la variance sous mécanisme de réponse uniforme à l’intérieur de la strate 
 

Estimation Item Branche d’activités  1Jv  1Lv  
L
v  

JL
v  

J
v  ɶ

J
v  

Ratio  Total  211000  BR  -49,2  -50,4  -17,2  -16,0  89,2  138,4   
   ST  55,4  56,1  43,7  43,9  310,5  258,3   
   ER  26,9  27,1  13,9  13,8  9,10  1,80   
  212300  BR  -5,42  -7,99  16,1  18,7  111,7  337,2   
   ST  28,9  28,5  37,4  39,6  179,2  341,7   
   ER  13,5  13,8  9,85  9,50  5,85  0,05   
  339900  BR  -9,37  -10,5  18,0  19,2  16,5  83,8   
   ST  45,8  45,4  59,0  60,1  48,4  95,6   
   ER  14,5  14,7  9,55  9,55  8,60  2,65   
  541300  BR  -8,83  -9,03  18,2  18,4  6,62  44,5   
   ST  26,7  26,8  36,6  36,7  28,2  52,3   
   ER  12,6  12,6  8,45  8,45  9,70  5,35   

 Bâtiments  211000  BR  -52,6  -53,7  -19,2  -18,0  78,4  128,0   
   ST  58,0  58,7  45,3  45,4  290,8  248,5   
   ER  28,7  29,0  15,1  14,9  9,80  2,25   
  212300  BR  -16,2  -18,1  9,92  11,9  63,5  356,2   
   ST  32,0  32,4  37,1  38,5  108,6  361,9   
   ER  15,5  16,0  10,9  10,7  6,65  0,35   
  339900  BR  -13,2  -13,6  13,9  14,3  1,15  54,9   
   ST  47,8  47,8  59,2  59,5  46,3  82,7   
   ER  17,2  17,2  12,6  12,5  13,8  6,40   
  541300  BR  -8,9  -9,2  19,2  19,5  -2,22  36,0   
   ST  39,4  39,3  53,7  54,0  38,6  55,9   
   ER  12,9  12,9  8,85  8,85  11,3  6,85   

 Équipement  211000  BR  -1,1  -2,75  27,5  29,1  12,8  60,1   
   ST  64,4  63,2  88,6  90,3  71,1  89,8   
   ER  15,3  15,6  12,0  12,0  12,7  5,10   
  212300  BR  -6,3  -8,96  16,8  19,4  90,0  263,1   
   ST  30,3  29,8  39,3  41,6  148,6  269,1   
   ER  13,9  14,2  10,1  9,60  6,75  0,15   
  339900  BR  -8,84  -10,1  19,5  20,7  15,8  84,6   
   ST  50,8  50,3  65,7  66,9  52,9  98,8   
   ER  15,1  15,3  10,3  10,3  9,50  2,45   
  541300  BR  -6,89  -7,1  19,9  20,1  6,76  38,5   
   ST  28,6  28,6  40,0  40,1  30,1  48,3   
   ER  12,4  12,4  8,60  8,55  10,3  5,90   

Comptage Total  211000  BR  -27,8  -29,0  14,2  15,4  16,3  149,5   
   ST  47,4  47,5  53,1  54,2  44,4  158,1   
   ER  16,0  16,2  8,30  8,30  7,45  1,85   
  212300  BR  -33,5  -34,9  15,3  16,7  23,9  219,9   
   ST  40,0  40,9  38,5  39,5  39,4  228,5   
   ER  18,8  19,3  9,80  9,65  8,55  1,90   
  339900  BR  -16,5  -17,1  20,2  20,8  4,21  75,7   
   ST  45,1  44,0  57,9  58,5  42,4  87,6   
   ER  15,6  15,8  9,40  9,35  10,8  3,20   
  541300  BR  -9,61  -9,81  18,9  19,1  -0,77  45,0   
   ST  26,5  26,5  36,0  36,1  24,7  52,2   
   ER  12,4  12,4  8,55  8,55  11,3  4,85   

 Bâtiments  211000  BR  -27,5  -28,7  14,5  15,7  14,6  149,0   
   ST  48,1  48,1  54,5  55,6  45,1  157,6   
   ER  17,1  17,5  9,05  9,00  8,50  2,05   
  212300  BR  -39,4  -40,4  11,6  12,6  10,1  238,5   
   ST  44,8  45,5  38,8  39,6  32,1  248,4   
   ER  20,2  20,7  9,95  9,85  10,3  1,80   
  339900  BR  -14,2  -14,6  13,6  14,0  -3,55  53,5   
   ST  47,1  47,0  57,3  57,6  45,1  80,5   
   ER  17,6  17,7  12,1  12,1  14,7  6,30   
  541300  BR  -9,54  -9,76  20,0  20,2  -5,32  36,0   
   ST  39,1  39,0  53,3  53,5  38,3  55,8   
   ER  12,6  12,6  9,05  9,05  11,9  6,55   

 Équipement  211000  BR  -8,12  -9,64  22,7  24,2  1,56  54,3   
   ST  58,0  57,1  76,2  77,7  57,5  82,1   
   ER  16,5  16,7  12,4  12,4  14,6  6,45   
  212300  BR  -28,5  -30,0  17,1  18,6  21,5  189,7   
   ST  37,6  38,4  40,9  42,0  38,2  198,9   
   ER  18,1  18,5  9,95  9,80  9,25  1,75   
  339900  BR  -15,8  -16,4  21,8  22,5  4,69  76,8   
   ST  49,5  49,3  64,6  65,2  47,4  91,1   
   ER  16,4  16,5  9,45  9,40  11,4  3,20   
  541300  BR  -7,53  -7,74  20,2  20,4  0,26  38,8   
   ST  28,2  28,2  39,2  39,4  27,2  48,0   
   ER  12,7  12,7  8,30  8,25  11,3  5,65   
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Bootstrap rééchelonné pour l’échantillonnage  
stratifié à plusieurs degrés 

John Preston 1 

Résumé 
Dans les enquêtes par sondage de grande portée, il est fréquent d’employer des plans de sondage stratifiés à plusieurs degrés 
où les unités sont sélectionnées par échantillonnage aléatoire simple sans remise à chaque degré. L’exécution de l’estimation 
de la variance sous ce genre de plan peut être assez fastidieuse, particulièrement pour les estimateurs non linéaires. Diverses 
méthodes bootstrap d’estimation de la variance ont été proposées, mais la plupart sont limitées à des plans à un seul degré 
ou à des plans en grappes à deux degrés. Nous proposons une extension de la méthode du bootstrap rééchelonné (Rao et Wu 
1988) aux plans stratifiés à plusieurs degrés qui peut être adaptée facilement à n’importe quel nombre de degrés. Cette 
méthode convient pour une grande gamme de méthodes de repondération, y compris la classe générale des estimateurs par 
calage. Nous avons réalisé une étude par simulation Monte Carlo pour examiner la performance de l’estimateur de variance 
bootstrap rééchelonné à plusieurs degrés. 

                                                           
1. John Preston, Australian Bureau of Statistics, 639 Wickham Street, Fortitude Valley QLD 4006, Australie. Courriel : john.preston@abs.gov.au. 
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1. Introduction  
Les plans d’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés 

conviennent particulièrement bien pour les enquêtes par 
sondage de grande portée, parce qu’ils ont l’avantage de 
permettre le regroupement des efforts de collecte. Diverses 
méthodes d’estimation de la variance existent pour ces plans 
d’enquête complexes. Les plus fréquentes sont la méthode de 
linéarisation (ou méthode de Taylor) et les méthodes de 
rééchantillonnage, telles que le jackknife, les répliques 
équilibrées répétées et le bootstrap. Dans le cas de plans de 
sondage complexes, l’exécution de la méthode de 
linéarisation peut être assez fastidieuse, car elle nécessite 
l’établissement de formules de variance distinctes pour 
chaque estimateur non linéaire. Certaines approximations 
sont habituellement requises pour la variance de fonctions 
non linéaires, telles que les ratios, les coefficients de 
corrélation et les coefficients de régression, ainsi que les 
fonctionnelles, telles que les quantiles. 

En revanche, les diverses méthodes de rééchantillonnage 
s’appuient sur une seule formule de variance pour tous les 
estimateurs. Les méthodes de répétition de l’échantillon 
peuvent refléter les effets d’une vaste gamme de méthodes 
de repondération, y compris le calage, et des ajustements dus 
à la non-réponse et à la couverture insuffisante de popu-
lation. Les méthodes du jackknife et des répliques répétées 
équilibrées ne sont applicables qu’aux plans stratifiés à 
plusieurs degrés dans lesquels les grappes sont échantil-
lonnées avec remise ou les fractions d’échantillonnage au 
premier degré sont négligeables. Un certain nombre de 
méthodes bootstrap pour l’échantillonnage en population 
finie ont été proposées dans la littérature, y compris le 
bootstrap avec remise (McCarthy et Snowden 1985), le 

bootstrap rééchelonné (Rao et Wu 1988), le bootstrap à 
concordance-miroir (mirror-match bootstrap) (Sitter 1992a) 
et le bootstrap sans remise (Gross 1980 ; Bickel et Freedman 
1984 ; Sitter 1992b). Un résumé de ces méthodes bootstrap 
peut être consulté dans Shao et Tu (1995). 

La plupart de ces méthodes bootstrap sont limitées à des 
plans à un seul degré ou à des plans à plusieurs degrés dans 
lesquels les unités d’échantillonnage de premier degré sont 
sélectionnés avec remise ou les fractions d’échantillonnage 
de premier degré sont faibles dans la plupart des strates. 
Cependant, dans de nombreuses enquêtes par sondage de 
grande portée, il est courant d’employer des plans de 
sondage à plusieurs degrés fortement stratifiés où les unités 
sont sélectionnées par échantillonnage aléatoire simple sans 
remise à chaque degré. Les enquêtes employeurs-employés, 
telles que la Survey of Employee Earnings and Hours (ABS 
2008) et les enquêtes écoles-élèves, telles que la National 
Survey on the Use of Tobacco by Australian Secondary 
School Students (White et Hayman 2006), sont des exemples 
typiques de ce genre d’enquête. 

McCarthy et Snowden (1985) ont proposé une extension 
de leur bootstrap avec remise à l’échantillonnage à deux 
degrés dans le cas particulier où les tailles de grappes sont 
égales et les tailles d’échantillon dans les grappes sont 
égales, tandis que Rao et Wu (1988) et Sitter (1992a) ont 
donné des extensions de leurs méthodes respectives du 
bootstrap rééchelonné et du bootstrap à concordance-miroir à 
l’échantillonnage en grappes à deux degrés. Récemment, 
Funaoka, Saigo, Sitter et Toida (2006) ont proposé des 
méthodes bootstrap de type bernoullien, le bootstrap 
bernoullien général et le bootstrap bernoullien abrégé, qui 
permettent de traiter facilement les plans stratifiés à plusieurs 
degrés dans lesquels les unités sont sélectionnées par 
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échantillonnage aléatoire simple sans remise à chaque degré. 
Le bootstrap bernoullien général a l’avantage de permettre le 
traitement de toute combinaison de tailles d’échantillon, mais 
il requiert un beaucoup plus grand nombre de générations de 
nombres aléatoires que le bootstrap bernoullien abrégé. 

Dans le présent article, nous proposons une extension de 
la méthode du bootstrap rééchelonné à l’échantillonnage 
stratifié à plusieurs degrés dans lequel les unités sont 
sélectionnées par échantillonnage aléatoire simple sans 
remise à chaque degré. À la section 2, nous présentons la 
notation pour l’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés. À 
la section 3, nous décrivons l’extension de l’estimateur 
bootstrap rééchelonné à l’échantillonnage à plusieurs degrés. 
À la section 4, nous présentons les principaux résultats d’une 
étude par simulation. Enfin, à la section 5, nous tirons 
certaines conclusions. 

 
2. Échantillonnage stratifié à plusieurs degrés  
Pour simplifier, nous présentons le cas de l’échantillon-

nage stratifié à trois degrés. Considérons une population 
finie U  divisée en H  strates non chevauchantes U =  

1{ , ..., },HU U  où hU  est constituée de 1hN  unités pri-
maires d’échantillonnage (UPE). Au premier degré, un 
échantillon aléatoire simple sans remise (EASSR) de 1hn  
UPE est tiré avec probabilités de sélection 1 1 1/hi h hn Nπ =  
dans chaque strate .h  Supposons que l’UPE i  sélectionnée 
dans la strate h  est constituée de 2hiN  unités secondaires 
d’échantillonnage (USE). Au deuxième degré, un EASSR 
de 2hin  USE est tiré avec probabilités de sélection 2hijπ =  

2 2/hi hin N  dans chaque UPE sélectionnée. Supposons que 
l’USE j  sélectionnée dans l’UPE i  sélectionnée dans la 
strate h  est constituée de 3hijN  unités finales d’échantillon-
nage (UFE). Au troisième degré, un EASSR de 3hijn  UFE 
est tiré avec probabilités de sélection 3 3 3/hijk hij hijn Nπ =  
dans chaque USE sélectionnée. 

L’objectif est d’estimer le total de population Y =  
31 2

1 1 1 1 ,hijh hi
NN NH

h i j k hijky= = = =∑ ∑ ∑ ∑  où hijky  est la valeur de la 
variable d’intérêt y  pour l’UFE k  dans l’USE j  dans 
l’UPE i  dans la strate .h  Une estimation sans biais de Y  
est donnée par : 

31 2
31 2

1 1 1 1 11 2 3

ˆ ˆ
hijh hi

nn nH H
hijh hi

h hijk
h h i j kh hi hij

NN N
Y Y y

n n n= = = = =

= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

où 1
11 1

ˆ ˆ( / ) ,hn
ih h h hiY N n Y=∑= 2

12 2
ˆ ˆ( / ) hin

jhi hi hi hijY N n Y=∑=  et 
3

13 3
ˆ ( / ) .hijn

khij hij hij hijkY N n y=∑=  Cet estimateur peut également 
s’écrire sous la forme 31 2

1 1 1 1
ˆ ,hijh hi

nn nH
h i j k hijk hijkY w y= = = =∑ ∑ ∑ ∑=  où 

hijkw = 1 2 3hi hij hijkw w w = 1 1 2 2 3 3( / ) ( / ) ( / )h h hi hi hij hijN n N n N n  
est le poids d’échantillonnage pour l’UFE k  dans l’USE j  
dans l’UPE i  dans la strate .h  

Un estimateur sans biais de ˆVar ( )Y  est donné par 
(Särndal, Swensson et Wretman 1992) : 

1

1 2

2
21

1 1
1 1

2
21 2

2 2
1 11 2

2
3 21 2

3 3
1 1 11 2 3

ˆ ˆVar ( ) (1 )

(1 )

(1 )

h

h hi

H
h

h h
h h

nH
h hi

hi hi
h ih hi

n nH
hijh hi

hij hij
h i jh hi hij

N
Y f s

n

N N
f s

n n

NN N
f s

n n n

=

= =

= = =

= −

+ −

+ −

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑  (2.1)

 

où 1 1 1( / ),h h hf n N= 2 2 2( / ),hi hi hif n N= 3 3 3( / ),hij hij hijf n N=  
1
1 1

ˆ ˆ / ,hn
ih hi hY Y n=∑= 2

1 2
ˆ ˆ / ,hin

jhi hij hiY Y n=∑= 3

1 3/ ,hijn

khij hijk hijy y n=∑=  
12 2
11 1
ˆ ˆ( ) /( 1),hn

ih hi h hs Y Y n=∑= − −  22 2
12 2

ˆ ˆ( ) /( 1)hin

jhi hij hi his Y Y n=∑= − −  

et 32 2
13 3( ) / ( 1).hijn

khij hijk hij hijs y y n=∑= − −  

 
3. Bootstrap rééchelonné pour 
       l’échantillonnage stratifié à  

       plusieurs degrés  
Rao et Wu (1988) ont proposé un changement d’échelle 

de la méthode du bootstrap standard pour divers plans 
d’échantillonnage, dont l’échantillonnage stratifié. Comme 
les facteurs d’échelle rajustent les valeurs des données 
d’enquête, cette méthode ne s’applique qu’à des statistiques 
lisses. Rao, Wu et Yue (1992) ont présenté une modification 
de cette méthode du bootstrap rééchelonné dans la laquelle 
les facteurs d’échelle sont appliqués aux poids de sondage 
plutôt qu’aux valeurs des données d’enquête. Cette méthode 
du bootstrap rééchelonné modifiée est équivalente à la 
méthode originale, mais a l’avantage supplémentaire d’être 
applicable à des statistiques non lisses ainsi qu’à des 
statistiques lisses. Kovar, Rao et Wu (1988) ont montré que 
si l’on utilise une taille d’échantillon bootstrap de *

hn =  
1,hn −  l’estimateur bootstrap rééchelonné donne de bons 

résultats pour les statistiques lisses. 
Bien que les échantillons bootstrap soient habituellement 

sélectionnés avec remise, Chipperfield et Preston (2007) ont 
modifié la méthode du bootstrap rééchelonné pour l’ap-
pliquer à la situation où les échantillons bootstrap sont 
sélectionnés sans remise. Sous cette méthode du bootstrap 
rééchelonné sans remise, nous pouvons montrer que le 
choix de * / 2h hn n=     ou 

*
hn = / 2hn    est optimal, où les 

opérateurs  x  et  x  arrondissent l’argument x  vers le 
bas et vers le haut, respectivement, à l’entier le plus proche. 
Le choix de * / 2h hn n=     à la propriété désirable de donner 
lieu à des poids bootstrap qui ne sont jamais négatifs. 
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Pour simplifier l’exposé, nous présentons le cas de 
l’échantillonnage stratifié à trois degrés, mais la méthode 
proposée peut être étendue facilement à n’importe quel 
nombre de degrés. La procédure du bootstrap rééchelonné 
sans remise pour l’échantillonnage stratifié à trois degrés est 
la suivante :  
a) Tirer un échantillon aléatoire simple de *

1hn  UPE sans 
remise parmi les 1hn  UPE dans l’échantillon. Soit 1hiδ  égal 
à 1 si l’UPE i  dans la strate h  est sélectionnée et 0 
autrement. Calculer les poids bootstrap des UPE : 

* 1
1 1 1 1 1*

1

1 h
hi hi h h hi

h

n
w w

n

 
= − λ + λ δ 

 
 

où * *
1 1 1 1 1(1 ) /( ).h h h h hn f n nλ = − −   

b) Dans chaque UPE figurant dans l’échantillon, tirer un 
échantillon aléatoire simple de *

2hin  USE sans remise parmi 
les 2hin  USE qui figurent dans l’échantillon. Soit 2hiδ  égal 
à 1 si l’USE j  dans l’UPE i  dans la strate h  est sélection-
née et 0 autrement. Calculer les poids bootstrap condition-
nels des USE : 

*
2

1 1
2 1 1 1* *

1 1

1 1 2
2 1 2 1 2* * *

1 1 2

1

hij

hi h
hij h h hi

hi h

h h hi
hi hi hi hi hij

h h hi

w

w n
w

w n

n n n

n n n

=


− λ + λ δ




− λ δ +λ δ δ 


 

 

où * *
2 2 1 2 2 2(1 ) /( ).hi hi h hi hi hin f f n nλ = − −   

c) Dans chaque USE figurant dans l’échantillon, tirer un 
échantillon aléatoire simple de *

3hijn  UFE sans remise parmi 
les 3hijn  UFE qui figurent dans l’échantillon. Soit 3hijkδ  égal 
à 1 si l’UFE k  dans l’USE j  dans l’UPE i  dans la strate 
h  est sélectionnée et 0 autrement. Calculer les poids boot-
strap conditionnels des UFE : 

*
3

21 1
3 1 1 1* * *

1 2 1

1 1 2
2 1 2 1 2* * *

1 1 2

1 2
3 1 2* *

1 2

31 2
3 1 2 3* * *

1 2 3

1

hijk

hijhi h
hijk h h hi

hi hij h

h h hi
hi hi hi hi hij

h h hi

h hi
hij hi hij

h hi

hijh hi
hij hi hij hijk

h hi hij

w

ww n
w

w w n

n n n

n n n

n n

n n

nn n

n n n

=


− λ + λ δ



− λ δ + λ δ δ

− λ δ δ


+ λ δ δ δ 



   

où * *
3 3 1 2 3 3 3(1 ) / ( ).hij hij h hi hij hij hijn f f f n nλ = − −   

d) Calculer les estimations bootstrap : 

31 2
* * *

1 1 1 1

ˆˆ ˆ, ( )
hijh hi

nn nH

hijk hijk
h i j k

Y w y g Y
= = = =

= θ =∑∑∑ ∑  

où * * * *
1 2 3 .hijk hi hij hijkw w w w=   

e) Répéter indépendamment les étapes a) à d) un grand 
nombre de fois, ,B  et calculer les estimations bootstrap, 

(1)ˆ ,θ (2) ( )ˆ ˆ, ..., .Bθ θ   
f) L’estimateur de variance bootstrap de θ̂  est donné par : 

2
* *

ˆ ˆ ˆVar ( ) ( ( ))E Eθ = θ − θ  (3.1) 

ou par l’approximation Monte Carlo : 

( ) 2

1

1ˆ ˆ ˆVar ( ) ( )
1

B
b

bB =

θ = θ − θ
−
∑  

où ( )
1

ˆ ˆ / .B b
b B=∑θ = θ  

Nous montrons en annexe que l’estimateur de variance 
bootstrap rééchelonné à plusieurs degrés pour l’échan-
tillonnage stratifié à trois degrés défini par (3.1) se réduit à 
l’estimateur de variance à trois degrés sans biais standard 
(2.1) dans le cas où θ̂  est un estimateur linéaire. Le choix 
de *

1 1 / 2 ,h hn n=   
*
2 2 / 2hi hin n=     et 

*
33 / 2hijhij
nn =     

sera optimal et aura la propriété désirable de donner lieu à 
des poids bootstrap qui ne sont jamais négatifs. 

La procédure proposée peut facilement être étendue à 
n’importe quel nombre de degrés en ajoutant des termes 
de la forme 1 1* *

1 1( ( / ) ) ( ( / ) )R R
r rR r r r R r r rn n n n− −
= =∏ ∏−λ δ +λ δ  

*( / )R R Rn n δ  à chaque degré, ,R  aux ajustements des poids 
bootstrap, où 1* *

1( ) (1 ) / ( ).R
rR R r R R Rn f f n n−
=∏λ = − −  

Yeo, Mantel et Liu (1999) ont présenté une amélioration 
du bootstrap rééchelonné qui tient compte des ajustements 
apportés aux poids de sondage, tels que la poststratification. 
Par exemple, considérons un cas simple de calage non 
intégré au moyen d’information auxiliaire pour l’échan-
tillonnage stratifié à deux degrés (Estevao et Särndal 2006) 
dont le double objectif est de produire des estimations pour 
une variable d’intérêt de premier degré ( )1 1 ,hi U hiY y∈∑=  
ainsi qu’une variable d’intérêt de deuxième degré, 2Y =  

( ) 2 .hij U hijy∈∑  Supposons qu’il existe :  
i) un ensemble de p  variables auxiliaires de premier degré 

1hix  pour lesquelles les totaux de population 1 =X  

( ) 1hi U hi∈∑ x  sont connus, et où les totaux de population sont 
produits à partir d’une liste d’UPE pour lesquelles les 1hix  
sont connus pour chaque UPE dans la population ; et 
 

ii) un ensemble de q  variables auxiliaires de deuxième 
degré 2hijx  pour lesquelles les totaux de population 2 =X  

( ) 2hij U hij∈∑ x  sont connus, où les totaux de population sont 
obtenus auprès d’une source extérieure.  



250 Preston : Bootstrap rééchelonné pour l’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés 

 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

Les variables auxiliaires peuvent être utilisées pour 
former les estimateurs par calage de premier et de deuxième 
degrés : 

 
1

CAL1 1 1
( )

ˆ
hi hi

hi s

Y w y
∈

= ∑ ɶ    

2

CAL2 12 2
( )

ˆ
hij hij

hij s

Y w y
∈

= ∑ ɶ    

où les poids de calage de premier degré, 1 ,hiwɶ  et les poids de 
calage de premier et de deuxième degrés combinés, 12 ,hijwɶ  
sont donnés par : 
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La méthode du bootstrap rééchelonné à plusieurs degrés 
peut alors être modifiée facilement de manière semblable 
pour traiter ces estimateurs par calage en remplaçant l’étape 
d) de la procédure de la façon suivante :  
d) Calculer les poids bootstrap calés de premier et de 
deuxième degrés de la même manière que les poids calés de 
premier et de deuxième degrés : 
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Les estimations bootstrap calées de premier et de 
deuxième degrés sont calculées de la façon suivante : 

 

1

* *
CAL1 1 1

( )

ˆ
hi hi

hi s

Y w y
∈

= ∑ ɶ    

2

* *
CAL2 12 2

( )

ˆ .hij hij
hij s

Y w y
∈

= ∑ ɶ    

Cette procédure peut être adaptée facilement à n’importe 
quel type de calage et étendue à n’importe quel nombre de 
degrés. Cette modification du bootstrap rééchelonné tient 
compte des ajustements apportés aux poids de sondage à 
cause du calage. Idéalement, tous les ajustements des poids 
de sondage, y compris ceux dus à la non-réponse et à la 
couverture insuffisante de la population devraient également 
être appliqués aux poids bootstrap. 

 
4. Étude par simulation  

Pour examiner la performance de l’estimateur de 
variance bootstrap rééchelonné à plusieurs degrés, nous 
avons procédé à une étude par simulation Monte Carlo. La 
simulation était limitée à l’échantillonnage stratifié à deux 
degrés et était fondée sur dix populations artificielles, qui 
étaient chacune subdivisée en H = 5 strates, avec 1hN =  
50 unités de premier degré dans chaque strate et 2hiN =  
40 unités de deuxième degré dans chaque unité de premier 
degré. 

En premier lieu, nous avons produit la variable auxiliaire 
de premier degré 1hix  pour chaque unité de premier degré i  
dans la strate h  à partir de la loi normale 1( ,x hN µ  

2
1 1 1(1 ) / ).x b x b x b− ρ σ ρ  En deuxième lieu, nous avons produit 

la variable auxiliaire de deuxième degré, 2 ,hijx  et les 
variables cibles de deuxième degré, 2hijy  et 2 ,hijz  pour 
chaque unité de deuxième degré j  à l’intérieur de l’unité de 
premier degré i  dans la strate h  à partir de la loi normale 
multivariée 3 2 2( , )hi hiN µ Σµ Σµ Σµ Σ , où 2hiµµµµ  est le vecteur des 
moyennes : 

2

2 2

2

x hi

hi y hi

z hi

µ 
 
 = µ
 
 µ 

µµµµ  

avec 2 2 2 1 ,x hi y hi z hi hixµ = µ = µ =  et 2hiΣΣΣΣ  est la matrice de 
variance-covariance : 

2
2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2

x hi xy hi x hi y hi xz hi x hi z hi

hi xy hi x hi y hi y hi yz hi y hi z hi

xz hi x hi z hi yz hi y hi z hi z hi

 σ ρ σ σ ρ σ σ
 
 = ρ σ σ σ ρ σ σ
 
 
ρ σ σ ρ σ σ σ  
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avec 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2(1 ) / .x hi y hi z hi w hi w hi w hiσ = σ = σ = − ρ σ ρ  
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Les valeurs des paramètres que nous avons maintenues 
constantes dans les dix populations étaient 1 25x hµ = ×  
( 1),h + 2

1b hσ = 10, 2
2w hiσ = 100, 2 2xy hi xz hiρ = ρ = 0,75 et 

2yz hiρ = 0,50. Les valeurs des paramètres que nous avons 
fait varier dans les dix populations étaient 1 ,hf  les fractions 
d’échantillonnage de premier degré, 2 ,hif  les fractions 
d’échantillonnage de deuxième degré, 1b hρ  et 2 .w hiρ  Les 
valeurs de ces paramètres sont présentées au tableau 1. 

 
Tableau 1 
Caractéristiques des populations simulées 
 

 1hf  2hif  bρρρρ  wρρρρ  

Pop. I 0,1 0,1 0,75 0,75 

Pop. II 0,1 0,1 0,25 0,75 

Pop. III 0,1 0,5 0,75 0,75 

Pop. IV 0,1 0,5 0,25 0,75 

Pop. V 0,1 0,5 0,25 0,25 

Pop. VI 0,5 0,1 0,75 0,75 

Pop. VII 0,5 0,1 0,75 0,25 

Pop. VIII 0,5 0,1 0,25 0,25 

Pop. IX 0,3 0,3 0,75 0,25 

Pop. X 0,3 0,3 0,25 0,25 

 
Les paramètres d’intérêt dans l’étude par simulation 

étaient la moyenne de population, ,yµ  le ratio de popula-
tion, yzR = / ,y zµ µ  le coefficient de corrélation de popula-
tion, yzρ = / ,yz y zσ σ σ  le coefficient de régression de popu-
lation, yzβ = 2/yz yσ σ  et la médiane de population, .yM  

Afin d’estimer ces paramètres d’intérêt en utilisant les 
estimateurs de variance bootstrap à plusieurs degrés, nous 
avons tiré un total de S = 20 000 échantillons aléatoires 
simples à deux degrés indépendants sans remise dans 
chacune des dix populations artificielles. En outre, nous 
avons tiré un total général de T = 100 000 échantillons 
aléatoires simples à deux degrés indépendants sans remise 
dans chacune des dix populations artificielles afin d’estimer 
les variances de population réelles pour les paramètres 
d’intérêt. Pour calculer les estimateurs de variance bootstrap 
à plusieurs degrés, nous avons utilisé B = 100 échantillons 
bootstrap. 

Pour comparer l’exactitude des estimateurs de variance 
bootstrap à plusieurs degrés, nous nous sommes servis du 
biais relatif (BR) et de la racine relative de l’erreur 

quadratique moyenne (RREQM). Nous avons calculé ces 
mesures comme il suit : 

        *
1

1 1 ˆ ˆ ˆBR (Var ( ) Var ( ))
ˆ ˆVar ( )

S

s

s

Y Y
Y S =

 
= − 

 
∑  

2
*

1

1 1 ˆ ˆ ˆRREQM (Var ( ) Var ( ))
ˆ ˆVar ( )

S

s

s

Y Y
Y S =

= −∑  

où 1 2
1

ˆ ˆ ˆVar ( ) ( )T
t tY T Y Y−
=∑= −  est la variance de popula-

tion réelle estimée, et *
ˆVar ( )sY  est l’estimateur de variance 

bootstrap à plusieurs degrés pour le es  échantillon de 
simulation. 

Nous avons comparé l’estimateur de variance bootstrap 
rééchelonné à plusieurs degrés (EBRP) à l’estimateur de 
variance bootstrap rééchelonné à un degré (EBRU) et à 
l’estimateur de variance bootstrap bernoullien général 
(EBB) proposé par Funaoka et coll. (2006), pour des 
échantillons bootstrap utilisant les poids d’estimation non 
calés, hijw = 1 2 .hi hijw w  Les tableaux 2 et 3 donnent le biais 
relatif et la racine relative de l’erreur quadratique moyenne 
des estimateurs EBRP, EBRU et EBB en utilisant des poids 
d’estimation non calés pour les dix populations artificielles. 

Dans le cas de fonctions linéaires, telles que les moyennes, 
et de fonctions non linéaires, telles que les ratios, les 
coefficients de corrélation et les coefficients de régression, 
l’EBRP donne de meilleurs résultats que l’EBRU et l’EBB 
en ce qui concerne le biais relatif et la racine relative de 
l’erreur quadratique moyenne. Alors que l’EBRP donne 
systématiquement de bons résultats dans les dix populations 
artificielles, l’EBRU ne le fait que pour les populations 
artificielles III, IV et V, dans lesquelles les fractions 
d’échantillonnage de premier degré sont faibles 1( hf = 0,1) 
et celles de deuxième degré, grandes 2( hif = 0,5), et l’EBB 
ne donne de bons résultats que dans les populations 
artificielles VI, VII et VIII, dans lesquelles les fractions 
d’échantillonnage de premier degré sont grandes 1( hf =  
0,5) et celles de deuxième degré, faibles 2( hif = 0,1). Ces 
fractions d’échantillonnage sont semblables aux fractions 
d’échantillonnage de premier degré et de deuxième degré 
utilisées dans l’étude par simulation présentée dans Funaoka 
et coll. (2006). Les divers niveaux de corrélation entre les 
unités de premier degré, et entre les unités de deuxième 
degré à l’intérieur des unités de premier degré, dont il a été 
tenu compte en faisant varier les paramètres bρ  et ,wρ  ont 
peu d’effet sur la performance des estimateurs de variance. 
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Tableau 2 
Biais relatif (%) des estimateurs de variance 
 

 Moyenne ( )yµµµµ  Moyenne ( )zµµµµ  Ratio ( )yzR  

 EBRP EBRU EBB EBRP EBRU EBB EBRP EBRU EBB 

Pop. I -0,28 -6,73 27,10 0,42 -6,63 27,32 0,00 -9,07 36,22 

Pop. II -0,05 -2,21 11,83 0,59 -1,64 12,54 -0,43 -9,26 36,40 

Pop. III -0,79 -2,63 3,62 -0,93 -2,66 3,40 -0,17 -5,30 5,19 

Pop. IV -0,23 -0,52 3,60 -0,18 -0,46 3,61 0,53 -4,65 5,98 

Pop. V 0,15 -1,60 4,55 0,15 -1,64 4,54 0,52 -4,85 6,41 

Pop. VI 0,70 -39,18 -0,34 0,65 -39,36 -0,28 1,57 -46,40 1,30 

Pop. VII 0,19 -46,19 -0,26 -0,06 -46,48 -0,57 -0,27 -48,19 -0,73 

Pop. VIII 0,37 -38,62 -0,41 0,23 -39,36 -0,46 -0,26 -47,93 -0,62 

Pop. IX 0,42 -20,85 -7,76 -0,51 -20,03 -8,41 0,13 -23,13 -8,87 

Pop. X -0,56 -12,35 -6,08 0,70 -10,87 -6,93 -0,72 -23,70 -9,51 

 Coefficient de corrélation ( )yzρρρρ  Coefficient de régression ( )yzββββ  Médiane ( )yM  

 EBRP EBRU EBB EBRP EBRU EBB EBRP EBRU EBB 

Pop. I -2,31 -10,23 32,17 -0,08 -9,05 36,41 19,04 -19,86 33,21 

Pop. II -1,51 -8,41 29,65 0,05 -8,74 36,41 19,29 2,42 40,85 

Pop. III 0,36 -4,37 5,69 0,05 -5,12 5,42 7,50 4,28 9,72 

Pop. IV 2,18 -0,60 7,17 0,28 -5,05 5,70 17,40 16,17 34,37 

Pop. V 0,79 -2,71 5,95 0,26 -5,40 6,34 8,29 4,78 11,49 

Pop. VI 0,32 -46,67 0,14 0,89 -46,59 0,69 13,57 -33,56 9,15 

Pop. VII -0,07 -46,78 -0,39 -0,21 -47,85 -0,60 14,68 -38,16 11,86 

Pop. VIII 0,31 -44,25 -0,27 -0,09 -47,54 -0,55 2,09 -38,90 -0,64 

Pop. IX -0,93 -23,02 -9,30 -0,20 -23,48 -9,20 8,08 -17,23 -1,97 

Pop. X -0,82 -19,35 -8,24 -1,02 -23,89 -9,75 2,10 -13,84 -5,46 
 

Nota : L’erreur de simulation la plus importante sur les biais relatifs était inférieure à 0,7 %. 
 

Dans le cas de statistiques non lisses, telles que les 
médianes, l’EBRP et l’EBB ont tous deux tendance à 
surestimer les variances de population réelles, tandis que 
l’EBRU a tendance à les sous-estimer. En outre, la racine 
relative de l’erreur quadratique moyenne est jusqu’à trois 
fois plus élevée pour les médianes que pour les moyennes. 
L’EBRP donne de meilleurs résultats que l’EBB pour les 
populations artificielles I à V, dans lesquelles les fractions 
d’échantillonnage de premier degré sont petites 1( hf =  
0,1), tandis que l’EBB donne d’un peu meilleurs résultats 
que l’EBRP pour les populations artificielles VI à X, dans 
lesquelles les fractions d’échantillonnage de premier 
degré sont plus grandes 1( hf = 0,3 ou 0,5). 

Cette surestimation du bootstrap rééchelonné à 
plusieurs degrés pour les médianes concorde avec les 
résultats présentés dans les études de Kovar et coll. (1988) 
et de Rao et coll. (1992) pour le bootstrap rééchelonné à un 
degré. Il convient de souligner que le bootstrap 
rééchelonné original, introduit par Rao et Wu (1988), a 
été élaboré uniquement pour des statistiques lisses, telles 
que les moyennes, les ratios, ainsi que les coefficients de 
corrélation et de régression. 

Nous avons examiné l’EBRP en utilisant les poids 
d’estimation calés, 1 2 ,hij hi hijw w w=ɶ ɶ  qui satisfont la 
contrainte de calage ( ) 2 1 2 2 2,shij hi hij hijw w x X∈∑ =ɶ  où 2X =  

( ) 2hij U hijx∈∑  est le total de population pour la variable 
auxiliaire de deuxième degré. Le tableau 4 donne le biais 

relatif et la racine relative de l’erreur quadratique moyenne 
de l’EBRP avec utilisation des poids d’estimation calés 
pour les quatre populations artificielles II, IV, VII et IX. 

Les biais relatifs et les racines relatives de l’erreur 
quadratique moyenne de l’EBRP avec des poids 
d’estimation calés sont semblables à ceux obtenus en 
utilisant les poids d’estimation non calés.  

5. Conclusion  
Le présent article décrit l’extension de la méthode du 

bootstrap rééchelonné à l’échantillonnage à plusieurs 
degrés où les unités sont sélectionnées par échantillon-
nage aléatoire simple sans remise à chaque degré. Sous la 
méthode du bootstrap rééchelonné à plusieurs degrés 
proposée, les échantillons bootstrap sont sélectionnés sans 
remise et des facteurs d’échelle sont appliqués aux poids 
de sondage. Cette méthode proposée est relativement 
simple à mettre en œuvre et requiert un nombre consi-
dérablement plus faible de générations de nombres 
aléatoires que la méthode du bootstrap bernoullien 
général à plusieurs degrés. La méthode proposée convient 
aussi pour une vaste gamme de méthodes de repondéra-
tion, y compris le calage, et d’ajustements pour tenir 
compte de la non-réponse et de la couverture insuffisante 
de la population. En outre, les résultats de l’étude par 
simulation Monte Carlo indiquent que le bootstrap 
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rééchelonné à plusieurs degrés donne de nettement 
meilleurs résultats que le bootstrap rééchelonné à un 
degré et que le bootstrap bernoullien à plusieurs degrés 
pour les statistiques lisses, telles que les moyennes, les 
ratios et les coefficients de corrélation et de régression.  

Annexe  
À la présente annexe, nous montrons que l’estimateur 

de variance bootstrap rééchelonné à plusieurs degrés pour 
l’échantillonnage stratifié à trois degrés se réduit à 

l’estimateur de variance à trois degrés standard sans biais 
(2.1) dans le cas où θ̂  est l’estimateur linéaire, *Ŷ =  

31 2 *
1 1 1 1 .hijh hi

nn nH
h i j k hijk hijkw y= = = =∑ ∑ ∑ ∑  L’estimateur de variance 

bootstrap de *Ŷ  est donné par : 

* *
1* 2* 3*

* *
1* 2* 3* 1* 2* 3*

ˆ ˆVar ( ) Var ( ( ( )))

ˆ ˆ(Var ( ( ))) ( (Var ( ))).

Y E E Y

E E Y E E Y

=

+ +

 

 

 
 
 
 
 
Tableau 3 
Racine relative de l’erreur quadratique moyenne (%) des estimateurs de variance 
 

 Moyenne ( )yµµµµ  Moyenne ( )zµµµµ  Ratio ( )yzR  

 EBRP EBRU EBB EBRP EBRU EBB EBRP EBRU EBB 

Pop. I 31,9 32,1 44,6 31,7 31,8 44,4 31,8 32,3 51,4 

Pop. II 33,9 33,8 38,2 33,4 33,3 38,1 32,2 32,9 51,7 

Pop. III 33,8 33,8 35,9 33,0 33,0 35,0 33,0 33,1 35,1 

Pop. IV 35,3 35,3 37,4 35,2 35,2 37,3 32,8 32,8 35,0 

Pop. V 32,0 31,9 34,2 34,3 34,2 36,5 33,0 33,1 35,6 

Pop. VI 16,4 40,7 16,5 16,4 40,9 16,5 16,5 47,5 16,5 

Pop. VII 16,1 47,4 16,4 16,1 47,8 16,4 16,1 49,0 16,1 

Pop. VIII 16,3 40,3 16,5 16,7 40,9 16,3 16,2 48,8 16,1 

Pop. IX 19,2 26,7 20,0 19,3 26,3 20,0 19,2 28,6 20,2 

Pop. X 19,8 22,4 20,2 19,9 21,6 20,3 19,1 29,0 20,6 

 Coefficient de corrélation ( )yzρρρρ  Coefficient de régression ( )yzββββ  Médiane ( )yM  

 EBRP EBRU EBB EBRP EBRU EBB EBRP EBRU EBB 

Pop. I 47,8 46,3 68,7 36,6 37,2 55,3 88,7 80,1 89,8 

Pop. II 48,4 47,1 66,6 37,4 37,9 55,6 93,4 91,0 115,9 

Pop. III 35,9 35,6 38,4 37,5 37,6 39,9 80,4 80,3 81,1 

Pop. IV 42,6 42,2 45,4 38,0 38,0 40,3 97,5 96,6 127,3 

Pop. V 40,3 40,0 43,3 37,3 37,5 40,1 31,5 30,7 63,3 

Pop. VI 21,6 48,4 21,7 16,9 47,8 17,0 55,3 51,4 52,0 

Pop. VII 21,4 48,4 21,3 16,9 49,0 16,8 53,5 51,4 51,4 

Pop. VIII 21,6 46,3 21,5 17,0 48,6 16,9 41,8 49,7 40,3 

Pop. IX 21,5 29,4 22,5 20,5 29,9 21,6 46,1 42,7 42,7 

Pop. X 22,7 27,8 23,4 20,6 30,2 21,9 39,7 38,9 37,9 

 
Tableau 4 
Biais relatif (%) et racine relative de l’erreur quadratique moyenne (%) de l’estimateur de variance bootstrap rééchelonné 
 

 
yµµµµ  yzR  yzρρρρ  yzββββ  yM  

Biais relatif (%) 
Pop. II -0,42 -0,29 -1,51 -0,08 20,98 
Pop. IV 0,40 0,49 1,83 0,08 18,28 
Pop. VII -0,22 -0,24 -0,03 -0,28 12,24 
Pop. IX 0,62 0,19 -1,00 -0,20 7,24 

Racine relative de l’erreur quadratique moyenne (%) 
Pop. II 32,6 32,4 48,4 37,3 97,8 
Pop. IV 32,8 32,8 44,6 37,9 99,4 
Pop. VII 16,2 16,1 21,5 16,9 50,0 
Pop. IX 19,1 19,2 21,6 20,5 43,8 

Nota :  L’erreur de simulation la plus importante sur les biais relatifs était inférieure à 0,6 %.   
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Au moyen de résultats standard sur l’espérance et la 
variance en ce qui concerne l’échantillonnage bootstrap 
EASSR et de certaines opérations algébriques fastidieuses 
mais simples, les composantes de l’estimateur de variance 
bootstrap sont données ci-après. L’espérance conditionnelle 
de *Ŷ  sachant 3s  est 

1 2
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et la variance conditionnelle de *Ŷ  sachant 3s  est 
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et la variance conditionnelle de *
3*

ˆ( )E Y  sachant 2s  est 
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Enfin, les espérances conditionnelles de *
2* 3*

ˆ(Var ( ))E Y  
et de *

2* 3*
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qui sont égales aux troisième et deuxième termes de (2.1), 
respectivement, et la variance conditionnelle de *

2* 3*
ˆ( ( ))E E Y  

sachant 1s  est 
2

* 21
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qui est égale au premier terme de (2.1). 
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Utilisation des variances à l’intérieur des unités primaires 
d’échantillonnage pour évaluer la stabilité d’un estimateur  

classique de variance fondé sur le plan de sondage 

Donsig Jang et John L. Eltinge 1 

Résumé 
Dans l’analyse de données d’enquête, on se sert souvent du nombre de degrés de liberté pour évaluer la stabilité des 
estimateurs de variance fondé sur le plan de sondage. Par exemple, ce nombre de degrés de liberté est utilisé pour construire 
les intervalles de confiances fondés sur des approximations de la loi t, ainsi que des tests t connexes. En outre, un petit 
nombre de degrés de liberté donne une idée qualitative des limites possibles d’un estimateur de variance particulier dans une 
application. Parfois, le calcul du nombre de degrés de liberté s’appuie sur des formes de l’approximation de Satterthwaite. 
Ces calculs fondés sur l’approche de Satterthwaite dépendent principalement des grandeurs relatives des variances au niveau 
de la strate. Cependant, pour des plans de sondage comportant la sélection d’un petit nombre d’unités primaires par strate, 
les estimateurs de variance au niveau de la strate classiques ne fournissent que des renseignements limités sur les variances 
réelles de strate. Le cas échéant, les calculs habituels fondés sur l’approche de Satterthwaite peuvent poser des problèmes, 
surtout dans les analyses portant sur des sous-populations concentrées dans un nombre relativement faible de strates. Pour 
résoudre ce problème, nous utilisons dans le présent article les estimations des variances à l’intérieur des unités primaires 
d’échantillonnage (variances intra-UPE) pour fournir de l’information auxiliaire sur les grandeurs relatives des variances 
globales au niveau de la strate. Les résultats des analyses indiquent que l’estimateur du nombre de degrés de liberté résultant 
est meilleur que les estimateurs de type Satterthwaite modifiés, à condition que a) les variances globales au niveau de la 
strate soient approximativement proportionnelles aux variances intra-strate correspondantes et b) les variances des 
estimateurs de variance intra-UPE soient relativement faibles. En outre, nous élaborons des méthodes à erreurs sur les 
variables qui permettent de vérifier empiriquement les conditions a) et b). Pour ces vérifications de modèle, nous établissons 
des distributions de référence fondées sur des simulations qui diffèrent considérablement des distributions de référence 
fondées sur les approximations normales en grand échantillon habituelles. Nous appliquons les méthodes proposées à quatre 
variables de la troisième National Health and Nutrition Examination Survey (NHANES III) réalisée aux États-Unis. 
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de Satterthwaite ; sondage à plusieurs degrés stratifié ; plan à deux UPE par strate ; troisième National 
Health and Nutritional Examination Survey (NHANES III) des États-Unis. 

 
 

 

1. Introduction  
1.1 Exemple motivant : inférence pour des 

sous-populations spéciales dans la NHANES III  
Les présents travaux ont été motivés par une étude de 

l’inférence concernant des sous-populations géographique-
ment concentrées dans la troisième National Health and 
Nutrition Examination Survey (NHANES III) réalisée aux 
États-Unis. Pour des renseignements généraux sur la 
NHANES III, consulter National Center for Health Statistics 
(1996). Dans de nombreuses analyses, les données de la 
NHANES III sont traitées comme émanant d’un plan 
d’échantillonnage à plusieurs degrés stratifié comportant 
49 strates et 2 unités primaires d’échantillonnage (UPE) par 
strate. Par conséquent, les inférences formelles faites d’après 
les données de la NHANES III (par exemple, construction 
d’intervalles de confiance) reposent souvent sur l’hypothèse 
que les estimateurs de variance connexes sont basés sur 
environ 49 degrés de liberté et sont donc relativement stables.  

Cependant, la sous-population mexicano-américaine est 
concentrée dans un assez petit nombre de strates, de sorte 
que les estimateurs de variance connexes pourraient être 
moins stables (c’est-à-dire présenter une plus grande 
variabilité d’échantillonnage) que ne l’indique le nombre 
nominal de 49 degrés de liberté. Donc, il est important 
d’utiliser un estimateur approprié du nombre réel de degrés 
de liberté associé aux estimateurs de variance pour ce genre 
de sous-population et de modifier les calculs des intervalles 
de confiance en conséquence. L’élaboration d’un estimateur 
approprié du nombre de degrés de liberté peut être 
compliquée par une hétérogénéité modérée ou grave des 
variances sous-jacentes au niveau de la strate. Ce genre de 
complication survient dans l’analyse des quatre variables de 
la NHANES III énumérées au tableau 1.1. À la section 5, 
nous examinerons l’inférence pour les moyennes de ces 
quatre variables pour la sous-population mexicano-améri-
caine de 20 à 29 ans. 
 
 



256 Jang et Eltinge : Utilisation des variances à l’intérieur des UPE pour évaluer la stabilité d’un estimateur 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

Tableau 1.1 
Quatre variables de la NHANES III 
 

Nom de la variable Description 

BMPWT 
 

HAR3 
 
 

TCRESULT 
 

HDRESULT 

Poids (kg) 
 

Fumez-vous des cigarettes à l’heure 
actuelle ? (0/1) 
 

Cholestérol sérique total (mg/dL) 
 

Cholestérol HDL (mg/dL) 

 
1.2 Stabilité des estimateurs de variance fondés sur 

le plan  
Supposons que nous ayons une population partitionnée 

en L  strates, avec hN  UPE dans la strate h  pour 
1, 2, ..., .h L=  Sous un plan d’échantillonnage à plusieurs 

degré stratifié, nous sélectionnons hn  UPE avec remise et 
avec probabilité de sélection par tirage hip  pour l’UPE i  
dans la strate ,h  où 1 1.hN

i hip=∑ =  Donc, nous sélectionnons 
en tout 1

L
h hn n=∑=  UPE. Dans l’UPE ( , )h i  sélectionnées, 

nous sélectionnons hin  unités secondaires d’échantillonnage 
(USE) avec remise et avec probabilité de sélection par tirage 

,hijp  où 1 1hiN
j hijp=∑ =  et hiN  est le nombre d’USE dans 

l’UPE ( , ).h i  Pour un item donné de l’enquête, soit hY  le 
total de population pour la strate ,h  et soit 1 ,L

h hY Y=∑=  le 
total global de population. Le total Y  peut correspondre à 
un total pour la population complète ou pour une 
sous-population particulière. 
Notre objectif est de construire un intervalle de confiance 

pour le total .Y  Soit ĥijY  un estimateur sans biais de ,hijY  le 
total de population pour l’unité secondaire j  dans l’unité 
primaire i  dans la strate .h  Alors, un estimateur fondé sur 
le plan habituel de Y  est 1

ˆ ˆ ,L
h hY Y=∑=  où ĥY =  

1 1
1

ˆ ,hn
ih hi hin p Y− −
=∑ 1 ˆ

hi hip Y−  est un estimateur sans biais par 
rapport au plan de hY  fondé sur des données obtenues 
auprès de l’UPE i  dans la strate h  et 1 1

1
ˆ ˆhin

jhi hi hij hijY n p Y− −
=∑=  

est un estimateur sans biais de ,hiY  le total de population 
pour l’UPE i  dans la strate .h  
Sous la condition standard voulant que l’échantillonnage 

soit indépendant d’une strate à l’autre, la variance de Ŷ  peut 
s’écrire 1

ˆ( ) ,L
h hV Y V=∑=  où ˆVar( ).h hV Y=  Dans la suite 

de l’article, nous donnerons aux termes hV  le nom de 
variances au niveau de la strate et nous supposerons que 

2hn ≥  pour tout 1, 2, ..., .h L=  Notons que hV  dépend 
du plan d’échantillonnage utilisé dans la strate ,h  et qu’il 
est distinct de la variance intra-strate des valeurs de Y        
au niveau de l’élément. Un estimateur sans biais simple     
de ˆ( )V Y  est 1

ˆ ˆ ˆ( ) ,L
h hV Y V=∑=  où 1 1ˆ ( 1)h h hV n n− −= −  

1 2
1

ˆ ˆ( ) ;hn

h hi hi hp Y Y−
=∑ −  voir, par exemple, Wolter (1985, page 

44). Soulignons que l’estimateur ĥV  est un multiple d’une 
somme de différences quadratiques parmi les termes 1 ˆ .hi hip Y−  
En outre, sous des conditions de régularité, les variables 
aléatoires 1 ˆ

hi hip Y−  suivront approximativement une loi 

normale pour une strate donnée .h  Conséquemment, les 
estimateurs de variance globale au niveau de la strate ĥV  
satisferont généralement approximativement la condition 
qui suit.  
(C.1) Pour 1, 2, ..., ,h L=  les termes 1 ˆ( 1)h h hV n V− −  

sont distribués comme des variables aléatoires khi-
deux indépendantes à 1hn −  degrés de liberté, 
respectivement, où 2.hn ≥   

Sous la condition (C.1), 1ˆ ˆ ˆ{ ( )} ( )V Y dV Y−  possède les 
mêmes premier et deuxième moments qu’une variable 
aléatoire khi-deux à d  degrés de liberté, où d  est la  
solution de l’équation  

2ˆ ˆ ˆ2{ ( )} { ( )}  0V Y V V Y d− =  (1.1) 

ou, de manière équivalente, 
1

def
1 2 2

1

ˆ  ( 1) { ( )}=
L

h h
h

d n V V Y

−

−

=

 
− 

 
∑  (1.2) 

où 1 2
1

ˆ ˆ{ ( )} 2( 1) .L
h h hV V Y n V−
=∑= −  La substitution directe 

de ĥV  à hV  et de ˆ ˆ( )V Y  à ˆ( )V Y  dans l’expression (1.2) 
mène à l’estimateur de type Satterthwaite (1946) du nombre 
de degrés de liberté 

1

1 2 2

1

ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) { ( )} .
L

S h h

h

d n V V Y

−

−

=

 
= − 

 
∑  (1.3) 

Pour certains renseignements généraux sur ˆ
Sd  et les 

estimateurs connexes, consulter, par exemple, Smith (1936), 
Satterthwaite (1941, 1946), Cochran (1977, page 96) et 
Kendall, Stuart et Ord (1983, pages 91-92). Afin de 
construire des intervalles de confiance pour un paramètre de 
sous-population, Casady, Dorfman et Wang (1998) utilisent 
des notions bayésiennes pour élaborer des mesures 
connexes du nombre de degrés de liberté pour une 
statistique t de Student. 
Sous les plans de sondage dans lesquels hn  est grand 

pour tout ,h  l’erreur dans l’estimation de hV  est relative-
ment faible et ˆSd  peut fournir un estimateur satisfaisant de 
l’expression (1.2). Cependant, dans de nombreuses enquêtes 
à grande échelle, hn  est petit, par exemple 2.hn =  Quand 

hn  est petit, la condition (C.1) et les opérations algébriques 
ordinaires donnent le résultat d’espérance 2ˆ( )hE V =  

1 2( 1) ( 1) .h h hn n V−− +  Cela implique que l’estimateur de 
Satterthwaite classique du nombre de degrés de liberté ˆSd  
peut sous-estimer gravement d et que l’intervalle de 
confiance correspondant 1/ 2

ˆ ,1 / 2
ˆ ˆ ˆ{ ( )}

Sd
Y t V Y

−α
±  peut avoir 

un taux de couverture réel considérablement plus faible que 
le taux nominal 1 .− α  Par conséquent, Jang (1996) a 
considéré un estimateur alternatif du nombre de degrés de 
liberté donné par 

1ˆ ˆ(3 14) (9 ) .mS Sd L L d−= +  (1.4) 

pour le plan de sondage à deux UPE par strate. 
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1.3 Utilisation de données auxiliaires au niveau de la 
strate  

Dans le cas où l’hétérogénéité des termes hV  est 
modérée, des travaux de simulation menés par Jang (1996) 
ont indiqué que ˆ

mSd  donne d’assez bons résultats. 
Cependant, si l’hétérogénéité des variances de strate est 
importante (c’est-à-dire si 1L d−  est relativement petit), ˆmSd  
peut être insatisfaisant. Le problème fondamental tient au 
fait que, si les valeurs de hn  sont relativement faibles, à eux 
seuls, les estimateurs ĥV  ne fournissent pas suffisamment 
d’information concernant les grandeurs relatives des 
variances réelles au niveau de la strate .hV  Dans certains 
cas, un estimateur de variance fondé sur des données auxi-
liaires devrait, en principe, être plus stable que l’estimateur 
habituel fondé sur le plan ; voir, par exemple, Isaki (1983). 
De même, des sources auxiliaires d’information peuvent 
être utilisées pour évaluer les grandeurs relatives des 
variances .hV  
Dans la suite de l’article, nous nous concentrons sur 

l’information auxiliaire fournie par les relations entre les 
variances globales au niveau de la strate hV  et les variances 
intra-UPE connexes. Rappelons, suivant Wolter (1985, page 
41), la décomposition 

ˆVar( ) ,h Bh WhY V V= +  (1.5) 

où 1
1Var{ ( ) }hn

iBh h hi hiV n p Y−
=∑=  est la variance inter-UPE, 
1 2

1 2( )hN
iWh h hi hiV n p −
=∑= σ  est la variance intra-UPE, hiY =  

ˆ( UPE , strate )hiE Y i h|  et 2
2

ˆVar( UPE ,hi hiY iσ = | strate  ).h  
En outre, définissons 1

1 .L
W h WhV VL

−
=∑=  

Les estimateurs de WhV  peuvent fournir de l’information 
auxiliaire utile sur les grandeurs relatives de hV  pour deux 
raisons. Premièrement, sous les plans où hn  est petit et hin  
est relativement grand, les estimateurs de variance intra-
UPE ŴhV  peuvent être considérablement plus stables que 
ˆ .hV  Deuxièmement, dans certaines applications (par 
exemple, certains exemples présentés à la section 5 qui suit), 
les estimations de variance observées sont convergentes par 
rapport à un modèle sous lequel hV  est proportionnelle à 

,WhV  c’est-à-dire 

1h WhV V= β  pour tout 1, ..., ,h L=  (1.6) 

où 1β  est une constante fixée. La relation de 
proportionnalité (1.6) se manifestera si BhV  et WhV  sont 
toutes deux proportionnelles à un facteur d’échelle commun, 
par exemple, ( )hY

α  pour une puissance donnée .α  Sous la 
relation (1.6), l’expression (1.2) peut être réécrite sous la 
forme 

1 2

1 2

1 1

( 1) .
L L

h Wh Wh
h h

d n V V

−

−

= =

   
= −   

   
∑ ∑  (1.7) 

Par conséquent, étant donné un ensemble d’estimateurs 
de variance intra-UPE stables ŴhV  et d’estimateurs de 
variance de variance connexes � ˆVar( ),WhV  

�{ } ( )1 2
1 2

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) [ Var( )]

L L

WS h Wh Wh Whh h
d n V V V

−
−

= =
= − −∑ ∑  (1.8) 

est un estimateur alternatif de .d  
À la section 2, nous examinons certaines propriétés de 

ˆ .WSd  À la section 3.1, nous utilisons des tests à erreurs sur 
les variables pour vérifier l’adéquation de la condition de 
proportionnalité (1.6). À la section 3.2, nous présentons 
deux diagnostics connexes pour la relation entre hV  et des 
variables auxiliaires, et pour la grandeur de l’erreur dans les 
variables auxiliaires observées ˆ .WhV  
À la section 4, dans une étude en simulation, nous 

explorons les conditions sous lesquelles le nouvel estimateur 
proposé ˆWSd  peut donner de meilleurs résultats que ˆ .mSd  
Cette évaluation s’appuie à la fois sur l’estimation de d  en 
tant que tel et sur les propriétés des intervalles de confiance 
pour .Y  À la section 5, nous appliquons l’estimateur 
proposé à quatre variables de la NHANES III, en insistant 
sur les cas pour lesquels les différences entre les estimateurs 
proposés ˆWSd  et ˆmSd  ont un effet considérable en pratique 
sur l’évaluation de la stabilité de l’estimateur de variance 
ˆ ˆ( ).V Y  Enfin, à la section 6, nous passons en revue les 
méthodes élaborées dans le présent article et envisageons 
certaines extensions possibles. 

 
2. Un estimateur fondé sur de 
       l’information auxiliaire  

2.1 Un estimateur de variance intra-UPE  
Un estimateur simple de WhV  est donné par  

2 2 2
2

1

ˆ ,ˆ
hn

Wh h hi hi
i

V n p− −

=

= σ∑  (2.1) 

où 1 1 1 2
12

ˆ ˆ( 1) ( ) .ˆ hin
jhi hi hi hij hij hin n p Y Y− − −
=∑σ = − −  Notons que 

2
2ˆ hiσ  est approximativement sans biais pour 2

2hiσ  sous un 
plan d’échantillonnage avec remise à l’intérieur de l’UPE i  
dans la strate h  ou sous un échantillonnage aléatoire simple 
sans remise et avec faible fraction d’échantillonnage, 

1 .hi hi hif N n−=  La théorie classique de l’échantillonnage 
montre que ŴhV  est approximativement sans biais pour 

.WhV  Alors, un estimateur approximativement sans biais de 
ˆVar( )WhV  est donné par 

� 1 1 2

1

ˆ ˆ ˆVar( ) ( 1) ( ) ,
hn

Wh h h Whi Wh
i

V n n V V− −

=

= − −∑  (2.2) 

où 1 2 2
2

ˆ ;ˆWhi h hi hiV n p− −= σ  voir, par exemple, Eltinge et Jang 
(1996) et les références mentionnées par ces auteurs. Notons 
que les estimateurs de variance globale au niveau de la strate 
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ĥV  sont des fonctions de la moyenne d’échantillon des 
1 ˆ

hij hijp Y−  sur les UPE dans la strate .h  En outre, les esti-
mateurs ŴhV  sont des fonctions des variances d’échantillon 
des 1 ˆ

hij hijp Y−  dans l’UPE ( , ).h i  Donc, dans le cas de 
variables Y  pour lesquelles les 1 ˆ

hij hijp Y−  suivent approxi-
mativement une loi normale dans la strate ,h  les esti-
mateurs ĥV  et ŴhV  sont approximativement indépendants.  
2.2 Propriétés de ˆWSd   
Dans la suite de l’article, nous utiliserons dans 

l’estimateur ˆWSd  défini par l’expression (1.8) l’estimateur 
� ˆVar( )WhV  tel qu’il est défini dans l’expression (2.2). En 
outre, nous utiliserons plusieurs résultats asymptotiques. Ces 
résultats s’appuieront sur la condition que le nombre de 
strates L  augmente, tandis que les tailles des échantillons 
d’UPE et d’USE au niveau de la strate hn  et hm  peuvent 
demeurer petites. Cette condition est en harmonie avec de 
nombreux plans à plusieurs degrés pour lesquels, en 
pratique, 2hn =  et les valeurs de hm  sont modérées. Voir, 
par exemple, Krewski et Rao (1981) pour un exposé détaillé 
des résultats asymptotiques pour une grande valeur de .L  
La preuve du résultat 2.1 étant un exercice de routine, nous 
l’omettons ici.  
Résultat 2.1. Supposons que ˆ( ) (1)  pour  r

WhE V O r= = 1, 2, 
3, 4 et définissons 

1

1

ˆ ˆ
L

W Wh
h

V L V−

=

= ∑  

et (2.3) 

�1 1 2
(2)

1

ˆ ˆ ˆ( 1) { Var( )}.
L

w h Wh Wh
h

V L n V V− −

=

= − −∑  

Alors ˆWV  et (2)
ˆ
WV  sont des estimateurs convergents de WV  

et 1 1 2
1( 1) ,L

h h WhL n V− −
=∑ −  respectivement. En outre, 1 ˆ

WSL d−  
est un estimateur convergent de 1 .WSL d−  
Nous avons suggéré à la section 1 que, dans certains cas, 

l’estimateur ˆWSd  fondé sur des données auxiliaires pourrait 
être plus stable que l’estimateur de Satterthwaite modifié 
ˆ .mSd  Pour examiner cette idée, nous allons comparer les 
variances de ˆWSd  et ˆmSd  sous la condition (C.1) et les 
hypothèses supplémentaires qui suivent.  
(C.2) Pour 1,  2,  ..., ,h L=  les 1 ˆ( 1)Wh h WhV m V− −  sont 

distribués comme des variables aléatoires khi-
deux indépendantes à 1hm −  degrés de liberté, 
respectivement, où hm  est le nombre d’USE 
dans la strate ,h  et sont mutuellement indépen-
dants de ˆ .hV   

(C.3) Pour tout 1,  2,  ..., ,h L= 2,hn =  et 0hm m=  
pour un entier positif fixé 0 2.m ≥  

Des arguments semblables à ceux énoncés pour la condition  
(C.1) indiquent que la condition (C.2) pourrait être satisfaite 
approximativement si, à l’intérieur d’une UPE ( , )h i  
donnée, les hm  variables aléatoires 1 ˆ

hij hijp Y−  sont des 
variables aléatoires normales indépendantes et identique-
ment distribuées. La condition (C.3) restreint l’attention au 
cas ordinaire où 2.hn =  En outre, cette condition (C.3) 
requiert qu’un même nombre, 0,m  d’unités secondaires soit 
sélectionné dans chaque UPE échantillonnée. Cela permet 
de simplifier les approximations résultantes des variances de 
ˆ ,WSd  comme il est exposé dans le résultat 2.2.  
Résultat 2.2. Supposons que les conditions (C.1), (C.2), 
(C.3) et (1.6) sont vérifiées et définissons 

2 2

2 24 A Ba −= µ µ  

2 2

3 3
2 2 2Var( ), 4 Cov( , )A BA b A B−= µ µ  et 

2 2

4 4
2Var( ),A Bc B−= µ µ  

où 1
12
ˆ ,L

h WhA L V−
=∑= �1 2

12
ˆ ˆ{ Var( )},L

h Wh WhB L V V−
=∑= − 2Aµ =  

WV  et 1 2
12 .L

hB WhL V−
=∑µ =  Alors, 

 
i) les variances du premier terme des développements en 

série de Taylor de 1 ˆ( )WSL d d− −  et de 1 ˆ( )mSL d d− −  
sont, respectivement, 

VLW a b c= − +  

 et 

( )
2

0
0

0

4( 1)1 9
V 1 ;

9 3 14 3( 2)Lm

mL
m a b c

L m

   −
= − − +  + +   

 

ii) pour tout 0 lim ( , , ),Lm g a b c→∞≥ limL LmV→∞ ≥  

lim ,L LWV→∞  où  

{ }
1

2 2 2

( , , ) {2(3 3 4 )}

11 144 144 153 288 216 216 .

g a b c a b c

c a b c ab ac bc

−= − +

+ + + − + −

 

iii) pour 0 10, lim limL Lm L LWm V V→∞ →∞≥ ≥  indépendam-
ment des valeurs des moments limites 

2
lim ( ,L A→∞ µ  

2
,Bµ 1 3 1 4

1 1, ).L L
h hWh WhL V L V− −
= =∑ ∑   

Le résultat 2.2 indique que, si L  est grand, ˆWSd  pourrait 
être préférable à ˆ ,mSd  pour autant que 1) la condition de 
proportionnalité (1.6) soit satisfaite et que 2) la taille de 
l’échantillon d’unités secondaires 0m  soit supérieure à la 
borne inférieure donnée par ( , , )g a b c  (faisant en sorte que 
les variances des ŴhV  soient relativement faibles). Ce 
résultat motive l’emploi des variances intra-UPE pour 
évaluer la stabilité des estimateurs de variance utilisés dans 
les enquêtes, tout spécialement sous des plans d’échan-
tillonnage dans lesquels les nombres d’UPE par state sont 
faibles. Pour une discussion supplémentaire de ce point et 
de certains diagnostics précis en vue de vérifier la stabilité 
de ˆ ,WhV  voir Eltinge et Jang (1996) et les références 
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mentionnées. Pour les quatre cas présentés au tableau 1.1 et 
étudiés plus en profondeur à la section 4 qui suit, ( , , )g a b c  
est égal à 4.7, 4.3, 4.6 et 4.8, respectivement, alors que, 
selon l’application de la NHANES III, la moyenne des hm  
valeurs était approximativement égale à 22. En outre, nous 
traitons les valeurs de WhV  comme étant fixes, et le résultat 
2.2. dépend des moments limites de ces termes .WhV  
Supposons que /Wh WV V  possède les mêmes moments que 
/ ,F f  où F  suit une loi du khi-deux à f  degrés de liberté. 

Alors, f = ∞  correspond au cas où Wh WV V=  pour tout 
,h  qui correspond au cas où la valeur réelle de d  dans (1.1) 

est égale à la valeur habituelle .n L−  

 
3. Test de la condition de proportionnalité  

3.1 Un modèle à erreurs sur les variables pour hV  et 

WhV   
L’élaboration de l’estimateur de rechange ˆ

WSd  à la 
section 1 et l’évaluation de ses propriétés à la section 2 
dépendaient fortement de la condition de proportionnalité 
(1.6). Il est possible de tester l’adéquation de cette condition 
comme il suit. Premièrement, notons que la condition (1.6) 
est un cas particulier du modèle qui suit.  
(C.4) Pour tout 1, 2, ..., ,h L=  

0 1h Wh hV V q= β + β +  (3.1) 

 où 0β  et 1β  sont des constantes, et hq  est une 
erreur d’équation de moyenne nulle et de 
variance .qqhσ   

Deuxièmement, rappelons que hV  et WhV  sont des quantités 
inconnues pour lesquelles nous avons les estimateurs sans 
biais, ĥV  et ˆ ,WhV  respectivement. En utilisant la notation des 
modèles à erreurs sur les variables utilisée dans Fuller 
(1987), définissons les erreurs d’estimation 

ˆ ˆ        et        .= − = −h h h h Wh Whe V V u V V  (3.2) 

Sous les conditions (C.1) et (C.2), le vecteur ( , )h he u ′  
possède une distribution dont le vecteur moyen est égal à 
(0,0)′  et la matrice de variance-covariance est égale à 
diag( , ),eeh uuhσ σ  où 1 2( 1) 2eeh h hn V−σ = −  et uuhσ =  

1 2( 1) 2 .h whm V−−  Sous la condition supplémentaire (C.3), 
ces termes de variance se simplifient en 22eeh hVσ =  et 

( ) 1 2
0 1 2 .uuh Whm V

−
σ = −  
Les expressions (3.1) et (3.2) définissent un modèle de 

régression à erreurs sur les variables contenant des variances 
d’erreur de mesure hétérogènes et des erreurs ne suivant pas 
une loi normale. En outre, � ˆVar( )WhV  défini dans l’expres-
sion (2.2) est un estimateur sans biais de uuhσ  qui fournit 
donc de l’information d’identification pour les paramètres 

0 1,β β  et qqhσ  dans le modèle (3.1) - (3.2). Une application 

directe de Fuller (1987, pages 187 à 189) avec poids égaux 
donne alors les estimateurs convergents (pour L  croissant),  

1
0 1

1

1

2
1 .

1 1

ˆˆ ˆˆ ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,ˆ

L

h W
h

L L

Wh W uu Wh W h
h h

L V V

V V V V V

−

=

−

= =

β = − β

 
β = − − σ − 
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�
. 1

ˆVar( ),ˆ
L

uu Whh
V

=
σ = ∑ 1

1
ˆ ˆ ,

L

W Whh
V L V

−
=

= ∑  

et (3.5) 

1 2ˆ2( 1)ˆ eeh h hn V−σ = +  

d’après la condition (C.1). De plus, l’application directe de 
Fuller (1987, page 188) mène aux estimateurs de variance 

0
ˆˆ ( )V β  et 1

ˆˆ ( ),V β  disons ; des renseignements détaillés 
peuvent être obtenus auprès des auteurs.  
3.2 Deux diagnostics connexes  
Conformément à la condition (C.4), l’estimateur proposé 

ˆ
WSd  est destiné à être appliqué aux cas où les ŴhV  

fournissent de l’information auxiliaire utile sur les grandeurs 
relatives des variances globales au niveau de la strate .hV  
Pour repérer ce genre de cas, un diagnostic simple est le 
ratio 1 2

1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ{ ( )} { ( )h WhV V V V− β + },ˆ qqhσ  c’est-à-dire le ratio des 

estimateurs des variances des distributions approximatives 
de ĥ hV V−  et de 1

ˆ ,Wh hV Vβ −  respectivement, sous le 
modèle (3.1) - (3.2). Si ce ratio est considérablement infé-
rieur à l’unité, l’utilisation de ˆWSd  pourrait être indiquée. 
De surcroît, la performance de l’estimateur ˆWSd  dépend 

fortement de la grandeur de .ˆ uuσ  relativement à la  
variabilité des variances intra-UPE réelles .WhV  Définissons 
un estimateur du ratio de fiabilité (Fuller 1987, page 3) 

1

2 2
.

1 1

ˆ ˆˆ ˆˆ max 0, ( ) ( ) ˆ
L L

xx Wh W Wh W uu
h h

V V V V

−

= =

     
κ = − − −σ    

     
∑ ∑ . 

Les valeurs de ˆ xxκ  sont comprises entre 0 et 1, et les 
valeurs de ˆ xxκ  proches de l’unité indiquent que les erreurs 
dans l’estimation des variances intra-UPE sont relativement 
faibles. Inversement, de faibles valeurs de ˆ xxκ  (par 
exemple, ˆ 0,7)xxκ <  pourraient indiquer que les méthodes 
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des sections 3.1 et 3.2 risquent de ne pas donner de bons 
résultats, à cause des erreurs d’échantillonnage relativement 
grandes dans l’information auxiliaire ˆ .WhV  Dans le travail 
numérique présenté aux sections 4 et 5, nous examinerons 
ces diagnostics de manière plus approfondie. 
Le travail de la présente section est basé sur l’hypothèse 

que . 0.qqσ >  Il est possible d’élaborer des diagnostics 
connexes applicables au cas de l’absence d’erreur d’équa-
tion, c’est-à-dire . 0 ;qqσ =  des renseignements détaillés 
peuvent être obtenus auprès des auteurs. 

 
4. Une étude par simulation  

4.1 Plan de l’étude  
Nous recourons maintenant à une étude par simulation 

pour évaluer les propriétés de nos estimateurs du nombre de 
degrés de liberté et les variables connexes, sous des 
conditions de taille d’échantillon modérée. Nous établissons 
la procédure de simulation comme il suit. 
Nous considérons quatre ensembles de valeurs de hV  

provenant de l’exemple de la NHANES III pour la sous-
population mexicano-américaine présenté à la section 1.1. 
Ces quatre ensembles de hV  sont les valeurs estimées ĥV  

pour les variables BMPWT, HAR3, TCRESULT et 
HDRESULT, respectivement, et sont énumérés au tableau 
4.1. Pour chaque cas, nous avons utilisé 0 1( , ) (0, 1)β β =  et 

0,qqσ =  en harmonie avec les résultats de la section 3 et, 
donc, .Wh hV V=  Puis, pour chaque 1,  ...,  ,h L=  nous 
avons obtenu 10 000 réalisations des estimateurs initiaux 

1 2 1
ˆ ˆ ˆ( , , ,h h WhY Y V 2

ˆ )WhV  en supposant que les ĥiY  sont distri-
bués comme une variable aléatoire normale de moyenne 
nulle et de variance 12 ,hV

−  que 1 ˆ( 1)Wh hi WhiV m V− −  est 
distribué comme une variable aléatoire khi-deux à 1him −  
degrés de liberté, où 11him =  pour tout h  et ,i  et que les 

ĥiY  et ŴhiV  sont mutuellement indépendants. Notons que, 
dans nos données provenant de la NHANES III, le nombre 
moyen d’unités secondaires dans chaque UPE i  dans la 
strate h  est de l’ordre de 11. Pour chaque réplique, nous 
avons calculé 2

1 2
ˆ ˆ ˆ( )h h hV Y Y= −  et 1

1 2
ˆ ˆ ˆ2 ( ),Wh Wh WhV V V−= +  

puis nous avons effectué une régression à erreurs sur les 
variables de ĥV  sur ŴhV  avec la variance de l’erreur de 
mesure ˆ uuhσ = � ˆVar( )WhV  donné par la formule (2.2). Nous 
avons obtenu ainsi les estimateurs des coefficients 0 1

ˆ ˆ( , ),β β  
ainsi que les estimateurs du nombre de degrés de liberté 
ˆ
mSd  et ˆ .WSd  

 

 
 

Tableau 4.1 
Variances « réelles » hV  utilisées dans les études en simulation 
 

Strate Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 

1 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 

2 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 

3 1,56E-04 7,67E-05 1,45E-02 1,76E-02 

4 2,01E-04 3,57E-06 5,60E-02 4,55E-03 

5 2,82E-04 4,88E-07 1,54E-03 2,91E-03 

6 4,36E-04 0,00E+00 3,73E-03 8,60E-04 

7 7,30E-04 2,14E-06 1,69E-02 1,13E-05 

8 8,80E-04 1,30E-05 2,72E-02 1,40E-03 

9 1,65E-03 1,16E-06 9,24E-03 1,35E-04 

10 1,70E-03 9,46E-07 2,24E-03 1,77E-03 

11 2,73E-03 0,00E+00 2,54E-04 1,32E-03 

12 2,91E-03 5,40E-06 2,75E-02 6,40E-03 

13 4,95E-03 3,73E-07 1,15E-02 5,38E-03 

14 7,25E-03 2,90E-04 3,75E-02 6,97E-02 

15 9,06E-03 9,81E-05 3,46E-01 7,58E-01 

16 1,14E-02 7,47E-06 1,54E-02 4,75E-03 

17 2,69E-02 9,65E-05 7,99E-02 1,01E-03 

18 4,00E-02 1,12E-04 1,44E-01 1,77E-01 

19 4,27E-02 2,68E-06 8,59E-02 3,88E-02 

20 6,05E-02 7,57E-06 2,68E+00 7,18E-02 

21 6,45E-02 1,17E-04 1,65E-01 4,52E-04 

22 1,08E-01 1,05E-04 5,41E-01 1,98E-03 
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4.2 Taux de couverture des intervalles de confiance 
fondés sur t  

Pour les quatre cas spécifiés, le tableau 4.2 donne les 
probabilités simulées de non-couverture obtenues pour les 
intervalles de confiance fondés sur t  pour la moyenne de 
population Y  obtenue en utilisant l’estimateur d̂  corres-
pondant. Dans les cas fortement hétérogènes (cas 3 et 4), 
aucune mesure du nombre de degrés de liberté (pas même le 
d  réel) ne donne des intervalles de confiance dont le taux 
de couverture correspond au taux 1 .− α  Autrement dit, 
dans les cas extrêmes, l’approche générale de Satterthwaite 
peut poser des problèmes pour la construction des inter-
valles de confiance, que l’on utilise ˆ, mSd d  ou ˆWSd  pour 
déterminer le multiplicateur .t  
Dans les cas 1 et 2, les valeurs hV  présentent une 

hétérogénéité moins importante que dans les cas 3 et 4. Le 
tableau 4.2 montre que les probabilités de couverture 
simulées avec la valeur réelle d  pour ces deux cas sont 
légèrement supérieures à 0,95. Cette couverture excéden-
taire pourrait être attribuable au fait que l’estimateur de 
variance ˆ ˆ( )V Y  n’est pas distribué exactement comme un 
multiple d’une variable aléatoire 2 ,dχ  à cause de l’hété-
rogénéité des .hV  L’utilisation du nombre classique de 
degrés de liberté n L−  ou de l’estimateur modifié ˆmSd  
produit des intervalles de confiance dont le taux de 
couverture est inférieur au niveau nominal de 95 %. Par 
ailleurs, l’utilisation de notre nombre fondé sur des données 
auxiliaires ˆWSd  donne des taux de couverture basés sur la 
simulation proches de ce niveau nominal. 
Les tableaux 4.3a et 4.3b présentent les distributions 

empiriques de d̂  et de ˆ2
d
t  pour les estimateurs ˆmSd  et 

ˆ .WSd  L’écart-type simulé de ˆ
WSd

t  est plus faible que celui de 

ˆ .
mSd

t  En outre, la moyenne et la médiane de ˆ
WSd

t  sont légè-
rement plus grandes que celles de ˆ .

mSd
t  Ces résultats s’ac-

cordent avec la couverture insuffisante des intervalles 
fondés sur ˆ .

mSd
t  Donc, sous des conditions similaires à 

celles énoncées pour les cas 1 et 2 (ou sous des conditions 
d’hétérogénéité plus faible des ),hV  l’utilisation de ˆWSd  
comme estimateur du nombre de degrés de liberté mérite 
d’être prise en considération. 

 
5. Application à une enquête sur la santé  

5.1 Vérifications préliminaires du modèle  
Nous avons appliqué les méthodes que nous proposons 

aux données de la NHANES III décrites à la section 1. Il est 
important que nous vérifiions les hypothèses de modéli-
sation avant d’appliquer les mesures proposées de stabilité. 
En premier lieu, pour la sous-population de mexicano-
américains décrite à la section 1, le tableau 5.1 donne les 
valeurs de ˆ xxκ  pour les quatre variables ayant une valeur de 
ˆ xxκ  supérieure à 0,7. 
En deuxième lieu, la figure 5.1 présente les diagrammes 

de dispersion de ĥV  en fonction de ŴhV  pour les quatre 
variables en utilisant les mêmes échelles pour les axes 
horizontal et vertical. Ces diagrammes montrent qu’une 
relation linéaire est plausible pour les variables correspon-
dantes, même si la relation n’est pas parfaite et qu’il existe 
certaines valeurs aberrantes. Par conséquent, la méthode 
fondée sur des données auxiliaires élaborées aux sections 2 
et 3 pourraient convenir pour ces quatre variables. 

 
 
Tableau 4.2 
Taux de couverture observés pour les intervalles de confiance à 95 % nominaux avec =h WhV V  dans l’étude par simulation 
 

 Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 

dS  réel 6,26 6,04 2,38 2,20 

Non-couverture avec 
sd

t  0,0428 0,0443 0,0162 0,0164 

Non-couverture avec n Lt −  0,0744 0,0788 0,1220 0,1263 

Non-couverture avec ˆ
mSd

t  0,0552 0,0567 0,0911 0,0905 

Non-couverture avec ˆ
WSd

t  0,0428 0,0466 0,0224 0,0220 

 
Tableau 4.3a 
Moyennes et quantiles des estimateurs du nombre de degrés de liberté ˆmSd  et ˆ :WSd  cas 1 et 2 
 

Cas d réel Est. 1 d̂  moyen É.-T. ( d̂ ) 2Q(0,05) Q(0,25) Q(0,50) Q(0,75) Q(0,95) 

1 6,26 ˆ
mSd  9,33 3,33 4,45 6,86 9,01 11,41 15,30 

  ˆ
WSd  6,52 0,82 5,06 5,99 6,57 7,10 7,78 

2 6,04 ˆ
mSd  8,87 2,95 4,35 6,69 8,72 10,97 13,99 

  ˆ
WSd  6,34 0,96 4,67 5,69 6,42 7,06 7,80 

1 Moyen désigne la moyenne des estimations calculées sur l’ensemble des 10 000 répliques. 
2 Q (.)  indique le quantile de l’estimateur calculé sur l’ensemble des 10 000 répliques. 
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Tableau 4.3b 
Probabilités de non-couverture simulées, et moyennes et quantiles des multiplicateurs t pour les intervalles de confiance à 95 % 
nominaux : variances réelles inégales, cas 1 et 2 
 

Cas Est. 1 ˆ1 − α− α− α− α  2 M(2 )ααααt  É.-T. (2 )tαααα  3Q(0,05) Q(0,25) Q(0,50) Q(0,75) Q(0,95) 

1 ˆ
mSd  0,0552 4,62 0,36 4,26 4,38 4,52 4,75 5,37 

 ˆ
WSd  0,0428 4,83 0,16 4,64 4,72 4,80 4,90 5,13 

 n - L 0,0744 4,15       
 dS réel 0,0428 4,85       

2 ˆ
mSd  0,0567 4,66 0,36 4,29 4,41 4,55 4,78 5,41 

 ˆ
WSd  0,0466 4,87 0,21 4,64 4,72 4,83 4,97 5,28 

 n - L 0,0788 4,15       
 dS réel 0,0443 4,89       

1 ˆ1− α  est la probabilité de non-couverture simulée des intervalles de confiance calculée en utilisant le nombre estimé de degrés de liberté.  
2 0,975M(2 )t  est la moyenne de deux fois la valeur du 97,5e centile de la loi t. 
3 Q (.)  indique le quantile de ˆ0,975,

2
d

t  calculé sur la totalité des répliques. 
 
 
 
Tableau 5.1 
ˆ ,xxκκκκ  estimations des paramètres du modèle, diagnostics du modèle et estimations du nombre de degrés de liberté pour les variables 
de la NHANES III (sous-groupes des mexicano-américains de 20 à 29 ans) 
 

Variables ˆ ,xxκκκκ  0
ɶββββ  É.-T.( 0

ɶββββ ) 1
ɶββββ  É.-T. ( 1

ɶββββ ) Valeur p fondée 
sur la simulation 
pour 0 0: 0H β =β =β =β =  

Valeur p fondée 
sur la simulation 
pour 0 1: 1H β =β =β =β =  

σ̂σσσqq.  ˆqqr  ˆ
mSd  ˆ

WSd  

BMPWT 0,75 -0,0013 0,0039 1,135 0,5429 0,3815 0,3541 -0,000 -0,43 15,49 10,04 

HAR3 0,75 -0,000009 0,000012 1,095 0,3991 0,4229 0,3400 0,000 -0,83 14,94 8,30 

TCRESULT 0,88 -0,146 0,0493 2,879 0,6252 0,0606 0,2259 -0,178 -0,77 5,88 6,59 

HDRESULT 0,90 -0,042 0,0098 6,650 0,9988 <0,0001 0,1506 -0,017 -0,91 5,45 5,93 

 
 
 
5.2 Test ponctuel de 0qq.σ =σ =σ =σ =  sous la condition (C.1) 
 
Pour les quatre variables considérées au tableau 5.1, les 

estimations directes ˆ qqσ  de la variance de l’erreur d’équa-
tion (3.4) étaient négatives ou proches de zéro. Cela donne à 
penser que notre estimateur basé sur 2χ de eehσ  donné à la 
section 3.1 pourrait être trop prudent ou que .qqσ  est 
effectivement proche de zéro. Il semble donc que nous 
devons réexaminer l’hypothèse distributionnelle (C.1) dans 
l’exemple de la NHANES III. Pour cela, nous considérons 
la distribution simulée de q̂qr

def

= ˆ / ,ˆqq eeσ σ  où nous recourons 
à la division par ˆ eeσ  pour éviter les problèmes d’échelle. 
Les conditions et le plan de simulation sont les mêmes que 
ceux décrits à la section 4.1. 
Le tableau 5.2 donne les résultats pour ˆ eeσ  d’après 

l’expression (3.5) ainsi que ˆ qqσ  calculé d’après l’expression 
(3.4) avec 0β̂  fixé égal à zéro et avec 1β̂  calculé d’après 
l’expression (3.3). Le tableau 5.2 contient la moyenne, 
l’écart-type et certains quantiles de la distribution simulée de 

.q̂qr  pour les quatre variables. Le tableau 5.3 donne les 
quantités correspondantes pour ,q̂qr  calculé d’après ˆ qqσ  
donné par l’expression (3.4) et avec 0β̂  et 1β̂  calculés 
d’après l’expression (3.3). 

Les résultats présentés aux tableaux 5.2 et 5.3 mènent à 
un test ponctuel de vérification de 0 : 0.qqH σ =  Préci-
sément, si le ratio observé q̂qr  se situe au-dessus du quantile 
supérieur 0,95 simulé, alors l’hypothèse que 0qqσ =  
pourrait être problématique. Inversement, un q̂qr  observé de 
valeur inférieure au quantile 0,05 simulé dans les tableaux 
5.2 ou 5.3 pourrait indiquer que ˆ eehσ  est prudent, ou que 
d’autres éléments de la condition (C.1) sont violés. 
D’après le tableau 5.1, les valeurs de q̂qr  pour les 

variables sont comprises entre -0,91 et -0,43. Sauf pour 
HDRESULT, nous ne disposons d’aucune preuve con-
vaincante d’une violation des hypothèses du modèle. Ce-
pendant, pour HDRESULT, le ratio q̂qr = -0,91 se situe 
entre les valeurs des quantiles 0,01 et 0,05 présentées dans 
les tableaux 5.2 et 5.3 pour le cas 4. En général, les valeurs 
de q̂qr  qui tombent au-delà des quantiles 0,95 ou 0,99 des 
tableaux 5.2 ou 5.3 seraient compatibles avec des valeurs de 

.qqσ  supérieures à zéro. La valeur observée q̂qr = -0,91 ne 
correspond pas nécessairement à . 0,qqσ >  mais indique la 
violation d’une ou de plusieurs conditions dans (C.1) à 
(C.4). 
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Figure 5.1 Tracé de ŴhV  en fonction de ˆhV  pour les mexicano-américains de 20 à 29 ans, variable = BMPWT 

 
Tableau 5.2 
Moyennes et quantiles de ˆ ˆ ˆ= -1

ee qq.qqr σ σσ σσ σσ σ ˆ
0

( 0)=ββββ  
 

Cas 1M( ˆqqr ) É.-T. ( ˆqqr ) 2Q(0,01) Q(0,05) Q(0,10) Q(0,25) Q(0,50) Q(0,75) Q(0,90) Q(0,95) Q(0,99) 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 

 

-0,50 
 

-0,48 
 

-0,19 
 

-0,20 

 

0,66 
 

0,68 
 

0,42 
 

0,39 

 

   -1,71   -1,30    -1,15    -0,99   -0,79     0,16     0,54     0,60    0,65 
 

   -1,72   -1,32    -1,16    -0,99   -0,76     0,23     0,57     0,62    0,66 
 

   -1,01   -0,84    -0,74    -0,53   -0,20     0,17     0,38     0,46    0,55 
 

   -1,00   -0,82    -0,72    -0,51   -0,20     0,11     0,34     0,44    0,56 
1 M désigne la moyenne des estimations calculées sur l’ensemble des 10 000 répliques. 
2 Q (.)  indique le quantile de l’estimateur calculé sur l’ensemble des 10 000 répliques. 
 
Tableau 5.3 
Moyennes et quantiles de ˆ ˆˆ= -1

eeqq qq.r σσσσ σσσσ  
 

Cas 1M( ˆqqr ) É.-T. ( ˆqqr ) 2Q(0,01) Q(0,05) Q(0,10) Q(0,25) Q(0,50) Q(0,75) Q(0,90) Q(0,95) Q(0,99) 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 

 

-0.56 
 

-0.56 
 

-0.24 
 

-0.24 

 

0.62 
 

0.62 
 

0.42 
 

0.38 

 

   -1.85   -1.34   -1.17   -1.00   -0.80       0.05    0.38     0.44    0.52 
 

   -1.91   -1.37   -1.18   -1.00   -0.78     0.06    0.35     0.42    0.50 
 

   -1.16   -0.90   -0.79   -0.57   -0.22     0.12    0.29     0.36    0.45 
 

   -1.09   -0.87   -0.75   -0.53   -0.22     0.06    0.25     0.33    0.44 
1 M désigne la moyenne des estimations calculées sur l’ensemble des 10 000 répliques. 
2 Q (.)  indique le quantile de l’estimateur calculé sur l’ensemble des 10 000 répliques. 
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5.3 Estimations des coefficients et du nombre de 
degrés de liberté  

Comme nos données étaient compatibles avec . 0qqσ =  
pour les quatre cas, nous avons utilisé les méthodes de 
Fuller (1987, page 124) pour produire les estimations de 0β  
et de 1β  appropriées pour un modèle (3.1) - (3.2) sans erreur 
d’équation ; des renseignements détaillés peuvent être 
obtenus auprès des auteurs. Le tableau 5.1 donne aussi les 
résultats des estimations des coefficients 0βɶ  et 1,βɶ  et de 
leurs erreurs-types, 0e.-t.( )βɶ  et 1e.-t.( ).βɶ  Rappelons, comme 
il est mentionné à la section 3.1, que sous le modèle (3.1) -
(3.2), si 0 0β =  et 1 0,β ≠  chaque variance de strate hV  est 
un multiple constant de la variance intra-UPE WhV  et ˆWSd  
dans (1.8) pourrait être un estimateur approprié de .d  À la 
section 5.2, nous avons déjà pris en considération la condi-
tion . 0.qqσ =  Pour tester l’hypothèse nulle 0 0: 0,H β =  
nous utilisons la statistique de test 0 0 0/e.-t.( ).= β βɶ ɶt  Dans 
certains travaux pratiques portant sur les erreurs sur les 
variables, les quantités telles que 0t  sont comparées à une 
distribution de référence normale ou t  standard. Cependant, 
les simulations basées sur les quatre cas décrits à la section 
4.1 ont indiqué que la distribution nulle de 0t  s’écartait 
considérablement des distributions de référence habituelles. 
Cela tient aux distributions très asymétriques des variables 
de réponse ĥV  utilisées dans la régression à erreurs sur les 
variables. Par conséquent, nous nous sommes servis de 
méthodes standard pour élaborer une distribution de 
référence fondée sur la simulation pour 0.t  La colonne 7 du 
tableau 5.1 donne la valeur p  pour un test unilatéral à 
gauche. (En raison d’estimations ponctuelles négatives pour 

0,βɶ  nous avons choisi de présenter les valeurs p  pour le 
test unilatéral à gauche ici. Dans d’autres cas, il pourrait être 
intéressant de présenter les valeurs p  pour le test unilatéral 
à droite ou le test bilatéral pour 0 ).β  Il existe des preuves 
convaincantes qu’il faut rejeter 0 0: 0H β =  pour la variable 
HDRESULT, et des preuves modérées qu’il faut rejeter 

0 0: 0H β =  pour TCRESULT. Donc, il n’est peut-être pas 
approprié d’utiliser ˆWSd  pour ces deux variables. Mainte-
nant, considérons le coefficient de pente 1β  et supposons 
que 0qqhσ =  de sorte que 0hq =  avec la probabilité de 
un. Alors, les expressions (1.5) et (3.1), ainsi que la non-
négativité de BhV  impliquent que 0 Bh h WhV V V≤ = − =  

0 1( 1) .WhVβ + β −  Conséquemment, si 0 0,β =  alors 

1 1β ≥  et 1 1β =  est équivalent à .h WhV V=  Cette dernière 
condition présente un intérêt pratique, parce que certains 
auteurs ont signalé des cas où BhV  est petite compara-
tivement à ,WhV  ou de manière équivalente, .h WhV V≐  
Voir, par exemple, Wolter (1985, page 46). Pour tester 

0 1: 1H β =  contre l’hypothèse alternative unilatérale 1 :H  

1 1,β >  nous utilisons la statistique 1 1 1( 1) / e.-t.( ).t = β − βɶ ɶ  
Pour des raisons similaires à celles énoncées pour 0,t  nous 
avons élaboré des distributions de référence fondées sur les 

simulations pour 1t  sous chacun des cas 1 à 4. La colonne 8 
du tableau 5.1 donne les valeurs p  résultantes pour un test 
unilatéral. 
Les deux dernières colonnes du tableau 5.1 donnent les 

estimateurs du nombre de degrés de liberté ˆmSd  et ˆ .WSd  
Pour HAR3 et BMPWT, ˆmSd  produit des valeurs considé-
rablement plus grandes que ˆ .WSd  

 
6. Discussion  

Nous avons considéré dans le présent article l’estimation 
d’un nombre de degrés de liberté d  utilisé pour quantifier la 
variabilité d’un estimateur classique de variance fondé sur le 
plan ˆ ˆ( ).V Y  Le problème fondamental est que, sous un plan 
comportant des variances au niveau de la strate hétérogènes 
et de petits nombres d’unités primaires d’échantillonnage 
par strate, l’estimateur de type Satterthwaite ˆ

mSd  peut 
donner de mauvais résultats. Nous avons élaboré un esti-
mateur alternatif ˆWSd  basé sur les estimateurs de variance à 
l’intérieur des unités primaires d’échantillonnage ˆ .WhV  Cet 
estimateur alternatif est une solution d’une équation 
d’estimation sans biais (1.1) pour ,d  pour autant que la 
condition de proportionnalité (1.6) soit satisfaite. En outre, 
la variance de la distribution approximative de ˆWSd  est plus 
petite que celle de ˆ ,mSd  à condition que le nombre d’unités 
secondaires d’échantillonnage sélectionnées dans chaque 
unité primaire soit grand, au sens défini par le résultat 2.2. 
À la section 3, nous avons élaboré des méthodes à erreurs 

sur les variables pour tester l’adéquation de la condition de 
proportionnalité (1.6) et avons proposé certains diagnostics 
connexes. L’étude par simulation décrite à la section 4, 
conjuguée à l’analyse des données exposées à la section 5, 
indique que, sous un degré modéré d’hétérogénéité, ˆWSd  
peut donner de meilleurs résultats que ˆ

mSd  en ce qui 
concerne les propriétés distributionnelles de ces estimateurs 
de ,d  de même que les taux de couverture et les largeurs 
des intervalles de confiance connexes pour les totaux de 
population .Y  Cependant, comme le laisse entendre la 
théorie classique des grands échantillons, ces estimateurs 
n’ont ni l’un ni l’autre de bonnes propriétés sous des 
conditions de forte hétérogénéité. 
En principe, nous pourrions envisager l’utilisation des 

estimateurs à erreurs sur les variables 0 1 .
ˆ ˆ ˆ( ,  ,  ),qqβ β σ  ainsi 

que des estimateurs ĥV  et ˆ ,WhV  pour construire un estima-
teur alternatif de d  qui serait convergent sous le modèle à 
erreurs sur les variables général (3.1) - (3.2) et ne 
nécessiterait pas la contrainte (1.6). Toutefois, les résultats 
des simulations présentés dans Jang (1996) indiquent que 
l’estimateur résultant ˆ ,EIVd  disons, ne donnent pas de bons 
résultats sous les conditions de simulation utilisées à la 
section 5. 
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Les principaux résultats présentés aux sections 1 à 3 
peuvent facilement être étendus à partir des variances à 
l’intérieur des unités primaires d’échantillonnage WhV  à des 
variables auxiliaires plus générale .hX  Dans ce genre 
d’extension, les principaux problèmes demeurent l’adéqua-
tion de l’approximation de proportionnalité (1.6) et l’impor-
tance de l’erreur d’échantillonnage dans les estimateurs 
auxiliaires ˆ ,hX  disons, relativement à l’erreur dans l’esti-
mateur élémentaire de variance au niveau de la strate ˆ .hV  
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Annexe A  

Preuve du résultat 2.2  
Considérons une fonction non linéaire 1 2B A−  de deux 

estimateurs A  et B  de moyennes Aµ  et ,Bµ  respective-
ment. Alors, la variance du premier terme d’un développe-
ment en série de Taylor de 1 2B A−  est 

2 3 4

2 3 4

4
Var( ) 4 Cov( , ) Var( ).A A A

B B B

A A B B
µ µ µ

− +
µ µ µ

 (A.1) 

Maintenant, définissons les deux estimateurs suivants : 
1

1
ˆ
SL d− = 1 2

1 1B A−  et 1 1 2
2 2 2

ˆ ,SL d B A− −=  où 1
11
ˆ ,L

h hA L V−
=∑=  

1B = 1 2
1
ˆ ,L

h hL V−
=∑ 1

12
ˆL

h WhA L V−
=∑=  et 1 2

12
ˆ{L

h WhB L V−
=∑= −  

� ˆVar( )}.WhV  
Supposons que les conditions (C.1), (C.2) et (C.3) sont 

vérifiées. En outre, définissons 
1

ˆ
ˆ

SLd
F  et 

2
ˆ

ˆ
SLd

F comme étant 
les premiers termes des développements en série de Taylor 
de 

1 1

1 1 2
1

ˆ
S B AL d− −− µ µ  et 

2 2

1 1 2
2

ˆ ,S B AL d− −− µ µ  respectivement, 
En outre, rappelons que, si D  suit la distribution d’une 
variable aléatoire khi-deux à d  degrés de liberté, alors 
( ) 2 ,V D d= 3( ) ( 2) ( 4)E D d d d= + +  et 2( )V D =  

8 ( 2) ( 3).d d d+ +  Les composantes correspondantes de 

1
ˆ

ˆVar( )
SLd

F  et 
2

ˆ
ˆVar( )

SLd
F  dans (A.1) sont alors 

2 2
1

1

1 2 2
2 0

1

2 4
1

1

2 2 4
2 0 0

1

2 3
1 1

1

Var( ) 2 ,

Var( ) 2( 1)

Var( ) 96 ,

Var( ) 8( 1) ( 1)

Cov( , ) 12 ,

L

h
h

L

Wh
h

L

h
h

L

Wh
h

L

h

h

A L V

A m L V

B L V

B m m L V

A B L V

−

=

− −

=

−

=

− −

=

−

=

=

= −

=

= − +

=

∑

∑

∑

∑
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et (A.2) 

1 2 3
2 2 0

1

Cov( , ) 4( 1) .
L

Wh
h

A B m L V− −

=

= − ∑  

Puisque nous supposons que 2hn =  et 0hm m=  pour 
tout h = 1, 2, ..., ,L  nous avons 

1 1 1
1

ˆ ˆ(3 14) (9 )mS SL d L L L d− − −= +  (A.3) 

et 

1 1
2

ˆ ˆ
WS SL d L d− −= . (A.4) 

Sous la condition (1.6), 1 1 2,A Aµ = β µ  

2
1 1 2

2
1 0 1 2

1 2 4
1 0 0 1 2

3 ,

Var( ) ( 1) Var( ),

Var( ) 12( 1) ( 1) Var( )

B B

A m A

B m m B
−

µ = β µ

= − β

= + − β

 

et 

3
1 1 0 1 2 2Cov( , ) 3( 1) Cov( , ).A B m A B= − β  (A.5) 

La substitution de (A.5) dans (A.1) donne 

1

2

2

2

2

2

2

ˆ

2

0 22

3

0 2 23

42
0

24
0

2
0

0 0
0

ˆVar( )

4
( 1) Var( )

9

4
( 1)Cov( , )

9

4( 1)
Var( )

27( 1)

4( 1)1 1
( 1) ( 1)

9 9 27( 2)

SLd

A

B

A

B

A

B

F

m A

m A B

m
B

m

m
m a m b c

m

µ
= −

µ

µ
− −

µ

µ−
+

+ µ

−
= − − − +

+
 (A.6)
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où 1 ˆVar( ) .WSL d a b c− = − +  Si L  est grand, ˆ
ˆVar(F )=

mSLd
 

{ } 1 2
0 0 0 0( 1) ( 1) 3( 2) 4( 1) .m a m b m m c

−
− − − + + −  Donc, pour 

L  grand, ˆ ˆ 0 0
ˆ ˆ( ) ( ) ( 2) ( 2)

mS WSLd Ld
V F V F m a m b− − − − +≐  
1 2

0 0 0{3( 2)} (4 11 2) .m m m c−+ − −  Par conséquent, limL LmV→∞ −  
lim 0L LWV→∞ ≥  si 0 lim {2(3 3Lm a b→∞≥ − + 14 )} {11c c− +  

2 2 2144 144 153 288 216 216 }.a b c ab ac bc+ + − + −  En parti-
culier, la différence lim limL Lm L LWV V→∞ →∞−  devient 
égale ou supérieure à zéro quand 0 10m = , quelles que 
soient les valeurs de a, b et c. Parce qu’il s’agit d’une 
fraction croissante en 0,m  pour toutes valeurs de 

0 10,m ≥ lim lim .L Lm L LWV V→∞ →∞≥  
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Modèle de régression semiparamétrique pour les  
données d’enquêtes complexes 

Zilin Wang et David R. Bellhouse 1 

Résumé 
Nous élaborons un modèle de régression semiparamétrique pour les enquêtes complexes. Dans ce modèle, les variables 
explicatives sont représentées séparément sous forme d’une partie non paramétrique et d’une partie linéaire paramétrique. 
Les méthodes d’estimation combinent l’estimation par la régression polynomiale locale non paramétrique et l’estimation par 
les moindres carrés. Nous élaborons également des résultats asymptotiques, tels que la convergence et la normalité des 
estimateurs des coefficients de régression et des fonctions de régression. Nous recourrons à la simulation et à des exemples 
empiriques tirés de l’Enquête sur la santé en Ontario de 1990 pour illustrer la performance de la méthode et les propriétés 
des estimations. 
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1. Introduction  
En pratique, nombre d’enquêtes sont utilisées pour 

étudier la relation entre une variable réponse et des variables 
explicatives, ainsi que pour construire des modèles pré-
dictifs. Par conséquent, il est nécessaire de mettre au point 
des méthodes qui permettent d’appliquer les modèles de 
régression stochastiques à des données d’enquête. Alors que 
les méthodes de régression non paramétrique sont utilisées 
largement dans de nombreux domaines de la statistique, peu 
d’attention leur a été accordée dans celui des enquêtes 
complexes, à cause de la complexité de la structure des 
données. Étant donné la corrélation due au tirage de 
l’échantillon avec mise en grappes et les probabilités de 
sélection inégales, les données de ces enquêtes ne sont ni 
indépendantes ni identiquement distribuées. Les méthodes 
de régression non paramétrique standard sont donc souvent 
inappropriées pour l’analyse des données d’enquête par 
sondage.  
Certains auteurs, par exemple Breidt et Opsomer (2000), 

Montanari et Ranalli (2005), et Zheng et Little (2004), se 
sont penchés sur l’élaboration de méthodes de régression 
non paramétrique applicables aux données d’enquête. 
Cependant, comme dans le cas de l’application classique 
des méthodes de régression, la plupart de ces travaux 
s’appuient sur des approches assistées par modèle pour 
estimer les grandeurs de population descriptives et les 
paramètres reliés à ces grandeurs. Dans le présent article, 
nous nous intéressons à l’application de méthodes de 
régression non paramétrique pour étudier la relation entre la 
variable réponse et les covariables, ainsi que la prédiction en 
utilisant l’information auxiliaire. Bellhouse et Stafford 
(2001) ont étendu une méthode de régression polynomiale 

locale pour procéder à une modélisation par régression 
souple des données d’enquête complexes. Toutefois, cet 
article traitait uniquement d’une fonction de régression non 
paramétrique simple. Ici, nous étendons l’étude au cas de 
plusieurs variables indépendantes, y compris les variables 
indicatrices qui figurent souvent dans l’analyse par 
régression des données d’enquête. 
Nous considérons une fonction de régression semipara-

métrique linéaire définie par ( ) ( ),E G| , = +y X z X zββββ  où 
( )G ⋅  est une fonction arbitraire et ββββ  est un vecteur de 

paramètres de dimension p  inconnu. Dans ce modèle de 
régression semiparamétrique, les variables explicatives sont 
représentées séparément dans deux parties, l’une non para-
métrique et l’autre, linéaire paramétrique. Nous souhaitons 
estimer la forme fonctionnelle de la partie non paramétrique 
du modèle ainsi que les paramètres inclus dans la partie 
paramétrique. Nous plaçons les variables explicatives 
catégoriques et les variables continues pour lesquelles nous 
supposons qu’il existe une dépendance linéaire dans la 
partie paramétrique du modèle, ,Xββββ  et une variable 
fournissant peu d’information sur la forme fonctionnelle 
dans la partie non paramétrique, ( ).G z  Non seulement ce 
modèle est dicté par la motivation a priori d’en faire un outil 
d’analyse des données et retient une fonction d’interpré-
tation importante, mais il facilite aussi la résolution du 
problème de dimensionnalité élevée créé par les facteurs et 
certaines covariables, grâce à leur inclusion dans la partie 
paramétrique du modèle.  
Un modèle semblable a été élaboré pour des données 

indépendantes et identiquement distribuées par Robinson 
(1988) et par Speckman (1988). Dans ces articles, l’esti-
mation est effectuée en trois étapes. À la première étape,  
les moyennes de la variable réponse et des variables 
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indépendantes paramétriques, sachant la variable non 
paramétrique, sont traitées comme une fonction de cette 
variable et lissées ; à la deuxième étape, les coefficients 
linéaires sont estimés par régression des résidus prove-
nant de la variable réponse lissée sur les résidus prove-
nant des covariables paramétriques lissées. Enfin, la dif-
férence entre la variable réponse et sa prédiction d’après 
le modèle de régression est lissée de façon semblable 
pour produire une estimation de la partie non para-
métrique de la fonction de régression. Robinson (1988) et 
Speckman (1988) ont montré que les estimateurs résul-
tants sont convergents à la racine carrée de n  quand le 
modèle est correct et que les points de données sont 
indépendants et identiquement distribués. L’objectif de 
notre article est d’appliquer cette méthode de lissage à 
des données d’enquête tout en tenant compte d’un plan 
d’échantillonnage complexe.  
Nous utilisons la méthode d’estimation par la régression 

polynomiale locale établie dans Bellhouse et Stafford (2001) 
pour effectuer le lissage durant le processus d’estimation. 
Un élément clé de l’exécution de cette méthode est le 
groupement par classe ou fenêtre (binning), qui découle des 
travaux de Bellhouse et Stafford (1999) sur l’estimation de 
la densité. Dans de nombreux ensembles de données d’en-
quête, une variable continue peut être naturellement groupée 
par classe ; par exemple, l’âge peut être enregistré comme 
l’âge au dernier anniversaire. En général, les classes ou 
fenêtres correspondent aux ensembles disjoints de valeurs 
d’une covariable continue et, par conséquent, peuvent être 
considérées comme des domaines. Au niveau de l’échan-
tillon, nous estimons la moyenne de domaine de la variable 
d’intérêt en divisant la somme pondérée de la variable dans 
le domaine par la somme des poids dans le domaine. Dans 
Bellhouse et Stafford (2001), la variable réponse est groupée 
par classe en fonction des valeurs de la covariable et 
discrétisée, et les moyennes de domaine de la variable 
réponse sont lissées pour obtenir la fonction de régression. 
Quand la taille d’échantillon est grande et que le nombre de 
classes est relativement faible, les estimateurs basés sur le 
groupement par classe sont des fonctions des estimateurs de 
domaine dont les propriétés inférencielles peuvent être 
facilement établies d’après les résultats présentés dans Shao 
(1996) et dans Serfling (1980). L’un des avantages pratiques 
du groupement par classe est qu’il peut révéler l’information 
sur une tendance qui est obscurcie dans une enquête 
complexe et qui peut être importante si l’ensemble de 
données d’enquêtes complexes est très grand. Habituel-
lement, il existe de multiples observations pour chaque 
ensemble de valeurs des covariables dans ces ensembles de 
données.  

Un exemple qui illustre ces caractéristiques des données 
groupées par classe est tiré de l’Enquête sur la santé en 
Ontario. Cette enquête a été réalisée par Statistique Canada 
en 1990 auprès de 61 239 personnes vivant en Ontario, au 
Canada. Les données ont été obtenues au moyen d’un plan 
d’échantillonnage en grappes stratifié à deux degrés. Les 
strates correspondaient aux régions urbaines et rurales 
relevant de chacun des bureaux de santé de l’Ontario. Des 
secteurs de dénombrement ont été sélectionnés aléatoire-
ment dans chaque strate et, de même, des ménages l’ont été 
dans chaque secteur de dénombrement. L’objectif de cette 
enquête est de mesurer l’état de santé des habitants de 
l’Ontario et de recueillir des données sur les facteurs de 
risque associés aux principales causes de mortalité et de 
morbidité dans la province. Dans notre exemple, nous 
examinons le poids de la personne en fonction de l’âge. 
Dans l’Enquête sur la santé en Ontario, l’âge déclaré est 
celui au dernier anniversaire. La mesure que nous utilisons 
ici comme substitut du poids est l’indice de masse 
corporelle (IMC), qui est calculé en divisant le poids 
exprimé en kilogrammes par le carré de la taille exprimée en 
mètres. L’IMC est l’un des indicateurs du degré d’obésité 
d’une personne. Normalement, un IMC inférieur à 18 est 
considéré comme une insuffisance pondérale et un IMC 
supérieur à 30, comme une indication d’obésité. L’IMC 
n’est une mesure appropriée que pour les personnes de 18 à 
64 ans, à l’exception des femmes enceintes ou qui allaitent. 
Par conséquent, la taille de l’échantillon est réduite à 
44 457 répondants admissibles qui peuvent être répartis 
entre 47 âges ou classes.  
Le graphique de gauche de la figure 1 représente la 

tendance de l’indice de masse corporelle en fonction de 
l’âge. Il est facile de voir que le diagramme de dispersion 
semblable à un « nuage noir » masque la relation entre l’âge 
et l’indice de masse corporelle. Par contre, si nous calculons 
la moyenne de l’indice de masse corporelle à chaque point 
d’âge distinct et que nous représentons graphiquement les 
estimations moyennes par classe de l’indice de masse 
corporelle en fonction de l’âge, nous obtenons le graphique 
de droite de la figure 1. Il est évident qu’une moyenne 
groupée par classe fournit plus de renseignements visuels 
que les données brutes. Les grands ensembles de données 
peuvent non seulement donner lieu à des graphiques non 
informatifs, mais aussi rendre le calcul des estimations très 
fastidieux. Donc, il est naturel, dans l’analyse des données 
d’enquêtes complexes, de regrouper les données dans des 
domaines en fonction des valeurs distinctes d’une covariable 
discrétisée. En outre, les estimateurs résultant du groupement 
par classe sont des fonctions des estimateurs de domaine.  
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Figure 1 Comparaison des diagrammes de dispersion des données groupées et non groupées par classe provenant de 
l’Enquête sur la santé en Ontario 

 
 
 
Un inconvénient du groupement par classe est que le 

nombre de classes ne peut pas croître asymptotiquement 
avec la population si les données sont groupées naturel-
lement, comme cela est le cas de la variable d’âge dans 
l’exemple susmentionné. Dans de telles conditions, les 
estimateurs non paramétriques au niveau de la population 
demeurent entachés d’un biais en tant qu’estimateurs de 
fonctions de superpopulation, en raison de la taille de classe 
fixe. Dans notre cadre, nous supposons que les classes 
induites par les valeurs distinctes de la covariable sont les 
mêmes dans la population que dans l’échantillon ; de même, 
dans le lissage, nous supposerons que la largeur de fenêtre 
est la même au niveau de la population qu’au niveau de 
l’échantillon. Nous montrerons que les estimateurs sur 
échantillon sont des estimateurs convergents par rapport au 
plan des paramètres et fonctions de population finie cor-
respondants, mais non de leurs analogues en superpopu-
lation. Dans l’exemple des données de l’Enquête sur la santé 
en Ontario, le même ensemble d’âges distincts s’observe 
dans la population et dans l’échantillon.  
La présentation de l’article est la suivante. À la section 2, 

nous introduisons les modèles de travail en superpopulation 
qui mènent aux méthodes d’estimation dans le cas de 
données d’enquête. À la section 3, nous calculons tous les 
moments des estimations obtenues et établissons certains 
résultats asymptotiques. Aux sections 4 et 5, nous présen-
tons une étude par simulation et un exemple empirique de la 
méthode d’estimation appliquée en utilisant les données de 
l’Enquête sur la santé en Ontario de 1990 (1992). À la 
section 6, nous concluons par une discussion des hypothèses 
formulées et de certains futurs travaux. Les preuves de tous 
les lemmes et théorèmes présentés à la section 3 sont 
données en annexe.  

 

2. Modèle de régression semiparamétrique  
      et son estimation  

Nous adoptons une approche typique de l’analyse des 
données d’enquêtes complexes. Pour commencer, nous 
considérons un modèle de travail appliqué à la population 
finie sous l’hypothèse que les observations sont indépen-
dantes. Les estimations des paramètres du modèle de-
viennent alors les paramètres de population finie, ou para-
mètres sous recensement, qui doivent être estimés d’après 
l’échantillon. Une fois que nous avons défini les paramètres 
cibles de population finie, nous considérons un modèle 
hypothétique plus réaliste de la population finie afin d’ob-
tenir des inférences au sujet de ces paramètres, ce que nous 
faisons à la section suivante. Considérons une population 
finie de taille N  avec un vecteur de mesures ( )k k ky z, ,x  
attaché à l’unité ,k k = 1, ..., ,N  où ky  représente une 
observation de la variable réponse et ( )k kz,x  représente un 
vecteur d’observations des variables explicatives de dimen-
sion 1.p +  À titre de modèle de travail, nous imaginons 
que la variable réponse est produite par le modèle de ré-
gression linéaire partiel suivant  

( )G= + +Y z Xβ εβ εβ εβ ε  (1) 

où Y  est le vecteur de réponses et εεεε  contient des entrées 
indépendantes et identiquement distribuées de moyenne 
nulle et de variance constante. La fonction ( )G ⋅  est une 
fonction arbitraire de z  et ββββ  est un vecteur de paramètres 
de dimension p  inconnu. La matrice X de dimensions 
N p×  correspond à la partie linéaire du modèle et contient 
des variables explicatives continues ou discrètes qui sont 
aléatoires. Le terme ( )G z  est la partie non paramétrique du 
modèle. Nous supposons que z  est non stochastique et 
mesurée sur une échelle continue, discrétisée en D  valeurs 
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distinctes. En outre, nous imaginons que ( ) .E | , =z X 0εεεε  Il 
n’existe aucune interaction entre X  et z  dans le modèle.  
Nous voulons estimer les versions au niveau de la 

population de ( )G ⋅  et des paramètres .ββββ  Nous commen-
çons par élaborer des expressions pour ces entités, en nous 
inspirant des méthodes d’estimation décrites dans Robinson 
(1988) et dans Speckman (1988). En particulier, nous com-
mençons par prendre l’espérance des deux membres de (1) 
sachant :z  

( ) ( ) ( )E E G| = | + .Y z X z zββββ  (2) 

Puis, nous soustrayons (2) de (1) pour obtenir  

( )( ) ( )E E− | = − | + .Y Y z X X z β εβ εβ εβ ε  (3) 

Pour définir la version de population de ββββ  dans (3), nous 
remplaçons ( )E |Y z  et ( )E |X z  dans (3) par leurs 
estimations au niveau de la population et nous estimons ββββ  
par la méthode des moindres carrés.  
Pour les estimations au niveau de la population de 
( )E |Y z  et ( ),E |X z  nous adoptons le lisseur à poly-

nômes locaux de Jones (1989), dans lequel le groupement 
par classe est un élément essentiel de l’opération. Soit la 
variable discrétisée Z  qui prend les valeurs 1 ..., ;Dz z,  soit 

1( , ..., )DY Y=Y  et 1( , ..., )j j jDX X=X  pour 1 ...,j = ,  
,p  respectivement, les vecteurs des moyennes dans les 

classes de 1 ..., .Dz z,  Soit aussi dP  la proportion dans la 
population des observations comprises dans la ed  classe 
pour 1 ..., .d D= ,  Alors, désignons les espérances condi-
tionnelles lissées de population de Y  et jX  au point dz  
par ( )dm zy  et ( ),j dm z  respectivement. Sachant que ( )K ⋅  
est une fonction noyau qui satisfait ( ) 1K t dt∫ =  et 

2( )K t dt∫ < ∞  et que h  est la largeur de fenêtre, et en 
utilisant le principe de la méthode de régression polyno-
miale locale, nous minimisons  

2
0 1

1

{ ( ) ..., ( ) }
D

qd
d d d q d d

d

d d

P
z z z zY

h

z z
K

h

′=

′ ′− α − α − , − α −

′ − 
×  

 

∑

 (4)

 

et  

2
0 1

1

{ ( ) ..., ( ) }
D

qd
jd d d q d d

d

d d

P
z z z zX

h

z z
K

h

′=

′ ′− γ − γ − , − γ −

′ − 
×  

 

∑

 (5)

 

par rapport aux α et aux γ  de sorte que les espérances 
conditionnelles estimées (lissées) de population de y  et jX  
sur ,dz ( )dm zy  et ( )j dm z  soient les solutions de 0α  et 0γ  
pour les équations (4) et (5). En particulier,  

1( ) ( )T T T
jj dm z −= W We Z K Z Z K X  

et  

1( ) ( )T T T
dm z −=y W We Z K Z Z K Y  

où q  est le degré du lisseur polynomial, e  est un vecteur de 
dimension ( 1) 1q + ×  de la forme (1 0 0 ..., 0) ,T, , ,  et Z  et 

WK  sont définis respectivement par  

1 1

2 2

1 ... ( )

1 ... ( )

1 ... ( )

q

d d

q

d d

q

D d D d

z z z z

z z z z

z z z z

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− −

− −
=

− −

Z
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

 (6) 

et 1 1
ˆ ˆdiag ( (( ) / ), ..., (( ) / )) / .d D D dPK z z h P K z z h h= − −WK   

Au moyen des estimateurs sous recensement des espé-
rances conditionnelles ( )j dm z  et ( ),dm zy  nous définissons 
une matrice XM  de dimensions N p×  et un vecteur yM  
de dimension 1N ×  sous la forme  

1 1 2 1 1

1 1 2 1 1

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p

p

D D p D

D D p D

m z m z m z

m z m z m z

m z m z m z

m z m z m z

  
  
  
  

   
 
 =
 
  
  
  
  
    

XM

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋮ ⋮

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

et (7) 

1

1

( )

( )

.

( )

( )

D

D

m z

m z

m z

m z

  
  
  
  

   
 
 =
 
  
  
  
  
    

y

y

y

y

y

M

⋮

⋮

⋮

 

Notons que les ed  blocs de XM  et yM  sont de dimensions 

dN p×  et 1,dN ×  respectivement, où dN  est le nombre 
d’observations qui rentrent dans ed  classe et .dN N∑ =  En 
remplaçant la matrice, ( ),E |X z  et le vecteur, ( ),E |Y z  
des espérances conditionnelles dans (3) par leurs estima-
tions, XM  et ,yM  et en utilisant le cadre des équations 
d’estimations générales proposé par Godambe et Thompson 
(1986) pour l’estimation des moindres carrés, nous pouvons 
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obtenir les versions en population finie des paramètres 
(estimateurs sous recensement) de ,ββββ  nommément ,B  en 
résolvant 

1

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

N
T

k xk k yk
k

N
T

k xk k xk

k

p

y M
=

=

×

= − −

− − −

= ,

∑

∑

u θ x M

x M x M B

0  (8)

 

où xkM  est la ek  ligne de la matrice XM  de dimensions 
N p×  et ykM  est le ek  élément du vecteur yM  de 
dimension 1N × . Le vecteur des paramètres de population 
finie Tθ  est composé de ( T ,B ( ) ( ) ),T,x ym z m z  où ( )xm z  
est un vecteur de la forme 1( ( ) ..., ( ) )T T

p,m z m z  avec 

1( ) ( ( ) ..., ( ))j j j Dm z m z= ,m z  pour 1 ...,j p= ,  et 

1( ) ( ( ) ..., ( )).Dm z m z= ,y y ym z  D’où l’expression explicite 
pour l’estimateur (paramètre sous recensement) B  est  

1(( ) ( )) ( ) ( )T T−= − − − − .X X X yB X M X M X M Y M  

Une fois que B  est obtenu, la différence entre la variable 
réponse Y  et le produit XB  est traitée comme la variable 
aléatoire dépendante et la fonction ( )G ⋅  est estimée 
conformément au modèle suivant  

( )G− = + .Y XB z εεεε  

La version en population finie de ( )G z  à ,dz  nommément 
( ),dg z  est 

1( ) ( ) ( )T T T

dg z −= − ,W We Z K Z Z K Y XB  

où X  est une matrice de dimensions D p×  de la forme 

1( , ..., ).pX X  
En réalité, nous n’avons pas accès à l’ensemble de la 

population. Au contraire, nous ne pouvons observer qu’un 
échantillon tiré de la population en utilisant un certain plan 
d’échantillonnage probabiliste. Soit s  l’ensemble de n  
unités échantillonnées avec l’échantillon ( )k k k ky z w, , ,x  
pour ,k ∈ s  où kw  est le poids d’échantillonnage de l’unité 
.k  En outre, nous supposons que la réponse est complète, si 

bien que la probabilité d’inclusion est égale à l’inverse du 
poids d’échantillonnage. Nous supposons aussi que les 
classes induites par les valeurs distinctes de z  sont pré-
servées lorsque l’on passe de la population à l’échantillon. 
Cette hypothèse est appropriée dans le cas d’une variable 
telle que l’âge enregistré comme étant l’âge au dernier 
anniversaire.  
En appliquant la méthode de régression polynomiale 

locale pour données d’enquêtes complexes de Bellhouse et 

Stafford (2001), nous utilisons les versions d’échantillon-
nage des fonctions objectif dans (4) et (5) comme il suit,  

2
0 1
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ˆ
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D
qd

d d q d dd
d

d d

p
z z z zy

h

z z
K

h

′=

′ ′− α − α − , −α −
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(9)

 

et  

2
0 1

1

ˆ
{ ( ) ..., ( ) }

D
qd

jd d d q d d
d

d d

p
z z z zx

h

z z
K

h

′=

′ ′− γ − γ − , ,− γ −

′ − 
× , 

 

∑

(10)

 

où y  et jx  sont des estimateurs sur échantillon de Y  et 

jX  et sont de la forme 1( ..., )T
Dy y,  et 1( , ..., ) ,Tj jDx x  

respectivement, et ˆ
dp  est la proportion pondérée, dans 

l’échantillon, des observations comprises dans la classe .d  
Par conséquent, les estimateurs par sondage de ( )m zy  et 

( )jm z  à dz  sont donnés par  

1ˆ ˆ( ) ( )ˆ
T T T

j d jzm
−= W We Z K Z Z K x  

et (11) 

1ˆ ˆˆ ( ) ( )T T T
dm z −= ,y W We Z K Z Z K y  

où Z  est de la même forme que dans (6) et ˆ WK  est défini 
comme étant  

11

1ˆ diag ( (( ) ) ..., (( ) )).ˆ ˆd D dD
K z z h K z z hp p

h
= − / , − /WK  

Nous pouvons aussi construire la matrice ˆ XM de dimen-
sions n p×  et le vecteur ˆ XM  de dimension 1n ×  par la 
même méthode que celle utilisée pour construire XM  et 

yM  dans les équations (7). Autrement dit, nous utilisons les 
estimateurs par échantillonnage ˆ ( )j dm z  et ˆ ( )dm zy  donnés 
en (11) pour obtenir  
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et 
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Soit dn  le nombre d’observations dans la ed  classe, tel que 
.dn n∑ =  Similairement à XM  et yM  dans (7), les ed  

blocs de ˆ XM  et ˆ yM  sont de dimensions dn p×  et 1,dn ×  
respectivement.  
Par analogie avec l’équation d’estimation en population 

(8), l’équation d’estimation sur échantillon pour B  est 

ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( )

T

k xk k xk k
k

T

k xk k xk k

k

y M w

w

∈

∈

= − −

− − −

= ,

∑

∑

u θ x M

x M x M B

0

s

s

 (12)

 

où ˆ ˆ ˆ ˆ( , ( ) ( ) )T T T= ,x yθ B m z m z  est l’estimateur par 
échantillonnage de ( , ( ) ( ) ).T T T= ,x yθ B m z m z  Notons 
qu’une approche semblable a été envisagée par Fuller 
(1975) et par Binder (1983). Néanmoins, la solution de (12) 
donne comme forme explicite de B̂  l’expression  

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(( ) ( )) ( ) ( )T T
n n

−= − − − − ,X X X yB x M W x M x M W y M  

où nW  est une matrice de poids de dimensions n n×  avec 
les poids de sondage kw  sur la diagonale pour ,k ∈ s y  est 
un vecteur de dimension 1n ×  contenant les observations 
sur échantillon de la variable réponse et x  est une matrice 
de dimensions n p×  contenant les observations sur 
échantillon des covariables.  
En nous servant des estimations sur échantillon de B  et 

en désignant par x  une matrice de dimensions D p×  de la 
forme 1( ..., ),p,x x  nous pouvons obtenir l’estimation sur 
échantillon de ( )dg z  sous la forme 

1ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( )T T T

dg z −= − .W We Z K Z Z K y xB  

De nouveau, si q  et h  sont les mêmes que pour ˆ ( ),j dm z  
l’expression donnant ˆ ( )dg z  se simplifie.  
Quand nous appliquons les méthodes de régression 

polynomiale locale pour obtenir les estimateurs des espé-
rances conditionnelles ainsi que la fonction arbitraire ( ),G ⋅  
nous devons choisir une largeur de fenêtre h  appropriée. 
Comme le groupement par classe intervient dans tous les 
aspects du processus d’estimation et que nous supposons 
que les classes induites par les valeurs distinctes de z  sont 

préservées lorsqu’on passe de la population à l’échantillon, 
nous soutenons que la même largeur de fenêtre devrait être 
utilisée pour obtenir les estimateurs sous recensement et les 
estimateurs sous échantillonnage. Puisque nous ne dispo-
sons pas de toutes les observations de la population finie, 
nous utilisons l’échantillon pour choisir la largeur de fenêtre 
appropriée. Dans le présent article, nous adoptons la mé-
thode de Fan et Gijbels (1995), qui ont élaboré un sélecteur 
de largeur de fenêtre dicté par les données qui combine les 
idées des méthodes d’insertion de données et de validation 
croisée pour les données indépendantes et identiquement 
distribuées. Afin d’appliquer cette méthode dictée par les 
données à notre cas, nous avons besoin de critères, tels que 
la somme des carrés des résidus et l’erreur quadratique 
moyenne, concernant les estimations résultantes des espé-
rances conditionnelles. En notant que ces critères dépendent 
des espérances conditionnelles estimées ou des fonctions de 
régression et des dérivées des fonctions de régression, nous 
pouvons utiliser les fonctions objectif définies en (9) et (10) 
pour obtenir non seulement les estimations par sondage des 
fonctions de régression, mais aussi les dérivées de ces 
fonctions. Pour plus de détails, voir Wang (2004). 

 
3. Propriétés sous le plan des estimateurs 

      par échantillonnage  
3.1 Notation et hypothèses  
Afin d’illustrer les propriétés des estimateurs sous le plan 

d’échantillonnage, à l’instar de Särndal, Swensson et 
Wretman (1992) et d’Isaki et Fuller (1982), nous considé-
rons une série de populations emboîtées ,Uν  pour 1ν = ,  
2 ...,,  telles que 1 2 3 ... .U U U⊂ ⊂ ⊂  Toutes les grandeurs 
de population, les tailles et valeurs d’échantillon et les 
estimateurs par sondage ont l’indice .ν  Cependant, pour 
simplifier la notation, nous laissons tomber l’indice inférieur 
ν  pour ces quantités. Nous désignons l’espérance et la 
variance par rapport au plan d’échantillonnage par pE  et 
Var ,p  respectivement, et conformément aux populations 
emboîtées susmentionnées, nous définissons la convergence 
par rapport au plan et l’absence asymptotique de biais 
comme dans Thompson (1997, page 167). 
Dans la suite de l’exposé, le développement des résultats 

asymptotiques pour les estimateurs dépendra de la normalité 
et de la convergence asymptotiques des estimations des 
moyennes et des totaux. Nous ne nous limiterons pas à des 
plans d’échantillonnage particuliers ; au contraire, nous 
supposons que tous les totaux d’enquête qui figurent dans 
les estimateurs sont de type Horvitz-Thompson. Donc, la 
convergence et la normalité asymptotique des estimateurs 
sont soumises aux conditions de régularité standard appli-
quéees aux plans d’échantillonnage pour la convergence et 
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la normalité des estimateurs de type Horvitz-Thompson, qui 
ont été étudiées par Madow (1948), Hàjek (1960), Bickel et 
Freedman (1983), Krewski et Rao (1981) et Shao (1996). 
Les publications susmentionnées ont en commun certaines 
contraintes appliquées au plan d’échantillonnage. Une im-
plication de ces contraintes est qu’aucun poids de sondage 
n’est anormalement grand, que le nombre total de grappes 
échantillonnées au premier degré ou d’unités primaires 
d’échantillonnage augmente, mais avec un écart croissant 
entre l’échantillon et la population. En outre, une condition 
de type Liapunov assure que les variables ,z x  et y  se 
développent d’une manière régulière quand ν  tend vers 
l’infini.  
Nous utilisons le résultat selon lequel tout vecteur des 

estimateurs des totaux basés sur les données groupées en 
classe est asymptotiquement normal multivarié, si les 
conditions décrites au paragraphe précédent sont satisfaites 
et que le nombre de domaines est fixé. Nous obtenons cela 
en appliquant les résultats décrits dans Shao (1996, page 
211) et dans Serfling (1980, page 18). Shao (1996) montre 
que, dans ce cadre, toute fonction lisse des estimations des 
totaux est asymptotiquement normale. Une estimation d’une 
moyenne de domaine est une fonction lisse de ce genre. De 
même, toute combinaison linéaire de diverses estimations de 
moyenne de domaine est une fonction lisse des estimations 
par sondage des totaux. Pour les besoins de notre étude, les 
classes forment les domaines et, donc, tout vecteur de 
moyennes de classe est asymptotiquement normal multi-
varié. Le résultat asymptotique utilisé ici dépend de l’exis-
tence d’un nombre fixe de classes. Cependant, en principe, 
il peut être intégré dans une théorie des paramètres de 
superpopulation, comme par exemple dans l’approche de 
Buskirk et Lohr (2005). 
Définissons ˆ ( )ξ =m z ˆ ˆ( ( ) ( ) )T T,x ym z m z  comme étant 

l’estimateur par sondage de ( )ξ =m z ( ( ) ( ) ) .T T,x ym z m z  
Appliquons une méthode de linéarisation de Taylor à (12) et 
désignons par ε  une quantité qui s’approche de 0 et, quand 
θ̂θθθ  s’approche de ,θθθθ  nous avons  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )

ˆ( )) || ||

B ξ

ξ

− − +

− + − ε,

u B B u U m z

m z

≐ ξξξξθ θ θθ θ θθ θ θθ θ θ

θ θθ θθ θθ θ  (13)
 

où ˆ ( )u θθθθ  est un estimateur par échantillonnage linéaire de 
( )u θθθθ  dans (8) et est de la forme  

ˆ ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T

k xk k yk k
k

T

k xk k xk k
k

y M w

w

∈

∈

= − −

− − − ;

∑

∑
s

s

u x M

x M x M B

θθθθ

 (14)
 

ˆ ( )Bu θθθθ  est le gradient de B̂  obtenu d’après ˆ ( ) ;u θθθθ  et 
ˆ ( )Uξξξξ θθθθ  est une matrice de dimensions ( 1)p p D× +  dont 
les composantes sont les dérivées premières de ˆ ( )u θθθθ  par 

rapport à ( )ξm z . Désignons par ( )Bu θθθθ  et ( )Uξξξξ θθθθ  les 
paramètres de population correspondant à ˆ ( )Bu θθθθ  et ˆ ( ),Uξξξξ θθθθ  
respectivement.  
En plus des conditions de régularité susmentionnées, 

nous imposons les conditions suivantes, en désignant par 
N  un voisinage de la valeur réelle des paramètres d’intérêt.   
C1. lim ( ) Nν→∞ /u θθθθ  existe et est finie pour tous θθθθ  et 

.N  
 

C2. lim ( ) Nν→∞ / =B Bu Hθθθθ  et BH  est de plein rang 
et inversible pour tous θθθθ  et .N   

 

C3. lim ( ) ( )Nν→∞ ξ/ =U Hξξξξ θ θθ θθ θθ θ  et ( )ξH θθθθ  possède un 
déterminant fini pour tous θθθθ  et .N  

 

C4. ˆ ˆlim ( ( ) ) V( ( )),Var pn Nν→∞ / =u uθ θθ θθ θθ θ  où Var p  
est la variance par rapport au plan et ˆ( ( ))V u θθθθ  est 
une matrice de variance définie positive pour 
tous θθθθ  et .N  

 

C5. lim d dN Nν→∞ / = ω  et lim ,n N fν→∞ / =  où 

dω  ainsi que f  sont des constantes comprises 
entre 0 et 1.  

 

C6. Soit 1( )T T T

d

−= W WA e Z K Z Z K  la matrice de 
lissage de population ; alors lim dν→∞ A  existe et 
est finie pour 1 ..., .d D= ,  

 

C7. ˆ ˆlim ( ( )) V( ( )).Var
p

nν→∞ =m z m zξ ξξ ξξ ξξ ξ  
 

C8. Les matrices des valeurs de population T

WZ K Z  
et ( )Bu θθθθ  sont inversibles, ainsi que leurs estima-
teurs par échantillonnage ˆT

WZ K Z  et ˆˆ ( ).Bu θθθθ   
3.2 Propriétés asymptotiques de B̂   
Les preuves de tous les lemmes et théorèmes exposés 

dans la présente section et dans la suivante figurent en 
annexe. D’après les résultats de la linéarisation de Taylor 
dans (13), nous savons que les propriétés de B̂  dépendent 
de celles de ˆ ( ),u θθθθ ˆ ( ),Bu θθθθ  ˆ ( )Uξξξξ θθθθ  et ˆ ( ) ;m zξξξξ  leurs pro-
priétés sont énoncées dans les deux lemmes qui suivent.   
Lemme 1. Si les conditions 1 4C à C  sont satisfaites, 
nous avons, quand :ν → ∞    
1) ˆ ˆ( ( ) ( )) ( V( ( )))n N N− / → , ;u u 0 uθ θ θθ θ θθ θ θθ θ θ   
2) ˆ| ( ) ( )|B B N− /u uθ θθ θθ θθ θ  et ˆ| ( ) ( )|−U Uξ ξξ ξξ ξξ ξθ θθ θθ θθ θ  convergent vers 

0  en probabilité pour θθθθ  et ;N   
3) ˆ| ( ) ( )| N− /u uθ θθ θθ θθ θ  converge vers zéro en probabilité.  
Lemme 2. Sous les conditions 5C  à 7,C ˆ( ( )n −m zξξξξ  

( )) (1)pO= .m zξξξξ   
En nous appuyant sur les lemmes 1 et 2, nous obtenons la 

normalité asymptotique de B̂  dans le théorème 1.   
Théroème 1. Sous les conditions 1C  à 7,C  en supposant 

que l’espace des paramètres contient un voisinage du 
paramètre d’intérêt, nous avons, quand ν  tend vers l’infini :  



274 Wang et Bellhouse : Modèle de régression semiparamétrique pour les données d’enquêtes complexes 

 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

1) ˆ ˆ( ) ( V( ))
d

n N− → ,B B 0 B  où ˆ ˆV( ) lim ( ) ;Var pnν→∞=B B   

2) ˆ| |−B B  converge vers zéro en probabilité. 
 
Pour obtenir les moments approximatifs de ˆ ,B  nous 

prenons les espérances des deux membres de l’équation 
(13), ce qui nous donne  

ˆˆ ˆ( ( ) ( )) ( ( ))

ˆ ˆ{ ( )[ ( ) ( )]}

ˆ( )

p p

p

p

E E

E

E

ξ ξ

− −

+ −

+ || − || ε.

Bu θ B B u θ

U θ m z m z

θ θ

≐

ξξξξ  

(15)

 

L’hypothèse selon laquelle les deuxièmes moments des 
estimations sont bornés fait disparaître le dernier terme de 
l’équation (15) à la limite. En nous inspirant de Binder 
(1983), nous avons  

ˆˆ ˆ( ( )) (( )) ( ( ))

ˆ ˆ( ( )) {[ ( ) ( )]}

p p p

p p

E E E

E E ξ ξ

− −

+ − .

Bu θ B B u θ

U θ m z m z

≐

ξξξξ

 

Les totaux d’enquête qui définissent le vecteur ˆ ( )u θ  et la 
matrice ˆ ( )Bu θ  sont des estimateurs de type Horvitz-
Thompson et sont sans biais (Thompson 1997). D’où 

ˆ( ( )) ( )pE =u θ u θ  et ˆ( ( )) ( ).pE =B Bu θ u θ  Puisque ( )u θ  
est l’équation d’estimation des coefficients linéaires 
partiels définis en (8), elle équivaut à un vecteur nul de 
dimension 1 p× . En outre, Bellhouse et Stafford (2001) 
ont montré que ˆ ( )m zξξξξ  est un estimateur asymptoti-
quement sans biais de ( ).m zξξξξ  Donc, ˆ( ) ((pE− −Bu θ B  
)) ,B 0≐  ou, en nous basant sur les conditions que 
( )Bu θ  est inversible et que 1( )−Bu θ  est finie, nous avons 
ˆ( ) .pE B B≐  

En prenant la variance des deux membres de l’équation 
(13) et en utilisant les matrices de variance-covariance ap-
proximatives de ˆ ( )u θ  et ˆ ( ),m zξξξξ  nous obtenons la variance 
asymptotique de B̂  sous la forme  

1

1

ˆVar ( ) ( )

ˆ(Var ( ( )) ( ) ( ( Cov ( )) ) ( )

2( )( ) ( ) ) ( ( ) )

p

T T

p p

T T T

pI

−

−

+ ⊗ ,

+ ⊗ ⊗ ,

B

B

B u θ

u θ U θ A J x y A U θ

C A U θ u θ

≐

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξξξξℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ (16)

 

où ˆVar ( ( ))p u θ  est une matrice de dimension p p×  
composée des variances des totaux compris dans le vecteur 
ˆ ( )u θ  et Cov ( )p ,x y  est la matrice de variance-covariance 
des moyennes groupées par classe des covariables para-
métriques et de la variable réponse. Les matrices J  et ℓℓℓℓ  
sont la matrice unitaire de dimension D D×  et le vecteur 

unitaire de dimension 1 D×  respectivement. Enfin, nous 
avons  

1 1

1 2

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

p

p

p D

I

I

I

+

+

+

⊗ 
 ⊗ =  
  ⊗ 

A

A
A

A

⋱
 

et  

1 1 1 1

1

ˆ ˆ ˆCov ( , ) Cov ( , ) Cov ( , )

,
ˆ ˆ ˆCov ( , ) Cov ( , ) Cov ( , )

p p p p

p p p p p p p

 
 

=  
 
 

t x t x t y

C

t x t x t y

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

où, pour 1 ..., ,j p= , ˆ
jt  est un vecteur de dimension 

1D ×  dont la ed  entrée est ( )
dk jk jkw u∈∑ s θ  et d =A  

1( )T T T−
W We Z K Z Z K  pour 1 ..., .d D= ,  

En remplaçant ,θ ˆVar ( ( )),p u θ Cov ( ),p ,x y A  et C  par 
leurs estimateurs sur échantillon, nous obtenons l’estimateur 
par sondage de la variance de ˆ :B  

�

� �

1

1

ˆˆ ˆVar ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ(Var ( ( )) ( ) ( ( Cov ( )) ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ2( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ) ,

p

T T
p p

T T T T

pI

−

−

=

+ ⊗ ,

+ ⊗ ⊗

B

B

B u θ

u θ U θ A J x y A U θ

C A U θ u θ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξξξξℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ

 

où Â  est l’estimateur par sondage de A  et est composé de 
1ˆ ˆ ˆ( ) .T T T

d

−= W WA e Z K Z Z K   
3.3 Propriétés asymptotiques de ˆ ⋅( )g   
Soit ˆ= −r y xB  l’estimateur sur échantillon de 

.= −R Y XB  Une linéarisation autour des paramètres de 
population, ainsi que l’absence de biais par rapport au plan 
pour les moyennes de domaine et ˆ ,B  aboutissent à 
l’absence asymptotique de biais par rapport au plan pour .r  
En réexprimant ˆ ( ),dg z  nous obtenons ˆˆ ( ) .d dg z = A r  
Dans ˆ ,dA  nous pouvons développer 1ˆ( )T −

WZ K Z  en 
utilisant le développement en série de Taylor 1( )−+ =I G  

− + −2I G G ⋯  sachant que G  est une matrice symé-
trique et inversible. En utilisant les deux premiers termes du 
développement, nous pouvons montrer que ˆ( )p dE A  est 
approximativement .dA  Donc, nous avons l’absence 
asymptotique de biais par rapport au plan pour ˆ ( ).dg z  
Selon la même méthode, nous obtenons la variance 
asymptotique approximative par rapport au plan de ˆ ( )dg z  
sous la forme  

ˆVar ( ( )) Var ( ) T
p d d p dg z = ,A r A  

où, sachant que 1(1 ..., ),pB B= , − , −Q  
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1

Var ( ) ( )Cov ( ) ( )

ˆVar ( )

ˆ2( )Cov ( )

ˆ2( )Cov ( )

T

p D p D

T

p

T

D p

p
T

D p j
j=

⊗ , ⊗

+

− ⊗ ,

− ⊗ , .∑

r Q I x y Q I

X B X

Q I y B X

Q I x B X

≐

 

Sachant la variance estimée de ,r  à savoir 

� �

�

�

�

1

ˆ ˆVar ( ) ( )Cov ( ) ( )

ˆVar ( )

ˆ2( )Cov ( )

ˆ ˆ2( )Cov ( ) ,

T
p pD D

T
p

T
pD

p
T

pD j

j=

= ⊗ , ⊗

+

− ⊗ ,

− ⊗ ,∑

r Q I x y Q I

x B x

Q I y B x

Q I x B x

 

la variance estimée de ˆ ( )dg z  est � ˆVar ( ( ))p dg z =  
�ˆ ˆVar ( ) T

pd d .A r A  
La normalité asymptotique de ˆ ( )g ⋅  dépend aussi de la 

normalité de ,r  qui est montrée dans le lemme suivant.  
 
Lemme 3. Sous les conditions 1C  à 7C  et en supposant 

que la dimension de r  est finie, nous avons, quand ν  tend 
vers l’infini 

( ) ( V( )),
d

n N− → ,r R 0 r  

où  

V( ) lim Var ( ).pnν→∞=r r  

En nous basant sur la normalité asymptotique établie dans le 
lemme 3 et sur l’estimateur de la variance de ˆ ( ),dg z  nous 
établissons les propriétés asymptotiques de ˆ ( )dg z  dans le 
théorème suivant.   
Théorème 2. Sous les conditions 1C  à 7,C  nous avons, 
quand ν  tend vers l’infini :  

1) ˆ ( ) ( ) 0 ;
P

d dg z g z| − | →  

2) ˆ( ( )dg z − � ˆ( )) Var ( ( )) (0 1).
d

pd dg z g z N/ → ,  

 

 

 

4. Études par simulation  
4.1 Plan de l’expérience   
L’étude par simulation dont l’exécution est décrite ici a 

été conçue en vue d’illustrer les résultats théoriques des 
théorèmes 1 et 2. Nous avons produit les données suivant un 
processus en deux étapes qui imitaient l’approche d’échan-
tillonnage en superpopulation. Pour commencer, nous avons 
produit la population finie, puis nous avons sélectionné 
l’échantillon à partir de cette population. En particulier, 
nous avons considéré une population finie de 500L =  
grappes avec ( )iM M= = 20 000 dans chacune d’elles. 
Nous avons obtenu les observations de population pour la 
mesure d’intérêt ijy  à partir du modèle  

0 1 1 2 2

40
0,5exp

10

ij ij ij

ij

i ij

y x x

z

= β + β + β

− 
+ + µ + ε 

 
 (17)

 

pour 1 ...,i L= ,  et 1 ...,j M= ,  où les termes d’erreur iµ  
et ijε  sont mutuellement indépendants avec 2(0 )i N µµ , σ∼  
et 2(0 ).ij N εε , σ∼  Nous posons que 2 2 2 ,µ εσ = σ + σ  de 
sorte que le coefficient de corrélation intragrappe est 

2 2.µρ = σ /σ  Parmi les covariables comprises dans le 
modèle, 1ijx  ainsi que 2ijx  ont été traitées comme étant la 
partie linéaire paramétrique du modèle et ,ijz  comme étant 
la partie non paramétrique. Nous avons produit les 1ijx  à 
partir de la loi de Bernoulli(1/2) et les 2ijx  à partir de la loi 
uniforme(0, 1). Les ijz  ont été produites d’après la distri-
bution de l’âge de la population canadienne (selon le 
Recensement de 1996) pour la tranche d’âge de 18 à 64 ans 
et elles étaient indépendantes des termes d’erreur. Nous 
présentons dans cette étude les résultats pour les valeurs 

0 1,β = 1 2,β = 2 3,β = 2 3σ =  et ρ = 0, 0,2, 0,5. Nous 
avons utilisé pour l’étude un plan d’échantillonnage à deux 
degrés, avec ( 10 25 50 100)l = , , ,  grappes sélectionnées au 
hasard dans L  et (m = 1 000) unités secondaires d’échantil-
lonnage sélectionnées au hasard dans chaque grappe de 
taille .M  Pour chaque taille d’échantillon et valeur de ,ρ  
nous avons répété la simulation 300 fois. Au niveau de la 
population, nous avons appliqué la méthode de sélection de 
la largeur de fenêtre de Fan et Gijbels (1995) et déterminé 
que les largeurs de fenêtre pour l’estimation des espérances 
conditionnelles de 1X  et 2X  sur z  étaient de 1,2 et 1,5, 
respectivement. Quand nous avons lissé les résidus pour 
estimer ( ),g z  la largeur de fenêtre était de 0,6. 
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4.2 Résultats  
En utilisant la population finie produite, nous avons 

trouvé que les estimations sous recensement étaient 

1B = 2,01 et 2B = 3,00. Pour confirmer l’absence de biais 
par rapport au plan et l’efficacité de ˆ ,B  nous avons calculé 
le carré du biais simulé (Biais 2 ), qui est le carré de la 
différence entre la moyenne des estimations simulées et des 
estimations sous recensement. En outre, nous présentons le 
ratio des estimations moyennes de la variance à la variance 
simulée de chaque estimateur d’un coefficient linéaire 
(RVar) pour montrer la validité de l’estimateur de variance 

ˆVar ( ).p B  Pour évaluer la normalité de ˆ ,B  nous avons 
standardisé les estimations des coefficients linéaires en 
utilisant l’écart-type empirique et la valeur de population de 
B , et nous avons tracé les graphiques quantile - quantile des 
valeurs standardisées.  
En appliquant la méthode semiparamétrique de 

Speckman (1988) au modèle (17), nous avons obtenu les 
estimations sous recensement ( )g z  pour 18 ..., 64.z = ,  
Pour évaluer l’exactitude de ˆ ( )g z  par rapport au plan, nous 
avons calculé la différence entre ˆ ( )g z  et ( )g z  à chaque 
point distinct. La moyenne des carrés des différences sur 47 
valeurs distinctes de z  est alors présentée comme le carré 
du biais moyen MBiais 2 . Nous avons calculé deux erreurs 
quadratiques moyennes pour vérifier l’efficacité par rapport 
au plan de ˆ ( )g z  et la convergence de � ˆVar ( ( )).p g z  L’une 
d’elles est la moyenne des estimations de l’erreur quadra-
tique  moyenne  intégrée  (MEQMI),  que nous obtenons en 
calculant  d’abord   la  somme  des  � ˆVar ( ( ))p g z  sur z =  
18 ..., 64,  pour chaque simulation, puis en prenant la 
moyenne des sommes sur le nombre total des simulations. 
L’erreur quadratique moyenne intégrée (EQMI) simulée est 
une autre erreur quadratique moyenne que nous avons 
calculée par sommation des erreurs quadratiques moyennes 
simulées à chaque point distinct de .z  La moyenne des 
ratios de la moyenne simulée de � ˆVar ( ( ))p g z  à la variance 
simulée de ˆ ( )g z  (Reff) montre la convergence de 
� ˆVar ( ( )).p g z  En outre, nous avons calculé la couverture de 
l’intervalle de confiance à 95 % ponctuel à chaque point 
distinct de .z  
Les résultats pour les propriétés de ˆ ,B � ˆVar ( ),p B ˆ ( )g z  et 

� ˆVar ( ( ))p g z  sont présentés aux tableaux 1 et 2 et aux 
figures 2 et 3. Les tableaux 1 et 2 donnent l’information sur 
l’exactitude et la précision des estimations simulées de B̂  et 
ˆ ( ).g ⋅  La figure 2 donne les graphiques quantile-quantile de 
la valeur normalisée en échantillon de 2

ˆ .B  Il convient de 
souligner que les graphiques quantile-quantile de 1B̂  se 
comportent de manière semblable à ceux de 2

ˆ .B  La figure 3 
représente graphiquement la couverture des intervalles de 
confiance à 95 % pour ( ).g ⋅  Dans les figures 2 et 3, nous ne 

présentons que les cas où l = 10, 25, 100 et ρ = 0, 0,5. La 
performance globale des estimateurs concorde avec la 
théorie des théorèmes 1 et 2.  
Le tableau 1 confirme l’absence de biais par rapport au 

plan dans ˆ .B  Il montre aussi que, à mesure que la taille 
d’échantillon augmente, les propriétés des estimations des 
coefficients linéaires s’améliorent pour toutes les structures 
d’erreur. En particulier, le carré du biais et la variance de B̂  
diminuent quand le nombre d’échantillons primaires 
augmente. La variance estimée de B̂  se rapproche de la 
variance simulée de B̂  à mesure que la taille d’échantillon 
augmente, ce qui confirme la convergence des estimations 
de variance de ˆ .B  Si nous comparons les variances et les 
biais de B̂  dans les cas où ρ = 0,2 et ρ = 0,5 au cas où 
ρ = 0, nous constatons que la corrélation intragrappe (effet 
de grappe) n’a pas eu d’incidence sur les propriétés de ˆ .B  
Cela pourrait être dû au fait que la taille d’échantillon 
intragrappe était grande.  
L’examen de la figure 2 révèle que le nombre d’unités 

primaires échantillonnées et l’effet de grappe jouent un 
certain rôle dans la normalité de ˆ .B  En particulier, quand la 
taille de l’échantillon est faible, par exemple l = 10, la 
normalité de l’estimateur B̂  standardisé présente un certain 
écart par rapport à la théorie pour ρ = 0 et ρ = 0,5. Quand 
l  passe à 25, nous constatons que la performance de B̂  
pour ρ = 0 commence à s’améliorer, tandis que pour 
ρ = 0,5, nous n’observons aucune amélioration jusqu’à 
l = 100. Empiriquement, ce résultat donne à penser que si 
le nombre de grappes est faible, nous ne devrions pas nous 
fier à la normalité théorique des estimations du coefficient ; 
nous pourrions plutôt utiliser la loi t  pour effectuer l’infé-
rence.  
En ce qui concerne les résultats de la partie non para-

métrique de l’estimation, le tableau 2 montre que la 
moyenne des estimations de l’erreur quadratique moyenne 
intégrée est très proche des erreurs quadratiques moyennes 
intégrées simulées pour toutes les tailles d’échantillon et 
structures d’erreur. L’absence de biais par rapport au plan 
est de nouveau confirmée par la moyenne du carré du biais 
(MBiais 2 ). Les valeurs du ratio moyen de la variance 
estimée à la variance simulée (RVar), qui sont proches de  1 
dans tous les cas, sont en harmonie avec la convergence par 
rapport au plan de l’estimateur de la variance de ˆ ( ).g z  Les 
erreurs quadratiques moyennes intégrées de ˆ ( )g ⋅  sont 
influencées par les corrélations intragrappe, ce que l’on peut 
déduire du fait que l’erreur quadratique moyenne intégrée 
ainsi que l’erreur quadratique moyenne intégrée estimée 
moyenne convergent plus lentement vers zéro quand ρ =  
0,2 et ρ = 0,5 que quand ρ = 0.  
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Tableau 1 
Résultats des simulations pour les estimateurs ponctuels de B̂  
 

  ρ =ρ =ρ =ρ = 0 ρ =ρ =ρ =ρ = 0,2 ρ =ρ =ρ =ρ = 0,5 
 l  Biais2 Var Rvar Biais2 Var Rvar Biais2 Var Rvar 
  ( ×××× 10-6) ( ×××× 10-3)  ( ×××× 10-6) ( ×××× 10-3)  ( ×××× 10-6) ( ×××× 10-3)  

1B̂  10 5,77 1,07 1,13 3,12 1,1 1,01 0,23 1,19 1,33 
 25 9,97 0,46 1,07 0,38 0,44 1,08 0,30 0,53 0,98 
 50 0,54 0,21 1,08 0,13 0,27 0,93 0,026 0,21 1,18 
 100 0,22 0,13 0,96 0,019 0,11 1,06 0,039 0,13 0,98 

2B̂  10 0,36 3,32 1,13 1,54 3,74 0,92 1,26 3,5 1,78 
 25 0,64 1,31 1,10 2,40 1,34 1,06 0,14 1,42 1,03 
 50 0,31 0,75 0,94 1,27 0,85 0,94 0,16 0,76 0,97 
 100 0,15 0,38 0,94 1,11 0,38 0,98 0,072 0,33 1,03 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2 Graphiques quantile-quantile pour ˆ2B  standardisé 
 
 

 
Tableau 2 
Biais et efficacité de ˆ ( )g z  
 

ρρρρ  l  MEQMI EQMI MBiais2 RVar 
    ( ×××× 10-5)  
0 10 0,37 0,42 5,29 1,27 
 25 0,15 0,17 3,20 1,10 
 50 0,074 0,086 3,29 1,09 
 100 0,037 0,044 2,34 1,08 

0,2 10 2,95 3,25 6,13 0,91 
 25 1,22 1,17 3,71 1,04 
 50 0,74 0,54 2,34 1,0 
 100 0,26 0,27 7,08 0,98 

0,5 10 8,143 8,877 3,73 0,92 
 25 3,155 3,073 6,56 1,03 
 50 1,461 1,599 2,86 1,15 
 100 0,659 0,607 3,59 1,09 

À la figure 3, la couverture des intervalles de confiance à 
95 % ponctuel pour ( )g ⋅  varie entre 85 % et 96 %. Elle 
s’améliore à mesure qu’augmente la taille de l’échantillon. 
Toutefois, la performance de ˆ ( )g ⋅  est plus sensible à la 
réduction de la taille effective d’échantillon causée par la 
corrélation intragrappe. En particulier, les couvertures des 
intervalles de confiance à 95 % dans les cas où ρ = 0,2 et 
ρ = 0,5 sont inférieures au niveau de confiance nominal de 
95 % quand l = 10. La couverture s’améliore à mesure que 
le nombre d’unités primaires d’échantillonnage augmente 
pour les cas où ρ = 0 et ρ = 0,2. Pour ρ = 0,5, le défaut de 
couverture persiste quand la taille d’échantillon croît jusqu’à 
100. Nous voyons aussi qu’à z = 18 ou 64, la couverture est 
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plus élevée que le niveau nominal, parce que l’effet de 
borne de l’estimation par la régression polynomiale locale 
cause un plus grand biais aux deux bornes des données. 
Pour ρ = 0,5, la taille effective d’échantillon est faible, de 
sorte que l’effet de borne devient sévère, ce qui crée les pics 
dirigés vers le bas à 18 et à 63.  
Soulignons que, si la taille des unités primaires d’échan-

tillonnage est grande (1 000), la fraction d’échantillonnage 
est très faible (0,05). Par conséquent, ces propriétés des 
estimations ne changeraient pas même si la taille des unités 
primaires d’échantillonnage était faible.   

5. Exemples empiriques  
Revenons maintenant à l’exemple de la section 1. Afin 

d’illustrer le modèle linéaire partiel, nous examinons les 
effets de l’âge, du sexe, de la situation d’usage du tabac et 
de l’activité physique sur l’indice de masse corporelle 
(IMC) et sur l’indice de masse corporelle désiré (IMCD). 
Construite comme l’IMC, l’IMCD est une variable dérivée 
produite d’après les réponses à la question sur le poids 

souhaité par la personne. Puisque la croissance des 
personnes faisant partie du groupe d’âge qui nous intéresse 
est terminée, nous nous servons de la taille réelle pour 
calculer l’IMCD. Nous utilisons l’âge comme covariable 
non paramétrique et traitons les autres facteurs comme des 
variables discrètes. Comme il n’existe que 47 points 
distincts dans la variable d’âge, nous groupons l’ensemble 
de données par classe en fonction de l’âge. La taille de 
classe est fixée à l’unité, de sorte qu’il existe 47 classes, 
dont les points médians sont 18, 19, …, 64. Parmi les 
variables explicatives catégoriques, le sexe possède 
deux niveaux : masculin = 1 et féminin = 0 ; la situation 
d’usage du tabac comprend les niveaux tels que ancien 
fumeur = 0, n’a jamais fumé = 1, fume à l’occasion = 2, 
fume quotidiennement = 3 ; et l’activité physique est 
répartie en trois niveaux : personne active = 0, personne 
moyennement active = 1 et personne inactive = 2. Les 
modèles de régression sont a) 1IMC (âge)g= +  1 1+ εXB  
et b) 22 2IMCD (âge) ,g= + + εXB  où X  est la matrice 
de plan contenant toutes les variables indicatrices.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 3 Couverture des intervalles de confiance à 95 % ponctuels pour ( )g z  
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Le tableau 3 donne les estimations par sondage des 
coefficients linéaires dans les modèles (a) et (b). Si nous 
comparons l’IMC selon le sexe, nous constatons qu’il est 
plus élevé chez les hommes. Si la catégorie de base est 
ancien fumeur, les coefficients de la situation d’usage du 
tabac sont tous négatifs et significatifs, ce qui fait penser que 
les anciens fumeurs ont tendance à être plus lourds que les 
personnes qui ont une autre situation d’usage du tabac. Les 
estimations indiquent aussi que les personnes inactives ont 
un IMC plus élevé. En ce qui concerne l’IMCD, les valeurs 
p suggèrent que la plupart des facteurs liés au mode de vie 
n’ont pas d’effet significatif.   
Tableau 3 
Résultats pour les modèles de régression semiparamétrique (a) 
et (b) (les erreurs-types sont indiquées entre parenthèses) 
 

Variable ˆ
1B  valeur p ˆ

2B  valeur  p 

Sexe 1,45 0,00 2,80 0,00 
 (0,05)  (0,05)  
N’a jamais fumé -0,45 0,00 -0,06 0,34 
 (0,10)  (0,06)  
Fume à l’occasion -0,31 0,04 -0,00 0,96 
 (0,17)  (0,10)  
Fume quotidiennement -0,61 0,00 -0,12 0,03 
 (0,09)  (0,06)  
Moyennement actif -0,33 0,00 -0,07 0,24 
 (0,09)  (0,06)  
Actif -0,50 0,00 -0,14 0,07  
À la figure 4, les fonctions estimées de l’âge, 1(Âge)ĝ  et 

2 (Âge),ĝ  et leurs bandes de confiance sont représentées 
graphiquement en fonction de l’âge. Nous constatons que, 
dans les deux cas, l’IMC et l’IMCD sont des fonctions 
croissantes de l’âge.  
La figure 5 donne les fonctions estimées de l’âge, 

1(Âge)ĝ  et 2 (Âge),ĝ  pour les personnes actives et 
moyennement actives. Si nous examinons l’effet de l’âge 
séparément chez les femmes et les hommes, nous voyons 
que chez les femmes actives ou moyennement actives, 
l’IMCD est, en moyenne, plus faible que l’IMC, tandis que 
les hommes dont l’intensité d’activité physique est la même 
manifestent le désir d’augmenter leur poids avant l’âge de 

21 ans. En outre, nous comparons les tendances de l’IMC et 
de l’IMCD selon l’âge chez les femmes ainsi que les 
hommes. Étant donné la non-convergence de ces tendances, 
nous pouvons conclure qu’il existe des interactions entre le 
sexe et l’âge.  

 
6. Conclusion   

Au moyen d’un modèle linéaire partiel, nous étendons les 
méthodes de régression semiparamétrique aux données 
d’enquêtes complexes. Nous élaborons les propriétés 
asymptotiques des estimateurs par sondage. Le calcul des 
estimations de la variance des coefficients linéaires et de la 
fonction de régression s’appuie sur les estimations de 
variance des totaux et des moyennes d’enquête. À condition 
d’obtenir les estimations de variance requises de ces totaux 
et moyennes, nous pouvons appliquer la méthode en nous 
servant de progiciels statistiques standard. 
Dans le modèle linéaire partiel de travail, nous supposons 

qu’il n’existe aucune interaction entre la composante para-
métrique et la composante non paramétrique. Cependant, 
l’exemple empirique des tendances de l’indice de masse 
corporelle selon l’âge montre qu’il faut vérifier cette hypo-
thèse. Dans de futurs travaux, nous relâcherons l’hypothèse 
d’absence d’interaction. Une approche directe de la modéli-
sation des termes d’interaction consiste à laisser la compo-
sante non paramétrique paraître linéaire dans le terme 
d’interaction. Autrement dit, nous définissons le modèle 
linéaire partiel sous la forme  

( ) ( )G H= + + + .y z X X zβ εβ εβ εβ ε  

En testant l’écart de ( )H z  par rapport à zéro, nous pouvons 
déceler l’existence d’une interaction.  
Pour estimer l’espérance conditionnelle sur les compo-

santes non paramétriques pour des variables indicatrices 
aléatoires discrètes, nous proposons d’utiliser des modèles 
linéaires ou additifs généralisés.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4 Tendances estimées de l’IMC et de l’IMCD selon l’âge avec intervalles de confiance à 95 % ponctuels 
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Figure 5 Comparaison des tendances estimées de l’IMC et de l’IMCD selon l’âge chez les femmes et chez les 
hommes qui sont actifs ou moyennement actifs 

 
 
 
 

Annexe  
A.1 Preuve du lemme 1   
En observant que les entrées de ˆ ( ),u θ ˆ ( )Bu θ  et ˆ ( )U θξξξξ  

sont soit des totaux d’échantillon ou des ratios de totaux 
d’échantillon, nous pouvons appliquer les lemmes 1.2.5 et 
1.2.6 présentés dans Wang (2004) pour établir ce lemme.   
A.2 Preuve du lemme 2   
Chaque entrée de ˆ ( )m zξξξξ  est simplement une fonction de 

régression estimée par la méthode des polynômes locaux 
établie par Bellhouse et Stafford (2001). Le théorème 2.2.1 
dans Wang (2004) montre que ˆ ( )m zξξξξ  est convergent à la 
vitesse racine carrée de n . Donc, puisque la dimension de 
ˆ ( )m zξξξξ  est finie, nous pouvons montrer que ˆ( ( )n −m zξξξξ  
( ))m zξξξξ  est borné en probabilité.   

A.3 Preuve du théorème 1   
Puisque, pour le vrai ,θ  nous avons ( ) ,=u θ 0  nous 

pouvons réécrire l’équation (13) comme il suit :  

( )

ˆ ( ) ˆ( )

ˆ ˆˆ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )

ˆ

Bn

N

n n

N N

n

N

− −

 
− + − 

 

+ || − ||ε.

u θ
B B

u θ u θ U θ m z m z

θ θ

≐

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  

L’argument standard présenté dans Rao (1973, page 387) 
donne 

ˆ/ 0.
P

n N || − ||ε →θ θ  

En utilisant la condition voulant que la fraction d’échantil-
lonnage f n N= /  soit constante quand ν  tend vers l’infini, 
nous avons  

( )

1
ˆ ( )ˆ( )

ˆ ˆˆ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )

Bn
N

n f n

N n

−
 

− = − 
 

 
− + − . 

 

u θ
B B

u θ u θ U θ m z m zξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

 

Il découle des résultats du lemme 1 que 1ˆ( ( ) )N −/Bu θ  et 
ˆ ( )mU θ

ξξξξ
 convergent tous deux en probabilité vers leurs 

valeurs de population. Le lemme 2 indique que le vecteur 
ˆ( ( )n z −mξξξξ ( )) (1).pz O=mξξξξ  Donc ˆ( ) ( ( )f n n/ −m zξξξξ  

( ))m zξξξξ  converge en probabilité vers un vecteur nul quand 
n  tend vers l’infini. Enfin, partant de la normalité de 

ˆ( ( ) ( ))n N− /u θ u θ  énoncée dans le lemme 1, nous utili-
sons le théorème de Slutsky pour démontrer la normalité 
asymptotique de ˆ .B   
A.4 Preuve du lemme 3   
Sachant que ˆ ,= −r y xB  nous avons ( )n − =r R  

ˆ[( ) ]n − − .y xB R  D’après le théorème 1, nous savons 
que, à la limite quand ν  tend vers l’infini, B̂  converge vers 
B  en probabilité. Donc, nous avons ( )n −r R ≐  

(( ) )n − − .y xB R  La ed  entrée de ( )−y xB  est  

1 1

1 1

1
( )

ˆ d

d d pd p

k k k pk pk
d

y x B x B

w y x B x B
N ∈

− − − =

− − − .∑ s

⋯

⋯
 

Autrement dit, ( )−y xB  est simplement un vecteur des 
moyennes par classe estimées. En utilisant le résultat de 
Shao (1996) sur les fonctions des moyennes d’échantillon et 
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les résultats de l’« astuce de Cramér-Wold » (Cramér-Wold 
device) donnés dans Serfling (1980, page 18), nous voyons 
que ( )n − −y xB R  converge vers un vecteur aléatoire 
normalement distribué. Donc, en utilisant cette idée 
indirecte de Slutsky, nous avons prouvé la normalité de 

ˆ( ) [( ) ].n n− = − −r R y xB R   
A.5 Preuve du théorème 2   
La preuve découle du même argument que dans la 

preuve du théorème 2.2.1 de Wang (2004), selon lequel 
ˆ ( )dg z  est une fonction de la moyenne et des proportions de 
domaine.  
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