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Dans ce numéro 
Ce numéro de Techniques d’enquête comprend des articles portant  sur divers sujets méthodologiques 

tels  que  la modélisation  et  l’estimation,  la  pondération  et  l’estimation  de  la  variance,  la  nonréponse  et 
l’échantillonnage. 
Dans le premier article, Skinner et Vieira étudient l’effet de l’échantillonnage en grappes sur l’estimation 

de  la  variance  dans  les  enquêtes  longitudinales.  Ils  présentent  des  arguments  théoriques  et  des  données 
empiriques  démontrant  les  effets  de  la  nonprise  en  compte  de  la  mise  en  grappes  dans  les  analyses 
longitudinales et constatent qu’en général, ces effets ont tendance à être plus importants que dans le cas des 
analyses  transversales  correspondantes.  Ils  comparent  aussi  les méthodes  basées  sur  le  plan  de  sondage 
classiques  pour  tenir  compte  de  la mise en  grappes  dans  l’estimation  de  la  variance à  une approche  de 
modélisation multiniveaux. 
Kovačević et Roberts comparent trois modèles conçus pour l’analyse des périodes multiples émanant de 

données recueillies au moyen d’enquêtes longitudinales à plan de sondage complexe pouvant comprendre 
une  stratification  et  une  mise  en  grappes.  Ces  modèles  sont  des  variantes  du  modèle  à  risques 
proportionnels de Cox du même genre que celles proposés dans la littérature par Lin et Wei (1989), Binder 
(1992) et Lin (2000). Ces trois modèles sont comparés à l’aide de données provenant de l’Enquête sur la 
dynamique du travail et du revenu (EDTR) réalisée par Statistique Canada. L’article fournit de nouveaux 
éclaircissements  concernant  l’ajustement  des  modèles  de  Cox  à  des  données  d’enquête  représentant 
plusieurs périodes par  individu,  situation qui survient assez fréquemment. L’article  illustre aussi  certains 
défis que pose l’ajustement des modèles de Cox aux données d’enquête. 
Elliott présente dans son article un moyen de réaliser un compromis entre la variance élevée due à des 

poids de valeur extrême et le biais éventuel à l’aide d’une méthode bayésienne de réduction des poids dans 
des modèles linéaires généralisés. Le compromis est obtenu en utilisant un modèle hiérarchique bayésien 
stratifié dans lequel les strates sont déterminées par les probabilités d’inclusion ou par les poids de sondage. 
Il illustre et évalue l’approche à l’aide de simulations fondées sur des modèles de régression linéaire et de 
régression logistique, ainsi qu’une application portant sur des données provenant de la Partners for Child 
Passenger Surveillance Survey. 
L’article de Breidt, Opsomer, Johnson et Ranalli  explore l’utilisation de méthodes  semiparamétriques 

pour  l’estimation  des moyennes  de  population. Dans  l’estimation  semiparamétrique,  il  est  supposé  que 
certaines  variables  sont  reliées  linéairement à  la  variable  d’intérêt,  tandis que  d’autres  peuvent  l’être  de 
façon  plus compliquée,  non  spécifiée.  Les auteurs étudient  théoriquement  les  propriétés  sous  le  plan  de 
sondage des estimateurs résultants. En particulier, ils montrent la convergence sous le plan et la normalité 
asymptotique de leur estimateur. Puis, ils appliquent leur méthode à des données provenant d’une enquête 
sur les lacs du NordEst des ÉtatsUnis. 
Tanguay et Lavallée abordent la question de l’estimation de la dépréciation des actifs à l’aide d’une base 

de données sur les ratios de prix. Dans leur article, le problème est dû au fait que les ratios ne proviennent 
pas d’un échantillon aléatoire tiré de la population de ratios. Les auteurs soutiennent que la distribution des 
ratios  devrait  converger  vers  une  loi  uniforme  et  proposent  un  scénario  de  pondération  qui  rendra  la 
fonction de répartition empirique pondérée approximativement uniforme. Ils illustrent la méthode proposée 
à l’aide de données sur la dépréciation des automobiles. 
Steel et Clark présentent une comparaison empirique et théorique des pondérations produites par la 

régression  généralisée au niveau de  la personne  et  des  pondérations  intégrées au niveau  du ménage 
dans le cas d’un échantillon aléatoire simple de ménages à partir duquel tous les membres de chaque 
ménage sont sélectionnés. Ils concluent que l’utilisation de la pondération intégrée est associée à une 
perte faible, voire nulle, d’efficacité.
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Dans son article, Saigo propose une méthode bootstrap d’estimation de la variance pour  les plans 
de sondage à deux phases avec fractions de sondage élevées. La méthode s’appuie sur les techniques 
du   bootstrap courantes, mais  comporte un ajustement des valeurs des  variables auxiliaires pour  les 
unités qui sont sélectionnées à la première phase seulement. La méthode proposée est illustrée à l’aide 
de plusieurs estimateurs utilisés couramment, comme l’estimateur par le ratio et les estimateurs de la 
fonction de répartition et des quantiles. Les résultats d’une étude par simulation comparant la méthode 
proposée à plusieurs autres sont présentés. 
L’article  de  Longford  traite  du  problème  de  l’estimation  de  l’EQM  pour  les  estimations  pour  petits 

domaines.  L’auteur  obtient  un  estimateur  composite  de  l’EQM  des  moyennes  de  petits  domaines  en 
combinant un estimateur de la variance sous un modèle et un estimateur naïf de l’EQM. Le coefficient qui 
combine  les  deux  estimateurs  minimise  l’EQM  prévue  de  l’estimateur  composite  de  l’EQM  résultant. 
L’estimateur proposé est comparé aux estimateurs existants dans plusieurs études par simulation. 
Shao  considère  le  problème  de  l’imputation  pour  remplacer  les  valeurs  manquantes  en  cas  de 

nonréponse non ignorable. Dans la situation où la nonréponse dépend d’un effet aléatoire au niveau de la 
grappe, il montre que l’estimateur imputé par la moyenne est biaisé, à moins que l’on utilise la moyenne de 
la  grappe.  Pour  l’estimation  de  la  variance,  il  fournit  une  méthode  d’estimation  de  la  variance  par  le 
jackknife pour l’estimateur proposé. Il compare ce dernier à l’estimateur  imputé par  la moyenne à l’aide 
d’une étude par simulation. 
Dans le dernier article du numéro, Tiwari, Nigam et Pant utilisent le concept de plan d’échantillonnage 

proportionnel à la taille le plus proche pour obtenir un plan d’échantillonnage contrôlé optimal assurant que 
les  probabilités  de  sélection  des  échantillons  non  privilégiés  soient  nulles.  Le  plan  d’échantillonnage 
contrôlé  optimal  est  obtenu  en  combinant  un  plan  d’échantillonnage  avec  probabilité  d’inclusion 
proportionnelle à la taille et des techniques de programmation quadratique pour assurer que les échantillons 
non  privilégiés  aient  une  probabilité  de  sélection  nulle.  Les  auteurs  illustrent  leur  méthode  à  l’aide  de 
plusieurs exemples. 

Harold Mantel, Rédacteur en chef délégué
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Estimation de la variance dans l’analyse de données d’enquête 
longitudinale en grappes 

Chris Skinner et Marcel de Toledo Vieira 1 

Résumé 
Nous  étudions  l’effet  de  l’échantillonnage  en  grappes  sur  les  erreurstypes  dans  l’analyse  des  données  d’enquête 
longitudinale. Nous considérons une classe de modèles de régression pour données longitudinales d’usage très répandu et 
une classe standard d’estimateurs ponctuels de type moindres carrés généralisés. Nous soutenons théoriquement que l’effet 
de la nonprise en compte de la mise en grappes dans l’estimation de l’erreurtype a tendance à augmenter avec le nombre 
de vagues de l’enquête incluses dans l’analyse, sous certains scénarios de mise en grappes raisonnables pour de nombreuses 
enquêtes sociales. La conséquence est qu’en général, il est au moins aussi important de tenir compte de la mise en grappes 
dans  le  calcul des  erreurstypes dans  le  cas  des  analyses  longitudinales  que dans  celui des  analyses  transversales. Nous 
illustrons cet argument théorique à l’aide des résultats empiriques d’une analyse par régression de données longitudinales 
sur les attitudes à l’égard des rôles de l’homme et de la femme provenant de l’enquête par panel menée auprès des ménages 
au RoyaumeUni (British Household Panel Survey). Nous comparons aussi deux approches d’estimation de la variance dans 
l’analyse des données d’enquête longitudinale, à savoir une approche par plan de sondage basée sur la linéarisation et une 
approche  par  modélisation  multiniveaux.  Nous  concluons  que  l’effet  de  la  mise  en  grappes  peut  être  sérieusement 
sousestimé si l’on se contente, en vue d’en tenir compte, d’inclure un effet aléatoire additif  pour représenter la mise en 
grappes dans un modèle multiniveaux. 
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1.  Introduction 

Il est bien connu qu’il importe de tenir compte de la mise 
en  grappes  de  l’échantillon  lors  de  l’estimation  des 
erreurstypes  dans  l’analyse  des  données  d’enquête. Sinon, 
les  estimateurs  des  erreurstypes  risquent  d’être  gravement 
biaisés. Dans  le  présent  article,  nous  étudions  l’effet  de  la 
mise  en  grappes  dans  l’analyse  de  données  d’enquête 
longitudinale par régression et le comparons à celui observé 
dans l’analyse transversale correspondante. Kish et Frankel 
(1974) ont présenté des travaux empiriques donnant à penser 
que  l’effet d’un plan  de  sondage complexe  sur  la variance 
diminue lorsque les statistiques analytiques deviennent plus 
complexes et  l’on  pourrait  donc conjecturer que  l’effet est 
susceptible  de  diminuer  aussi  dans  le  cas  des  analyses 
longitudinales. Nous soutenons qu’en fait, l’effet de la mise 
en  grappes  tend  parfois  à  être  plus  important  dans  les 
analyses  longitudinales,  du  moins  pour  plusieurs  types 
courants  d’analyse  et  certaines  conditions  pratiques  cou 
rantes. Une explication intuitive serait que certaines formes 
courantes  d’analyse  longitudinale  de  données  individuelles 
d’enquête  « regroupent »  ces  données  au  fil  du  temps  et 
permettent d’« extraire » de l’estimation des coefficients de 
régression une grande part de la variation temporelle « aléa 
toire »  présente  dans  les  réponses  individuelles.  En  re 
vanche,  il se peut qu’il soit impossible d’extraire autant de 
variation  des  effets  de  la  mise  en  grappes,  puisque  cette 
dernière, représentant la géographie par exemple, a souvent 
tendance à produire des effets plus stables que les mesures 

répétées  de  comportements  individuels.  Par  conséquent, 
l’importance  relative  de  la  mise  en  grappes  dans  les 
erreurstypes peut croître à mesure qu’augmente le nombre 
de vagues de sondage incluses dans l’analyse. 

En  plus  de  considérer  l’effet  de  la  mise  en  grappes  sur 
l’estimation  de  la  variance,  nous  étudions  la  question  de 
savoir comment entreprendre l’estimation proprement dite de 
la  variance.  Il  est  naturel  pour  de  nombreux  analystes  de 
représenter  la  mise  en  grappes  à  l’aide  de  modèles  multi 
niveaux (Goldstein 2003, chapitre 9; Renard et Molenberghs 
2002) et nous comparerons  les méthodes d’estimation  de  la 
variance fondées sur ce genre de modèle à celles fondées sur 
le  plan  de  sondage  dans  le  cas  de  l’échantillonnage  en 
grappes. 

Il  existe  une  abondante  littérature  sur  les  méthodes 
permettant  de  tenir  compte  des  plans  d’échantillonnage 
complexes  dans  l’analyse  de  données  d’enquête  par  la 
régression. Voir, par exemple, Kish et Frankel (1974), Fuller 
(1975), Binder (1983), Skinner, Holt et Smith (1989), ainsi 
que Chambers et Skinner (2003). Nous ne nous intéressons 
ici  qu’aux  analyses  par  la  régression  « agrégée »  (Skinner 
et coll. 1989), où  les coefficients de régression au « niveau 
de  la  population »  sont  les  paramètres  d’intérêt,  où  les 
estimations  appropriées  de  ces  coefficients  peuvent  être 
obtenues  en  adaptant  des  méthodes  basées  sur  un  modèle 
standard  avec  l’utilisation  de  poids  de  sondage  et  où  les 
variances de ces coefficients de régression estimés peuvent 
être  estimées  par  des  méthodes  de  linéarisation  (Kish  et 
Frankel  1974;  Fuller  1975).  Dans  le  présent  article,  nous
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étendons  les  travaux  de  ces  auteurs  à  la  situation  où  l’on 
obtient des observations d’enquête longitudinale basées sur 
un  échantillon  initial  tiré  selon  un  plan  d’échantillonnage 
complexe, en nous concentrant de nouveau sur  le cas d’un 
plan  de  sondage  en  grappes.  Nous  considérons  pour  ces 
données  longitudinales  une  classe  standard  de modèles  de 
régression  linéaire  qui  est  décrite  dans  la  littérature 
biostatistique  (par  exemple,  Diggle,  Heagerty,  Liang  et 
Zeger 2002),  la  littérature sur  la modélisation multiniveaux 
(par  exemple,  Goldstein  2003)  et  la  littérature  écono 
métrique  (par  exemple,  Baltagi  2001).  Nous  considérons 
une classe établie d’estimateurs ponctuels de type moindres 
carrés généralisés modifiés  par  les  poids  de  sondage. Pour 
certaines  applications  de  ces  méthodes  à  des  données 
d’enquête,  voir  Lavange,  Koch  et  Schwartz  (2001),  ainsi 
que Lavange, Stearns, Lafata, Koch et Shah (1996). 

Nous  mesurons  l’effet  d’un  plan  d’échantillonnage 
complexe  sur  l’estimation  de  la  variance  par  l’« effet 
d’erreur  de  spécification »,  dénoté  meff  (pour  mispeci 
fication  effect  en  anglais)  (Skinner  1989a),  qui  est  la 
variance  de  l’estimateur  ponctuel  d’intérêt  sous  le  plan 
d’échantillonnage  réel  divisée par  l’espérance  d’un  estima 
teur spécifié de la variance. Il s’agit d’une mesure du biais 
relatif de l’estimateur spécifié de la variance. Si celuici est 
sans biais, le meff sera égal à un. Ce concept est étroitement 
lié  à  celui  de  l’« effet  de  plan »  ou  deff  de  Kish  (1965), 
défini comme étant la variance de l’estimateur ponctuel sous 
le  plan  donné divisée  par  sa variance  sous échantillonnage 
aléatoire  simple  avec  la  même  taille  d’échantillon,  notion 
qui est plus en rapport avec le choix du plan qu’avec celui 
de l’estimateur de l’erreurtype. 

Nous  illustrerons  nos  arguments  théoriques  grâce  à  des 
analyses  de  données  provenant  de  la  British  Household 
Panel Survey (BHPS) sur les attitudes à l’égard des rôles de 
l’homme et de la femme, où les principales unités d’intérêt 
analytique sont les femmes prises individuellement et où les 
grappes  correspondent  aux  secteurs  postaux  (postcode 
sectors en anglais) utilisés comme unités primaires d’échan 
tillonnage  lors  de  la  sélection  de  l’échantillon  de  première 
vague à partir d’un registre d’adresses. 

Le cadre, y compris  les modèles et  les méthodes d’esti 
mation,  est  décrit  à  la  section 2.  Les  propriétés  théoriques 
des méthodes d’estimation de la variance sont exposées à la 
section  3.  La  section  4  illustre  numériquement  ces 
propriétés, à l’aide d’une analyse des données de la BHPS. 
Enfin, certaines conclusions sont présentées à la section 5. 

2.  Modèle de régression, données 
et méthodes d’inférence 

Considérons une population  finie  {1, ..., } U N =  de  N 
unités,  que  nous  supposons  fixe  au  cours  d’une  série 

d’éditions,  ou  vagues,  1, ..., t T =  d’une  enquête.  Nous 
parlerons  d’individus  pour  les  unités,  quoique  notre 
discussion soit d’application plus générale. Soit  it y  la valeur 
d’une variable résultat pour l’individu  i U ∈  à la vague  t 
et  soit  1 ( , ..., ) i i iT y y y ′ =  le  vecteur  de  mesures  répétées. 
Soit  it x  un  vecteur  1  q ×  correspondant  de  valeurs  des 
covariables  pour  l’individu  i  à  la  vague  t  et  soit 

1 ( , ..., ) . i i iT x x x ′ ′ ′ =  Nous  supposons  que  le modèle  linéaire 
qui  suit  est  vérifié  pour  l’espérance  de  i y  sachant 

1 ( , ..., ) : N x x 

( ) , i i E y x = β  (1) 

où β  est un vecteur  1 q ×  de coefficients de régression et 
l’espérance  est  calculée  sous  le  modèle.  Nous  supposons 
que β  est  la  cible  de  l’inférence,  autrement  dit  que  les 
coefficients de régression sont les paramètres qui intéressent 
principalement  l’analyste.  Nous  examinerons  également 
d’autres  caractéristiques  du modèle,  comme  la  matrice  de 
covariance  de  , i y  mais  nous  supposons qu’elles sont  d’un 
intérêt secondaire pour l’analyste. 

Les données  disponibles pour  l’inférence au  sujet  de β 
proviennent  d’une  enquête  longitudinale  dans  laquelle  les 
valeurs  de  it y  et  de  it x  sont  observées  lors  de  chaque 
édition  (vague)  1, ..., t T =  pour  les  individus  i  dans  un 
échantillon,  , s  tiré à partir de U  à la vague 1 selon un plan 
d’échantillonnage spécifié. Pour simplifier, nous supposons 
ici  qu’il  n’y  a  pas  de  nonréponse,  mais  nous  examinons 
cette possibilité à la section 4. 

Afin  de  formuler  un  estimateur  ponctuel  de  , β  nous 
étendons  la  spécification  de  (1)  au  modèle  « de  travail » 
suivant : 

, it it i it y x u v = β + +  (2) 

où  i u  et  it v  sont  des  effets  aléatoires  indépendants  de 
moyenne  nulle  et  de  variances  2 2 

u σ = ρσ  et  2 
v σ = 

2 (1 ) − ρ σ  respectivement,  sachant  1 ( , ..., ). N x x  Ce modèle 
peut être appelé un modèle de corrélation uniforme (Diggle 
et coll.  2002,  page  55)  ou  un  modèle  à  deux  niveaux 
(Goldstein  2003).  Le  paramètre ρ  est  la  corrélation intra 
individu. 

L’estimateur  ponctuel  de  base  de β  que  nous  con 
sidérons est 

1 
1 1 ˆ  , i i i i i i 

i s i s 
w x V x w x V y 

− 
− − 

∈ ∈ 

  ′ ′ β =   
  
∑ ∑  (3) 

où  i w  est  un  poids  de  sondage  et  V  est  une  matrice  de 
covariance T T ×  estimée de  i y  sous le modèle de travail 
(2), c’estàdire qu’elle contient des éléments diagonaux  2 ˆ σ 
et  des  éléments  non  diagonaux  2 ˆ  ˆ  , ρσ  où  2 ˆ  ˆ ( , ) ρ σ  est  un 
estimateur de  2 ( , ). ρ σ  (Notons qu’en fait,  2 ˆ σ  s’annule dans 
(3)  et  que  2 σ  ne  doit  donc  pas  être  estimé  pour  ˆ ). β  En 
l’absence  des  termes  de  pondération  et  des  considérations
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relatives  à  l’enquête,  la  forme  de  ˆ β  est  motivée  par 
l’approche  des  équations  d’estimation  généralisées  (EEG) 
de  Liang  et  Zeger  (1986).  L’idée  ici  est  que  ˆ , β  en  tant 
qu’estimateur  par  les  moindres  carrés  généralisés  de  , β 
serait entièrement efficace si le modèle de travail (2) tenait. 
Cependant,  ˆ β  demeure  convergent  sous  (1)  et  l’on  peut 
encore  s’attendre  à  ce  qu’il  combine  l’information  intra 
individu  et  interindividus  de  manière  raisonnablement 
efficace,  même  si  le  modèle  de  travail  de  la  structure  de 
l’erreur n’est pas exactement vérifié. 

Les  poids  de  sondage  sont  inclus  dans  (3)  suivant 
l’approche  de  la  pseudovraisemblance  (Skinner  1989b) 
pour s’assurer que  ˆ β  est approximativement sans biais pour 
β  sous le modèle et sous le plan, à condition que (1) tienne. 
Il  existe  plusieurs  moyens  d’estimer  . ρ  Dans  d’autres 

conditions que celles d’une enquête, Liang et Zeger (1986) 
donnent  une  approche  itérative  avec  alternance  entre  les 
estimations  de β  et  . ρ  Shah,  Barnwell  et  Bieler  (1997) 
décrivent  comment  les  poids  de  sondage  peuvent  être 
intégrés dans cette approche et implémentent cette méthode 
dans  la  procédure  REGRESS  du  logiciel  SUDAAN.  Par 
défaut, SUDAAN n’implémente qu’une seule étape de cette 
méthode  itérative  et,  dans  des  conditions  autres  qu’un 
sondage,  Lipsitz,  Fitzmaurice,  Orav  et  Laird  (1994)  con 
cluent qu’il y a peu à perdre à n’utiliser qu’une seule étape. 
Pour le modèle de travail (2), l’approche de Liang et Zeger 
(1986)  d’estimation  de β  et ρ  est  presque  identique  à 
l’approche d’estimation par  les moindres carrés généralisés 
itérés  (MCGI)  de  Goldstein  (1986).  Les  deux  méthodes 
comportent une itération entre les estimations de β  et de  , ρ 
et  toutes deux estiment β  par  les MCGI, sachant  l’estima 
tion  courante  de  . ρ  La  seule  légère  différence  tient  à  la 
méthode  utilisée  pour  estimer  . ρ  Pfeffermann,  Skinner, 
Holmes,  Goldstein  et  Rasbash  (1998)  montrent  comment 
intégrer les poids de sondage dans l’approche des MCGI et 
l’on  peut  s’attendre  à  ce  que  leur  méthode  produise  des 
estimations  de ρ  fort  semblables  à  celles  de  la  procédure 
REGRESS de SUDAAN. Pour le besoin du présent article, 
la forme précise de  ˆ ρ  ne sera pas critique et nous pouvons 
considérer  ˆ β  comme étant  un  estimateur  par EEG pondé 
rées ou un estimateur par MCGI pondérés. 

Nous  nous  penchons  maintenant  sur  l’estimation  de  la 
matrice de covariance de  ˆ β  sous le plan d’échantillonnage 
complexe.  Nous  supposerons,  de  manière  générale,  qu’un 
plan d’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés est utilisé. 
Nous  considérons  deux  grandes approches  d’estimation  de 
la variance. 

Notre  première  approche  est  la  méthode  classique  de 
linéarisation  (Skinner  1989b  page  78).  L’estimateur  de  la 
matrice de covariance de  ˆ β  est 

1 
1 

1 
1 

ˆ ( ) 

/( 1) ( ) ( ) 

i i i 
i s 

h h ha h ha h 
h a 

i i i 
i s 

v w x V x 

n n z z z z 

w x V x 

− 
− 

∈ 

− 
− 

∈ 

  ′ β =     
  ′ × − − −     

  ′ ×     

∑ 

∑ ∑ 

∑  (4) 

où  h  dénote  la  strate,  a  dénote  l’unité  primaire 
d’échantillonnage (UPE),  h n  est  le nombre d’UPE dans la 
strate  , h  ha z =  1  , i  i i i w x V e − ∑ ′  / a h ha h z z n ∑ =  et  i i e y = − 

ˆ . i x β  Des  estimateurs  similaires  sont  considérés  par  Shah 
et coll.  (1997, pages 89) et par Lavange et coll.  (2001). Si 
l’on  ignore  les  pondérations,  le  plan  d’échantillonnage  et 
l’écart  entre  /( 1) n n −  et  1,  cet  estimateur  se  réduit  à 
l’estimateur  de  variance  « robuste »  présenté  par  Liang  et 
Zeger (1986). 

Notre deuxième approche est basée plus directement sur 
un modèle. Nous commençons par étendre le modèle afin de 
représenter  la  population  complexe  qui  soustend  le  plan 
d’échantillonnage, puis nous procédons à l’inférence sous le 
modèle  étendu.  Nous  considérons  uniquement  le  cas  de 
l’échantillonnage à deux degrés à partir d’une population en 
grappes,  où  le  modèle  à  deux  niveaux  donné  par  (2)  est 
étendu au modèle à trois niveaux (Goldstein 2003): 

. ait ait a ai ait y x u v = β + η + +  (5) 

L’indice  a  supplémentaire  dénote  la  grappe  et  le  terme 
aléatoire  supplémentaire  a η  de  variance  2 

η σ  représente 
l’effet  de  grappe  (que  l’on  suppose  indépendant  de  ai u  et 

). ait v  Soit  2 
u σ  et  2 

v σ  les variances de  ai u  et  , ait v  respecti 
vement. L’inférence a alors  lieu en utilisant  les MCGI, qui 
peuvent être pondérés pour éviter le biais de sélection. Cette 
approche  génère  directement  une  matrice  de  covariance 
estimée  de  l’estimateur  de  . β  Il  convient  toutefois  de 
souligner  que  l’estimateur  de β  dérivé  en  utilisant  les 
MCGI pondérés sous le modèle (5) peut différer légèrement 
de  l’estimateur  (3)  (quoique,  pour des estimations données 
des  trois  composantes  de  la  variance  dans  (5),  il  sera  le 
même  qu’un  estimateur  par  EEG  pondérées  avec  une 
matrice de covariance de travail basée sur ce modèle à trois 
niveaux). Néanmoins, d’après notre expérience des applica 
tions aux enquêtes sociales, comme il est décrit à la section 
4, et d’après la théorie (Scott et Holt 1982), l’écart entre ces 
deux  estimateurs  ponctuels  de  rechange  est  souvent 
négligeable. 

Nous disposons de deux approches générales pour déri 
ver  les estimateurs de la variance en (5). Premièrement, en 
ne tenant pas compte des poids de sondage, nous pouvons 
employer la méthode des MCGI standard (Goldstein 1986), 
en supposant que chaque effet aléatoire suit une loi normale. 
Deuxièmement,  pour  éviter  l’hypothèse  d’effets  aléatoires
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homoscédastiques  normaux,  nous  pouvons  employer  une 
méthode d’estimation « robuste » de  la variance (Goldstein 
2003, page 80). Cette approche est étendue à l’utilisation des 
poids de sondage dans Pfeffermann et coll. (1998). À part la 
stratification,  l’estimateur  de  la  variance  est  identique  à 
l’estimateur par linéarisation (4) pour une valeur donnée de 
ˆ. ρ 

3.  Propriétés des estimateurs de variance 

À la présente section, nous considérons les propriétés des 
estimateurs  de  la matrice  de  covariance  de  ˆ β  décrite à  la 
section  précédente.  Nous  examinons  d’abord  l’estimateur 
par linéarisation  ˆ ( ) v β  donné par (4). 

La convergence  de  ˆ ( ) v β  pour  la matrice  de covariance 
de  ˆ β  suit les arguments établis dans un cadre asymptotique 
approprié (par exemple, Fuller 1975; Binder 1983). La seule 
caractéristique non standard est la présence de  1 V −  dans  ˆ β 
et  ˆ ( ) v β  et la dépendance de V  à l’égard de  ˆ. ρ  En fait, dans 
les  grands  échantillons,  la matrice  de  covariance  de  ˆ β  ne 
dépend de  ˆ ρ  que par la voie de sa valeur limite  * ρ  (dans un 
cadre asymptotique donné). Pour le voir, écrivons  ˆ β − β = 

1 ( ) , s s i i u z − ∑ ∑ %  où  1  , i i i i u w x V x − ′ =  1 
i i i i z w x V e − ′ = % %  et  i e = % 

. i i y x − β  Notons  que,  sous  des  conditions  de  régularité 
faibles (Fuller et Battese 1973, corollaire 3),  la distribution 
asymptotique  de  ˆ β − β  est  la  même  que  celle  de  * β − 

1 * * ( ) , s s i i u z 
− 

∑ ∑ β =  où  * * 1  , i i i i u w x V x − ′ =  * 
i z = 

* 1 
i i i w x V e − ′ % 

et  * V  prend  la même  forme que  V  avec  ˆ ρ  remplacé par 
*  ˆ lim( ), p ρ = ρ  la limite de probabilité de  ˆ ρ  dans le cadre 

asymptotique.  En  écrivant  * * / s  i z z n ∑ =  et  U = 
* lim( / ), s  i p u n ∑  nous pouvons donc approximer la matrice 

de  covariance  de  ˆ β  asymptotiquement  par  ˆ var( ) β ≈ 
1 * 1 var( ) . U z U − −  Si  le  modèle  de  travail  (2)  tient,  alors 

* ρ = ρ  et  cette matrice  de  covariance  sera  la même  pour 
toute méthode convergente d’estimation de  . ρ  Même si  le 
modèle  de  travail  ne  tient  pas,  ˆ ( ) v β  sera  convergent  pour 

1 * 1 var( ) U z U − −  dans  le  genre  de  cadre  asymptotique 
considéré par Fuller (1975) et Binder (1983), ainsi que sous 
les  genres  de  conditions  de  régularité  que  ces  auteurs  et 
Fuller et Battese (1973) établissent. 

Ensuite,  nous  examinons  l’effet  sur  la  méthode  de 
linéarisation  de  la nonprise en compte  du  plan  d’échantil 
lonnage  complexe.  Nous  dénotons  par  0 

ˆ ( ) v β  l’estimateur 
par linéarisation obtenu d’après l’expression (4) en ignorant 
le plan, c’estàdire en supposant qu’il n’existe qu’une seule 
strate contenant des UPE identiques aux individus, de sorte 
que  h n n =  est la taille globale d’échantillon et que  ha z  est 
remplacé  par  i z =  1  . i i i w x V e − ′  Nous  nous  intéresserons  au 
biais  de  0 

ˆ ( ) v β  quand  le  plan  de  sondage  est,  en  fait, 
complexe. Soit  ˆ k β  le  e k  élément de  ˆ β  et soit  0 

ˆ ( ) k v β  le  e k 
élément  de  0 

ˆ ( ). v β  Alors,  à  l’exemple  de  Skinner  (1989a, 
page 24), nous mesurons le biais relatif de l’estimateur de la 

variance  « incorrectement  spécifiée »  0 
ˆ ( ) k v β  en  tant 

qu’estimateur  de  ˆ var( ) k β  par  l’effet  d’erreur  de  spécifi 
cation,  0 0 

ˆ ˆ ˆ meff [ , ( )] var( ) / [ k k k v E v β β = β  ˆ ( )]. k β  Puisque 
ˆ ( ) k v β  est  un  estimateur  convergent  de  ˆ var( ), k β  ˆ meff[ ,k β 

0 
ˆ ( )] k v β  peut  être  estimé  par  0 

ˆ ˆ ( ) / ( ) k k v v β β  et  est  étroite 
ment relié à la notion d’effet de plan. 

Pour  étudier  la  nature  de  0 
ˆ ˆ meff[ , ( )], k k v β β  nous 

commençons par écrire : 

( ) 
( ) 

1 
0 

1 

ˆ ( ) [ /( 1)] 

( )( ) , 

i s 

i i i s s 

v u n n 

z z z z u 

− 

− 

β = − 

′ × − −     

∑ 
∑ ∑  (6) 

où  / . s  i z z n ∑ =  Alors, en tant qu’approximation asympto 
tique, nous avons  1 1 * 1 

0 
ˆ [ ( )] [ ] , z E v U n S U − − − β ≈  où  * 

z S  est la 
limite  de  probabilité  de  la  matrice  de  covariance  en  po 
pulation  finie  de  * .i z  Étant  donné  que  le  numérateur  de 

ˆ meff[ ,k β  0 
ˆ ( )] k v β  peut  être  approximé  par  1 * var( ) U z − 

1 , U −  nous pouvons écrire : 
1 * 1 

0  1 1 * 1 
( ) var( ) ( ) ˆ ˆ meff[ , ( )] , 
( ) [ ]( ) 

k k 
k k 

k z k 

U z U v 
U n S U 

− − 

− − − 

′ 
β β = 

′ 
(7) 

où  1 ( ) k U −  est  la  e k  ligne  de  1 . U −  Si  1 q =  ,  cette 
expression se simplifie en : 

* 1 * 
0 

ˆ ˆ meff[ , ( )] var( ) /[ ]. z v z n S − β β =  (8) 

Nous  pouvons  explorer  des  formes  plus  spécifiques  de 
ces expressions sous divers modèles et hypothèses au sujet 
des  pondérations  et  du  plan  d’échantillonnage.  Nous  nous 
concentrons  ici  sur  l’effet  de  la  mise  en  grappes,  en 
supposant que les pondérations sont égales et qu’il n’existe 
pas de stratification. Considérons le modèle à trois niveaux 
(5)  et,  pour  simplifier  les  choses,  supposons que  1 q =  et 

1 ait x ≡  et que β  est la moyenne de  . ait y  Alors, des calculs 
algébriques  simples  montrent  que  la  valeur  de  * 

i z  pour 
l’individu  i  dans  la  grappe  a  est  * 1 [1 ( 1)] T − + ρ − 

( ). t  a ai ait u v ∑ η + +  Supposons maintenant que l’on recourt 
à  l’échantillonnage  à  deux  degrés  avec  une  taille 
d’échantillon commune  m  par grappe. Alors, en évaluant la 
variance  * var( ) z  et  la  limite  de  probabilité  * 

z S  dans  (8) 
sous  le  modèle  (5),  nous  trouvons,  à  l’instar  de  Skinner 
(1989a, page 38) que : 

0 
ˆ ˆ meff[ , ( )] 1 ( 1) , v m β β = + − τ  (9) 

où  2 2 2 2 /( / ) u v  T η η τ = σ σ + σ + σ  est  la  corrélation  intra 
grappe  de  * .i z  Nous  voyons  que,  sous  ce modèle,  le meff 
augmente  à  mesure  que  T  augmente  (à  condition  que 

2  0) v σ >  et,  donc,  que  l’effet  de  la  mise  en  grappes  sur 
l’estimation  de  la  variance  est  plus  important  dans  le  cas 
longitudinal que dans le problème transversal (où  1). T = 

Cette  constatation  dépend  de  l’hypothèse  assez  forte 
selon  laquelle  les  effets  de  grappe  a η  sont  constants  au
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cours du temps. En fait, l’équation (9) est encore vérifiée si 
nous  remplaçons  a η  par  un  effet  variable  en  fonction  du 
temps  at η  à  condition  que  nous  remplacions τ  par τ = 
var( ) /[var( ) a a η η +  2 2  / ], u v  T σ + σ  où  / . t a at  T ∑ η = η 
Dans ces  conditions,  le meff  augmentera à mesure  que  T 
augmente  si  (et  uniquement  si)  2 2  / u v  T σ + σ  diminue  plus 
rapidement avec T  que  var( ). a η  Qu’il en soit ainsi ou non 
dépend  de  l’application  particulière.  Cependant,  nous 
soutenons que, pour de nombreuses enquêtes longitudinales 
auprès d’individus avec les grappes fondées sur les régions 
(le genre de contexte auquel nous pensons), cette condition 
est  plausible.  Dans  de  telles  applications,  nous  pouvons 
souvent nous attendre à ce que la valeur de  2 

v σ  soit grande 
relativement  à  celle  2 

u σ  (c’estàdire  que  la  corrélation 
intragrappe  transversale  soit  faible), en  particulier  à  cause 
d’une erreur de mesure propre à la vague d’enquête et, donc, 
à  ce  que  2 2  / u v  T σ + σ  diminue  assez  rapidement  à mesure 
que  T  augmente.  En  principe,  les  caractéristiques  socio 
économiques des  régions  sont souvent plus  stables et dans 
des situations inhabituelles seulement devraiton s’attendre à 
ce qu’une erreur de mesure donne lieu à une variance propre 
à  la  vague  d’enquête  importante  dans  . at η  Donc,  selon 
nous, dans de telles applications, on pourrait habituellement 
s’attendre à ce que le ratio de  var( ) a η  pour  5, T =  disons, 
comparativement  à  1 T =  soit  plus  grand  que  2 (  u σ + 

2 2 2 / 5) /( ) v u v σ σ + σ  qui  s’approchera  de  1/5  à  mesure  que 
2 2 / u v σ σ  tend vers 0. Nous sommes donc d’avis que, dans de 

nombreuses circonstances pratiques, tenir compte de la mise 
en  grappes  sera  plus  important  dans  les  analyses  longitu 
dinales que dans les analyses transversales correspondantes. 
Nous présentons un exemple empirique à la section 4. 

Considérons maintenant les propriétés des estimateurs de 
variance  basés  sur  le  modèle  à  trois  niveaux  (5).  Nous 
n’examinons que l’approche fondée sur l’hypothèse d’effets 
aléatoires  homoscédastiques  suivant  une  loi  normale,  en 
ignorant  les  poids  de  sondage,  étant  donné  l’équivalence 
(virtuelle)  de  l’approche  multiniveaux  « robuste »  et  de  la 
linéarisation. 

Si le modèle (5) est correct et que nous ignorons effecti 
vement  les  poids  de  sondage,  alors  l’estimateur  de  la 
variance  basé  sur  le  modèle  sera  convergent  (Goldstein 
1986).  Cependant,  comme  il  est  discuté  dans  Skinner 
(1989b,  page 68)  et  corroboré  par  la  théorie  dans  Skinner 
(1986),  la  principale  caractéristique  de  la mise  en  grappes 
susceptible  d’avoir  une  incidence  sur  les  erreurstypes  des 
coefficients  de  régression  estimés  est  la  variation  inter 
grappes des coefficients de régression, ce qui n’est pas pris 
en compte dans le modèle (5). 

Afin  de  voir  comment  le  modèle  (5)  pourrait  ne  pas 
refléter correctement les effets de la mise en grappes, consi 
dérons  le  cas  transversal ( 1), T =  où  x  est  un  scalaire. 
Alors, si le modèle à trois niveaux (5) tient, une expression 

approximative du meff de l’estimateur de la variance de  ˆ β 
basé sur le modèle à deux niveaux (2) est : 

1 meff 1 ( 1) ,x m = + − τ τ  (10) 

où  2 2 2 2 
1  /( ) u v η η τ = σ σ + σ + σ  et  x τ  est  la  corrélation 

intragrappe  pour  x  (Scott  et  Holt  1982;  Skinner  1989b, 
page 68). Ce résultat s’étend, dans le cas longitudinal, à : 

1 meff 1 ( 1) , z m ≤ ≤ + − ττ %  (11) 

où τ %  est  la  version  de  long  terme  ( ) T = ∞  de τ  (voir 
l’annexe) et  z τ  est un coefficient de corrélation intragrappe 
pour  / . t ai ait z x T ∑ =  La preuve de ce résultat et  les hypo 
thèses  simplificatrices  requises  sont  esquissées  à  l’annexe. 
Le  point  principal est que τ %  et  z τ  seront  souvent  faibles, 
auquel  cas  z ττ %  sera  très  faible,  et  donc,  la  valeur  de meff 
pourrait être invraisemblablement proche de un, l’estimateur 
de  la  variance  basé  sur  le  modèle  présentant  un  biais  par 
défaut.  Nous  explorons  cet  aspect  empiriquement  à  la 
section  4.  Naturellement,  nous  pourrions  introduire  des 
coefficients aléatoires dans le modèle (5), et nous examinons 
cela  également  à  la  section  4.  Toutefois,  étant  donné  la 
difficulté  qu’il  y  a  à  spécifier  correctement  un  modèle  à 
coefficients  aléatoires,  il  semble  peu  probable  que  cette 
approche soit très robuste. 

À  la  présente  section,  nous  nous  sommes  concentrés 
jusqu’à présent  sur  le biais  (ou  nonconvergence) éventuel 
des méthodes d’estimation de la variance. Mais il est égale 
ment  souhaitable  d’examiner  leur efficacité. En particulier, 
nous  pourrions  nous  attendre  à  ce  que  la  méthode  de 
linéarisation  soit  moins  efficace  que  l’estimation  de  la 
variance  basée  sur  le modèle,  si  ce  dernier  est  correct.  En 
principe, l’importance relative de l’efficacité par rapport au 
biais devrait augmenter à mesure que le nombre de grappes 
diminue.  Wolter  (1985,  chapitre  8)  résume  un  certain 
nombre  d’études  par  simulation  conçues  pour  examiner  le 
biais  et  la variance  de  l’estimateur  de  variance  par  linéari 
sation qui laissent entendre que la méthode de linéarisation 
donne de bons résultats même si  le nombre de grappes est 
faible. Fuller  (1984)  discute  de corrections éventuelles  des 
intervalles de confiance en fonction du nombre de degrés de 
liberté  pour  les  coefficients  de  régression  basés  sur  la 
méthode  de  linéarisation  lorsque  le  nombre  de  grappes est 
faible.  Une  étude  par  simulation  des  estimateurs  pour  les 
modèles multiniveaux décrite dans Maas et Hox (2004) ne 
permet  pas  de  conclure  que  la  méthode  de  linéarisation 
donne  de  nettement  moins  bons  résultats  que  l’approche 
basée sur une modèle,  en ce qui a  trait à  la couverture des 
intervalles de confiance pour les coefficients de  , β  même si 
le nombre de grappes est aussi faible que 30.
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4.  Exemple : analyse par  la régression des 
données de la BHPS sur les attitudes à 

l’égard des rôles de l’homme 
et de la femme 

Nous présentons maintenant une application aux données 
de  la  BHPS  afin  d’illustrer  certaines  propriétés  théoriques 
discutées à la section précédente. 

Ces  dernières  décennies,  nous  avons  été  témoins  d’une 
évolution importante des rôles de l’homme et de la femme 
au  sein  de  la  famille  dans  de  nombreux  pays.  Les  spécia 
listes  des  sciences  sociales  s’intéressent  à  la  relation  entre 
l’évolution des attitudes à l’égard des rôles de l’homme et de 
la femme, d’une part, et les changements de comportement, 
comme  ceux  relatifs  à  la  condition  parentale  et  à  la 
participation au marché du travail, d’autre part (par exemple, 
Morgan  et  Waite  1987;  Fan  et  Marini  2000).  Diverses 
formes  d’analyse  statistique  sont  utilisées  pour  fournir  des 
preuves de ces relations.  Ici, nous considérons l’estimation 
d’un  modèle  linéaire  de  la  forme  (1)  contenant  comme 
variable  de  résultat,  , y  une mesure  de  l’attitude  à  l’égard 
des  rôles  de  l’homme  et  de  la  femme,  à  la  suite  d’une 
analyse de Berrington (2002). 

Les  données  proviennent  des  vagues  1,  3,  5,  7  et  9 
(recueillies en 1991, 1993, 1995, 1997 et 1999, respective 
ment)  de  la  BHPS  et  ces  vagues  sont  codées  1, ..., t = 

5 T =  respectivement. On a demandé aux répondants s’ils 
étaient « tout à fait d’accord », « d’accord », « ni d’accord ni 
en  désaccord »,  « en  désaccord »  ou  « tout  à  fait  en 
désaccord » avec une série d’énoncés concernant la famille, 
ainsi que les rôles de la femme et le travail à l’extérieur du 
ménage. Les réponses ont été cotées de 1 à 5. On a recouru à 
l’analyse  factorielle  pour  évaluer  quels  énoncés  pourraient 
être combinés en une mesure de l’attitude à l’égard des rôles 
de l’homme et de la femme. La cote d’attitude  ,  ,it y  consi 
dérée ici est la cote totale pour les six énoncés choisis pour 
la femme  i  lors de la vague  . t  Plus la cote est élevée, plus 
les attitudes à l’égard des rôles de l’homme et de la femme 
sont  égalitaires. Berrington  (2002)  présente  une  discussion 
détaillée  de  cette  variable.  Une  analyse  plus  complexe 
pourrait  inclure  un  modèle  d’erreur  de  mesure  pour  les 
attitudes  (par  exemple,  Fan  et Marini  2000),  chacune  des 
réponses sur  l’échelle de cinq points aux six énoncés étant 
traitée comme une variable ordinaire. Ici, nous adoptons une 
approche plus simple consistant à traiter la cote agrégée  it y 
et  le vecteur  de coefficients  connexe β  comme présentant 
un intérêt scientifique et à inclure l’erreur de mesure dans le 
terme d’erreur du modèle. 

Nous  nous  sommes  fondés  sur  la  discussion  de 
Berrington  (2002)  en  vue  de  choisir  les  covariables  pour 
l’analyse  par  la  régression, mais  avons  réduit  leur  nombre 
afin  de  nous  concentrer  plus  facilement  sur  les  questions 

méthodologiques  d’intérêt.  La  covariable  présentant  le 
principal  intérêt  scientifique  est  l’activité  économique,  qui 
permet  de  faire  la  distinction,  en  particulier,  entre  les 
femmes  qui  restent  au  foyer  pour  s’occuper  des  enfants 
(dénoté  « soin  de  la  famille »)  et  celles  qui  poursuivent 
d’autres  formes  d’activité  reliée  au marché  du  travail.  Les 
variables  reflétant  l’âge  et  le  niveau  de  scolarité  sont 
également  incluses,  puisqu’il  a  été  souvent  démontré 
qu’elles sont fortement corrélées aux attitudes à l’égard des 
rôles  de  l’homme  et  de  la  femme  (par  exemple,  Fan  et 
Marini 2000). Les valeurs de toutes ces covariables peuvent 
varier  d’une  vague  à  l’autre  de  l’enquête.  Une  variable 
d’année  (prenant  les  valeurs  1,  3, …, 9)  est  également  in 
cluse.  Elle  peut  refléter  à  la  fois  les  changements  chrono 
logiques et  le vieillissement général des femmes comprises 
dans l’échantillon. 

La  BHPS  est  une  enquêteménage  par  panel  réalisée 
auprès  des  membres  de  la  population  à  domicile  de  la 
GrandeBretagne  (Taylor,  Brice,  Buck  et  PrenticeLane 
2001).  L’échantillon  initial  (vague 1)  a  été  sélectionné  en 
1991  selon  un  plan  stratifié  à  plusieurs  degrés  dans  lequel 
les probabilités d’inclusion des ménages étaient à peu près 
égales.  Les  ménages  ont  été  regroupés  en  250  unités  pri 
maires d’échantillonnage (UPE) correspondant aux secteurs 
postaux. Tous les membres résidents de 16 ans et plus ont 
été  sélectionnés  dans  les ménages échantillonnés.  Tous  les 
adultes sélectionnés durant la première vague ont été suivis 
lors de la deuxième vague et ainsi de suite, et représentent le 
panel  longitudinal.  L’enquête  est  sujette  à  une  érosion  de 
l’échantillon  et  à  d’autres  formes  de  nonréponse  à  une 
vague.  Pour  traiter  cette  nonréponse,  nous  avons  simple 
ment remplacé  s  dans (3) par l’« échantillon longitudinal » 
d’individus  pour  lesquels  les  observations  étaient  dispo 
nibles pour chacune des vagues  1, ..., t T =  et nous avons 
choisi de n’appliquer aucun poids de sondage, puisque notre 
but est d’étudier les effets d’erreur de spécification éventuel 
lement associés à la mise en grappes et nous voulons éviter 
de confondre ces effets avec ceux de la pondération. Nous 
ignorons également l’effet de la stratification dans le travail 
numérique de la présente section (mais nous présentons à la 
section 5 certains commentaires sur l’effet de la pondération 
et de la stratification). 

Puisque  nous  nous  intéressons  dans  l’analyse  à  la 
question  de  savoir  si  l’activité  principale  des  femmes 
consiste  à  « prendre  soin  de  la  famille »,  nous  définissons 
notre population étudiée comme étant les femmes de 16 à 39 
ans  en  1991. Donc,  nos  données  correspondent  à  l’échan 
tillon  longitudinal  de  femmes  dont  l’âge  se  situe  dans  la 
fourchette admissible et ayant répondu à toutes les questions 
de  l’interview  (enregistrements  complets)  lors  de  chacune 
des cinq vagues,  ce qui  donne un échantillon  de n = 1 340 
femmes. Ces femmes sont réparties de manière relativement
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uniforme  entre  248  secteurs  postaux.  La  petite  taille 
moyenne  d’échantillon  d’environ  cinq  par  secteur  postal 
combinée  à  la  corrélation  intrasecteur  postal  relativement 
faible  pour  la  variable  d’attitude étudiée  se  traduit  par  un 
effet assez faible  du  plan,  tel qu’il est mesuré par  le meff. 
Puisque nos objectifs sont de nature méthodologique, nous 
avons choisi de grouper les secteurs postaux en 47 grappes 
géographiquement contigües, pour permettre des comparai 
sons plus précises, moins brouillées par les erreurs d’échan 
tillonnage qui peuvent être appréciables dans l’estimation de 
la variance. Les valeurs du meff présentées dans les tableaux 
ont  donc  tendance à être  plus élevées que  pour  le  plan  de 
sondage réel. Les seconds résultats ont tendance à suivre un 
profil  comparable,  quoique  celuici  soit  moins  précis,  à 
cause de l’erreur d’échantillonnage. 

Nous commençons par estimer le meff pour l’estimateur 
par  la  linéarisation,  comme  il  est  discuté  au  début  de  la 
section 3. À l’aide de données provenant uniquement de la 
première  vague  et  en  fixant  1, ait x ≡  le meff  estimé  pour 
cette moyenne  transversale  donné  dans  le  tableau 1 est  de 
l’ordre  de  1,5.  Cette  valeur  est  plausible  car,  si  nous 
procédons  à  l’approximation  habituelle  de  (9)  pour  des 
tailles  d’échantillon  de  grappe  inégales  en  remplaçant  m 
par  , m  la  taille  moyenne  d’échantillon  par  grappe,  nous 
trouvons  que  1 ( 1) 1,5 m + − τ =  et  1340/ 47 29 m = ≈ 
impliquent  une  valeur  de τ  d’environ  0,02  et  cette  faible 
valeur  est  en  accord  avec  d’autres  valeurs  estimées  de τ 
obtenues  pour  des  variables attitudinales  dans  les enquêtes 
britanniques (Lynn et Lievesley 1991, annexe D). 

Tableau 1  Estimations pour les moyennes longitudinales 

ˆ β  e.t.  meff 
Vagues  19  19  1  1,3  1,3,5  17  19 

19,83  0,12  1,51  1,50  1,68  1,81  1,84 

Pour évaluer l’effet de l’aspect longitudinal des données, 
nous  estimons  une  série  de meffs  en  utilisant  les  données 
provenant  des  vagues  1, ...,  t  pour  2, 3, ..., 5. t =  Bien 
que  ces  meffs  estimés  soient  sujets  à  une  erreur  d’échan 
tillonnage,  il  semble évident,  si  l’on  examine  le  tableau 1, 
que  le  meff  tend à  augmenter  avec  le  nombre  de  vagues. 
Cette  tendance  pourrait  être escomptée,  compte  tenu  de  la 
discussion théorique de la section 3, si le niveau moyen des 
attitudes égalitaires dans une région varie moins d’année en 
année  que  les  cotes  d’attitude  individuelles  des  femmes. 
Cela  paraît  vraisemblable,  puisque  les  secondes  seront 
affectées  à  la  fois  par  l’erreur  de  mesure  et  par  les 
changements réels d’attitude, si bien qu’on pourrait prévoir 
que  var( ) a η  diminue plus lentement avec T  que  var(  a u + 
). a v  Nous pouvons donc nous attendre à ce que  , τ  et par 

conséquent le meff, augmente à mesure que T  croît, comme 
nous l’observons au tableau 1. 

Nous  étoffons  ensuite  l’analyse  en  introduisant  des 
variables  indicatrices  d’activité  économique  comme  co 
variables.  Le  modèle  de  régression  résultant  comprend  un 
terme d’ordonnée à l’origine et quatre covariables représen 
tant les contrastes entre les femmes occupées à temps plein 
et  celles  appartenant  à  d’autres  catégories  d’activité  éco 
nomique. Les  valeurs estimées  du meff  sont  présentées au 
tableau  2.  L’ordonnée  à  l’origine  est  une  moyenne  de 
domaine  et,  selon  la  théorie  classique  du  meff  d’une 
moyenne  dans  un  domaine  recoupant  les  grappes  (Skinner 
1989b, page 60), sa valeur sera passablement plus faible que 
celle du meff pour la moyenne d’échantillon complet, ce que 
nous observons effectivement,  le meff pour  la moyenne de 
domaine transversale de 1,13 du tableau 2 étant inférieur à la 
valeur de  1,51 du tableau 1. Comme auparavant, le tableau 
2  semble  indiquer  une  tendance  du  meff  à  augmenter,  de 
1,13 dans le cas d’une seule vague à 1,50 dans le cas de cinq 
vagues, quoique ces valeurs soient plus faibles qu’au tableau 
1. La taille du meff pour  les contrastes du tableau 2 varie, 
certaines  valeurs  étant  supérieures  et  d’autres  inférieures  à 
un.  Ces  valeurs  du  meff  peuvent  être  considérées  comme 
une  combinaison  de  l’effet  classique  d’augmentation  de  la 
variance  due à  la mise  en  grappes  dans  les enquêtes  et  de 
l’effet  de  réduction  de  la  variance  due  à  la mise  en  blocs 
dans une expérience. Cette réduction de la variance a lieu si 
les domaines comparés ont un effet de grappe commun (de 
la forme  a η  dans le modèle (5)) qui a tendance à s’annuler 
dans les contrastes, ce qui sousentend que la variance réelle 
du contraste est plus  faible que  l’espérance de l’estimateur 
de  variance  fondé  sur  l’hypothèse  d’indépendance  entre 
domaines. Cette dernière espérance sera augmentée par  les 
effets  communs.  La  caractéristique  de  ces  résultats  qui 
présente le plus d’intérêt ici est que, de nouveau, le meff n’a 
pas  tendance  à  converger  vers  l’unité  à  mesure  que  le 
nombre  de  vagues  augmente.  Si  tant  est  qu’il  y  ait  une 
tendance, celleci est de direction opposée. Pour le contraste 
d’intérêt scientifique ici, c’estàdire celui entre les femmes 
occupées  à  temps  plein  et  celles  qui  « restent  à  la maison 
pour s’occuper de la famille », le meff est systématiquement 
nettement inférieur à un. 

Nous  perfectionnons  ensuite  davantage  le  modèle  en 
incluant,  comme  covariables  supplémentaires,  le  groupe 
d’âge, l’année et  les qualifications. Les valeurs estimées du 
meff  sont  données  au  tableau 3.  Le  meff  pour  les  coeffi 
cients de régression correspondant aux catégories d’activité 
économique varie de nouveau, certaines valeurs étant supé 
rieures  et  d’autres  inférieures  à  l’unité,  pour  les  mêmes 
raisons  que  pour  les  contrastes  (qui  pourraient  également 
être  interprétés  comme  des  coefficients  de  régression)  du 
tableau 2. De nouveau, il semble que le meff ait tendance à 
s’écarter  de  l’unité  à  mesure  que  le  nombre  de  vagues 
augmente. Une  comparaison  des  tableaux 1  et  3  confirme
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l’observation  de  Kish  et  Frankel  (1974),  à  savoir  que  les 
valeurs du meff n’ont pas tendance à être plus élevées pour 
les  coefficients de  régression que  pour  les moyennes  de  la 
variable dépendante. 

Tableau 2  Estimations pour la régression avec des covariables 
définies selon l’activité économique 

ˆ β  e.t.  meff 
Vagues  19  19  1  1,3  1,3, 5  17  19 

Ordonnée à l’origine 20,58  0,11  1,13  1,01  1,09  1,38  1,50 

Contrastes pour 
Occupée temps 
partiel  1,03  0,10  0,93  0,91  0,93  1,00  0,89 
Autre inactive  0,80  0,15  0,60  0,96  0,68  0,76  0,81 
Étudiante temps 
plein  0,41  0,24  1,10  1,32  1,14  1,48  1,44 
Soin de la 
famille  2,18  0,10  0,72  0,49  0,58  0,66  0,60 

Nota :  a)  L’ordonnée  à  l’origine  est  la  moyenne  pour  les 
femmes occupées à temps plein 

b)  Les contrastes sont calculés pour les autres catégories 
d’activité économique relativement au travail à  temps 
plein. 

Tableau 3  Estimations pour les coefficients de régression avec 
covariables supplémentaires dans le modèle 

ˆ β  e.t.  Meff 

Vagues  19  19  1  1,3  1,3, 5  17  19 

Ordonnée à l’origine  20,20  0,30  0,95  0,87  0,87  1,04 1,07 

Année, t  0,04  0,01    0,86  0,69  0,59 0,96 

Groupe d’âge 
16 à 21 ans  0,00   
22 à 27 ans  0,71  0,25  1,22  1,37  1,44  1,73 1,64 
28 à 33 ans  0,89  0,27  1,38  1,40  1,46  1,68 1,59 
34 ans et plus  1,03  0,27  0,94  1,10  1,13  1,26 1,34 

Activité économique 
Occupée temps plein  0,00   
Occupée temps partiel  0,93  0,10  0,97  0,95  0,96  1,06 0,91 
Autre inactive  0,75  0,15  0,60  0,96  0,68  0,77 0,81 
Étudiante temps plein  0,17  0,24  0,93  1,32  1,23  1,39 1,32 
Soin de la famille  2,09  0,10  0,77  0,59  0,70  0,78 0,67 

Qualification 
Diplôme  0,00   
Qualif.  0,52  0,21  0,77  0,64  0,75  0,87 0,85 
Niveau A  0,61  0,24  0,98  0,87  0,94  0,94 1,01 
Niveau O  0,44  0,20  0,62  0,62  0,59  0,69 0,73 
Autre  1,16  0,22  0,83  0,83  0,78  0,80 0,82 

Nous considérons ensuite les erreurstypes fondées sur le 
modèle  obtenues  à  partir  du  modèle  à  trois  niveaux  (5), 
comme  il  est  discuté  à  la  section  2.  Les  résultats  sont 
présentés au tableau 4 dans la colonne intitulée « fondée sur 
le modèle à trois niveaux ». Aux fins de comparaison, nous 
estimons  aussi  les  erreurstypes  sous  le  modèle  à  deux 
niveaux  (2)  et  présentons  les  résultats  dans  la  colonne 
intitulée  « fondée  sur  le  modèle  à  deux  niveaux ».  Les 
estimations  qui  figurent  dans  ces  deux  colonnes  sont 
presque identiques. Il existe un écart d’un chiffre au niveau 
de  la  troisième  décimale  pour  certains  coefficients  et  un 
écart  un  peu  plus  important  pour  l’ordonnée  à  l’origine. 
Nous  pensons qu’il  s’agit  d’une  preuve qu’ajouter  simple 
ment un terme d’effet régional aléatoire peut donner  lieu à 
une  sousestimation  importante  de  l’effet  de  la  mise  en 
grappes  sur  les  erreurstypes  estimées  des  coefficients  de 
régression.  Ces  données  sont  en  accord  avec  la  borne 
supérieure  théorique  du  meff  donnée  en  (11).  La  valeur 
estimée de τ %  dans l’expression (11) est 0,019 et aucune des 
covariables ne devrait, en principe, présenter une corrélation 
intrarégionale  importante, de sorte que les valeurs prévues 
des estimateurs de la variance pour les modèles à deux et à 
trois niveaux devraient être très proches. 

Nous avançons à la section 3 que la caractéristique de la 
mise  en  grappes  principalement  susceptible  d’avoir  une 
incidence sur la matrice de covariance de  ˆ β  est la variation 
intergrappes  des  coefficients  de  régression.  Nous  avons 
exploré cette idée en introduisant des coefficients aléatoires 
dans le modèle. En traitant alors les éléments de β  comme 
les  valeurs  prévues  des  coefficients  aléatoires,  nous  avons 
constaté que  les  estimations  de β  avaient à  peine  changé. 
Nous  avons  trouvé  que  les  erreurstypes  estimées  de  ces 
estimations étaient, en effet, exagérées, et ce, bien davantage 
que  par  introduction  de  l’effet  aléatoire supplémentaire de 
grappe  dans  le modèle (5),  et que  l’accroissement était  du 
même ordre de grandeur que ceux des meffs des tableaux 2 
et 3. Néanmoins, la méthode des MCGI a produit plusieurs 
estimations  négatives  des  variances  des  coefficients  aléa 
toires,  ce qui oblige à s’interroger sur  les coefficients qu’il 
faut laisser varier ou, plus généralement, sur la spécification 
du modèle. Ce problème s’accentue à mesure qu’augmente 
le nombre de covariables, car le nombre de paramètres dans 
la  matrice  de  covariance  du  vecteur  de  coefficients 
augmente  en  fonction  du  carré  du  nombre  de  covariables. 
Dans  l’ensemble,  l’introduction  de  coefficients  aléatoires 
semble  créer  au  moins  autant  de  problèmes  qu’elle  n’en 
résout  si  la  mise  en  grappes  ne  présente  pas  d’intérêt 
scientifique intrinsèque et ne semble pas être un moyen très 
satisfaisant  de  tenir  compte  de  la  mise  en  grappes  dans 
l’estimation de la variance. Il est plus simple de changer de 
méthode d’estimation.
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Comme nous l’avons mentionné à la fin de la section 2, 
une option est l’utilisation d’une méthode d’estimation de la 
variance  « robuste »  basée  sur  le  modèle  (5)  (Goldstein 
2003, page 80). Les valeurs de ces estimations robustes de 
l’erreurtype  sont  également  incluses  dans  le  tableau  4. 
Comme  nous  l’avons  prévu  à  la  section  2,  l’estimateur 
robuste  de  l’erreurtype  pour  le  modèle  à  deux  niveaux 
donne  des  résultats  très  semblables  à  ceux  de  l’estimateur 
par  linéarisation  qui  ne  tient  pas  compte  de  la  mise  en 
grappes.  L’estimateur  robuste  de  l’erreurtype  pour  le 
modèle à trois niveaux donne des résultats fort semblables à 
l’estimateur  par  linéarisation  tenant  compte  de  l’échantil 
lonnage à deux degrés. Les légers écarts reflètent  les diffé 
rences entre les méthodes d’estimation de  . V 

La  méthode  de  linéarisation  en  présence  d’échantillon 
nage  à  deux  degrés  s’approche  donc  fort  de  la  méthode 
d’estimation robuste de la variance utilisée dans la littérature 

sur  la  modélisation  multiniveaux.  La  distinction  entre  les 
méthodes devient plus prononcée si nous tenons également 
compte  de  la  stratification  et  de  la  pondération. Une  autre 
différence  est  que,  dans  la  modélisation  multiniveaux,  les 
écarts  entre  les  erreurstypes  fondées  sur  le  modèle 
pourraient  servir  d’outil  diagnostique  pour  déceler  des 
divergences  par  rapport  au  modèle  (Maas  et  Hox  2004). 
Ainsi,  les  écarts  importants  entre  les  erreurstypes  à  trois 
niveaux pour les coefficients des groupes d’âge du tableau 4 
pourraient  mener  à  envisager  l’inclusion  de  coefficients 
aléatoires  pour  le  groupe  d’âge.  Cette  situation  diffère  de 
l’approche  du  plan  de  sondage,  où  la  structure  d’erreur 
incluse dans le modèle (5) est traitée uniquement comme un 
modèle de travail et où on ne s’attend pas nécessairement à 
ce  que  les  erreurstypes  basées  sur  ce  modèle  soient 
approximativement valides. 

Tableau 4  Erreurstypes estimées des coefficients de régression 

Linéarisation  Modélisation multiniveaux 

EAS  Complexe  Fondée sur le 
modèle à 2 niveaux 

Robuste à 
2 niveaux 

Fondée sur le 
modèle à 3 niveaux 

Robuste à 
2 niveaux 

Ordonnée à l’origine  0,287  0,296  0,253  0,288  0,259  0,293 

Année, t  0,014  0,014  0,013  0,014  0,013  0,014 

Groupe d’âge 
16 à 21 ans 
22 à 27 ans  0,191  0,245  0,155  0,192  0,155  0,243 
28 à 33 ans  0,214  0,270  0,187  0,215  0,187  0,266 
34 ans et plus  0,237  0,275  0,218  0,238  0,218  0,271 

Activité économique 
Occupée temps plein 
Occupée temps partiel  0,103  0,098  0,098  0,103  0,098  0,096 
Autre inactive  0,166  0,150  0,146  0,166  0,146  0,148 
Étudiante temps plein  0,207  0,238  0,199  0,207  0,199  0,236 
Soin de la famille  0,125  0,102  0,112  0,125  0,112  0,101 

Qualification 
Diplôme 
Qualif.  0,228  0,210  0,207  0,228  0,208  0,211 
Niveau A  0,238  0,239  0,209  0,240  0,210  0,237 
Niveau O  0,234  0,199  0,217  0,235  0,218  0,199 
Autre  0,247  0,224  0,229  0,249  0,230  0,223
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5.  Discussion 
Nous  avons  présenté  certains  arguments  théoriques  et 

certaines  données  empiriques  soutenant  la  thèse  selon 
laquelle  ne  pas  tenir  compte  de  la  mise  en  grappes  dans 
l’estimation  des  erreurstypes  pourrait  avoir  un  effet  plus 
important  dans  certaines  analyses  longitudinales  que  dans 
les  analyses  transversales  correspondantes.  Cela  signifie, 
qu’en  général,  il  est  au  moins  aussi  important  de  tenir 
compte de la mise en grappes dans l’estimation des erreurs 
types pour les analyses longitudinales que pour les analyses 
transversales  et  que  les  constatations  de  Kish  et  Frankel 
(1974),  par  exemple,  ne  devraient  pas  être  utilisées  pour 
justifier  d’ignorer  l’échantillonnage  complexe  dans  le 
premier cas. 

Les  analyses  longitudinales  examinées  dans  le  présent 
article sont d’un certain type, et il convient de souligner que 
les  tendances  observées  pour  les  meffs  dans  ce  genre 
d’analyse pourraient  fort bien ne pas s’étendre à  toutes  les 
formes  d’analyse  longitudinale.  En  guise  de  spéculation 
quant à la classe de modèles et d’estimateurs à laquelle  les 
profils  observés  dans  le  présent  article  pourraient  s’appli 
quer,  nous  conjecturons que  l’accroissement  du meff  dans 
les  analyses  longitudinales  survient  quand  le  plan  longitu 
dinal  permet  d’extraire  des  différences  entre  individus  la 
variation temporelle « aléatoire » des réponses individuelles, 
donc, de réduire la composante des erreurstypes due à ces 
différences,  mais  qu’il  fournit  moins  d’« explication »  sur 
les  différences  entre  grappes,  de  sorte  que  l’importance 
relative de cette composante des erreurstypes s’accroît. 

Les  travaux  empiriques  présentés  ici  ont  également  été 
restreints  par  l’effet  de  la  mise  en  grappes.  Nous  avons 
entrepris des analyses correspondantes en tenant compte de 
la  pondération  et  de  la  stratification,  et  avons  obtenu  des 
résultats en général semblables. La stratification a tendance 
à avoir un effet plus faible que la mise en grappes. Dans le 
cas de la BHPS, les probabilités de sélection dans l’échan 
tillon  varient  peu,  et  l’effet de  la pondération  par  l’inverse 
de ces probabilités sur les estimations ponctuelles ainsi que 
sur  les  estimations  de  la variance a  tendance à ne  pas être 
important. Nous observons plutôt une variation plus impor 
tante  des  poids  longitudinaux  qui  sont  fournis  avec  les 
données  de  la  BHPS  pour  les  analyses  des  ensembles 
d’individus  qui  ont  répondu  à  chaque  vague  jusqu’à  une 
année T  donnée inclusivement. L’effet de ces poids sur les 
estimations ponctuelles et sur les estimations de la variance 
est  un  peu  plus  grand. À mesure que  T  augmente et que 
l’érosion  de  l’échantillon  se  poursuit,  les  poids  longitudi 
naux tendent à devenir plus variables et donnent lieu à une 
augmentation  plus  importante  des  variances,  ce  qui  a 
tendance à accroître l’effet que nous avons décrit des meffs 
croissants avec  . T 

En laissant de côté la stratification et la pondération, nous 
avons comparé deux approches en vue de tenir compte de 
l’échantillonnage  en  grappes.  Nous  avons  considéré  l’ap 
proche du plan de sondage comme étant l’approche de réfé 
rence.  Nous  avons  également  examiné  une  approche  de 
modélisation multiniveaux pour tenir compte de la mise en 
grappes. Nous soutenons que l’utilisation d’un simple effet 
aléatoire  additif  pour  représenter  la  mise  en  grappes  peut 
donner  lieu à une  sousestimation grave  de  l’effet  de  cette 
dernière et  entraîner une sousestimation des erreurstypes. 
Si  la mise en  grappes  présente  un  intérêt  scientifique,  une 
solution  consisterait  à  envisager  d’inclure  des  coefficients 
aléatoires.  Une  autre  consisterait  à  utiliser  l’approche  des 
équations d’estimation généralisées « GEE2 » (Liang, Zeger 
et  Qaqish  1992)  et  à  spécifier  un  modèle  paramétrique 
supplémentaire  pour  ( ). i i E y y′  Si  la  mise  en  grappes  est 
traitée  comme  une  perturbation  reflétant  simplement  une 
mesure de convenance administrative lors de la collecte des 
données,  nous  sommes  d’avis  que  l’approche  du  plan  de 
sondage  offre  plusieurs  avantages  pratiques.  Ceuxci  sont 
discutés  plus  en  détail  dans Lavange et coll.  (1996,  2001) 
dans le contexte d’autres applications à des données sur des 
mesures répétées. 

Annexe 
Justification de (11) 

Pour  simplifier,  nous  posons  que  x  et β  sont  des 
scalaires et que  ˆ β  est  l’estimateur  par  les moindres carrés 
ordinaires et nous supposons que les tailles des échantillons 
dans les grappes sont toutes égales à  . m  Dans (11), le meff 
est défini comme étant  3 3 2 

ˆ ˆ var ( ) / [ ( )], E v β β  où  3 E  et  3 var 
sont  les  moments  sous  le  modèle  à  trois  niveaux  (5)  et 
2 
ˆ ( ) v β  est un estimateur de variance fondé sur  le modèle à 

deux nivaux (2). Sous (5), nous obtenons 
2 

2 2 2 2 2 2 2 
3 
ˆ var ( ) , cit c u ci v cit 

cit c ci cit 
x x x x 

− 

η ++ + 
    β = σ + σ +σ     
    
∑ ∑ ∑ ∑ 

où +  dénote la  sommation sur  un suffixe,  2 2 ,  u η σ σ  et  2 
v σ 

sont les variances respectives de  ,a ai u η  et  ait v  , et  cit x  est 
centrée  à  0.  Nous  supposons  en  outre  que  2 

ˆ ( ) v β  est 
définie  de  telle  façon  que  2 2 2 

2 
ˆ [ ( )] ( ) [( cit  cit E v x − 

η ∑ β ≈ σ + 
2 2 2 2 ) ]. ci cit u ci v cit x x + ∑ ∑ σ +σ 

Après  certaines  opérations  algébriques,  nous  pouvons 
montrer que : 

meff 1 ( 1) [1 ( 1) ] /[1 ( 1) ], z x x m T T = + − ττ ρ + − τ + − ρτ %  (12) 

où  2 2 2 /( ), u η η τ = σ σ + σ %  2 2 2 2 ( ) /( u u η η ρ = σ + σ σ + σ +  2 ), v σ 
2 2 / , x xB x τ =σ σ  2 2  /( ), cit x cit x nT ∑ σ =  2 

xB σ =  2 [ ( / ) / ci  ci x T n + ∑ − 
2 / ]/[1 1/ ], x  T T σ −  2 2 / , z zB z τ =σ σ  2 

z σ =  2  / , ci  ci z n ∑  2  [  c zB ∑ σ = 
2 2 ( / ) / / ] /[1 1/ ] c z z m C m m + −σ −  et  n Cm =  est  la  taille 

d’échantillon.  Notons  que  1 τρ = τ %  et,  quand  1, T =
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z x τ = τ  de  sorte  que  (12)  se  réduit  à  (10).  En  général, 
1 ρ ≤  et  (11)  découle  de  (12).  En  fait,  dans  notre  appli 

cation,  nous  estimons  que ρ  est  0,59,  de  sorte  que,  dans 
(11), les bornes ne devraient pas être très rapprochées. 
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Modélisation des durées de périodes multiples à partir 
de données d’enquête longitudinale 

Milorad S. Kovačević et Georgia Roberts 1 

Résumé 
Nous étudions certaines modifications du modèle de Cox à période unique classique afin de traiter les périodes multiples 
chez  une  même  personne  lorsque  les  données  sont  recueillies  dans  le  cadre  d’une  enquête  longitudinale  à  plan 
d’échantillonnage complexe. L’une des modifications est l’utilisation d’une approche fondée sur le plan de sondage pour 
l’estimation des  coefficients du modèle et de  leurs  variances; dans  l’estimation de  la variance,  chaque individu est  traité 
comme une grappe de périodes, ce qui ajoute un degré supplémentaire de mise en grappes dans le plan de sondage. D’autres 
modifications  du  modèle  ont  pour  but  de  rendre  souple  la  spécification  du  risque  de  base  afin  de  tenir  compte  de  la 
dépendance différentielle éventuelle du risque à l’égard de l’ordre et de la durée des périodes successives, et de tenir compte 
aussi des effets différentiels des covariables sur les périodes de différents ordres. Ces approches sont illustrées en utilisant 
des données provenant de l’Enquête sur la dynamique du travail et du revenu (EDTR) réalisée au Canada. 
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période; EDTR. 

1.  Introduction 

Le  problème  de  modélisation  abordé  dans  le  présent 
article est connu sous divers noms, tels que modélisation des 
temps de défaillance corrélés, modélisation multivariée de la 
survie,  modélisation  de  périodes  multiples  ou  problème 
d’événements  récurrents.  Il  a  été  étudié  dans  la  littérature 
biomédicale  (par  exemple,  Lin  1994,  Hougaard  1999), 
sociale (Blossfeld et Hamerle 1989, Hamerle 1989) et éco 
nomique  (Lancaster  1979,  Heckman  et  Singer  1982).  Gé 
néralement, ce type de modélisation est requis pour résoudre 
les problèmes qui se posent dans les études du temps écoulé 
jusqu’à  l’événement,  lorsque  deux  événements  ou  plus 
surviennent chez le même sujet et que le but de la recherche 
est  d’évaluer  l’effet  de  diverses  covariables  sur  la  durée 
d’une  période  dans  un  état  particulier.  Les  temps  de  dé 
faillance sont corrélés chez un sujet donné et, donc, l’hypo 
thèse  d’indépendance  des  temps  de  défaillance  condition 
nellement  à  des  covariables  mesurées  que  requièrent  les 
modèles  de  survie  standard  est  vraisemblablement  violée. 
Dans  les  études  de  durée  des  périodes  (de  pauvreté,  de 
chômage,  etc.),  la  « défaillance »  équivaut  à  la  sortie  de 
l’état  d’intérêt.  Une  propriété  supplémentaire  d’un  grand 
nombre de périodes multiples, souvent  ignorée,  est que les 
périodes  sont  des  « événements »  ordonnés;  autrement  dit, 
la deuxième période ne peut pas survenir avant la première, 
et  ainsi  de  suite.  Le  présent  article  a  été  motivé  par  une 
étude  des  périodes  de chômage  dont  il  est  discuté  plus  en 
détail à la section 5. 

L’interdépendance des périodes survenant chez un même 
individu  est  due  au  fait  qu’elles  ont  en  commun  certaines 

caractéristiques  inobservées  de  l’individu.  L’effet  de  ces 
caractéristiques  inobservées  peut  être  modélisé  explicite 
ment sous forme d’un effet aléatoire (par exemple, Clayton 
et Cuzick 1985). Le cas échéant,  il est supposé que l’effet 
aléatoire  suit  une  loi  statistique  connue.  La  loi  gamma  de 
moyenne  1  et  de  variance  inconnue  est  la  loi  privilégiée 
dans  de  nombreuses  applications.  Ensuite,  des  estimations 
des effets aléatoires et  fixes peuvent être obtenues par une 
méthode  appropriée  (par  exemple,  vraisemblance  en  deux 
étapes  (Lancaster  1979),  en  utilisant  un  algorithme  EM 
(Klein 1992), etc.). Cette approche n’est pas explorée dans 
le présent article. 

Une  autre  approche,  qui  est  celle  que  nous  utiliserons, 
consiste  à  adopter  une  méthode  semiparamétrique  dans 
laquelle nous ne modélisons pas explicitement l’interdépen 
dance des périodes multiples. Nous modélisons les lois mar 
ginales  des  périodes  individuelles,  en  utilisant  éventuel 
lement l’ordre des périodes dans la spécification du modèle. 
Dans un contexte autre que les sondages, Lin (1994) décrit 
comment il est suffisant de modifier simplement la matrice 
de covariance « naïve » des coefficients estimés du modèle 
obtenue  sous  l’hypothèse  d’indépendance,  puisque  les 
durées  corrélées  doivent  être  prises  en  compte  dans  les 
estimations  de  la  variance,  mais  non  dans  les  estimations 
des coefficients proprement dit. 

Dans  les  études  socioéconomiques  des  durées  des  pé 
riodes,  les  sources  de  données  sont  fréquemment  des  en 
quêtes  longitudinales  à  plan  d’échantillonnage  complexe 
comportant une stratification, un échantillonnage à plusieurs 
degrés,  la  sélection  avec  probabilités  inégales,  des  correc 
tions  stochastiques  de  l’érosion  et  de  la  nonréponse,  le
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calage sur des paramètres connus, etc. Par conséquent, il est 
nécessaire  de  tenir  compte  de  l’effet  du  plan  d’échan 
tillonnage sur la distribution des données d’échantillon lors 
de  l’estimation  des  paramètres  du modèle  et  des variances 
de  ces  estimations.  Notre  approche,  lors  de  l’analyse  de 
données d’enquête complexes, consiste à modéliser les lois 
marginales des périodes multiples selon des méthodes pour 
période unique, en traitant la dépendance entre les périodes 
comme une perturbation  aussi bien la dépendance due à la 
corrélation  des  périodes  chez  la  même  personne  que  la 
dépendance entre individus due au plan de sondage  mais à 
tenir  compte des probabilités de sélection  inégales à  l’aide 
des  poids  de  sondage.  En  fonction  du  modèle  choisi,  les 
paramètres  de  population  finie  sont  définis  et  estimés 
comme dans Binder (1992). Les erreurstypes sont estimées 
par  une  méthode  appropriée  de  linéarisation  convergente 
sous le plan en posant l’hypothèse que les unités primaires 
d’échantillonnage sont échantillonnées avec remise dans les 
strates.  Cette  hypothèse  est  valide  lorsque  les  fractions 
d’échantillonnage  de  premier  degré  sont  faibles,  comme 
cela est généralement  le  cas dans les enquêtes socioécono 
miques. En outre, pour ce genre d’échantillon, la différence 
entre  les  inférences  en  population  finie  et  en  super 
population  (c’estàdire  les  erreurstypes  et  les  statistiques 
de  test)  s’avère  assez  négligeable  (Lin  2000).  Par  consé 
quent,  les résultats de  l’inférence basée sur notre approche 
peuvent s’étendre audelà de la population finie étudiée. 

À la section suivante, nous passons en revue la modéli 
sation de périodes uniques et  certaines méthodes d’estima 
tion  robuste  des  variances  lorsque  le  modèle  est  spécifié 
incorrectement, d’abord dans un cadre fondé sur un modèle, 
puis  dans  un  cadre  fondé  sur  le  plan  de  sondage.  À  la 
section 3,  nous  discutons  plus  en  détail  de  l’estimation 
robuste  de  la  variance  pour  des  périodes  multiples.  À  la 
section 4,  nous  introduisons  trois modèles  pour  périodes 
multiples et décrivons comment  les ajuster  en utilisant des 
méthodes d’estimation robuste sous le plan de sondage. À la 
section 5,  nous  ajustons  ces  modèles  aux  données  de 
l’Enquête sur la dynamique du travail et du revenu (EDTR) 
réalisée  au  Canada  et  discutons  des  résultats.  Enfin,  à  la 
section 6, nous présentons certaines remarques générales. 

2.  Inférence pour le modèle de taux de 
risque à période unique 

La  durée  d’une  période  (ou  simplement,  une  période) 
vécue par un individu est une variable aléatoire dénotée par 
. T  Nous nous intéressons particulièrement à la fonction de 

risque  ( ) h t  de T  au temps  , t  définie comme étant le risque 
instantané  d’achèvement  de  la  période  au  temps  t  sachant 
qu’elle  n’a  pas  été  achevée  avant  le  temps  , t  exprimée 
formellement par 

0 

Prob{ } ( ) lim . 
dt 

t T t dt T t h  t 
dt → 

≤ < + | ≥ 
= 

La  valeur  de  la  fonction  de  risque  au  temps  t  est  appelée 
taux  de  sortie  afin  de  mettre  l’accent  sur  le  fait  que 
l’achèvement  de  la  période  équivaut  à  la  sortie  de  l’état 
d’intérêt. Les modèles de durée et  l’analyse de la durée en 
général sont formulés et discutés en termes de la fonction de 
risque et de ses propriétés. 

Du  point  de  vue  d’un spécialiste  du  domaine,  l’intérêt 
principal  est  souvent  d’étudier  l’effet  de  certaines  co 
variables clés sur la distribution de  . T  Un modèle à risques 
proportionnels  est  fréquemment  choisi  pour  ce  genre 
d’étude. Sous le modèle à risques proportionnels, la fonction 
de  risque  de  la  période  , T  étant  donné  un  vecteur  de 
covariables  variant  éventuellement  en  fonction  du  temps 

1 ( ) ( ( ), ..., t   x t = x  ( )) p x t ′  est 
( ) 

0 ( ( )) ( ) . t h t | t t λ e ′ =  x  β x  (1) 

La  fonction  0 ( ) t λ  est  une  fonction  de  risque  de base  non 
spécifiée  qui  donne  la  forme  de  ( ( )). h t | t x  Le  risque  de 
base décrit la dépendance de la durée, comme préciser si le 
taux de risque dépend du temps déjà écoulé dans la période. 
Par exemple, une dépendance négative décrit la situation où 
la probabilité de sortie d’un état est d’autant plus faible que 
la  période  est  longue.  Si  la  valeur  de  toutes  les  variables 
( ) t x  d’un  individu  est  fixée  à  0,  la  valeur  (niveau)  de  la 

fonction de risque est égale au risque de base. 

2.1  Inférence fondée sur le modèle 

Le  vecteur  β  contient  les  paramètres  de  régression  in 
connus  montrant  la  dépendance  du  risque  par  rapport  au 
vecteur  ( ) t x  et peut être estimé en maximisant  la fonction 
de vraisemblance partielle (Cox 1975) : 

( ) 

1  ( ) 

1 

( ) . 
( ) 

i i i 

i j 

n  T 

n 
i  T 

i j 
j= 

e L 
Y  e T 

δ ′ 
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  =   
  
    

∏ 
∑ 

x  β 

x  β 

β  (2) 

Ici,  1 , ...,  n T T  représentent  n  durées  éventuellement 
censurées  à  droite;  1 i δ =  si  i T  est  une  durée  observée  et 

0 i = δ  autrement;  et  ( ) i  t x  est  le  vecteur  de  covariables 
correspondant  observé  sur  [0, ]. i T  Au  dénominateur,  la 
somme  est  calculée  sur  les  périodes  qui  risquent  d’être 
achevées  au  temps  , i T  c’estàdire  1 j = Y  si  , j t T ≤  et 
égale  à  0  autrement.  L’estimation  ˆ β  du  paramètre  β  du 
modèle  est  obtenue  en  résolvant  l’équation  de  score  de 
vraisemblance partielle 

0 0 
1 

( ) ( , ) 0, 
n 

i i 
i= 

U      u T = = ∑ β β  (3)
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où 
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Si  le  modèle  (1)  est  vérifié  et  que  les  durées  sont 
indépendantes,  la  matrice  des  variances  fondées  sur  le 
modèle de la fonction de score  0 ( ) U  β  est 
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La variance approximative de  ˆ , β  obtenue par linéarisation, 
est  1  ˆ ( ). J −  β 

Si  la  forme  de  (1)  est  incorrecte, mais que  les observa 
tions sont  indépendantes, Lin et Wei (1989) donnent l’esti 
mateur robuste de la variance pour  ˆ β  sous la forme 

1 1 ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) ( ), G J J − − β β β  (7) 
où 
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2.2  Inférence fondée sur le plan de sondage 

Pour  les  observations  provenant  d’une  enquête  à  plan 
d’échantillonnage  complexe,  Binder  (1992)  a  utilisé  une 
méthode  de  pseudovraisemblance  pour  estimer  les  para 
mètres  d’un  modèle  à  risques  proportionnels  et  leurs  va 
riances dans le cas d’une seule période par individu. En par 
ticulier, il a commencé par définir le paramètre d’intérêt en 
population  finie  comme  étant  la  solution  de  l’équation  de 

score  de  vraisemblance  partielle  (3)  calculée  d’après  les 
périodes de la population finie visée par l’enquête : 

0 0 
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( ) ( , ) 0, 
N 

i i 
i 

U u T 
= 

= = ∑ B B 

où  0 ( , ) i i u T  B  est  le  résidu  de  score  défini  de  la  même 
manière que  0 ( , ), i i u T  β  excepté que les moyennes dans les 
définitions  de  (0) ( , ) t S  B  et  de  (1) ( , ) t S  B  portent  sur  N 
plutôt que n observations. Notons que, si les membres de la 
population finie visée par l’enquête ne connaissent pas tous 
des  périodes  de  l’état  étudié,  N  représente  la  taille  de  la 
souspopulation  qui  vit  de  telles  périodes  et  la  sommation 
est faite sur ces  N  individus. 

Une  estimation  ˆ B  du  paramètre  B  est  obtenue  sous 
forme d’une solution de l’équation d’estimation du pseudo 
score partiel 
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où  ( ) , i i w s  = w  le poids de sondage, si  , i s ∈  et 0 autrement. 
La fonction  0 
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En  général,  la  variance  sous  le  plan  de  sondage  d’une 
estimation  ˆ θ  qui  satisfait  une  équation  d’estimation  de  la 
forme  ˆ ˆ ( ) U = θ  ˆ ( ) 0 i i w u ∑ = θ  peut être estimée, par linéari 
sation, en tant que 

1 1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( ( )) , J  V U J − − θ  (9) 

où  ˆ ˆ ( ) J  =  U / ∂ ∂ θ θ  est évaluée à  ˆ = , θ   θ  et  ˆ ˆ ˆ ( ( )) V U  θ  est  la 
variance  estimée  du  total  estimé  ˆ ( ) U  θ  obtenue  par  une 
méthode standard d’estimation de la variance fondée sur le 
plan (voir, par exemple, Cochran (1977)) et évaluée à  ˆ = . θ   θ 
Binder (1983) énonce qu’afin d’utiliser cette approche pour 
calculer  une  estimation  convergente  de  la  variance,  ˆ ˆ ( ) U  θ 
doit être exprimée sous la forme d’une somme de vecteurs 
aléatoires  indépendants.  Dans  le  cas  du  modèle  à  risques 
proportionnels  susmentionné,  0 

ˆ ˆ ( ) U  B  ne  satisfait  pas  cette 
condition,  puisque  chaque  0 ˆ i u  est  une  fonction  de 

(0) ˆ  ˆ ( , ) i S T  B  et  de  (1) ˆ  ˆ ( , ), i S T  B  qui  englobent  tous  deux  de 
nombreux  individus  outre  le  e . i  Donc,  Binder  (1992)  a 
trouvé pour  0 

ˆ ˆ ( ) U  B  une expression de rechange conforme à



18  Kovačević et Roberts : Modélisation des durées de périodes multiples à partir de données d’enquête longitudinale 

Statistique Canada, N o 12001 au catalogue 

ces  conditions,  ce  qui  permet  d’obtenir  une  estimation 
convergente  sous  le  plan  0 

ˆ ˆ ˆ ( ( )) V U  B  par application  d’une 
méthode  d’estimation  de  la  variance  fondée  sur  le  plan  à 
l’expression  de  rechange,  puis  l’évaluation  de  cette  esti 
mation de la variance à  ˆ . = B B  Si la méthode d’estimation 
de  la  variance  sous  le  plan  choisie  est  la  méthode  de 
linéarisation,  alors  la  première  étape  consiste  à  calculer  le 
résidu suivant pour chacun des individus échantillonnés : 
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Chaque individu compris dans l’échantillon appartient à une 
UPE  particulière  dans  une  strate  donnée.  Donc,  au  lieu 
d’identifier un individu à l’aide d’un indice inférieur unique 
, i  nous  utiliserons  un  indique  inférieur  triple  hci  où 
h = 1, 2, ...,  H  identifie la strate,  1, 2, ...,  h c c =  identifie 
l’UPE dans la strate et  1, 2, ...,  hc i n =  identifie  l’individu 
dans l’UPE. Alors, 
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3.  Inférence pour les modèles du taux de 
risque à périodes multiples 

3.1  Inférence fondée sur le modèle 

Si plus d’une période est observée pour un individu, il est 
raisonnable  de  supposer  que  ces  périodes  ne  sont  pas 
indépendantes. Donc, la fonction de vraisemblance partielle 
(2) est spécifiée incorrectement pour des périodes multiples, 
puisqu’elle  ne  tient  pas  compte  de  la  corrélation  intra 
individu des périodes observées chez le même individu. En 
s’inspirant de Lin et Wei (1989), il suffit de modifier seule 
ment  la  matrice  de  covariance  des  paramètres  du  modèle 
estimé,  puisque  les  durées  corrélées  affectent  la  variance, 
tandis que les paramètres du modèle peuvent être estimés de 
manière convergente sans tenir compte de cette corrélation. 
Lin (1994) démontre comment la matrice de covariance des 
paramètres  du  modèle  estimé  peut  être  estimée  en  cas  de 
corrélation  intraindividu  des  périodes,  à  condition que  les 
périodes  provenant  d’individus  différents  soient  indépen 
dantes. 

3.2  Inférence fondée sur le plan de sondage 

Dans  une  enquête  longitudinale  à  plan  de  sondage  à 
plusieurs degrés, les événements multiples peuvent être cor 
rélés à divers niveaux : les périodes sont regroupées dans un 
individu  et  les  individus  sont  groupés  dans  les  unités  de 
degré  d’échantillonnage  élevé.  La  corrélation  intragrappe 
positive  à  tout  niveau  ajoute  aux  estimations  calculées  à 
partir de ce genre de données une variation supplémentaire, 
outre  celle  attendue  sous  des  conditions  d’indépendance. 
L’hypothèse  d’indépendance  des  observations  lorsque 
cellesci  sont  corrélées  dans  les  grappes  donne  lieu  à  une 
sousestimation des erreurstypes réelles, ce qui exagère les 
valeurs des statistiques de test et, en dernière analyse, abou 
tit au rejet  trop fréquent des hypothèses nulles. Donc, pour 
les périodes multiples chez un individu, où les données pro 
viennent d’une enquête longitudinale, il ne suffit pas de tenir 
compte simplement de la corrélation intraindividu. 

L’estimation de la variance sous le plan de sondage dans 
le  cas de  données  hiérarchiques corrélées  dans  les  grappes 
peut être grandement simplifiée quand il est raisonnable de 
supposer  que  les  individus  provenant  d’unités  primaires 
d’échantillonnage  (UPE)  différentes  ne  sont  pas  corrélés. 
Cela équivaut à supposer que les UPE sont échantillonnées 
avec remise. Cette hypothèse est aussi vérifiée approxima 
tivement  quand  les  unités  de  premier  degré  sont  obtenues 
par échantillonnage sans remise, à condition que la fraction 
d’échantillonnage au premier degré soit très faible. Dans ces 
conditions, une estimation de la variabilité interUPE reflète 
la  variabilité  entre  les  unités  à  tous  les  degrés  d’échantil 
lonnage subséquents, quelle que soit  la structure de dépen 
dance  entre  les  observations  dans  chaque  UPE.  Pour  un 
résumé récent de l’estimation robuste de la variance dans le 
cas  de  données  corrélées  dans  les  grappes,  voir Williams 
(2000). Cela  implique que  l’approche  d’estimation  robuste 
de la variance du modèle à période unique dans le cas d’un 
plan de sondage comportant un échantillonnage avec remise 
au premier degré décrite par Binder (1992) peut être appli 
quée directement au cas des périodes multiples, puisqu’elle 
tient compte de l’effet de la corrélation intragrappe à  tous 
les niveaux dans chaque UPE. 

4.  Trois modèles pour les périodes multiples 

Afin  de  tenir  compte  de  covariables  ayant  des  effets 
différents pour des périodes d’ordres différents, ainsi que de 
dépendances  de  durée  différentes  (risques  de  base),  nous 
explorons  trois modèles  pour  les  périodes  multiples.  Ces 
modèles  se  distinguent  par  la  définition  du  risque  et  les 
hypothèses au sujet du risque de base. Deux de ces modèles 
tiennent compte de l’ordre des périodes.
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Il convient toutefois de souligner que, dans nos travaux, 
l’ordre des périodes fait uniquement référence à celles sur 
venant  durant  la  période  d’observation  pour  laquelle  les 
données sont recueillies et non pas à la biographie complète 
d’un individu (à moins que les deux périodes ne coïncident). 
Par exemple, par première période, nous entendons la pre 
mière  période  de  l’état  étudié  survenant  durant  la  période 
d’observation,  alors  qu’il  pourrait  s’agit  d’une  période 
d’ordre absolu plus élevé au cours de la vie de la personne. 
Cette  limite  implique qu’il  convient d’interpréter avec pré 
caution toute incidence que l’ordre de la période peut avoir 
sur les effets des covariables ou sur la dépendance par rap 
port au temps. 

Modèle 1 : Dans le premier modèle,  l’ensemble de risques 
est défini avec précaution afin de tenir compte de l’ordre des 
périodes en ce sens qu’un individu ne peut pas être exposé 
au risque d’achèvement de la deuxième période avant que la 
première soit achevée, etc. Ce modèle, connu sous le nom 
de modèle  d’ensemble  de  risques conditionnels,  a  été pro 
posé par Prentice, Williams et Peterson (1981) et revu par 
Lin (1994). Il a également été discuté par Hamerle (1989) et 
par  Blossfeld  et  Hamerle  (1989)  dans  le  contexte  de  la 
modélisation de processus à épisodes multiples. En général, 
l’ensemble de risques conditionnels au temps  t  pour l’achè 
vement  d’une  période  d’ordre  j  comprend  tous  les  indi 
vidus qui sont dans leur  ej  période. Ce modèle permet que 
l’ordre  de  la  période  influence  à  la  fois  l’effet  des  co 
variables et la forme de la fonction de risque de base. 

La fonction de risque pour le  ei  individu pour la période 
de  ej  ordre est 

( ) 
0 ( ( )) ( ) , ij  j t 
j j ij h t |  t   t  e ′ = λ  x  β x 

où, pour chaque ordre de période, une fonction de risque de 
base  différente  et  un  vecteur  de  coefficients  différent  sont 
permis.  Pour  ce modèle  et  pour  d’autres  que  nous  exami 
nerons à la présente section, le temps  t  est mesuré à partir 
du  début  de  la  ej  période. Bien que  les  périodes  chez  un 
même individu ne soient pas nécessairement indépendantes, 
la  vraisemblance  partielle  qui  suit  reste  valide  pour  l’esti 
mation des  j β  : 
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(11) 

Ici,  1  , ...,  j j N j T T  sont  j N  durées  de  période  de  ej  ordre 
éventuellement  censurées  à  droite,  1 ij δ =  si  ij T  est  une 
durée observée et  0 ij δ =  autrement, et K est l’ordre le plus 
élevé des périodes qui doivent être incluses dans le modèle 
de Cox. Au dénominateur, la somme est calculée sur les  ej 
périodes risquant d’être achevées au temps  ,ij T  c’estàdire 

( ) 1 rj  t = Y  si  rj t T ≤  et est égale à 0 autrement. Le vecteur de 
covariables correspondant observé sur [0, ] ij T  est  ( ). ij  t x  La 
vraisemblance  partielle  (11)  peut  être  maximisée  séparé 
ment  pour  chaque  j  si  aucune  contrainte  supplémentaire 
n’est appliquée aux  . j β 

Les équations de score correspondantes qui définissent le 
paramètre de population finie  1 2 ( , , ..., ) K ′ ′ ′ ′ = B B B B  sont : 

0 0 
1 1 

( ) ( , ) 0, 
j N K 

ij j ij 
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U  u  T = = ∑ ∑ B  B  (12) 
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B x 
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et avec  (0) ( , )j S t  B  et  (1) ( , )j S t  B  prenant la forme (5) et (6) 
respectivement, mais  avec  j N  remplaçant  n  et  j B  rem 
plaçant  . β 

Les  estimations  sous  le  plan  des  paramètres  j B  sont 
obtenues  en  résolvant  les  équations  1  0 ( ) ( , ˆ j N 

i=  i ij ij w s u T ∑ 
ˆ  ) 0 j = B  séparément pour chaque  , j  où  0 ˆ ij u  a la forme de 

0 , ij u  mais  avec  (0) S  et  (1) S  remplacés  par  (0) ˆ S  et  (1) ˆ S 
respectivement.  Notons  que  les  poids  d’échantillonnage 
correspondent aux individus et non aux périodes. De même, 
l’estimation  de  la matrice  de covariance  de  chaque  ˆ  j B  se 
fera  séparément,  en  utilisant  la  méthode  d’estimation 
robuste sous le plan décrite à la section 2.2. Techniquement, 
il s’agit d’un ensemble d’analyses distinctes selon l’ordre de 
la période. 

Modèle  2 :  Le  deuxième  modèle  étudié  est  le  modèle 
marginal (Wei, Lin et Weissfeld 1989) : 

( ) 
0 ( (t))  ( ) , ij  t 

j  ij j t |  t e h 
′ = λ  x  β x 

où,  pour  chaque  ordre  de  période,  nous  permettons  une 
fonction de risque de base différente tandis que les effets des 
covariables sont maintenus les mêmes pour différents ordres 
de  période.  La  fonction  de  vraisemblance  partielle  corres 
pondante, ainsi que l’ensemble de risques, sous l’hypothèse 
que les périodes chez le même individu sont indépendantes, 
sont  les mêmes que  pour  le modèle 1,  avec  β  remplaçant 
les  . j β  L’équation  de  score  correspondante  qui  définit  le 
paramètre de population finie est 
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où  (0) ( , ) S t  B  et  (1) ( , ) S t  B  sont  définis  par  (5)  et  (6) 
respectivement,  mais  avec  j N  remplaçant  n  et  B  rem 
plaçant  . β 

L’estimation  sous  le  plan  du  paramètre  B  s’obtient  en 
résolvant les équations de score pondérées 

* 
0 

1 1 

ˆ ( ) ( , ) 0, ˆ 
i N K 

i ij ij 
i j 

w s u T 
= = 

= ∑ ∑  B 

où  * 
0 ˆ ij u  a  la  forme  de  * 

0 , ij u  mais  avec  (0) ( , ) S t  B  et 
(1) ( , ) S t  B  remplacés  par  (0) ˆ  ˆ ( , ) S t  B  et  (1) ˆ  ˆ ( , ) S t  B  respecti 

vement. 
L’estimation de la matrice de covariance de  ˆ B  sera faite 

en  utilisant  la  méthode  d’estimation  robuste  sous  le  plan 
expliquée à la section 3.2. 

Modèle 3 : Le dernier modèle étudié est le suivant : 
( ) 

0 ( ) ( )  . ij  t 
j  ij t |  t h e ′ = λ  x  β x 

Dans  ce  modèle,  nous  supposons  que  les  fonctions  de 
risque  de  base  et  les  effets  des  covariables  sont  communs 
aux  divers  ordres  de  période.  L’ensemble  de  risques  au 
temps  ij T  est défini autrement que dans les modèles 1 et 2, 
et  contient  toutes  les  périodes  pour  lesquelles  , ij t  T ≤  en 
supposant effectivement que toutes les périodes proviennent 
d’individus  différents.  Techniquement,  ce  modèle  est  un 
modèle à période unique, de sorte que l’estimation des coef 
ficients  et  des  variances  par  une  méthode  robuste  sous  le 
plan est simple. 

5.  Exemple de modélisation de périodes de 
chômage multiples 

5.1  Les données 

L’ensemble  de  données  que  nous  utilisons  pour 
l’illustration  provient  du  premier  panel  de  six ans  (1993 à 
1998) de l’Enquête sur la dynamique du travail et du revenu 
(EDTR) réalisée au Canada. Dans ce panel, environ 31 000 
personnes  sélectionnées  dans  environ  15 000 ménages  ont 
été  suivies  pendant  six ans  par  la  voie  d’interviews  an 
nuelles. Certaines personnes sont sorties de l’échantillon au 
cours  du  temps  pour  diverses  raisons,  tandis que quelques 
autres, après avoir manqué une ou plusieurs interviews, ont 
recommencé à participer au panel. Une pondération compli 
quée des personnes répondant à l’EDTR chaque année tient 
compte  des  divers  types  d’érosion  du  panel,  de  sorte  que 
chaque répondant durant une année particulière soit pondéré 
en  fonction  de  la  population  de  référence  pertinente  de 
1993. Cette approche produit une pondération longitudinale 
distincte pour chaque cycle (c’estàdire année) de collecte 
de données. Pour la présente analyse, nous avons utilisé les 
poids  longitudinaux  provenant  de  la  dernière  année  du 
panel,  c’estàdire  1998,  ce  qui  signifie  que  seules  les 

données provenant des personnes qui ont répondu au dernier 
cycle  du  panel  ont  été  incluses  dans  les  analyses. Un  bon 
résumé des questions relatives au plan d’échantillonnage de 
l’EDTR  est  donné  dans  Lavigne  et  Michaud  (1998).  Un 
examen  des  questions  en  rapport  avec  les  études  des 
périodes  de  chômage  basées  sur  l’EDTR  est  donné  dans 
Roberts et Kovačević (2001). 

L’état d’intérêt est « être en chômage », défini ici comme 
étant  l’état  entre  une  mise  à  pied  permanente  dans  le 
contexte  d’un  emploi  à  temps  plein  et  le  commencement 
d’un autre  emploi  à  temps  plein. Un  emploi  est  « à  temps 
plein » s’il exige au moins 30 heures de travail par semaine. 
L’évènement d’intérêt est « la sortie du chômage ». Seules 
les  périodes  débutant  après  le  1 er  janvier  1993  ont  été 
incluses, puisque le 31 janvier 1993 est la date de début des 
observations auprès du panel. Les périodes de chômage qui 
n’étaient pas achevées à  la  fin de  la période d’observation 
(31 décembre 1998) ont été considérées comme étant censu 
rées.  Les  dénombrements  d’échantillon  des  individus  con 
naissant  des  périodes admissibles  et  des  périodes en  fonc 
tion de  leur ordre sont présentés au tableau 1. Brièvement, 
17 880  périodes  ont  été  dénombrées  auprès  de  8 401 
membres du panel longitudinal. Environ la moitié des indi 
vidus échantillonnés (4 260) devenus chômeurs durant cette 
période  ont connu  deux  périodes  de chômage  ou  plus. En 
tout, 3 809 périodes sont demeurées inachevées à cause de 
la cessation du panel. 

Sur  une  longue  liste  de  covariables  disponibles,  nous 
n’en n’avons choisies que dix. La variable de sexe [SEX] de 
l’individu longitudinal est la seule qui demeure constante au 
cours des diverses périodes. Quatre variables ont des valeurs 
enregistrées à  la fin de l’année durant laquelle  la période a 
commencé,  à  savoir  le  niveau  de  scolarité  [EDUCLEV] 
avec quatre catégories (faible, moyenfaible, moyen, élevé), 
l’état  matrimonial  [MARST]  avec  trois  catégories  (céli 
bataire, marié(e)/union de fait, autre), le revenu familial par 
personne  (en  dollars  canadiens)  avec  quatre  catégories 
(<10 000, de 10 000 à 20 000, de 20 000 à 30 000, 30 000 et 
plus)  et  l’âge  [AGE]  (en  années).  Trois  variables  ont  les 
valeurs  correspondant  à  l’emploi  avec  mise  à  pied  qui  a 
précédé  la  période,  à  savoir  le  type  de  fin  d’emploi 
[TYPJBEND]  avec  deux catégories  (congédié(e)  et  départ 
volontaire), la profession [OCCUPATION] avec six catégo 
ries (professionnel, administration, secteur primaire, fabrica 
tion,  construction  et  autre)  et  la  taille  de  l’entreprise 
[FIRMSIZE] avec cinq catégories (<20, de 20 à 99, de 100 à 
499,  de  500  à  999,  et  1 000  et  plus  employés).  Deux 
variables binaires représentent la situation durant la période, 
à  savoir  travailler  à  temps  partiel  [PARTTJB]  et  être  aux 
études [ATSCH]. 

L’ensemble  de  données a été  préparé  selon  le mode de 
« dénombrement »  où  chaque  individu  présentant  des
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périodes  admissibles  est  représenté  par  un  ensemble  de 
lignes dont chacune correspond à une période. Bien qu’une 
ligne  contienne  le  temps  d’entrée  dans  la  période  1 t  et  le 
temps de sortie de la période  2 t  ou le temps de censure  ,c t 
pour  l’analyse,  la  durée  est  toujours  considérée  sous  la 
forme (0,  2 1 ) t t −  ou (0,  1 ). c t t −  Les covariables examinées 
sont reliées à chaque ligne. Sont également reliés à chaque 
ligne le poids longitudinal de 1998 et  les  identificateurs de 
la  strate  et  de  l’UPE  de  la  personne  dont  la  période  est 
décrite par l’enregistrement en question. 

5.2  Analyse 

Pour  les  besoins  de  l’illustration,  nous  avons  limité 
l’analyse aux quatre premières périodes, si bien que tous les 
individus échantillonnés présentant des périodes admissibles 
sont  inclus dans l’analyse, mais que les enregistrements de 
période  survenue  après  la  quatrième  ne  sont  pas  pris  en 
considération  à  cause  de  leur  faible  nombre  dans  l’échan 
tillon.

Nous avons estimé les coefficients et leurs variances pour 
les  trois modèles  par  les  méthodes  fondées  sur  le  plan  de 
sondage  décrites  à  la  section  4  en  utilisant  la  procédures 
« SURVIVAL »  du  logiciel  SUDAAN  version  8.  Pour 
chacun  des  trois modèles,  nous  avons  spécifié  un  plan  de 
sondage stratifié avec tirage des UPE avec remise (c’està 
dire DESIGN =WR). Les  trois modèles  ont  été ajustés au 
même  nombre  de  périodes  (16 307).  Pour chaque modèle, 
nous avons  ensuite calculé  les  fonctions  de  risque  de base 
cumulatif  empiriques  en  utilisant  une  approche  produit 
limite (voir Kalbfleisch et Prentice (2002), pages 114116) 
telle qu’elle est implémentée dans la procédure SURVIVAL 
de SUDAAN. 

L’approche  robuste  sous  le  modèle  pour  les  périodes 
multiples  décrites  à  la  section 3.1 comporte  un ajustement 
des  estimations  de  la  variance  en  vue  de  tenir  compte  de 
l’interdépendance  éventuelle  des  périodes  chez  un  même 
individu, en supposant que les périodes provenant d’indivi 
dus  différents  sont  indépendantes;  cependant,  dans  cette 
approche, aucune mesure n’est prise pour tenir compte des 
probabilités  inégales  de  sélection  des  individus  échan 
tillonnés, que ce soit dans les estimations des coefficients ou 
les  estimations  de  la  variance.  Afin  de  le  faire,  pour  les 
modèles 1 et 2,  nous avons également  utilisé  la  procédure 
SURVIVAL  de  SUDAAN  version  8  pour  estimer  les 
variances  des  estimations  pondérées  des  coefficients,  où 
nous avons émis l’hypothèse d’indépendance interindividus 
des  périodes,  mais  avons  tenu  compte  d’une  corrélation 
intraindividu éventuelle des périodes. Pour cela, nous avons 
spécifié un plan d’échantillonnage non  stratifié avec sélec 
tion des grappes avec remise en précisant que chaque indi 
vidu  formait  sa  propre  grappe.  Les  hypothèses  de  dépen 
dance  sont  les mêmes  que  celles  utilisées  par  Lin  (1994), 
mais  nous  avons  tenu  compte  de  l’utilisation  de  pondéra 
tions  dans  l’estimation  des  coefficients  et  des  variances. 
Nous  appellerons  ces  estimations  des  variances  « estima 
tions robustes modifiées de la variance sous le modèle des 
estimations pondérées des coefficients ». 

5.3  Certaines statistiques descriptives 

La durée moyenne estimée d’une période achevée est de 
33,3 semaines,  tandis que  la  durée moyenne estimée  de  la 
partie  observée  d’une  période  censurée  (inachevée)  est  de 
48,5 semaines. 

Tableau 1  Dénombrement  des  individus  du  panel  de  six ans  de  l’EDTR  ayant  des  périodes  de  chômage  débutant  entre 
janvier 1993 et décembre 1998, selon le nombre total de périodes et l’ordre de la période (Aachevée, Iinachevée) 

Périodes par ordre 
Première  Deuxième  Troisième  Quatrième  5 e + 

Individus selon le nombre de 
périodes 

A  I  A  I  A  I  A  I  A  I 

1 période  4 141  2 221  1 920                 

2 périodes  1 915  1 915    1 154  761             

3 périodes  1 044  1 044    1 044    612  432         

4 périodes  629  629    629    629    348  281     

5 périodes et plus  672  672    672    672    672    1 158  415 

Total  8 401  6 481  1 920  3 499  761  1 913  432  1 020  281  1 158  415
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L’examen  visuel  des  fonctions  de  survie  estimées  de 
KaplanMeier (non présentées) pour les périodes de chaque 
ordre révélait que, à mesure que croissait  l’ordre, la valeur 
de  la  fonction  de  survie  à  n’importe  quel  temps  fixe  t 
diminuait, indiquant que les premières périodes sont les plus 
longues parmi les périodes achevées et que la durée d’une 
période multiple est d’autant plus courte que son ordre est 
élevé.  Cette  constatation  est  vraisemblablement  une 
conséquence de la durée de vie limitée du panel, en ce sens 
qu’un individu comptant un plus grand nombre de périodes 
durant l’intervalle de temps de six ans donné est susceptible 
de présenter des périodes plus courtes. 

5.4  Ajustement des modèles selon une approche 
fondée sur le plan 

Comme  nous  l’avons  mentionné  plus  haut,  notre 
exemple  est  simplement  une  illustration  de  l’approche 
fondée  sur  le plan de sondage d’ajustement des modèles à 
risques  proportionnels  à  des  données  sur  des  événements 
multiples  provenant  d’une  enquête  à  plan  de  sondage 
complexe. Donc,  nous  consacrons  peu  de  temps  ici  à  dis 
cuter de la façon d’évaluer l’adéquation de ce ces modèles, 
dont  l’adéquation  des  hypothèses  de  proportionnalité  dans 
chacun des modèles ou le fait de savoir si un type de modèle 
est aussi bien ajusté qu’un autre. 

Les  coefficients  estimés  d’après  l’ajustement  des  trois 
modèles aux données de l’EDTR sont présentés au tableau 
2. Les valeurs des coefficients significatives au seuil de 5 % 
sur la base de tests  t  individuels sont en caractères gras. 

Le  modèle 1  est  conditionnel  à  l’ordre  de  la  période  et 
comprend  l’ajustement  de  quatre  modèles  distincts  aux 
données provenant des quatre  ordres de  période  différents. 
Comme le montre le tableau 2, les coefficients des variables 
SEXE, AGE  et  au  moins  une  catégorie  de  la  variable  de 
revenu  familial  sont  significatifs  pour  les  périodes  de  tous 
ordres, quoique leur grandeur estimée varie en  fonction de 
l’ordre  de  la  période.  Les  coefficients  estimés  pour  AGE 
sont  négatifs,  mais  diminuent  de  grandeur  à  mesure  que 
l’ordre  de  la période augmente,  tandis qu’aucune  tendance 
n’est discernable pour les coefficients estimés pour les deux 
autres  variables.  Les  variables  EDUCLEV,  PARTJB  et 
ATSCH ont des  coefficients significatifs pour les périodes 
d’ordre 1, 2 et 3, mais non pour les périodes d’ordre 4. Ce 
résultat  peut  être  attribué,  en  partie,  à  la  petite  taille 
d’échantillon  pour  les  quatrièmes  périodes.  Pour  chacune 
des  trois  autres  variables  du  modèle  (MARST, 
OCCUPATION  et  FIRMSIZE),  un  coefficient  n’était 
significatif que pour un seul ordre de période. 

Pour  le modèle 2,  les  coefficients  sont  contraints  d’être 
les  mêmes  pour  tous  les  ordres  de  période.  Comme  le 

montre  le  tableau 2,  numériquement,  un  grand  nombre  de 
valeurs  des  coefficients  estimés,  mais  pas  toutes,  sont 
comprises entre les estimations calculées pour la première et 
pour  la  deuxième  période  à  l’aide  du  modèle  1,  ce  qui 
pourrait être dû au fait qu’une proportion élevée de l’échan 
tillon correspond aux événements de ces ordres. Toutes les 
variables,  sauf  OCCUPATION,  ont  un  coefficient  signifi 
catif.  Les  erreurstypes  des  coefficients  sont  plus  faibles 
dans le cas du modèle 2 que dans celui du modèle 1. 

Le modèle 3 est un modèle à période unique avec un seul 
ensemble de coefficients et une seule fonction de risque de 
base.  Les  coefficients  estimés  du  modèle  sont  semblables 
aux estimations obtenues à l’aide du modèle 2. 

Les fonctions de risque de base cumulatif estimées pour 
les modèles 1 à 3 sont illustrées aux figures 1 à 3 respecti 
vement.  Dans  tous  les  cas,  pour  les  durées  allant  jusqu’à 
environ 50 semaines,  les  fonctions ont une  forme concave, 
ce qui sousentend qu’il existe une dépendance positive par 
rapport  au  temps  du  taux  de  sortie  (autrement  dit,  la 
probabilité de sortie est d’autant plus élevée que la période 
est  longue).  Pour  les  durées  de  plus  de  50 semaines,  la 
forme  devient  convexe,  ce  qui  suggère  une  dépendance 
négative par rapport au temps dans le cas des périodes plus 
longues. À la figure 1, la position de la fonction de risque de 
base cumulatif estimée varie selon l’ordre de la période,  la 
courbe  pour  les  périodes  d’ordre 1  étant  la  plus  élevée  et 
celle pour les périodes d’ordre 4, la plus basse. À la figure 2, 
pour  le  modèle 2,  les  positions  des  diverses  courbes  ne 
suivent pas  l’ordre  des périodes. Cette  différence  observée 
entre  les  figures 1  et  2  pourrait  servir  de  diagnostic  visuel 
indiquant qu’une étude plus approfondie est nécessaire afin 
d’évaluer  lequel  des  modèles 1  ou  2  est  un  meilleur 
descripteur des données, puisque les coefficients estimés ont 
une incidence sur les risques de base estimés. 

5.5  Comparaison aux estimations robustes modifiées 
de la variance sous le modèle 

Comme  il  est  décrit  à  la  section  5.2,  les  estimations 
robustes modifiées  de  la  variance  sous  le modèle  tiennent 
compte de  la corrélation éventuelle  entre  les périodes chez 
un même  individu,  sous  l’hypothèse  d’indépendance  entre 
les individus. La comparaison, pour les modèles 1 et 2, des 
estimations  des  erreurstypes  obtenues  par  cette  approche 
aux  estimations  des  erreurstypes  sous  le  plan  de  sondage 
n’a  révélé  que  des  écarts  faibles.  Il  semble  donc  que  les 
estimations sous le plan reflètent toute corrélation entre les 
périodes  chez  un  même  individu  et  qu’il  n’y  ait  pas  de 
dépendance  supplémentaire  audelà  du  niveau  individuel 
dans notre exemple.
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Tableau 2  Coefficients β  estimés pour les trois modèles 

Modèle 1 
Ordre 1  Ordre 2  Ordre 3  Ordre 4 

Modèle 2  Modèle 3 

SEX (F) 
M 

EDUCLEV (É) 
F 
MF 
M 

MARST (M) 
Célibataire 
Autre 

TYPJBEND (Congédié(e)) 
Départ volontaire 

OCCUPATION (Autre) 
Professionnels 
Administration 
Secteur primaire 
Fabrication 
Construction 

FIRMSIZE (1 000+) 
<20 
20 à 99 
100 à 499 
500 à 999 

PARTTJB (Non) 
Oui 

ATSCH (Non) 
Oui 

Revenu familial par 
personne (10 000 $ et 
moins) 
10 000 $ à 20 000 $ 
20 000 $ à 30 000 $ 
30 000 $ et plus 

AGE 

0,4417 

0,4561 
0,2330 
0,0744 

0,1142 
0,0985 

0,0704 

0,1592 
0,0265 
0,0211 
0,0003 
0,1290 

0,0027 
0,0358 
0,0436 
0,0006 

0,2903 

1,0832 

0,1294 
0,1644 
0,1712 

0,0491 

0,3781 

0,5234 
0,2700 
0,1060 

0,1290 
0,0894 

0,2752 

0,1364 
0,2930 
0,2175 
0,0994 
0,1862 

0,0097 
0,0881 
0,0905 
0,0153 

0,5414 

1,1516 

0,1802 
0,3611 
0,3916 

0,0311 

0,3299 

0,3748 
0,3310 
0,1156 

0,0622 
0,1124 

0,4207 

0,1388 
0,1769 
0,1187 
0,1295 
0,0879 

0,1005 
0,0815 
0,0328 
0,0623 

0,5109 

1,2956 

0,0692 
0,1572 
0,3005 

0,0269 

0,4435 

0,1065 
0,1653 
0,0668 

0,1375 
0,1072 

0,3413 

0,0903 
0,0579 
0,2032 
0,2862 
0,2339 

0,4403 
0,3999 
0,0257 
0,0067 

0,1407 

1,3541 

0,1117 
0,4900 
0,4241 

0,0207 

0,4049 

0,4128 
0,2436 
0,0684 

0,1357 
0,0328 

0,1579 

0,0490 
0,0971 
0,0410 
0,0093 
0,0490 

0,0441 
0,0928 
0,0214 
0,0005 

0,3693 

1,1205 

0,1345 
0,2241 
0,2280 

0,0424 

0,4090 

0,4331 
0,2474 
0,0671 

0,1330 
0,0401 

0,1284 

0,0485 
0,0938 
0,0201 
0,0088 
0,0813 

0,0408 
0,0951 
0,0278 
0,0020 

0,3743 

1,1266 

0,1330 
0,2141 
0,2115 

0,0435 
Périodes dans l’ensemble 
de risques 
Censurées 
Achevées 

8 386 
1 913 
6 473 

4 255 
759 

3 496 

2 345 
432 

1 913 

1 300 
281 

1 019 

16 286 
3 385 
12 901 

16 286 
3 385 
12 901 

Les valeurs significatives au seuil de signification de 5 % sont en caractères gras. 

Figure 1  Risque de base cumulatif – Modèle 1  Figure 2  Risque de base cumulatif – Modèle 2 
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Figure 3  Risque de base cumulatif – Modèle 3 

6.  Conclusion 
Nous avons étudié le problème de l’analyse de périodes 

multiples  en  considérant  deux  approches  générales  pour 
traiter le manque d’indépendance entre les temps de sortie, à 
savoir  une  approche  robuste  basée  sur  un  modèle  et  une 
approche basée sur le plan de sondage. La première consiste 
à  estimer  les  paramètres  du  modèle  en  supposant  que  les 
périodes  sont  indépendantes,  puis  à  corriger  la matrice  de 
covariance naïve de  façon à  tenir  compte des dépendances 
intraindividu postulées par le chercheur. Cette approche ne 
tient  pas  compte  de  la  mise  en  grappes  éventuelle  entre 
individus (ou, en fait, de toute mise en grappes qui pourrait 
avoir  lieu  à  un  niveau  d’agrégation  plus  élevé  que 
l’individu)  ni  des  probabilités  inégales  de  sélection  des 
individus (quoique, dans notre exemple, nous avons montré 
comment la méthode pourrait être étendue afin d’inclure les 
poids  de  sondage).  La  deuxième  approche  définit  les 
coefficients du modèle comme des paramètres de population 
finie. Ces paramètres sont ensuite estimés en tenant compte 
des  probabilités  de  sélection  éventuellement  inégales  des 
individus. Une méthode d’estimation de la variance sous le 
plan  de  sondage  qui  tient  compte  des  corrélations 
éventuelles entre individus dans la même UPE rend compte 
automatiquement  des  dépendances  non  spécifiées  des 
périodes  à  des  niveaux  inférieurs  à  l’UPE,  comme  les 
dépendances intraindividu. Dans le cas des échantillons de 
grande taille, cette inférence sous le plan de sondage s’étend 
directement  à  la  superpopulation  à  partir  de  laquelle  la 
population finie a été hypothétiquement générée. Le défaut 
de  la  première  approche  est  qu’elle  ignore  totalement  la 
possibilité  d’une  mise  en  grappes  entre  individus.  Un 
inconvénient  éventuel  de  la  deuxième  approche,  comme 
nous l’avons appliquée, est qu’elle repose sur l’hypothèse de 
l’échantillonnage  avec  remise  des  UPE  comprenant  les 
individus.  Les  deux  approches  coïncident  dans  le  cas  de 
l’échantillonnage  aléatoire  simple  d’individus,  où,  dans  le 
cas  de  l’approche  robuste  fondée  sur  un  modèle,  la 
dépendance  entre  les  périodes  chez  un même  individu  est 

postulée  explicitement  et  prise  en  compte  dans  la  formule 
d’estimation  de  la  variance  et  où,  dans  l’approche  fondée 
sur le plan de sondage, les périodes chez un même individu 
sont  traitées  comme  une  grappe  dans  l’estimation  de  la 
variance sous le plan de sondage. 

Nous  avons  appliqué  l’approche  fondée  sur  le  plan  de 
sondage  à  trois  modèles  de  type  à  risques  proportionnels. 
L’un  tenait  compte  de  risques  de base non  spécifiés  diffé 
rentiels  et  de  coefficients  différents  pour  chaque  ordre  de 
période.  Le  deuxième  tenait  encore  compte  de  risques  de 
base  non  spécifiés  différentiels  pour  divers  ordres  de 
période, mais exigeait que les coefficients soient les mêmes 
pour tous les ordres. Le troisième était un simple modèle à 
période  unique.  Nous  avons  constaté  que  la  façon  dont 
l’information sur l’ordre de la période était utilisée avait une 
incidence sur  les résultats de  l’ajustement de nos modèles. 
Une comparaison visuelle des estimations des coefficients et 
des  estimations  des  risques  de  base  cumulatifs  pour  les 
modèles 1 et 2 indiquait des résultats différents. Comme l’a 
suggéré  l’un  des  examinateurs,  il  serait  bon  d’élaborer  un 
test formel en vue de déterminer si les coefficients diffèrent 
effectivement en  fonction de  l’ordre de la période (comme 
dans le modèle 1), étant donné des risques de base pouvant 
varier  selon  l’ordre  de  la  période.  Il  est,  en  fait,  facile  de 
produire  un  tel  test,  de  la  façon  suivante.  Soit  1 ( , ′ =  B γ 

2  ,..., ) K ′ ′ ′ B B  le  vecteur  des K  vecteurs  de  coefficients  du 
modèle 1,  où  chacun  est  de  longueur  p,  et  soit  ( ) ij  t = z 
(0 , 0 , ..., ( ) , 0 , ..., 0 ) ij  t ′ ′ ′ ′ ′ ′ x  le vecteur de longueur pK pour 
la  e j  période  du  ei  individu  où  la  ej  composante  de  ce 
vecteur contient le vecteur des covariables  ( ). ij  t x  Alors, le 
modèle 1 peut être exprimé par 

( ) 
0 ( (t))  ( ) , ij  t 

j ij j h t |  t e ′ = λ  z z  γ 

qui  a  la  forme  générale  des  risques  de  base  variant  avec 
l’ordre de la période, mais ayant un vecteur de coefficients 
fixe. Un test de la convergence des coefficients se rapportant 
à  chaque  ordre  de  période,  c’estàdire  0 1 : H = B 

2  ...  K = B B  équivaut  à  tester  0  : 0 H = Cγ  où  C  est  la 
matrice [ ] 1 1 1 p K K I I − − = ⊗ − C  de  dimensions  (K − 
1) . p Kp ×  Étant  donné  une  estimation  ˆ γ  de  γ  et  une 
estimation  ˆ  ˆ ( ) V  γ  de la matrice de covariance de  ˆ, γ  obtenue 
comme  il  est  décrit  à  la  section 4  pour  le  modèle  2,  une 
statistique  de Wald  peut  être  calculée  pour  tester  l’hypo 
thèse.  Si  l’hypothèse  n’est  pas  rejetée,  on  peut  conclure 
qu’un  modèle  à  coefficients  constants  sur  l’ordre  de  la 
période  (mais  à  risques  de  base  variables  en  fonction  de 
l’ordre  de  la  période)  semble  être  aussi  bien  ajusté  aux 
données  qu’un  modèle  où  les  risques  de  base  et  les 
coefficients  varient  en  fonction  de  l’ordre  de  la  période. 
D’autres  mesures  de  l’adéquation  du  modèle  devraient 
également être faciles à élaborer dans le cadre d’estimations 
sous le plan de sondage. 
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Nous avons aussi  comparé visuellement,  dans  le  cas  de 
notre exemple,  les estimations des erreurstypes des coeffi 
cients obtenues sous  le plan de sondage (en  tenant  compte 
de la mise en grappes au niveau de l’UPE et à des niveaux 
inférieurs),  ainsi  que  sous  une  modification  de  l’approche 
robuste fondée sur un modèle (tenant compte de la mise en 
grappes  au  niveau  de  l’individu  ou  à  un  niveau  inférieur) 
pour  les  modèles  1  et  2.  Nous  n’avons  observé  que  des 
différences  faibles,  qui  indiquaient  l’absence  d’effets  de 
grappe  à  un  niveau  d’agrégation  supérieur  au  niveau  de 
l’individu pour les données en question. Nous avons égale 
ment calculé les estimations des erreurrstypes en supposant 
que les périodes chez une même personne étaient indépen 
dantes et de nouveau constaté des différences faibles seule 
ment  par  rapport  à  celles  obtenues  suivant  l’approche 
fondée  sur  le  plan.  Il  semble  donc  que,  pour  l’exemple 
choisi,  la dépendance interpériodes soit faible. Cependant, 
en  général,  nous  estimons  qu’une  approche  fondée  sur  le 
plan de sondage protège contre  l’omission de toute dépen 
dance  non  postulée  au  niveau  de  l’UPE  ou  à  un  niveau 
inférieur dans les estimations de la variance. 
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Réduction bayésienne des poids pour les modèles de 
régression linéaire généralisée 

Michael R. Elliott 1 

Résumé 
Dans  les  sondages  où  les  unités  ont  des  probabilités  inégales  d’inclusion  dans  l’échantillon,  les  associations  entre  la 
probabilité  d’inclusion  et  la  statistique  d’intérêt  peuvent  causer  un  biais.  Des  poids  égaux  à  l’inverse  de  la  probabilité 
d’inclusion sont souvent utilisés pour neutraliser ce biais. Les plans de sondage fortement disproportionnels comportent des 
poids de valeur élevée qui peuvent introduire une variabilité indésirable dans les statistiques telles que l’estimateur de la 
moyenne de population ou l’estimateur de la pente de la régression de population. La réduction des poids consiste à modifier 
ceux dont la valeur est élevée à une valeur seuil fixe et à ajuster ceux inférieurs à cette valeur de façon à ce que la somme de 
ces poids réduits demeure égale à la somme des poids non réduits, ce qui réduit la variabilité au prix de l’introduction d’un 
certain biais. La plupart des approches ordinaires sont ponctuelles en ce sens qu’elles n’utilisent pas  les données en vue 
d’optimiser  le  compromis  entre  le  biais  et  la  variance.  Les  approches dictées  par  les  données qui  sont  décrites  dans  la 
littérature sont un peu plus efficaces que les estimateurs entièrement pondérés. Dans le présent article, nous élaborons des 
méthodes bayésiennes de réduction des poids d’estimateurs par la régression linéaire et par la régression linéaire généralisée 
sous des plans de sondage avec probabilités d’inclusion inégales. Nous décrivons une application à l’estimation du risque de 
blessure chez les enfants installés sur le siège arrière dans les camionnettes compactes à cabine allongée à l’aide des données 
de la Partners for Child Passenger Safety surveillance survey. 
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Mots clés :  Sondage;  poids  de  sondage; winsorisation  des poids;  inférence  bayésienne  à  la  population;  lissage  des 
poids; modèles linéaires généralisés mixtes. 

1.  Introduction 

Lors  de  l’analyse  de  données  provenant  d’échantillons 
sélectionnés  avec  probabilités  différentielles,  on  utilise 
souvent comme poids des cas les  inverses des probabilités 
d’inclusion  afin  de  réduire  ou  d’éliminer  le  biais  dans  les 
estimateurs  des  quantités  de  population  d’intérêt.  Le 
remplacement  des moyennes  et  des  totaux  implicites  dans 
les statistiques par  leurs équivalents pondérés par  les poids 
des  cas  produit  des  estimateurs  linéaires  sans  biais  et  des 
estimateurs  non  linéaires  asymptotiquement  sans  biais  des 
valeurs  de  population  (Binder 1983).  Les  poids  des  cas 
peuvent aussi intégrer des ajustements pour la nonréponse, 
qui  habituellement  sont  égaux à  l’inverse  de  la  probabilité 
estimée de réponse (Gelman et Carlin 2002, Oh et Scheuren 
1983), ou  des ajustements  par  calage, qui contraignent  les 
poids  des  cas  à  être  égaux  à  des  totaux  connus  de 
pondération,  soit  conjointement,  comme dans  la  poststrati 
fication  ou  l’estimation  par  la  régression  généralisée,  soit 
aux marges, comme dans l’estimation par calage sur marges 
(raking) généralisé (Deville et Särndal 1992, Isaki et Fuller 
1982). 

L’utilisation des poids de sondage pour la production de 
statistiques descriptives, comme les moyennes et les totaux, 
d’après des  plans avec  probabilités d’inclusion  inégales ne 
suscite guère de débat. Cependant, lorsqu’il s’agit d’estimer 
des quantités « analytiques » (Cochran 1977, page 4) axées 

sur les associations entre, par exemple, les facteurs de risque 
et  les  résultats  en matière  de  santé  au moyen  de modèles 
linéaires  ou  linéaires  généralisés,  la  décision  d’utiliser  les 
poids  de  sondage  est  moins  catégorique  (voir  Korn  et 
Graubard  1999,  pages  180182).  Dans  des  conditions  de 
régression, des différences entre  les estimateurs pondéré et 
non pondéré de la pente de la droite de régression peuvent 
survenir  parce  que  le  modèle  de  données  est  spécifié 
incorrectement  ou  qu’il  existe  une  association  entre  les 
erreurs résiduelles et (ou) la probabilité d’inclusion (l’échan 
tillon est  informatif). Si  le modèle  de  données  est  spécifié 
incorrectement,  une  option  consiste  à  améliorer  la  spécifi 
cation  du  modèle.  Cependant,  il  est  parfois  difficile  de 
déterminer la forme fonctionnelle exacte; ou bien, il se peut 
que l’erreur de spécification soit  très modeste, mais que le 
plan de sondage l’amplifie, ou bien, une approximation du 
modèle  réel  pourrait  être  souhaitée  pour  simplifier  l’expli 
cation (approximation linéaire d’une tendance quadratique). 
Dans  le  cas  de  l’échantillonnage  informatif  ou  non  igno 
rable,  les  poids  de  sondage  peuvent  être  nécessaires  pour 
obtenir  des  estimateurs  convergents  des  paramètres  de 
régression  (Korn  et  Graubard  1995).  De  manière  plus 
formelle,  les  estimateurs  entièrement  pondérés  des  para 
mètres  de  régression  sont  des  estimateurs  du  « pseudo 
maximum  de  vraisemblance »  (EPMV)  (Binder  1983, 
Pfeffermann 1993) en ce sens qu’ils sont « convergents sous 
le  plan »  pour  les EMV qui  résoudraient  les  équations  de
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score  pour  les  paramètres  de  régression  sous  le modèle de 
régression  de  superpopulation  hypothétique  si  nous 
disposions  de  données  observées  pour  l’ensemble  de  la 
population.  La  convergence  par  rapport  au  plan  implique 
que  la  différence  entre  la  quantité  cible  de  population  et 
l’estimation  calculée  d’après  l’échantillon  tend  vers  zéro 
quand  la  taille de  l’échantillon et  la  taille  de  la population 
augmentent  concomitamment,  ou  que  les  différences 
tendent,  en moyenne,  vers zéro  par échantillonnage  répété 
de  la  population,  où  les  échantillons  sont  sélectionnés  de 
manière  identique  à  partir  de  t → ∞  répliques  de  la 
population : voir Särndal (1980) ou Isaki et Fuller (1982). Si 
les observations sont en grappes, plus de soins doivent être 
mis à élaborer des  estimateurs EPMV convergents  sous  le 
plan,  quoique  les  plans  hiérarchiques  à  plusieurs  degrés 
permettent  d’approximer  les  estimations  de  la  log 
vraisemblance dans des conditions de recensement à  l’aide 
d’équations de score pondérées si l’on veille à tenir compte 
du  fait  que  les  tailles  d’échantillons  intragrappe  sont 
habituellement  faibles et  le  demeurent même si  le  nombre 
de  grappes  augmente  (Pfeffermann,  Skinner,  Holmes, 
Goldstein et Rabash 1998, Korn et Graubard 2003). 

Bien  que  les  EPMV  soient  populaires,  à  cause  de  leur 
convergence sous le plan, cette propriété est obtenue au prix 
d’un accroissement  de  la  variance. Cet  accroissement  peut 
engloutir  la  réduction  du  biais,  de  sorte  qu’effectivement, 
l’EQM  augmente  dans  une  analyse  pondérée.  Cela  risque 
surtout de se produire si a) la taille d’échantillon est faible, 
b) les écarts entre les probabilités d’inclusion sont grands ou 
c) le modèle est approximativement correctement spécifié et 
l’échantillonnage  est  approximativement  non  informatif. 
L’approche qui est peutêtre la plus courante pour traiter ce 
problème est la réduction des poids (Potter 1990, Kish 1992, 
Alexander, Dahl et Weidman 1997), qui consiste à fixer la 
valeur  des  poids  plus  grands  qu’une  certaine  valeur  0 w  à 
cette valeur  0 . w  Habituellement,  0 w  est choisie de manière 
ponctuelle  disons  égale  à  trois  ou  à  six  fois  le  poids 
moyen  sans  se  soucier  de  savoir  si  le  seuil  de  réduction 
choisi est optimal en ce qui concerne l’EQM. Donc, le biais 
est  introduit pour réduire  la variance, avec l’objectif d’une 
réduction globale de l’EQM. 

D’autres méthodes fondées sur le plan de sondage ont été 
envisagées  dans  la  littérature.  Potter  (1990)  discute  de 
méthodes  systématiques  en  vue  de  choisir  0 , w  y  compris 
des méthodes  de  distribution  des  poids  et  de  réduction de 
l’EQM.  La  technique  de  distribution  des  poids  consiste  à 
supposer  que  les  poids  suivent  une  loi  bêta  inverse  et  à 
l’échelle; les paramètres de la loi bêta inverse sont estimés à 
l’aide  d’estimateurs  par  la  méthode  des  moments,  et  les 
poids  provenant  de  la  queue  supérieure  de  la  distribution, 
disons où 1 ( ) 0,01, i F w − <  sont réduits à la valeur  0 w  telle 
que 1−  0 ( ) 0,01. F w =  La méthode de réduction de l’EQM 

consiste  à  déterminer  l’EQM  empirique  au  niveau  de 
réduction  , t w  où  le  poids  réduit  est  ( i t i w w I w ∗ = ≥ 

) ( ) 1 t i i t w w I w w i … n + < , = , ,  sous  l’hypothèse  que 
l’estimation  entièrement  pondérée  est  sans  biais  pour  la 
moyenne  réelle.  En  pratique,  on  envisage  une  série  de 
niveaux de réduction  1 , t … T = , ,  où  1 t =  correspond aux 
données  non  pondérées  1 ( min ( )) i i w w =  et  , t T =  aux 
données entièrement pondérées  ( max ( )), T i i w w =  et  ˆ t θ  est 
la  valeur  de  la  statistique  en  utilisant  les  poids  réduits  au 
niveau  . t  Le niveau de réduction choisi est alors donné par 

0  , t w w ∗ =  où  argmin ( ) EQM t  t t ∗ =  pour  ˆ ( EQM  t t = θ − 
2 ˆ  ˆ ) ( ). T t V θ + θ 
La littérature sur  le  calage décrit des  techniques qui ont 

été mises au point en vue de permettre que des ajustements 
par  poststratification  généralisée  ou  calage  sur  marges 
(raking) généralisé soient bornés pour éviter la construction 
de  poids  extrêmes  (Deville  et  Särndal  1992,  Folsom  et 
Singh  2000).  Beaumont  et  Alavi  (2004)  étendent  cette 
notion à l’élaboration d’estimateurs axés sur la réduction des 
poids  de  valeur  élevée  d’observations  fortement  influentes 
ou aberrantes. Bien que l’imposition de ces bornes réduit les 
poids extrêmes pour les ramener à une valeur seuil fixe, le 
choix de ce seuil demeure arbitraire. 

Une autre approche des méthodes de réduction direct des 
poids  a  été  élaborée  dans  la  littérature  sur  l’inférence 
bayésienne en population finie (Elliott et Little 2000, Holt et 
Smith  1979,  Ghosh  et  Meeden  1986,  Little  1991,  1993, 
Lazzeroni  et  Little  1998,  Rizzo  1992).  Ces  approches 
tiennent  compte  des  probabilités  d’inclusion  inégales  en 
considérant  les  poids  des  cas  comme  des  variables  de 
stratification  à  l’intérieur  des  strates  définies  par  la 
probabilité  d’inclusion. Ces  « strates  d’inclusion »  peuvent 
correspondre aux  strates  formelles  définies  par un  plan  de 
sondage  disproportionnel  stratifié,  ou  peuvent  être  des 
« pseudostrates »  fondées  sur  des  poids  regroupés  dérivés 
de la sélection, de la poststratification et (ou) des redresse 
ments  pour  la  nonréponse.  Des  estimations  pondérées 
standard sont alors obtenues quand les moyennes de strate 
de poids des résultats de l’enquête sont traitées comme des 
effets  fixes  et  que  la  réduction  des  poids  est  réalisé  en 
considérant  les  moyennes  de  strate  de  poids  sousjacentes 
comme des effets aléatoires. Ces méthodes tiennent compte 
de la présence éventuelle de données « partiellement pondé 
rées » qui utilisent les données proprement dites pour modu 
ler  comme  il  convient  le  compromis  entre  le  biais  et  la 
variance, et permettent aussi que l’estimation et l’inférence à 
partir de données recueillies sous des plans de sondage avec 
probabilités  d’inclusion  inégales  soit  fondées  sur  des 
modèles  utilisés  dans  d’autres  domaines  d’estimation  et 
d’inférence statistiques. 

Le  présent article étend  ces modèles à effets  aléatoires, 
que  nous  appelons  modèles  « de  lissage  des  poids »,  afin
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d’inclure  l’estimation  des  paramètres  de  population  des 
modèles  linéaires  ainsi  que  linéaires  généralisés.  À  la 
section  2,  nous  passons  brièvement  en  revue  l’inférence 
bayésienne en population finie, formalisons les concepts de 
mécanismes  d’échantillonnage  ignorable  et  non  ignorable, 
et  développons  les  modèles  de  lissage  des  poids  pour  les 
modèles  de  régression  linéaire  et  de  régression  linéaire 
généralisée dans un cadre entièrement bayésien. À la section 
3,  nous  présentons  les  résultats  de  simulations  effectuées 
pour  examiner  les  propriétés  sous  rééchantillonnage  des 
estimateurs  par  lissage  des  poids  des  paramètres  de 
régression  linéaire  et  logistique  sous  un  plan  de  sondage 
disproportionnel stratifié, et nous les comparons à celles des 
estimateurs  fondés  sur  le  plan  de  sondage  standard.  À  la 
section 4,  nous  illustrons  l’utilisation  des  estimateurs  par 
lissage  des  poids  dans  une  analyse  du  risque  de  blessure 
chez les enfants dans les collisions impliquant des véhicules 
transportant des passagers. À la section 5, nous résumons les 
résultats des simulations et considérons des extensions à des 
plans de sondage plus complexes. 

2.  Inférence bayésienne en population finie 

Représentons les données de population pour une popu 
lation  comptant  1 i … N = , ,  unités  par  1 ( ), N Y y … y = , , 
avec les vecteurs de covariables connexes  1 ( ) N X … = , ,  
et la variable indicatrice d’échantillonnage  1 ( ), N I I … I = , , 
où  1 i I =  si le  ei  élément est échantillonné et 0 autrement. 
Comme  l’inférence  fondée  sur  le  plan  de  sondage, 
l’inférence  bayésienne  se  concentre  sur  les  quantités 
étudiées  de  population  ( ), Q Y  comme  les  moyennes  de 
population  ( ) Q Y Y =  ou  les  paramètres  de  régression  par 
les moindres carrés de population 

0 1  1 ( ) min  N 
i B B Q Y X = , ∑ , = 

0 (  i y B − −  2 
1  ) . i B x  Contrairement à l’inférence fondée sur le 

plan,  mais  en  accordance  avec  la  plupart  des  autres 
domaines  de  la  statistique,  on  postule  pour  les  données de 
population Y  un modèle ayant la forme d’une fonction des 
paramètres  : θ  ( ). Y f Y |θ ∼  L’inférence au sujet de  ( ) Q Y 
est  faite  en  se  fondant  sur  la  loi  prédictive  a posteriori  de 

nob obs ( ), p Y Y I | ,  où  nob Y  consiste  en  les  éléments  de  i Y 
pour lesquels  0 : i I = 

nob obs 

nob obs obs 

nob obs obs nob 

( ) 

( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) ( ) 

p Y Y I 

p Y Y p I Y p Y p d d 

p Y Y p I Y p Y p d d dY 

| , = 

| ,θ,φ | ,θ,φ |θ θ,φ θ φ 

| ,θ,φ | ,θ,φ |θ θ,φ θ φ 

∫∫ 
∫∫∫ 

(1) 

où  ( ) p I Y | , θ, φ  modélise l’indicateur d’inclusion. 
Si nous supposons que φ  et θ  sont indépendants a priori 

et si la loi de l’indicateur d’échantillonnage  I  est indépen 
dante de  , Y  le plan d’échantillonnage est dit « non confon 
du »  ou  « non  informatif »;  si  la  loi  de  I  dépend 

uniquement de  obs , Y  alors  le mécanisme d’échantillonnage 
est  dit  « ignorable »  (Rubin  1987),  ce  qui  équivaut  à  la 
terminologie  standard  des  données  manquantes  (les  élé 
ments non observés de la population peuvent être considérés 
comme manquants par conception). Sous des plans d’échan 
tillonnage  ignorables,  ( ) ( ) ( ) p p p θ, φ = θ φ  et  ( p I Y | , θ, 
) φ =  obs ( ), p I Y | , φ  et donc (1) se réduit à 

nob obs obs 
nob obs 

nob obs obs nob 

( ) ( ) ( )  ( ) 
( ) ( ) ( ) 

p Y Y p Y p d  p Y Y 
p Y Y p Y p d dY 

| , θ |θ θ θ 
= | , 

| , θ |θ θ θ 

∫ 
∫∫ 

(2) 

ce  qui  permet  de  faire  l’inférence  au  sujet  de  ( ) Q Y  sans 
modéliser  explicitement  le  paramètre  I  d’inclusion  dans 
l’échantillonnage (Ericson 1969, Holt et Smith 1979, Little 
1993, Rubin 1987, Skinner, Holt et Smith 1989). Les plans 
d’échantillonnage  non  informatifs  représentent  un  cas 
particulier des plans d’échantillonnage ignorables équivalant 
aux mécanismes de création de données manquant entière 
ment au hasard qui sont un cas particulier des mécanismes 
de création de données manquant au hasard. 

Dans  les  conditions  de  régression,  où  on  souhaite  faire 
des inférences au sujet des paramètres qui régissent la loi de 
Y  sachant les covariables fixes et connues  , X  (1) devient 

nob obs 

nob obs 

obs 

nob obs 

obs nob 

( ) 

( ) 
( ) ( ) ( ) 

( ) 
( ) ( ) ( ) 

p Y Y X I 

p Y Y X 
p I Y X p Y X p d d 

p Y Y X 
p I Y X p Y X p d d dY 

| , , = 

| , , θ, φ × 

| , , θ, φ | , θ θ, φ θ φ 

| , , θ, φ × 

| , , θ, φ | , θ θ, φ θ φ 

∫∫ 

∫∫∫ 

qui se réduit à 

nob obs 

nob obs obs 

nob obs obs nob 

( ) 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) 

p Y Y X 

p Y Y X p Y X p d 

p Y Y X p Y X p d dY 

| , = 

| , , θ, φ | , θ θ, φ θ 

| , , θ, φ | , θ θ, φ θ 

∫ 
∫∫ 

si, et uniquement si,  I  dépend seulement de  obs ( ), Y X ,  dont 
la  dépendance  à  l’égard  de  X  uniquement  est  un  cas 
particulier.  Donc,  si  l’on  souhaite  faire  une  inférence  au 
sujet d’un paramètre de régression  ( ), Q Y X ,  alors un plan 
d’échantillonnage  non  informatif  ou,  plus  généralement, 
ignorable  peut  permettre  que  les  probabilités  d’inclusion 
soient une fonction des covariables fixes. 

2.1  Adaptation à des probabilités d’inclusion 
inégales 

Maintenir  l’hypothèse  d’ignorabilité  du  mécanisme 
d’échantillonnage  oblige  souvent  à  tenir  compte  du  plan 
d’échantillonnage  dans  la  structure  du  modèle  de  vrai 
semblance  et  du  modèle  a priori.  Dans  le  cas  des  plans 
d’échantillonnage  avec  probabilités  d’inclusion  inégales,
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cela peut s’accomplir en créant un indice  1 h … H = , ,  de la 
probabilité d’inclusion (Little 1983, 1991); il pourrait s’agir 
d’une application bijective des statistiques d’ordre des poids 
des  cas  sur  leurs  classements,  ou  d’un  « regroupement » 
préliminaire des poids des cas en utilisant, par exemple, les 
centiles  100 H /  des  poids  des cas.  Les  données  sont  alors 
modélisées par 

( ) 1, hi h hi h h y f y i … N |θ ; θ , = , ∼ 

pour tous les éléments figurant dans la  e h  strate d’inclusion, 
où  h θ  tient  compte  d’une  interaction  entre  le  ou  les  para 
mètres  du modèle θ  et  la  strate  d’inclusion  . h  Appliquer 
une  loi  a priori  non  informative  à  h θ  reproduit  alors  une 
analyse  entièrement  pondérée  en  ce  qui  concerne  l’espé 
rance de la loi prédictive a posteriori de  ( ). Q Y 

Pour  concrétiser  ce  qui  précède,  supposons  que  nous 
cherchions à estimer  une moyenne  de  population  ( ) Q Y = 

1 
1 

N 
i  i Y N y − 
= ∑ =  d’après  un  échantillon  à  probabilités  d’in 

clusion  inégales  avec  un  échantillonnage  aléatoire  simple 
dans les strates d’inclusion. En réécrivant l’équation sous la 
forme  ( ) Q Y =  h  h h P Y ∑  où  1 

h h hi Y N y − =  est la moyenne de 
population  de  la  strate  d’inclusion  et  , h h P N N = /  nous 
avons 

{ } 

obs obs 

1 
,obs , nob obs 

( ) ( ) 

( ) ( ) 

h h 
h 

h h h h h 
h 

E Y Y P E Y Y 

N n y N n E Y Y − 

| = | = 

+ − | 

∑ 

∑ 
où  h Y  est décomposé en  la moyenne  de  strate  d’inclusion 
observée  1 

1 , obs 
h N 

i h h hi hi y n I y − 
= ∑ =  et  la  moyenne  de  strate 

d’inclusion  non  observée  1 
1 , nob  ( ) (1 h N 

i h h h Y N n − 
= ∑ = − − 

) . hi hi I y  Si nous supposons que 
ind 2 2 ( ) hi h h h h y N |µ , σ µ , σ ∼ 
2 ( ) 1 h h p µ , σ ∝ 

alors 

, nob obs 

2 
, nob obs obs obs , obs 

( ) 

( ( ) ) ( ) 
h 

h h h h h 

E Y Y 

E E Y Y Y E Y y 

| = 

| | , µ , σ = µ | = . 

et  la  moyenne  prédictive  a posteriori  de  la  moyenne  de 
population  est  donnée  par  la  moyenne  d’échantillon 
pondérée : 

obs obs 

1 1 
, obs 

1 

( ) ( ) 

h 

h h 
h 

N 

h h hi h hi 
h h i 

E Y Y P E Y Y 

N N y N I w y − − 

= 

| = | = 

= 

∑ 

∑ ∑ ∑ 
où  hi h n h w w N n ≡ = /  pour tous les éléments observés dans 
la strate d’inclusion  . h  En outre, la moyenne pondérée sera 
l’espérance  prédictive  a posteriori  de  la  moyenne  de 
population pour toute loi hypothétique de Y  à condition que 
( ) . hi h h E y |µ = µ  Par  contre,  un  simple  modèle  d’échan 

geabilité pour les données 

ind 2 2 ( ) i y N |µ, σ µ,σ ∼ 

2 ( ) 1 p µ, σ ∝ 

donne  1 
1 obs ( ) , N 

i  i i E Y Y n I y − 
= ∑ | =  l’estimateur non pondéré 

de  la  moyenne,  qui  peut  être  gravement  biaisé  si 
l’échangeabilité n’est pas vérifiée, comme cela serait le cas 
s’il existait une association entre la probabilité d’inclusion et 
. Y 

2.2  Modèles de lissage des poids 

Sous  sa  forme  générale,  la  « méthode  de  lissage  des 
poids » que nous proposons consiste à stratifier les données 
en  fonction de  la probabilité d’inclusion, puis  d’utiliser  un 
modèle hiérarchique pour effectuer la réduction par la voie 
d’un  rétrécissement  (shrinkage).  Une  description  d’un  tel 
modèle est donnée par 

( ) hi h hi h y f y |θ ; θ ∼  (3) 

( ) ( ) ˆ ˆ h h h h h M R N R g M y y θ | , µ, , , = , µ ∼ 

h R M µ, | Π. ∼ 

où  1 h … H = , ,  indice les probabilités d’inclusion de la plus 
élevée  à  la  plus  faible,  ( ) h g M , µ  est  une  fonction  liant 
l’information  h M  provenant  de  la  strate  de  probabilités 
d’inclusion et  un  paramètre  de  lissage µ  au  paramètre  de 
distribution des données  h θ  indicé par la strate d’inclusion, 
et Π  est une  loi uniforme ou  faiblement  informative d’un 
hyperparamètre (Little 2004). 

Les  détails  de  spécification  de  la  fonction  de  la  vrai 
semblance  et  de  la  distribution  a  priori  dépendent  du 
paramètre de population étudié, du plan d’échantillonnage, 
des  hypothèses  concernant  la  loi  de  , y  et  des  compromis 
entre  l’efficacité  et  la  robustesse.  Postuler  un  modèle 
d’échangeabilité  sur  les  moyennes  de  strate  d’inclusion 
provenant de l’exemple précédent donne (Lazzeroni et Little 
1998, Elliott et Little 2000) 

ind  2 ( ) hi h h y N | θ θ , σ ∼ 
ind  2 ( ) h  N θ µ, τ . ∼ 

Si  nous  supposons  pour  le moment que  2 σ  et  2 τ  sont 
connus, nous avons 

{ } 
obs 

1 
, obs obs 

( ) 

( ) ( ) h h h h h 
h 

E Y Y 

N n y N n E Y − 

| = 

+ − µ | ∑ 

où  obs ( ) (1 ) h h h h E Y w y w y µ | = + − %  pour  h w = 
2 2 2 /( ) h h n n τ τ + σ  et  2 2 1 2 ( /( )) /( h h h h h h y n n n n − ∑ ∑ = τ + σ τ + % 
2 ) .h y σ  À  mesure  que  2  , τ → ∞  1 h w →  de  sorte  que 

obs ( ) E Y Y | =  ; h  h h P y ∑  donc,  une  loi  a  priori  uniforme
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rétablit  l’estimateur  entièrement  pondéré,  comme  nous 
l’avons  montré  plus  haut.  Par  ailleurs,  à  mesure  que 
2  0, τ →  0 h w →  de  sorte  que  obs ( ) h E Y µ | → 

2  0  , y y 
τ = 
| = %  la  moyenne  non  pondérée;  donc,  les  unités 

exclues  de  l’échantillon  sont  estimées  à  la  moyenne 
regroupée, puisque le modèle suppose que tous les  hi y  sont 
tirés à partir d’une moyenne commune. Par conséquent, ce 
modèle  de  lissage  des  poids  permet  un  compromis  entre 
l’estimateur convergeant  sous  le  plan qui  pourrait  être  très 
inefficace  et  l’estimateur  non  pondéré  qui  est  entièrement 
efficace  sous  l’hypothèse  forte  que  les  probabilités 
d’inclusion  et  la  moyenne  de  Y  sont  indépendantes.  En 
supposant que  2 τ  suit une hyperloi a priori faible, le degré 
de compromis entre les moyennes pondérée et non pondéré 
sera « dicté par les données », quoique sous les hypothèses 
de modélisation. 

2.3  Lissage des poids pour les modèles de régression 
linéaire et de régression linéaire généralisée 

Les  modèles  de  régression  linéaire  généralisée 
(McCullagh  et  Nelder  1989)  postulent  pour  i y  une 
vraisemblance de la forme 

( ) ( ) exp ( ) 
( ) 

i i i 
i i i 

i 

y b f y c y 
a 

θ − θ   
;θ , φ = + , φ   φ   

(4) 

où  ( ) i a φ  fait  intervenir  une  constante  connue  et  un 
paramètre d’échelle (de perturbation)  , φ  et  la moyenne de 
i y  est reliée à une combinaison linéaire de covariables fixes 
i  par une fonction lien  ( ) : g ⋅  ( ) , i i i E y |θ = µ  où  ( )i g µ = 
( ( )) i i g b′ θ = η =  . T 

i β  Nous  avons  aussi  Var ( ) i i y | θ = 
( ) ( ), i i a V φ µ  où  ( ) ( ). i i V b′′ µ = θ  Le  lien  est canonique  si 

, i i θ = η  auquel cas  1 ( ) ( ). i i g V − ′ µ = µ  Des exemples bien 
connus  sont  la  loi  normale,  où  2 ( ) i a φ =σ  et  le  lien 
canonique est  ( ) ; i i g µ =µ  la loi binomiale, où  1 ( ) i i a n − φ =  et 
le lien canonique est  ( ) log( (1 )); i i i g µ = µ / − µ  et la loi de 
Poisson,  où  ( ) 1 i a φ =  et  le  lien  canonique  est  ( )i g µ = 
log( ). i µ 
En  indiçant  la  strate  d’inclusion  par  , h  nous  avons 
( [ ]) . T 

hi hi  h h g E y | =β β  Soit un modèle hiérarchique hypo 
thétique de la forme 

1 ( ) ( ) T T  T 
Hp H … G N G ∗ ∗ , , | , , . ∼ β β β β  (5) 

où ∗ β  est  un  vecteur  inconnu  des  valeurs  moyennes  des 
coefficients  de  régression  et  G  est  une  matrice  de  co 
variance inconnue. 

Nous  considérons  que  la  quantité  de  population  cible 
d’intérêt  1 ( ) T p B … B = , ,  est la pente qui résout l’équation 
de score de population  ( ) 0, N U =  où 

1 
1 

1 1 

( ) log ( ) 

( ( ( ))) 
( ( )) ( ( )) 

h 

N 

N i 
i 

N H 
hi hi i 

h i  hi hi 

U f y 

y g  x 
V g 

= 

− 

= = 

∂ 
= ; = 

∂ 

− µ 
. 

′ µ µ 

∑ 

∑ ∑ 

β β 
β 

β 
β β 

(6) 

Notons  que  la  quantité   telle  que  ( ) 0 U =  est 
toujours  une  quantité  de  population  d’intérêt  significative, 
même si  le modèle est spécifié incorrectement (c’estàdire 
que  i η  n’est pas exactement linéaire en ce qui concerne les 
covariables), puisqu’il s’agit de l’approximation linéaire de 
i  à  ( ). i i g η = µ  Sous le modèle donné par (4) et (5), une 

approximation  d’ordre  un  (en  supposant  que  la  fraction 
d’échantillonnage est négligeable) à  ( ) E y X | ,  est donnée 
par  ˆ B  où 

1 

1 1 

ˆ ˆ ( ( ( )))  0 ˆ ˆ ( ( )) ( ( )) 

h n H 
hi i hi 

h 
h i  hi hi 

y g W 
V g 

− 

= = 

− µ 
= 

′ µ µ ∑ ∑  
(7) 

où  , h h h W N n = /  1  ˆ ( ) ˆ  T 
hi h hi  g y − = β  et  ˆ h 

= β  ( ), h E y X | , β 
tel  qu’il  est  déterminé  par  la  forme  de  (5).  (Si  h N  est 
inconnu,  il  peut  être  remplacé  par  ˆ  , i h h hi N w ∈ ∑ =  et  les 

1 
ˆ ˆ 

H N … N , ,  peuvent être traités comme une loi multinomiale 
de taille  N  paramétrisée par les probabilités inconnues de la 
strate  d’inclusion  1  H q … q , ,  avec,  par  exemple,  une  loi 
a priori de Dirichlet.) Donc, dans l’exemple d’une régression 
linéaire, où  2 ( )i V µ = σ  et  ( ) 1, i g ′ µ =  (7) se résout en 

1 

1 1 

ˆ  ( ) 

ˆ 
h h n n 

T T 
hi hi hi hi h h  h 

h i h i 

E y X 

W W 
− 

= = 

= | , = 

      
.       

      
∑ ∑ ∑ ∑ β  (8) 

Dans  l’exemple  de  la  régression  logistique,  où  ( ) i V µ = 
(1 ) i i µ −µ  et  1 1 ( ) (1 ) , i i i g − − ′ µ =µ −µ  ( ) E y X | ,  s’obtient 

en  résolvant,  pour  trouver  les  paramètres  de  régression  de 
population  , j B  1 , j … p = , , 

1 1 

1 1 

exp( ) 
1 exp( ) 

ˆ exp( ) 
. ˆ 1 exp( ) 

h 

h 

n H 
hij j 

h hij 
h i  hij j 

n H 
hij  hj 

h hij 
h i  hij  hj 

x B 
W x 

x B 

x 
W x 

x 

= = 

= = 

= 
+ 

β 

+ β 

∑ ∑ 

∑ ∑  (9) 

On peut, pour cela, appliquer de simples méthodes numé 
riques de calcul de racine comme la méthode de Newton. 

Dans  le  présent  article,  nous  considérons  quatre formes 
de ∗ β  et G  dans (5) : 

1.  Pente aléatoire échangeable (PAE) : 
* 

0 ( ) pour tous . ∗ ∗ = β , , β , = ⊗ ∑ h p H … h G I β  (10) 

2.  Pente aléatoire autorégressive (PAA) : 

0 ( ) pour tous 

, 1 

∗ ∗ ∗ 

| − | 

= β , , β , 

= ⊗ = ρ , , = , , . ∑ 
h p 

j k 
jk 

… h 

G A A j k … H 

β
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3.  Pente aléatoire linéaire (PAL) : 

00 01 0 1 ( ) h p p 

H 

h … h 

G I 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = β + β , , β + β , 

= ⊗ Λ. 

β 

4.  Pente aléatoire non paramétrique (PANP) : 

0 ( ( ) ( )) 0 h p f h … f h G ∗ = , , , = . β 

(2) 2 

2 (2) 2 

absolument continue 0 1 

( ( )) 

min ( ( )) ( ( )) 
j 

v 
j j 

j 

hj j j j f  h 

f f v 

f u du 

f h f u du ∗ 

  : , = , ,   
    < ∞,   
  
  β − + λ 
    

∫ 

∫ ∑ 

où  h  indice de nouveau  la probabilité d’inclusion,  H I  est 
une  matrice  d’identité  , H H × ρ  est  un  paramètre 
d’autocorrélation qui contrôle le degré de rétrécissement sur 
l’ensemble  de  strates  de  poids, ∑  est  une  matrice  de 
covariance  p p ×  non  contrainte, Λ  est  une matrice  dia 
gonale  p p ×  et  ( ) j f h  est une fonction lisse doublement 
dérivable  de  h  qui  minimise  la  somme  des  carrés  des 
résidus plus une pénalité d’irrégularité paramétrisée par  j λ 
(Wahba 1978, Hastie et Tibshirani 1990). En reformulant le 
modèle PANP comme dans Wang (1998) nous obtenons 

ind  2 ( ) T 
hi hi  h h y N | ,σ ∼ β β 

0 1 hj j j h j h ∗ ∗ β = β + β + ω 

ind  2 2 2 
1 (0 ) ( ) 0 j H j j j N I H j … p − , τ , τ = σ / λ = , , ∼ 

où  h ω  est la  ei  ligne de la décomposition de Choleski de la 
matrice de base des splines cubiques  , Ω  où  1 

0 (( hk  h ∫ Ω = − 
1) ( 1) ) (( 1) ( 1) ) , H t k H t dt + + / − − − / − −  ( ) si 0 x x x + = ≥ 
et  ( ) 0 si 0, x x + = <  1 . h k … H , = , ,  Le  modèle  PANP 
peut  être  étendu  à  la  forme  du  modèle  linéaire  généralisé 
comme  dans  Lin  et  Zhang  (1999),  où  l’hypothèse  de 
normalité au premier degré est remplacée par une  fonction 
lien  qui  est  linéaire  en  les  covariables :  ( ( )) hi  h g E y | = β 

, T 
hi  hβ  pour  ( ) g ⋅  comme dans (4). 
En  supposant  pour  le  moment  que  les  paramètres  de 

deuxième degré sont connus, nous voyons que, dans le cas 
du modèle PAE avec des données normales, à mesure que 

, G | |→ ∞  le  partage  d’information  entre  les  strates  d’in 
clussion  cesse  et  ˆ h ≈ β  1 ( ) , T T 

h h h h 
−   l’estimateur  par  la 

régression  dans  la  strate  d’inclusion.  En  introduisant  cette 
expression  par  substitution  dans  (8)  nous  obtenons 
ˆ ˆ  , w ≈   l’estimateur entièrement  pondéré de  la  pente  de 
population. De même,  à mesure  que  0, G | |→  les  pentes 
dans les strates d’inclusion  * ˆ  , h ≈ β β  qui est la pente a priori 
commune,  ce  qui  donne  ˆ ∗ ≈ β  après  introduction  par 

substitution  dans  (8),  ou  ˆ u  si  une  hyperloi  a priori  non 
informative  est  appliquée  à ∗ β  et  que  sa  moyenne 
a posteriori  est  obtenue  par  1 ( ) . T T −   Les  méthodes 
empiriques  ou  entièrement  bayésienne  qui  permettent  que 
les  données  estiment  les  paramètres  de  deuxième  degré 
admettent  donc  le  « lissage  des  poids »  dicté  par  les 
données, qui établit un compromis entre les estimateurs non 
pondéré et entièrement pondéré. 

En  pratique,  naturellement,  la  moyenne  et  les  compo 
santes  de  la  variance  de  deuxième  degré  sont  en  général 
inconnues;  donc,  nous  complétons  les  spécifications  du 
modèle  en  postulant  une  hyperloi  a priori  pour  les  para 
mètres de deuxième degré : 

( ) ( ) p G p ∗ φ, , ∝ . β ζ 

Habituellement,  l’hyperloi  a priori  ( ) p ζ  est  faiblement 
informative ou non informative. Nous pouvons alors utiliser 
l’échantillonnage de Gibbs (Gelfand et Smith 1990; Gelman 
et  Rubin  1992)  pour  obtenir  des  tirages  à  partir  de  la  loi 
a posteriori  conjointe  complète  de  ( ) T G X ∗ , , φ, | , . β β  
Dans le modèle PAE, nous considérons  2 ( ) p ∗ − ∑ σ, , ∝ σ β 

( 1 2)  1 exp( 1 2 tr { }), p  r − + / − ∑ ∑ | | − /  c’estàdire  des  lois 
a priori non informatives pour les paramètres d’échelle et de 
moyenne  a priori,  ainsi  qu’une  hyperloi  a priori  Wishart 
inverse  de  la  variance  a priori  G  centrée  à  la  matrice 
d’identité  à  facteur  d’échelle  r  avec  p  degrés de  liberté. 
La même loi a priori est utilisée pour le modèle PAA, avec 
l’hypothèse  supplémentaire  que 

ind 
(0 1) U ρ , ∼  (autocorréla 

tion  non  négative  entre  les  strates  d’inclusion).  Dans  les 
modèles  PAL  et  PANP,  2 ( ) p ∗ − σ, , Λ ∝ σ β  et  ( p ∗ σ, , β 

2 ) − ∝ σ τ  (loi  a priori  non  informative  du  paramètre 
d’échelle  et  hyperloi  a priori  standard).  La  description  des 
tirages  conditionnels  de  l’échantillonneur  de  Gibbs  peut 
être  consultée  à  http://www.sph.umich.edu/mrelliot/trim/ 
meth2.pdf. 

Le degré de compromis est une  fonction de la structure 
de  la  moyenne  et  de  la  variance  du  modèle  choisi.  Les 
modèles  PAE  et  PAA  reposent  sur  l’hypothèse  que  les 
moyennes de pentes sont échangeables; le modèle PAA est 
plus souple en ce sens que la structure de sa variance permet 
que  les  unités  ayant  des  probabilités  d’inclusion  presque 
égales  soient  lissées  plus  fortement  que  celles  dont  les 
probabilités d’inclusion sont  très  inégales. Le modèle PAL 
suppose une tendance linéaire sousjacente dans les pentes, 
tandis  que  le  modèle  PANP  suppose  uniquement  une 
tendance  sousjacente  lisse  jusqu’à  la  deuxième  dérivée. 
Notons  que,  dans  les  modèles  PAL  et  PANP,  nous 
supposons  l’indépendance  a priori  des  paramètres  de  ré 
gression  associés  à  une  covariable  donnée,  c’estàdire 

1 1 ( ) ( j Hj j … … ′ β , β ⊥ β ,  ), Hj′ β  . j j′ ≠  Il en est ainsi parce que 
nous  modélisons  les  tendances  dans  ces  paramètres  sur 
l’ensemble de la strate d’inclusion et que nous ne souhaitons 
pas « lier » ces tendances sur l’ensemble des covariables.
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Le  rétrécissement  le  plus  important,  correspondant  à  la 
réduction  le  plus  rigoureux  des  poids,  s’obtient  quand  la 
variabilité  des  pentes  des  strates  de  poids  est  faible,  ou 
quand les strates des probabilités d’inclusion les plus faibles 
sont mal  estimées.  Le  rétrécissement devrait    être  faible  si 
les pentes de strate de poids sont estimées avec précision et 
qu’elles sont  systématiquement associées à  leurs probabili 
tés d’inclusion. En  nous basant  sur Elliott  et  Little  (2000), 
nous nous attendrions à ce que le modèle PAE soit  le plus 
efficace  lorsqu’une réduction importante des  poids  est  né 
cessaire pour minimiser l’EQM, mais soit le plus vulnérable 
au  « surrétrécissement »  quand  la  correction  du  biais  est 
l’aspect  le  plus  important.  Accroître  la  structure,  parti 
culièrement dans la partie moyenne du modèle, comme dans 
les  modèles  PAL  et  PANP,  donnera  une  estimation  plus 
robuste  en  ce  sens  que  le  surrétrécissement  aura  lieu 
uniquement  dans  les  situations  quasi  pathologiques  (par 
exemple,  lorsque  les  tendances  des  moyennes  sont  non 
monotones  et  très  discontinues)  et,  même  dans  de  telles 
situations, pourrait donner lieu à une correction du biais un 
peu  plus  faible  que  ne  le  justifient  les  données.  Le  prix  à 
payer pour cette robustesse sera  toutefois une réduction de 
l’efficacité relative des modèles d’échangeabilité. 

3.  Résultats des simulations 

Parce  que  nous  souhaitons  des  modèles  simultanément 
plus  efficaces  que  les  estimateurs  fondés  sur  le  plan  de 
sondage,  mais  néanmoins  raisonnablement  robustes  à 
l’erreur  de  spécification  du  modèle   et  en  général  nous 
estimons que même  les modèles bayésiens  devraient  avoir 
de  bonnes  propriétés  fréquentistes   nous  évaluons  nos 
modèles  proposés  dans  un  contexte  de  rééchantillonnage. 
Nous considérons les régressions linéaire et logistique, sous 
un  modèle  spécifié  incorrectement  avec  un  plan  d’échan 
tillonnage non informatif. 

3.1  Régression linéaire 

Dans le cas du modèle de régression linéaire en présence 
d’erreur de spécification, nous avons généré des données de 
population de la façon suivante : 

2 2 2 ( ) i i i i Y X N X X | , σ α + β , σ , ∼  (11) 

(0 10) 1 20 000 i X U i … N , , = , , = . ∼ 

Nous avons utilisé un schéma d’échantillonnage dispro 
portionnellement  spécifié,  non  informatif,  pour  échan 
tillonner les éléments en fonction de  i X  (  i I  égale 1 si l’élé 
ment est échantillonné et 0 autrement) : 

i i h X =     

( 1 ) (1 2,5) i i i i i P I h h h = | = π ∝ + / 

Nous avons créé ainsi 10 strates, définies par les parties 
entières  des  valeurs  de  . i X  Les éléments  ( ) i i Y X ,  avaient 

e 1/36 ≈  de la probabilité de  sélection quand  0 1 i X < ≤ 
que  lorsque  9 10. i X < <  Nous  avons  échantillonné 

500 n =  éléments  sans  remise  pour  chaque  simulation. 
L’objet  de  l’analyse  était  d’obtenir  la  pente  de  population 

2 
1 1 1  ( )( ) / ( ) . N N 

i i i i i B Y Y X X X X = = ∑ ∑ = − − −  Nous  avons 
fixé  1, α = β =  ce  qui  a  introduit  un  biais  positif  dans 
l’estimation  de  1 , B  et  avons  fait  varier  2 . σ  L’effet  de 
l’erreur de spécification du modèle augmente à mesure que 

2  0, σ →  car le biais des estimateurs devient grand compa 
rativement  à  la  variance,  et  inversement  diminue  quand 

2  . σ → ∞  Nous avons considéré les valeurs de  2  10 , l σ = 
1 5; l … = , ,  200 simulations  ont  été générées  pour chaque 

valeur de  2 . σ 
Ici  et  plus  loin,  nous avons  utilisé  une  hyperloi a priori 

Wishart  inverse  sur  la  variance  a priori  , G  centrée  à  la 
matrice d’identité avec deux degrés de liberté. 

En  plus  des  modèles  à  pente  aléatoire  échangeable 
(PAE),  à  pente  aléatoire  autorégressive  (PAA),  à  pente 
aléatoire  linéaire  (PAL)  et  à  pente  aléatoire  non  para 
métrique  (PANP)  discutés  à  la  section  2.3,  nous  avons 
considéré  l’estimateur  fondé  sur  le  plan  (entièrement  pon 
déré)  standard,  ainsi que  les estimateurs à  poids réduits  et 
non pondéré. Pour l’estimateur entièrement pondéré (EPD), 
nous  avons  utilisé  l’EPMV  1 ( ) w  X WX X W − ′ ′ =   où,  en 
dénotant  par  une  minuscule  les  éléments  échantillonnés 
( 1), i I =  hi h w w ≡  pour  1 , h … H = , ,  1 ,h i … n = , ,  W = 
diag( ), hi w  (1 ) , hi  hi x ′ =  h X  contient  les  lignes  empilées 
de  hi ′  et  X  contient  les  matrices  empilées  .h X  Nous 
avons  obtenu  l’inférence  au  sujet  de  ˆ 

w  par  l’approxi 
mation  standard  par  développement  en  série  de  Taylor 
(Binder 1983) : 

1 1 ˆ ˆ ˆ ˆ Var( ) ( ) ˆ 
w XX w XX S S − − = ∑  

où  ˆ S  est un estimateur convergeant d’un total de population 
1 

N 
i  i i = ∑ ′   donné par  X WX ′  et  ˆ  ˆ ( ) w ∑   est une estimation 

convergente sous le plan de la variance du total  1 є N 
i  i i = ∑   où 

є i i i y = −   est la différence entre la valeur de  i y  et sa 
valeur  estimée  sous  la  pente  de  population  réelle  : 

1 
ˆ  ˆ ( ) /( 1) ( ) ( ), h n 

h  i w h h hi h hi h n n = ∑ ∑ ′ ∑ = − − − % % % %   où  hi = % 
hi hi hi w e   pour  ˆ  . hi hi hi w e y = −   Nous considérons aussi 

l’estimateur à poids réduits (PEL) obtenu en remplaçant les 
poids  hi w  par  les valeurs réduites  t 

hi w  qui  fixent  la valeur 
maximale  normalisée  à  3 :  1 / , t  H t t 

h hi h hi h w w w N n = ∑ = % %  où 
min( 3 ), t 

hi  hi w N n w = , / %  et  l’estimateur  non  pondéré  (NPD) 
obtenu en fixant  hi w N n = /  pour tous  , . h i 

Le  tableau 1  donne  le  biais  relatif,  la  racine  de  l’erreur 
quadratique  moyenne  (REQM)  et  la  couverture  réelle  de 
l’intervalle  de  confiance  à  taux  nominal  de  95 % pour  les
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trois estimateurs  fondés  sur  le  plan  de  sondage  et  les 
quatre estimateurs  fondés  sur  un  modèle  de  la  pente  de 
population  (deuxième  composante  de  ˆ )  étudiés,  en 
fonction de la variance  2 . σ 

L’estimateur  entièrement  pondéré  de  la  pente  de 
population est essentiellement sans biais par rapport au plan 
sous erreur de spécification du modèle; les estimateurs non 
pondérés et à poids réduits sont biaisés. Les biais des mo 
dèles d’échangeabilité et autorégressif augmentent à mesure 
que  la  variance  augmente,  car  ces  modèles  échangent 
l’absence de biais de l’estimateur entièrement pondéré pour 
la  variance  réduite  de  l’estimateur  non  pondéré.  Les  mo 
dèles  linéaire et  non  paramétrique  sont  approximativement 
sans biais. 

Les estimateurs  non  pondéré et  à poids réduits donnent 
de  mauvais  résultats  en  ce  qui  concerne  l’EQM  pour  les 
petites  valeurs  de  2 , σ  où  le biais  dû à  l’erreur de  spécifi 
cation du modèle est critique, et de bons résultats pour  les 
valeurs plus grandes de  2 , σ  où l’instabilité de l’estimateur 
entièrement pondéré est plus importante que la réduction du 
biais. L’estimateur basé sur un modèle d’échangeabilité a de 
bonnes  propriétés  en  ce  qui  concerne  la  REQM  pour  les 
petites  et  les  grandes  valeurs  de  2 , σ  les  réductions  de 
l’EQM  étant  de  plus  de  30 %,  mais  produit  un  lissage 
excessif  pour  les  degrés  intermédiaires  de  spécification  du 
modèle. Les propriétés du modèle autorégressif sont égales 
à  celles  du modèle  d’échangeabilité  pour  les  petites  et  les 
grandes valeurs de  2 , σ  mais il est protégé en grande partie 
contre le surlissage observé pour le modèle d’échangeabilité 
aux  niveaux  intermédiaires.  Les  modèles  linéaire  et  non 
paramétrique  dominent  essentiellement  les  estimateurs 
entièrement pondérés en ce qui concerne l’EQM sous toutes 
les  simulations  envisagées,  quoique  les  réductions  de 
l’EQM soient seulement de l’ordre de 10 %. 

Les  estimateurs  non  pondéré et  à  poids réduits  ont  une 
mauvaise  couverture  de  l’intervalle  de  confiance,  sauf 
quand l’erreur de spécification du modèle est quasi absente. 
L’échec du compromis entre  le biais  et  la variance dans le 
cas de l’estimateur d’échangeabilité en présence d’erreur de 
spécification du modèle est mis en évidence par la mauvaise 
couverture de l’estimateur pour les valeurs intermédiaires de 

2 ; σ  cette situation est améliorée, mais n’est pas entièrement 
éliminée,  dans  le  cas  de  l’estimateur  autorégressif.  Les 
estimateurs  linéaire  et  non  paramétrique  ont  une  bonne 
couverture  lorsque  l’erreur  de  spécification  du  modèle  est 
moins  importante,  mais  produisent  une  certaine  sous 
couverture  lorsque  l’erreur  de  spécification  du  modèle  est 
plus importante. 

3.2  Régression logistique 

Dans  le  modèle  de  régression  logistique,  nous  avons 
généré des données de population de la façon suivante : 

2 ( 1 ) (expit(3,25 0,75 )) i i i i P Y X B X X = | − + γ , ∼  (12) 

(0 10) 1 20 000 i X U i … N , , = , , = ∼ 

où  ( ) B p  est  une  loi  de  Bernoulli  avec  probabilité  de 
« succès »  , p  expit( ) exp( ) (1 exp( )). ⋅ = ⋅ / + ⋅  L’objet de l’a 
nalyse est d’obtenir la pente de population de la régression 
logistique définie comme étant la valeur  1 B  dans l’équation 

( N 
i  i y ∑ −  0 1 

1 expit( )) 0. i  i 
B B x  x 

  
    
  

+ =  Un  plan  d’échantil 
lonnage  avec  probabilités  de  sélection  inégales  a  été  ap 
pliqué  comme  il  est  décrit  dans  les  simulations  par  la 
régression  linéaire.  Nous  considérons  les  valeurs  de 

0 0,0158 0,0273 0,0368 0,0454, γ = , , , ,  qui  correspondent 
à  des  mesures  de  courbures  de  0 0,02 0,04 0,06 K = , , , , 
0,08  au point médian 5 du support de  , X  où  ( ) K X ; γ = 

2 3 2 2 /[1 (2 0,75) ] X / | γ + γ − |;  200  simulations  ont  été  exé 
cutées  pour  chaque  valeur  de  . γ  Comme  dans  les  simu 
lations  par  régression  linéaire,  les  éléments  ont  été  échan 
tillonnés  sans  remise  avec  probabilité  proportionnelle  à 
(1 2,5) ; i i h h + /  en  tout,  1 000  éléments  ont  été  échantil 
lonnés  pour  chaque  simulation.  Nous  avons  de  nouveau 
considéré  les  estimateurs  basés  sur  l’EPMV  entièrement 
pondéré  (EPD),  non  pondéré  (NPD)  et  à  poids  réduits 
(PEL),  ainsi  que  les  estimateurs  à  pente  aléatoire  échan 
geable  (PAE),  à  pente  aléatoire  autorégressive  (PAA),  à 
pente  aléatoire  linéaire  (PAL)  et  à  pente  aléatoire  non 
paramétrique (PANP). L’inférence au sujet des estimateurs 
EPMV  est  obtenue  au  moyen  d’approximations  par  dé 
veloppement en série de Taylor (Binder 1983), comme il est 
discuté à la section précédente. 

Le tableau 2 donne le biais relatif, la REQM relative à la 
REQM de l’estimateur entièrement pondéré et la couverture 
réelle des IC ou des intervalles prédictifs a posteriori à taux 
nominal de 95 % associés à chacun des sept estimateurs de 
la  pente  de  population  ( ) B  pour  diverses  valeurs  de  la 
courbure  , K  correspondant à des degrés croissants d’erreur 
de spécification. 

Le  souséchantillonnage  des  petites  valeurs  de  X 
signifie que l’estimateur du maximum de vraisemblance de 
B  dans les conditions d’erreurs de spécification du modèle 
est  sans  biais  pour  0 K =  et  présente  un  biais  par  défaut 
pour  0,02 0,04 0,06, K = , ,  et 0,08 à moins qu’il soit  tenu 
compte du plan d’échantillonnage. Le biais de l’estimateur à 
poids  réduits  est  compris  entre  ceux  de  l’estimateur  non 
pondéré et de l’estimateur entièrement pondéré. Le biais de 
l’estimateur  à  échangeabilité  est  compris  entre  ceux  de 
l’estimateur  à  poids  réduits  et  de  l’estimateur  entièrement 
pondéré;  le  biais  de  l’estimateur  autorégressif  est  compris 
entre ceux de l’estimateur à échangeabilité et de l’estimateur 
entièrement  pondéré,  tandis  que  les  estimateurs  linéaire  et 
non paramétrique sont essentiellement sans biais. 

L’estimateur  non  pondéré  possède  une  EQM  sensible 
ment  améliorée  (40 %  de  réduction)  lorsque  le  modèle  à
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pente linéaire est approximativement correctement spécifié, 
mais  donne  de mauvais  résultats  pour  un  degré modéré  à 
important d’erreur de spécification. Les estimateurs à poids 
réduits,  autorégressif  et  non  paramétrique  sont  tous 
supérieurs  à  l’estimateur  standard  entièrement  pondéré,  et 
l’estimateur à échangeabilité et  l’estimateur  linéaire  le sont 
presque,  sur  l’étendue  des  simulations  considérées.  L’esti 
mateur à poids réduits brut a produit une réduction de 30 % 
de  l’EQM,  les  estimateurs  non  paramétrique,  à  échan 
geabilité et autorégressif, des réductions allant jusqu’à 20 à 

25 %, et  l’estimateur  linéaire,  des  réductions  de  seulement 
10 % ou moins. 

L’estimateur  non  pondéré  donne  une  mauvaise  cou 
verture  de  l’IC  nominal,  sauf  quand  le  modèle  à  pente 
linéaire est spécifié correctement ou qu’il l’est presque. Les 
estimateurs  fondés  sur  un  modèle  ont  généralement  de 
bonnes propriétés de couverture lorsque le modèle linéaire a 
été  spécifié  correctement,  une  légère  réduction  de  la  cou 
verture étant observée lorsque la courbure est importante. 

Tableau 1 
Biais  relatif  (%),  racine  carrée  de  l’erreur  quadratique  moyenne  (REQM)  relativement  à  la  REQM  de 
l’estimateur entièrement pondéré, et couverture réelle de l’intervalle de confiance ou de l’intervalle prédictif 
a posteriori  à  95%  de  l’estimateur  de  la  pente  de  la  régression  linéaire  de  population  sous  erreur  de 
spécification  du  modèle.  La  pente  et  l’ordonnée  à  l’origine  de  population  sont  estimées  au  moyen  des 
estimateurs fondés sur le plan de sondage non pondéré (NPD), entièrement pondéré (EPD) et à poids réduits 
(PEL),  et  en  tant  que  moyenne  a posteriori  dans  (8)  sous  une  loi  a  priori  d’échangeabilité  (PAE), 
autorégressif  (PAA),  linéaire  (PAL) et  non  paramétrique  (PANP)  pour  les  paramètres  de  régression. Les 
valeurs de l’EQM relatives à l’estimateur entièrement pondéré inférieures à 1 sont en caractères gras 

Biais relatif (%)  REQM relative à EPD  Couverture réelle 
10 log  de la variance  10 log  de la variance  10 log  de la variance 

Estimateur  1  2  3  4  5  1  2  3  4  5  1  2  3  4  5 
NPD  21,5  21,8  22,2  20,8  22,3  12,1  4,57  1,76  0,75  0,67  0  0  6  78  92 
EPD  0,0  0,1  1,4  1,6  0,2  1  1  1  1  1  94  95  96  94  96 
PEL  8,3  8,4  9,6  8,8  7,8  4,74  1,88  1,02  0,71  0,75  0  13  78  95  96 
PAE  0,2  2,2  11,4  15,1  18,3  1,00  1,17  1,18  0,73  0,68  87  86  64  91  96 
PAA  0,1  1,4  9,6  14,5  17,4  1,00  1,03  1,11  0,74  0,69  87  89  78  90  96 
PAL  0,2  0,4  1,1  1,6  0,3  0,99  0,91  0,91  0,91  0,93  85  91  96  95  94 
PANP  0,1  0,3  0,9  1,5  0,4  0,89  0,90  0,95  0,90  0,95  86  92  96  94  94 

Tableau 2 
Biais  relatif  (%),  racine  carrée  de  l’erreur  quadratique  moyenne  (REQM)  relativement  à  la  REQM  de 
l’estimateur  entièrement  pondéré,  et  couverture  réelle  de  l’intervalle de  confiance  ou  de  l’intervalle  prédictif 
a posteriori  à  95%  de  l’estimateur  de  la  pente  de  la  régression  logistique  de  population  sous  erreur  de 
spécification du modèle. La pente et l’ordonnée à l’origine de population sont estimées au moyen des estimateurs 
fondés sur  le plan de sondage non pondéré (NPD), entièrement pondéré (EPD) et à poids réduits (PEL), et en 
tant  que  moyenne  a posteriori  dans  (8)  sous  une  loi  a  priori  d’échangeabilité  (PAE),  autorégressif  (PAA), 
linéaire (PAL) et non paramétrique (PANP) pour les paramètres de régression. Les valeurs de l’EQM relatives à 
l’estimateur entièrement pondéré inférieures à 1 sont en caractères gras 

Biais relatif (%)  REQM relative à EPD  Couverture réelle 
Courbure   Courbure   Courbure  

Estimateur  0  0,02  0,04  0,06  0,08  0  0,02  0,04  0,06  0,08  0  0,02  0,04  0,06  0,08 
NPD  1,0  4,9  11,9  21,6  34,6  0,57  0,73  0,88  1,19  1,61  96  89  66  32  17 
EPD  1,1  2,2  1,3  0,3  1,6  1  1  1  1  1  95  94  90  94  94 
PEL  0,5  1,0  3,5  7,2  12,1  0,70  0,77  0,77  0,78  0,95  98  97  94  84  92 
PAE  1,3  0,8  1,9  5,6  8,7  0,75  0,82  0,85  0,88  1,02  97  94  92  91  90 
PAA  1,3  0,5  2,2  4,8  7,5  0,78  0,85  0,84  0,84  0,95  94  92  90  92  90 
PAL  0,8  1,7  1,5  0,4  1,1  0,89  0,97  0,94  0,91  1,02  95  91  88  92  89 
PANP  0,3  1,5  1,1  0,9  0,5  0,87  0,88  0,87  0,80  0,90  95  92  88  94  96
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4.  Application : estimation de la prévalence des 
blessures chez les enfants passagers dans les 
camionnettes compactes à cabine allongée 

L’ensemble de données de Partners  for Child Passenger 
Safety correspond à l’échantillon disproportionné, à proba 
bilités  connues,  provenant  de  toutes  les  demandes 
d’indemnisation  reçues  par  State  Farm  depuis  décembre 
1998  comportant au moins  un  enfant  de 15  ans  ou moins 
passager  dans  un  véhicule  de modèle 1990  ou  plus  récent 
assuré  par  State  Farm  (Durbin,  Bhatia,  Holmes,  Shaw, 
Werner, Sorenson et Winston 2001). Comme les blessures, 
et particulièrement les blessures « graves » définies comme 
étant des lacérations faciales ou d’autres blessures recevant 
une cote de 2 ou plus sur l’échelle AIS (Abbreviated Injury 
Scale)  (Association  for  the  Advancement  of  Automotive 
Medicine  1990),  sont  relativement  rares,  même  chez  les 
enfants dans la population de demandes de remboursement 
pour  dommage  à  un  véhicule  accidenté,  un  échantillon  en 
grappes  disproportionnel  stratifié  est  utilisé  pour  sélection 
ner  les  véhicules  (l’unité  d’échantillonnage)  en  vue  de 
réaliser  un  sondage  téléphonique  auprès  des  conducteurs. 
Les véhicules contenant des enfants ayant reçu un traitement 
médical après l’accident ont été suréchantillonnés afin que 
la majorité  des  enfants blessés  soient  sélectionnés,  tout  en 
veillant  à  ce  que  l’échantillon  demeure  représentatif  de 
l’ensemble  de  la  population.  (Par  traitement  médical,  on 
entend  un  traitement  prodigué  par  des  ambulanciers 
paramédiques, un traitement reçu au cabinet d’un médecin 
ou  dans  un  service  d’urgence,  ou  l’hospitalisation.)  Pour 
tout véhicule échantillonné, tous les enfants passagers de ce 
véhicule ont été inclus dans l’enquête. Les conducteurs des 
véhicules échantillonnés ont été contactés par téléphone et, 
si  un  traitement  médical  avait  été  reçu  par  un  passager, 
soumis  à  une  présélection  au  moyen  d’un  questionnaire 
abrégé afin de confirmer la présence d’au moins un enfant 
passager  ayant  subi  une  blessure.  Tous  les  véhicules 
contenant au moins un enfant pour  lesquels  la présélection 
était  positive  pour  une  blessure,  ainsi  qu’un  échantillon 
aléatoire  de  10 %  des  véhicules  pour  lesquels  il  avait  été 
déclaré que les enfants passagers avaient reçu un traitement 
médical, mais avait donné un résultat de présélection négatif 
pour  les  blessures  ont  été  sélectionnés  pour  un  interview 
complète;  un  échantillon  à  2 %  (par  après  2,5 %)  d’acci 
dents  pour  lesquels  aucun  traitement  médical  n’avait  été 
reçu a également été sélectionné. Parce que la stratification 
du  traitement  est  imparfaitement  associée  au  risque  de 
blessure  (plus  de  15 %  de  la  population  ayant  subi  des 
blessures  graves  se  situe,  selon  les  estimations,  dans  la 
catégorie des probabilités de sélection les plus faibles et près 
de 20 % des  personnes  n’ayant  pas  subi  de blessure  grave 
sont  comprises  dans  la  catégorie  des  probabilités  de 

sélection  les  plus  élevées),  le  plan  d’échantillonnage  est 
informatif, avec des rapports de cotes non pondérées biaisés 
vers zéro (Korn et Graubard 1995). En outre,  les poids qui 
s’appliquent  à  cet  ensemble  de  données  sont  plutôt 
variables :  1 50, i w ≤ ≤  où  9 %  des  poids  ont  une  valeur 
normalisée supérieure à 3. 

Winston,  Kallan,  Elliott,  Menon  et  Durbin  (2002)  ont 
déterminé que les enfants assis sur  le siège arrière dans les 
camionnettes compactes à cabine allongée courent  un plus 
grand  risque  de blessure  grave que  ceux assis  sur  le  siège 
arrière  d’autres  véhicules.  Cependant,  la  quantification  du 
degré  de  risque  excédentaire,  donc  de  l’importance  du 
problème  de  santé  publique,  posait  des  difficultés.  Le 
rapport  de  cotes  (RC)  non  pondérées  exprimant  le  risque 
d’une  blessure  grave chez  les  enfants  voyageant  dans  une 
camionnette compacte à cabine allongée comparativement à 
d’autres  véhicules  était  de  3,54  (IC  à  95 % :  2,01,  6,23), 
comparativement  à  11,32  (IC  à  95 % :  2,67,  48,03)  pour 
l’estimateur  entièrement  pondéré.  Puisque  le  risque  de 
blessure ainsi que l’utilisation d’une camionnette compacte 
à  cabine  allongée  étaient  tous  deux  associés  à  l’âge  de 
l’enfant, à la gravité de l’accident (intrusion et le fait que le 
véhicule soit utilisable ou non), à la direction de l’impact et 
au poids  du  véhicule,  nous  avons  également  considéré  un 
modèle  de  régression  logistique multivariée  tenant  compte 
de  ces  facteurs.  Les  rapports  de  cotes  corrigées  non 
pondérées  et  entièrement  pondérées  pour  le  risque  de 
blessure  chez  les  enfants  assis  sur  le  siège  arrière  d’une 
camionnette compacte à cabine allongée comparativement à 
d’autres véhicules sont de 3,50 (IC à 95 % : 1,88, 6,53) et de 
14,56 (IC à 95 % : 3,45, 61,40) respectivement. L’utilisation 
de  l’estimateur  non pondéré posait  des problèmes,  à  cause 
du  biais  vers  zéro  induit  par  le  plan  d’échantillonnage 
informatif;  toutefois,  l’estimateur  entièrement  pondéré 
semblait hautement instable, en partie à cause de la présence 
d’un  enfant  ayant  subi  une  blessure  grave  dans  une 
camionnette  compacte  à  cabine  allongée  pour  lequel  la 
probabilité  de  sélection  était  très  faible  (0,025).  Dans 
Winston  et coll.  (2002),  cet  enfant  a  été  éliminé  avant 
d’effectuer l’analyse. 

Le  tableau 3  donne  les  résultats  pour  les  rapports  des 
cotes non corrigées et corrigées du risque de blessure grave 
obtenues  en  utilisant  les  estimateurs  fondés  sur  le  plan  de 
sondage  non  pondéré,  entièrement  pondéré  et  à  poids 
réduits, ainsi que les estimateurs fondés sur  les modèles de 
la  pente  de  la  régression  à  échangeabilité,  autorégressif  et 
linéaire. (Résultats pour les estimateurs basés sur un modèle 
d’après 250 000  tirages  d’une  seule  chaîne après un  tirage 
de  rodage  de  50 000;  la  convergence  a  été  évaluée  par  la 
méthode  de  Geweke  (1992).)  Pour  les  modèles  PAE  et 
PAA,  ( ) INVERSEWISHART( 0,1 ), p p I ∑ , ∼  où  p = 
2  pour  le  modèle  non  corrigé  et  13 p =  pour  le  modèle
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corrigé. Dans les résultats non corrigés, les estimateurs PAE 
et  PAA  sont  compris  entre  l’estimateur  non  pondéré  et 
l’estimateur entièrement pondéré, tandis que les estimateurs 
linéaires et non paramétriques tendent à suivre l’estimateur 
entièrement  pondéré.  Dans  l’analyse  corrigée,  les  trois 
estimateurs  fondés  sur  un  modèle  sont  compris  entre 
l’estimateur  non  pondéré  et  l’estimateur  entièrement 
pondéré,  l’estimateur  PAE  étant  le  plus  proche  de  l’esti 
mateur non pondéré et l’estimateur PAL, le plus proche de 
l’estimateur  entièrement  pondéré.  Si  l’on  s’en  tient  aux 
résultats  des  simulations,  il  semble  que  l’estimateur  PAA, 
qui  suggère des risques relatifs de blessure de l’ordre de 7 
pour  les  enfants passagers dans une camionnette compacte 
avec cabine allongée comparativement à d’autres véhicules, 
pourrait  être  un  meilleur  estimateur  du  risque  relatif  que 
l’estimateur  non  pondéré  ou  entièrement  pondéré.  (À  titre 
d’« évaluation »,  nous  notons  que  des  données  portant  sur 
deux années  supplémentaires, qui  n’étaient  pas  disponibles 
au  moment  de  Winston  et coll.  (2002),  englobant  4 091 
enfants  supplémentaires  assis  sur  le  siège  arrière  de 
véhicules  de  transport  de  passagers  [44  dans  des  camion 
nettes compactes à cabine allongée] ont donné un rapport de 
cotes  non  corrigées  entièrement  pondérées  pour  les  bles 
sures  chez  les  enfants  passagers  dans  une  camionnette 
compacte à  cabine allongée  de 6,3,  et  un  rapport  de  cotes 
corrigées de 7,0.) 

5.  Discussion 

Les  modèles  dont  il  est  discuté  dans  le  présent  article 
généralisent les travaux de Lazzeroni et Little (1998), ainsi 
que  d’Elliott  et Little  (2000)  dans  lesquels  l’inférence à  la 
population a été  limitée aux moyennes  de  population  sous 
des hypothèses de loi gaussienne. Considérer la pondération 
comme une interaction entre  les probabilités d’inclusion et 
les paramètres du modèle offre un autre paradigme pour la 

réduction  des  poids  sous  forme  d’un  modèle  à  effets 
aléatoires  qui  lisse  les  paramètres  d’intérêt  du modèle  sur 
l’ensemble  des  classes  d’inclusion.  Les  modèles  avec 
structures de moyenne échangeables offrent le degré le plus 
important de  rétrécissement  ou  de  réduction, mais  sont  les 
plus  sensibles  à  l’erreur  de  spécification  du  modèle;  les 
modèles  dont  les  moyennes  sont  fortement  structurées 
pourraient  être  moins  efficaces,  mais  sont  plus  robustes  à 
l’erreur  de  spécification  du  modèle.  Cette  propriété  de 
robustesse  peut  être  particulièrement  importante,  sachant 
que les éléments des grandes strates d’inclusion donnent le 
degré le plus important de réduction possible de la variance 
dans  l’estimation  fondée  sur  un  modèle,  mais  sont  aussi 
sujets au degré le plus important de biais et de variance dans 
le modèle à cause de l’extrapolation. 

Nous  considérons  des  simulations  sous  divers  degrés 
d’erreur  de  spécification  du  modèle  et  d’échantillonnage 
informatif  pour  les  modèles  de  régression  linéaire  et  lo 
gistique.  Les  modèles  de  lissage  linéaire  et  non  para 
métrique  surpassent  presque  les  estimateurs  entièrement 
pondérés en ce qui concerne la réduction de l’erreur quadra 
tique dans les simulations considérées. Le modèle d’échan 
geabilité manifeste une certaine  tendance à  surlisser,  favo 
risant  la  réduction  de  la  variance  au  détriment  de  la 
correction  du  biais,  spécialement  dans  les  conditions  de 
régression linéaire. Tous les estimateurs à lissage des poids 
ont  tendance  à  avoir  une  couverture  des  intervalles  de 
confiance  inférieure  au  taux  nominal  lorsque  l’erreur  de 
spécification du  modèle est très forte, quoique dans aucun 
cas,  la  couverture  n’était  catastrophiquement  faible.  Le 
modèle de lissage autorégressif, qui permet d’utiliser divers 
degrés  de  lissage  local  dans  les  strates  de  poids  semble 
produire  un  accroissement  non  négligeable  de  l’efficacité 
tout  en  posant  un  risque  limité  de  surlissage  ou  de 
sousdénombrement grave. 

Tableau 3 
Rapport de cotes estimées d’une blessure chez les enfants assis sur le siège arrière d’une camionnette 
compacte  à  cabine  allongée  ( 60)=  comparativement  à  ceux  assis  sur  le  siège  arrière  d’autres 
véhicules  ( 8 060),=  en utilisant les estimateurs non pondéré (NPD), entièrement pondéré (EPD), à 
poids réduits à une valeur normalisée de 3 (PEL), de  la pente   aléatoire à modèle d’échangeabilité 
(PAE), de la pente aléatoire à modèle autorégressif (PAA), de  la pente aléatoire à modèle  linéaire 
(PAL) et de la pente aléatoire à modèle non paramétrique (PANP); non corrigés  et  corrigés pour 
l’âge de l’enfant, la gravité de l’accident, la direction de l’impact et le poids du véhicule. Estimations 
ponctuelles  des  modèles  PAE,  PAA  et  PAL  à  partir  de  la  médiane  a posteriori.  Intervalle  de 
confiance  ou  intervalle  prédictif  a posteriori  à  95%  en  indice  inférieur.  Données  provenant  du 
Partners for Child Passenger Safety 

NPD  EPD  PEL 
Non corr.  3,54 (2,01 à 6,23)  11,32 (2,67 à 48,02)  9,15 (2,65 à 31,57) 
Corr.  3,50 (1,88 à 6,53)  14,56 (3,45 à 61,40)  10,99 (2,97 à 34,64) 

PAE  PAA  PAL  PANP 
Non corr.  6,70 (2,51à 20,92)  6,69 (2,64 à 21,05)  11,17 (3,21 à 24,94)  10,34 (3,27 à 24,62) 
Corr.  4,45 (2,39 à 8,67)  6,67 (3,56 à 11,94)  11,87 (3,33 à 36,93)  10,23 (3,02 à 37,93)
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L’application des méthodes aux données du Partners for 
Child  Passenger  Safety  en  vue  de  déterminer  le  risque 
excédentaire de blessure lors d’un accident chez les enfants 
installés sur  le siège arrière d’une camionnette compacte à 
cabine  allongée  comparativement  à  ceux  installés  sur  le 
siège  arrière  d’autres  véhicules  pour  le  transport  de 
passagers,  il  semble  que  la  décision  dans Winston  et coll. 
(2002) d’éliminer de l’analyse un enfant dont la probabilité 
de sélection était  faible en vue de stabiliser  les estimations 
était  effectivement  prudente.  En  effet,  l’estimateur  PAA, 
favorisé  par  les  mesures  de  l’EQM  dans  les  simulations 
suggère un risque excédentaire corrigé de 6,7 avec un IPP à 
95 % de (3,6, 11,9), comparativement à celui de 14,6 avec 
un  IC  à  95 %  de  (3.4,  61,4)  de  l’estimateur  entièrement 
pondéré. 

Quoique  nous  appliquions,  dans  le  présent  article,  une 
approche entièrement bayésienne de l’inférence au sujet de 
la  loi  prédictive  a posteriori  de  la  pente  de  régression  de 
population,  des  estimations  empiriques  bayésiennes  (EB) 
peuvent aussi être obtenues par estimation du  maximum de 
vraisemblance  ou  du maximum de  vraisemblance  restreint 
en utilisant des méthodes standard à modèle mixte  linéaire 
ou linéaire généralisé. Dans les conditions gaussiennes,  les 
estimations  EB  de  G  et  de  2 σ  peuvent  être  « insérées » 
dans  les  expressions  explicites  de  ( ) E y X | ,  et 
Var( ). y X | ,  Les  conditions  exponentielles  générales 
posent plus de problèmes. Les estimations insérées peuvent 
être utilisées pour déterminer  ( ) E y X | ,  par des méthodes 
de  recherche  de  racine.  L’absence  de  formules  explicites 
pour  ( ) E y X | ,  rend  difficile  l’obtention  d’estimateurs 
empiriques  bayésiens  basés  sur  un  modèle  pour 
Var ( ). y X | ,  En outre, les estimateurs empiriques bayé 
siens standard ne tiennent pas compte de l’incertitude dans 
l’estimation de  . G 

Nous  notons  aussi  que,  bien  que  le  calcul  des  valeurs 
réelles de réduction des poids des cas ne soit pas nécessaire 
dans cette approche,  il est possible de déterminer  les poids 
de sondage révisés qu’implique le rétrécissement. Dans les 
conditions du modèle linéaire, ceuxci peuvent être obtenus 
par une application itérative d’un schéma de pondération par 
calage,  tel que les estimateurs par la régression généralisée 
ou GREG (Deville et Särndal 1992). Les conditions expo 
nentielles générales requièrent  l’intégration de l’algorithme 
de calage  des poids  dans  l’algorithme  des moindres carrés 
itératifs  repondérés  utilisé  pour  ajuster  un  modèle  linéaire 
généralisé. 

Lorsque  les  poids  d’échantillonnage  sont  utilisés  pour 
tenir compte de l’erreur de spécification de la moyenne dans 
des  conditions  de  régression,  on  pourrait  soutenir  que 
l’approche  correcte  consiste  à  spécifier  correctement  la 
moyenne  afin  d’éliminer  les  divergences  entre  les  esti 
mations  entièrement  pondérées  et  non  pondérées  des 

paramètres  de  régression.  Cependant,  la  spécification 
parfaite  est  un  objectif  impossible à atteindre  et, même  de 
bonnes approximations pourraient être fortement biaisées si 
l’on  ne  tient  pas  compte  des  poids  des  cas  quand  les 
probabilités d’échantillonnage  sont  très variables. Dans  les 
conditions  d’échantillonnage  informatif,  il  pourrait  être 
impossible  de  déterminer  si  les  divergences  entre  les 
estimations  pondérées  et  non  pondérées  sont  dues  à  une 
erreur  de  spécification  du  modèle  ou  au  plan  d’échan 
tillonnage  proprement  dit.  Enfin,  même  les  modèles  de 
régression  spécifiés  incorrectement  ont  la  caractéristique 
séduisante,  dans  les  conditions  de  population  finie,  de 
produire  une  seule  grandeur  de  population  cible.  Par  con 
séquent, nous continuons de recommander de tenir compte 
de la probabilité d’inclusion sous des modèles  linéaires ou 
des modèle linéaires généralisés, et les méthodes établissant 
un  compromis  entre  une  analyse  entièrement  pondérée  à 
faible biais et variance élevée et une analyse non pondérée à 
biais élevé et faible variance demeurent utiles. 

Les méthodes  dont  il  est  discuté  dans  le  présent  article 
offrent la promesse d’adapter  les méthodes  fondées sur un 
modèle  pour  s’attaquer  au  problème  de  l’analyse  des 
données  d’enquête.  Notre  objectif  n’est  pas  d’élaborer  un 
modèle hiérarchique bayésien unique,  finement ajusté à un 
ensemble  de  données  ou  à  une  question  particulière, mais 
plutôt  d’élaborer  des  méthodes  robustes,  mais  néanmoins 
efficaces,  qui  peuvent  être  appliquées  dans  les  conditions 
« automatisées »  à  rythme  rapide  dans  lesquelles  de 
nombreux  analystes  spécialisés  dans  la  recherche  par 
sondage  appliquée  doivent  parfois  travailler.  Quoiqu’elles 
demandent de nombreux calculs,  les méthodes considérées 
sont  des  applications  ou  des  extensions  de  la  « boîte  à 
outils » des modèles à effets aléatoires existants et peuvent 
être  implémentées  dans  les  progiciels  statistiques  existants 
ou  exécutées  à  l’aide  de  méthodes  MCMC  relativement 
simples. Notre approche conserve un côté fondé sur le plan 
en  ce  sens  que  nous  essayons  d’élaborer  des  méthodes 
d’estimation  bayésiennes  « automatisées »  fondées  sur  un 
modèle  qui  produisent  des  inférences  robustes  dans  des 
conditions  d’échantillonnage  répété  lorsque  le  modèle 
proprement  dit  est  spécifié  incorrectement.  Cependant, 
parce  que  ces  modèles  s’appuient  sur  la  stratification  des 
données  par  la  probabilité  de  sélection  en  prélude  à 
l’utilisation  des  techniques  de  regroupement  ou  de  rétré 
cissement en vue d’induire une réduction des poids dicté par 
les  données,  il  existe  une  correspondance  naturelle  entre 
cette  méthodologie  et  les  plans  d’échantillonnage  (post) 
stratifiés dans lesquels les strates correspondent aux proba 
bilités  inégales  d’inclusion.  L’élaboration  de  méthodes 
adaptées à une classe plus générale de plans d’échantillon 
nage  complexes comprenant des échantillons  en grappes à 
un ou à plusieurs degrés et (ou) des strates qui « recoupent »
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les strates d’inclusion demeure un important domaine dans 
lequel poursuivre de futurs travaux. 
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Estimation assistée par un modèle semiparamétrique pour les enquêtes 
sur les ressources naturelles 
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Résumé 
De l’information auxiliaire est souvent utilisée pour améliorer la précision des estimateurs des moyennes et des totaux de 
population finie grâce à des techniques d’estimation par le ratio ou par la régression linéaire. Les estimateurs résultants ont 
de bonnes propriétés théoriques et pratiques, dont l’invariance, le calage et la convergence par rapport au plan de sondage. 
Cependant, il n’est pas toujours certain que les modèles de ratio et les modèles linéaires sont de bonnes approximations de la 
relation réelle entre les variables auxiliaires et la variable d’intérêt, ce qui cause une perte d’efficacité si le modèle n’est pas 
approprié. Dans le présent article, nous expliquons comment on peut étendre l’estimation par la régression afin d’intégrer 
des modèles de régression semiparamétriques dans le cas de plans de sondage simples ainsi que plus complexes. Tout en 
retenant les bonnes propriétés théoriques et pratiques des modèles linéaires, les modèles semiparamétriques reflètent mieux 
les relations complexes entre les variables, ce qui se traduit souvent par des gains importants d’efficacité. Nous illustrerons 
l’applicabilité de l’approche à des plans de sondage complexes comportant de nombreux types de variables auxiliaires en 
estimant plusieurs caractéristiques liées à l’acidification dans le cas d’une enquête sur les lacs du NordEst des ÉtatsUnis. 
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1.  Introduction 

La  poststratification,  le  calage  et  l’estimation  par  la 
régression  sont  différentes  approches  qui  permettent 
d’améliorer  la  précision  des  estimateurs  lorsqu’on  dispose 
d’information auxiliaire à l’étape de l’estimation. L’estima 
tion assistée par un modèle (Särndal, Swensson et Wretman 
1992)  offre  un  cadre  commode  dans  lequel  élaborer  ces 
estimateurs et des estimateurs connexes. Dans ce cadre, un 
modèle de superpopulation décrit la relation entre la variable 
d’intérêt  et  les  variables  auxiliaires.  Ce  modèle  est  alors 
utilisé pour construire des estimateurs sur échantillon dont la 
précision  est  meilleure  si  le  modèle  est  spécifié  correcte 
ment, mais qui retiennent d’importantes propriétés relatives 
au plan de sondage, comme la convergence et la possibilité 
d’estimer la variance lorsque le modèle est incorrect. 

Jusqu’à  récemment,  les  modèles  de  superpopulation 
utilisés  dans  ce  contexte  étaient  formulés  comme  des 
modèles paramétriques, le plus souvent des modèles de ratio 
ou  des  modèles  linéaires.  Bien  que  ce  genre  de  modèles 
relativement  simples  soient  raisonnables  dans  beaucoup 
d’applications  pratiques,  il  existe  de  nombreuses  situations 
où ils ne donnent pas une bonne représentation de la relation 
entre la variable d’intérêt et  les variables auxiliaires. Breidt 
et Opsomer (2000) ont proposé un estimateur assisté par un 
modèle  non  paramétrique  basé  sur  la  régression  polyno 
miale locale qui généralise les estimateurs par la régression 
paramétrique bien établis. Grâce à cet estimateur,  la super 
population ne doit plus nécessairement posséder une forme 

paramétrique  spécifiée a priori. Au  lieu  de cela,  la  relation 
entre la ou les variables d’intérêt de l’enquête et la variable 
auxiliaire  doit  être  lisse  (continue),  mais  est  par  ailleurs 
entièrement non spécifiée. 

Dans le présent article, nous étendons en termes formels 
la  théorie  de  Breidt  et  Opsomer  (2000)  au  contexte  de  la 
régression  semiparamétrique,  dans  lequel  certaines  varia 
bles  sont  intégrées  linéairement et  d’autres  le  sont  à  l’aide 
de  termes additifs  lisses. Cette  extension  rend  les  résultats 
de ces auteurs plus utiles en pratique, puisque l’information 
auxiliaire  est  très  fréquemment  de  nature  multidimension 
nelle  et  qu’elle  contient  presque  toujours  des  variables 
catégoriques  qui  doivent  entrer  paramétriquement  dans  le 
modèle  de  régression  (grâce  à  l’utilisation  de  variables 
indicatrices).  En  guise  d’illustration,  nous  utilisons  une 
enquête  sur  les  lacs  des États  du NordEst  des ÉtatsUnis 
réalisées  par  l’Environmental Monitoring  and Assessment 
Program de  l’Environmental  Protection Agency  des États 
Unis. Cette enquête porte sur 334 lacs échantillonnés parmi 
une  population  de  21 026  lacs  entre  1991  et  1996.  Nous 
appliquons  l’estimateur  assisté  par  un  modèle  semi 
paramétrique pour produire des estimations de la moyenne 
et de la fonction de répartition de la capacité de neutralisa 
tion  des  acides  et  d’autres  variables  de  composition  chi 
mique  d’intérêt.  Dans  cette  application,  nous  introduisons 
linéairement dans le modèle des variables catégoriques ainsi 
que continues, de même qu’une variable continue à titre de 
terme additif lisse.
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Dans Opsomer, Breidt, Moisen et Kauermann (2007), le 
principe  de  l’estimation  assistée  par  un  modèle  non 
paramétrique a été étendu à des modèles additifs généralisés 
(MAG)  et  appliqué  dans  un  modèle  d’interaction  pour 
estimer  les  variables  provenant  des  enquêtes  de  Forest 
Inventory  and  Analysis.  Bien  que  les  MAG  contiennent 
aussi un mélange de termes catégoriques (paramétriques) et 
non  paramétriques,  ils  ne  permettent  pas  d’arriver  à  un 
développement théorique complet, si bien que ce dernier n’y 
a  pas  été  présenté.  Le  modèle  semiparamétrique  faisant 
l’objet du présent article peut être considéré comme un cas 
particulier  d’un  MAG  comportant  une  fonction  de  lien 
identité.  Contrairement  au  MAG  « général »,  le  modèle 
semiparamétrique  permet  la  dérivation  formelle  des 
propriétés statistiques de l’estimateur assisté par un modèle. 

La présentation de la suite de l’article est la suivante. À la 
section  2,  nous  définissons  l’estimateur  assisté  par  un 
modèle semiparamétrique. À la section 3, nous énonçons et 
prouvons les propriétés de l’estimateur par rapport au plan 
de sondage. À la section 4, nous décrivons l’application de 
l’estimation assistée  par un modèle  semiparamétrique aux 
données sur les lacs du NordEst . Enfin, à la section 5, nous 
présentons nos conclusions. 

2.  Estimation assistée par un modèle 
semiparamétrique 

Pour  commencer,  nous  examinons  le  modèle  de 
superpopulation contenant un seul terme non paramétrique 
univarié  et  une  composante  paramétrique;  l’extension  à 
plusieurs termes non paramétriques est abordée à la section 
3.2. La composante paramétrique peut être constituée d’un 
nombre  arbitraire  de  termes  linéaires.  Il  s’agit  du  modèle 
semiparamétrique  étudié,  entre  autre,  par  Speckman 
(1988). Ce modèle  de  superpopulation, que  nous  dénotons 
par  , ξ  peut s’écrire sous la forme 

E ( ) ( , ) ( ) 

Var ( ) ( , ) 

k k k k k 

k k k 

y g x m x 

y v x 

ξ 

ξ 

= = + 

= 

β z z 

z  (1) 

où  k x  est  une  variable  auxiliaire  continue  devant  être 
modélisée  non  paramétriquement  et  1 ( , ..., ) k k Dk z z = z  est 
un vecteur de D  variables auxiliaires catégoriques ou conti 
nues  qui  sont  spécifiées  paramétriquement.  Les  fonctions 
( ) m ⋅  et  ( , ), v ⋅ ⋅  ainsi que le vecteur de paramètres  β  sont 

inconnus.  Pour  les  besoins  d’identifiabilité,  nous  suppose 
rons que le vecteur  k z  contient un terme d’ordonnée à l’ori 
gine et que la fonction  ( ) m ⋅  est centrée autour de 0 en ce qui 
concerne la distribution de  .k x  Nous dériverons l’estimateur 
assisté par un modèle utilisant le modèle (1) en commençant 
par définir des estimateurs de population pour  les fonctions 
et paramètres inconnus, puis en construisant des estimateurs 

sur échantillon. Cette approche est la même que celle utilisée 
pour le cas paramétrique dans Särndal et coll. (1992, chapitre 
6). 

Soit  {1, 2, ..., } U N =  les étiquettes ordonnées pour une 
population finie d’intérêt. À titre d’estimateur de population 
de  ( , ), k k g x  z  nous  utiliserons  l’estimateur  par  rétro 
justement  (backfitting  estimator)  décrit  dans  Opsomer  et 
Ruppert (1999). Nous commençons par présenter la notation 
requise. Soit  ( ) K ⋅  une fonction noyau utilisée pour définir 
les  voisinages  dans  lesquels  les  polynômes  locaux  seront 
ajustés (les hypothèses concernant les  K  sont spécifiées en 
annexe).  Le  vecteur  de  lisseurs  de  population  pour  la 
régression  par  polynômes  locaux  de  degré  p  au  point 
d’observation  k x  est défini comme étant 

1 
1  ( ) T T T T 

Uk Uk Uk Uk Uk Uk 
− = s e X W X X W 

où  1 e  est un vecteur de longueur  1 p +  avec une valeur 1 à 
la  première  position  et  des  valeurs  0  ailleurs,  Uk = W 

1 
1 diag{ (( ) / ), ..., k h K x x h − −  1  (( ) / )} N k h K x x h − −  et 

1 1 1 ( ) 
. 

1 ( ) 

p 
k k 

Uk 
p 

N k N k 

x x x x 

x x x x 

  − − 
  

=   
  − −   

… 
M O M 

… 
X 

Le  lisseur  Uk s  peut  être  appliqué  au  vecteur  U = Y 
1 ( , ..., ) T N y y  pour  produire  l’ajustement  de  la  régression 

non  paramétrique  en  fonction  de  la  variable  x  au  point 
d’observation  .k x  Il  peut  aussi  être  appliqué  à  n’importe 
quelle  colonne  de  1 ( , ..., ) T T T 

U N z = Z z  pour  lisser  celleci 
par  rapport  à  . x  Nous  le  ferons  lors  de  la  dérivation  des 
propriétés de l’estimateur semiparamétrique (section 3). 

En  plus  du  vecteur  de  lisseurs  au  point  d’observation 
, , T 
k Uk x  s  nous devons définir la matrice de lisseurs à tous les 

points d’observation  1 , ..., , N x x 

1 

, 

T 
U 

U 
T 
UN 

  
  

=   
  
  

M 
s 

S 
s 

et  la  matrice  de  lisseurs  centrée  *  ( / ) . T 
U U N = −11 S I S 

Lorsqu’elle  est  appliquée  à  , U Y  la  matrice  de  lisseurs 
produit  le  vecteur  des  ajustements  de  la  régression  non 
paramétrique à tous les points d’observation. La matrice de 
lisseurs centrée  * 

U S  produit  les ajustements centrés, ce qui 
signifie  que  la  moyenne  globale  des  valeurs  ajustées  est 
soustraite  de  chaque valeur  ajustée.  Le  centrage  est  utilisé 
pour préserver l’identifiabilité des estimateurs, comme l’ont 
expliqué Opsomer et Ruppert (1999). 

Pour  toute  observation  ,k x  un  estimateur  possible  de 
( ) k m x  pourrait  être  défini  comme  étant  , T 

Uk U Y s  avec  ou 
sans  ajustement  de  centrage.  Cet  estimateur  serait  géné 
ralement médiocre, puisqu’il ne tient pas compte du fait que 
les  k y  contiennent  une  composante  paramétrique  qui
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dépend des  .k z  Un  estimateur  plus  efficace  est  obtenu  en 
estimant  conjointement  ( ) m ⋅  et  , β  comme  le  fait  l’en 
semble suivant d’estimateurs 

* 1 * ( ( ) ) ( ) 

( ) 1, ..., . 

T T 
U U U U U U 

T 
k Uk U U m k N 

− = − − 

= − = 

B Z I S Z Z I S Y 

s Y Z B  (2) 

Dans  ces  estimateurs,  B  est  calculé  pour  commencer, 
puis le « vecteur résiduel »  U U − Y Z B  est lissé en fonction 
de  . x  Les  estimateurs  dans  (2)  sont  identiques  aux 
estimateurs par  rétroajustement pour  les modèles additifs 
décrits dans Hastie et Tibshirani (1990) et implémentés dans 
gam  dans  SPlus,  R  ou  SAS.  À  titre  d’estimateur  de 
population de E ( ) ( , ), k k y g x k ξ = |  z  nous utilisons 

. k k k g m = + z B 

Nous expliquons maintenant comment construire un esti 
mateur assisté  par modèle  fondé  sur  l’approche  de  régres 
sion semiparamétrique. Soit  A U ⊂  un échantillon de taille 
n  tiré  à  partir  de  U  conformément  au  plan  d’échan 
tillonnage  ( ) p A  avec  les  probabilités  d’inclusion  uni  et 
bidimensionnelles  ( ), A k k  p A ∋ ∑ π =  ,  ( ), A k l kl  p A ∋ ∑ π = 
respectivement. Si  les  , 1, ..., k g k N =  étaient disponibles, 
il serait possible de construire un estimateur par différence 
pour la moyenne de population de  , / U k N k y y y N ∑ =  de la 
forme 

dif 
1 1  , ˆ  k k 

k 
U A  k 

y g 
y g 

N N 
− 

= + 
π ∑ ∑  (3) 

qui est sans biais par rapport au plan et possède une variance 
due au plan 

dif  2 
1 Var ( ) ( ) ˆ  k k l l 

p kl k l 
U  k l 

y g y g 
y 

N 
− − 

= π − π π 
π π ∑∑ 

(Särndal  et coll. 1992,  page 221). La variance  due au  plan 
est  faible  si  les  écarts  entre  k y  et  k g  sont  petits.  Cet 
estimateur  n’est  pas  faisable,  car  son  calcul  nécessite  la 
connaissance de toutes les valeurs de  ,k k x  z  et  k y  pour la 
population. Nous construirons plutôt un estimateur faisable 
en  remplaçant  les  k g  par  des  estimateurs  fondés  sur  un 
échantillon.  Les  estimateurs  fondés  sur  un  échantillon 
correspondant aux estimateurs de population donnés en (2) 
sont  construits  de  la  façon  suivante.  Le  vecteur  pondéré 
selon le plan de lisseurs polynômiaux locaux est 

0 1 
1  ( ) , T T T T 

Ak Ak Ak Ak Ak Ak 
− = s e X W X X W  (4) 

avec  Ak X  contenant les lignes de  Uk X  qui correspondent à 
k A ∈  et 

1 diag : . j k 
Ak 

j 

x x 
K j A 

h h 

  −     = ∈     
π       

W 

La matrice  T 
Ak Ak Ak X W X  dans  (4)  sera  singulière  si, pour 

un  échantillon  , A  il  existe moins  que  1 p +  observations 
pour  appuyer  le  noyau  à  un  point  d’observation  .k x  En 
pratique,  ce  problème  peut  être  évité  en  sélectionnant  une 
fenêtre suffisamment large pour rendre la matrice inversible. 
Cependant, cette situation ne peut pas être écartée en général 
et nous avons besoin d’un estimateur qui existe pour chaque 
échantillon  A  pour  les  calculs  théoriques  de  la  section 3. 
Donc,  nous  considérerons  le  vecteur  ajusté  de  lisseurs 
d’échantillon 

2 1 
1  ( diag ( )) , T T T T 

Ak Ak Ak Ak Ak Ak N − − = + δ s e X W X X W  (5) 

pour une distance  0 δ >  faible,  comme  l’ont  fait Breidt  et 
Opsomer (2000). La matrice de lisseurs d’échantillon et sa 
version centrée sont données par 

* 1 [ : ] ( / ) T T 
A Ak A A A k A N − = ∈ = −11 II S s S I S 

avec  diag{ : }. A k  k A = π ∈ II  Les  estimateurs  pondérés 
selon le plan de B  et des  k m  sont 

1 * 1 1 * ˆ  ( ( ) ) ( ) T T 
A A A A A A A A 

− − − = − − II II B Z I S Z Z I S Y  (6) 

ˆ ( ), ˆ  T T 
k Ak A A m = − s Y Z B  (7) 

où  A Z  et  A Y  dénotent les versions d’échantillon de  U Z  et 
, U Y  respectivement. Notons que l’estimateur  ˆ k m  est défini 

pour tout point d’observation  k x  dans la population, et non 
pas  uniquement  pour  ceux  figurant  dans  l’échantillon. 
Comme pour les estimateurs de population, ces estimateurs 
peuvent  s’écrire  comme  étant  la  solution  d’équations  de 
rétroajustement, de sorte qu’ils peuvent être calculés grâce 
à  des  versions  convenablement  pondérées  des  algorithmes 
existants. L’estimateur de  k g  est 

ˆ . ˆ ˆ k k k g m = + z B 

Nous construisons alors  l’estimateur assisté par un modèle 
semiparamétrique en remplaçant  k g  par  ˆ k g  dans (3) : 

reg 
ˆ 1 1  . ˆ ˆ  k k 

k 
U A  k 

y g 
y g 

N N 
− 

= + 
π ∑ ∑  (8) 

En  définissant  / A  k k y y π ∑ = π  et  en  faisant  de  même 
pour  ,π z  nous  obtenons  pour  reg ˆ y  une  expression  équi 
valente donnée par 

reg 
ˆ 1 1 ˆ ( ) , ˆ ˆ  k 

N k 
U A  k 

m 
y y m 

N N π π = + − + − 
π ∑ ∑ z z B  (9) 

qui  montre  que  l’estimateur  semiparamétrique  peut  être 
interprété  comme  étant  un  estimateur  par  la  régression 
linéaire  « classique »  utilisant  la  composante  paramétrique 
du modèle  , β z  avec un terme de correction supplémentaire 
pour  la  composante  non  paramétrique  du  modèle.  Cet
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estimateur a également certaines propriétés souhaitables en 
commun avec les estimateurs par la régression entièrement 
paramétrique. Il est  invariant par rapport à  l’échelle et à  la 
localisation,  et  il  est  calé  pour  les  composantes  de 
modélisation paramétriques ainsi que non paramétriques, en 
ce  sens  que  reg ˆ  N x x =  et  reg  . ˆ  N = z z  Le  calage  pour  les 
variables  figurant  dans  le  terme  paramétrique  peut  être 
vérifié  directement  en  utilisant  les  expressions  (6)  et  (7), 
tandis  que  le  calage  pour  la  variable  spécifiée  non 
paramétriquement  k x  découle du fait que  , T 

Ak A k x = s X  où 
( : ) T A k x k A = ∈ X  (nous  ignorons  l’effet  de  l’ajustement 

2 diag ( ) N − δ  dans (5), parce que ce dernier peut être rendu 
arbitrairement  petit).  En  outre,  l’estimateur  peut  s’écrire 
comme une somme pondérée des  , , k y k A ∈  de sorte qu’il 
est  possible  d’obtenir  et  d’appliquer  un ensemble de poids 
k w  à n’importe quelle variable d’enquête d’intérêt. 

3.  Propriétés et extensions 

3.1  Propriétés relatives au plan de sondage 

Dans  la  présente  section,  nous  explorons  les  propriétés 
relatives au  plan  de sondage  de  l’estimateur  semiparamé 
trique  (8).  Plus  précisément,  nous  prouvons  que  reg ˆ y  est 
convergeant  par  rapport  au  plan  au  taux  n  et  nous 
dérivons  sa  loi  asymptotique,  y  compris  une  variance 
estimée.  Cet  exercice  est  fait  dans  le  contexte  de  conver 
gence asymptotique par rapport au plan utilisé dans Isaki et 
Fuller (1982) et dans Breidt et Opsomer (2000), dans lequel 
la taille de la population ainsi que celle des échantillons aug 
mente quand  . N → ∞  Toutes les preuves et les hypothèses 
nécessaires sont données en annexe. 

Dans le théorème qui suit, nous prouvons la convergence 
par rapport au plan de l’estimateur semiparamétrique. Nous 
montrons  aussi  que  le  taux  de  convergence  est  , n 
c’estàdire le taux habituel pour  les estimateurs fondés sur 
le plan 

Théorème 3.1 Sous  les hypothèses  1    8, A à A  l’estimateur 
reg ˆ y  donné par (8) est convergent par rapport au plan au 

taux  , n  en ce sens que 

reg 
1  . ˆ  N p y y O 
n 

  
= +   

  

Le théorème qui suit prouve qu’il existe un théorème de 
la limite centrale pour  reg ˆ y  s’il existe pour l’estimateur par 
extension  . y π 
Théorème 3.2 Sous les hypothèses  1 A  à  8, A  si 

(0, 1), 
ˆ ( ) 

N y y 
N 

V y 
π 

π 

− 
→ 

avec 

2 
1 ˆ ( )  kl k l k l 

A  kl k l 

y y 
V y 

N π 
π − π π 

= 
π π π ∑∑ 

pour  un  plan  d’échantillonnage  donné,  alors  nous  avons 
aussi 

reg 

reg 

ˆ 
(0, 1), 

ˆ ( ) ˆ 
N y y 

N 
V y 

− 
→ 

avec 

reg  2 
ˆ ˆ 1 ˆ ( ) . ˆ  kl k l k k l l 

A  kl k l 

y g y g 
V y 

N 
π − π π − − 

= 
π π π ∑ ∑  (10) 

3.2  Modèle additif semiparamétrique 

Les  résultats  des  théorèmes  3.1  et  3.2  sont  obtenus  en 
utilisant  le  modèle  semiparamétrique  (1),  qui  contient  un 
seul  terme non paramétrique univarié  ( ). m ⋅  Dans de nom 
breuses  applications  pratiques,  plusieurs  variables  auxi 
liaires  susceptibles  d’être  incluses  dans  la partie  non  para 
métrique du modèle sont disponibles, mais la malédiction de 
la dimensionnalité fait qu’il est souvent difficile de combi 
ner  plusieurs  variables  en  un  seul  terme  non  paramétrique 
multidimensionnel. Au lieu de cela, nous traitons les varia 
bles qui doivent être incluses non paramétriquement comme 
des composantes univariées. Nous obtenons ainsi le modèle 
additif semiparamétrique, qui s’écrit 

1 1 E ( ) ( , ) ( ) ... ( ) 

Var ( ) ( , ) 
k k k k Q Qk k 

k k k 

y g m x m x 

y v 
ξ 

ξ 

= = + + + 

= 

β x z z 

x z 

où les  ( ), 1, ..., q m q Q ⋅ =  et  ( , ) v ⋅ ⋅  sont des fonctions lisses 
inconnues. 

Quand  2, Q =  des  expressions  semblables  à  (6)  et  (7) 
peuvent être développées en utilisant les décompositions du 
modèle  additif  de  Opsomer  et  Ruppert  (1997)  et,  quand 

2, Q >  des expressions récursives peuvent être dérivées en 
utilisant  l’approche  d’Opsomer  (2000).  L’estimateur 
s’écrirait alors comme dans les équations (6) et (7), mais en 
remplaçant  les  vecteurs  de  lisseurs  Ak s  et  la  matrice  de 
lisseurs  A S  par des lisseurs compliqués à modèle additif de 
plus grande dimensionnalité (voir Opsomer (2000) pour des 
détails).  Par  conséquent,  prouver  les  propriétés  de  l’esti 
mateur assisté par modèle dans le cas où la valeur de Q  est 
arbitraire  serait  une  tâche  difficile  dépassant  le  cadre  du 
présent article. 

En  pratique,  la  formulation  de  l’algorithme  de  rétro 
ajustement  offre  un moyen  nettement  plus efficace  et  plus 
simple  de  calculer  l’estimateur  semiparamétrique.  Soit 
Aqk s  le vecteur de lisseurs d’échantillon, tel qu’il est défini 

en  (5),  pour  la  variable  q x  au  point  d’observation  qk x  et
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, Aq S  la matrice de lisseurs correspondante pour la variable 
.q x  En outre,  ˆ qk m  dénote l’estimateur par rétroajustement 

pondéré  selon  l’échantillon  pour  ( ) q qk m x  et  ˆ Aq = m 
( , ). ˆ qk m k A ∈  L’algorithme  de  rétroajustement  pour  un 
modèle  contenant  des  termes  non  paramétriques  Q  est 
constitué  de  l’ensemble  d’équations  suivant,  itéré  jusqu’à 
convergence : 

1 1 1 

1 

1 1 
1 

ˆ  ( )  ˆ 

ˆ ˆ ˆ 

ˆ  . ˆ ˆ 

Q 
T T 
A A A A A A Aq 

q 

T 
A A A A Aq 

q 

T 
AQ AQ A A Aq 

q Q 

− − − 

= 

≠ 

≠ 

  
= −     

  
  

= − −     
  

  
= − −     

  

∑ 

∑ 

∑ 

II II 

M M 

B   Z Z Z Y m 

m S Y Z B m 

m S Y Z B m 

Ces équations fournissent des ajustements pondérés unique 
ment aux points d’observation (localisations) compris dans 
l’échantillon  . k A ∈  Pour  les  autres  points  d’observation 
k U ∈  non compris  dans  , A  une étape  de  lissage  supplé 
mentaire  est  nécessaire  après  l’obtention  de  , ˆ Aq  q = m 
1, ...,  : Q 

ˆ  . ˆ ˆ  T T 
kq Aqk A A Aq 

q q 
m ′ 

′≠ 

  
= − −     

  
∑ s Y Z B m 

Les  estimateurs  fondés  sur  l’échantillon  de  la  fonction 
moyenne à  tous  les  points  d’observation  k U ∈  sont  alors 
définis  comme  étant  1 

ˆ ... , ˆ ˆ ˆ k k kQ k g m m = + + + z B  qui  sont 
utilisés  dans  l’expression  (8)  pour  construire  l’estimateur 
assisté par modèle. 

4.  Application à l’enquête sur les lacs du NordEst 

À la présente section, nous démontrons l’applicabilité de 
l’estimateur  par  la  régression  semiparamétrique  à  un 
ensemble de données sur la composition chimique d’échan 
tillons d’eau. Comme nous l’illustrerons, une fois que l’on a 
choisi un ensemble de variables auxiliaires et un modèle, il 
est  aussi  facile  de  calculer  des estimateurs  pour  le modèle 
semiparamétrique  que  pour  les  modèles  linéaires,  ce  qui 
peut  donc  aboutir  à  une  amélioration  de  la  précision  à 
relativement peu de frais. 

La National Surface Water Survey (NSWS) parrainée par 
l’Environmental  Protection  Agency  (EPA)  des  ÉtatsUnis 
entre 1984 et 1996 a permis d’estimer que 4,2 % des lacs de 
la  région  du  NordEst  des  ÉtatsUnis  étaient  acides 
(Stoddard,  Kahl,  Deviney,  DeWalle,  Driscoll,  Herlihy, 
Kellogg,  Murdoch,  Webb  et  Webster  2003).  Les  lacs  du 
NordEst sensibles aux acides  faisaient partie des préoccu 
pations  auxquelles  visait  à  répondre  le  Clean  Air  Act 

Amendment  (CAAA)  de  1990,  grâce  à  la  restriction  des 
émissions  industrielles  de  souffre  et  d’azote  en  vue  de 
réduire  l’acidité  de  ces  eaux.  Une  mesure  courante  de 
l’acidité est la capacité de neutralisation des acides (CNA), 
qui  est  définie  comme  étant  le  pouvoir  tampon  de  l’eau, 
c’estàdire la capacité de l’eau de résister aux variations de 
l’acidité. Une  valeur  de  la CNA  inférieure à zéro  q / é L µ 
indique que l’eau a perdu son pouvoir tampon. Les eaux de 
surface  dont  la  valeur  de  la  CNA  est  inférieure  à  200 

/ éq L µ  sont  considérées  comme  courant  un  risque 
d’acidification,  et  les valeurs  inférieures à 50  q / é L µ  sont 
considérées  comme posant  un  risque élevé  (National Acid 
Precipitation Assessment Program (1991), page 15). 

Entre  1991  et  1996,  l’Environmental  Monitoring  and 
Assessment  Program  (EMAP)  de  l’Environmental  Pro 
tection Agency des ÉtatsUnis a réalisé une enquête sur lacs 
des États du NordEst des ÉtatsUnis. Les données ont été 
recueillies  afin  de  déterminer  l’effet  que  des  restrictions 
imposées  par  le  CAAA  ont  eu  sur  les  conditions 
écologiques  de  ces  eaux.  Parmi  une  population  de  21 026 
lacs,  on en a  sélectionné pour  l’enquête 334,  dont  certains 
ont été visités plusieurs fois durant la période d’étude. On a 
calculé  la  moyenne  des  mesures  multiples  faites  sur  un 
même  lac  afin  d’obtenir  une  seule  mesure  par  lac  échan 
tillonné. Les lacs étudiés ont été sélectionnés selon un plan 
d’échantillonnage complexe fondé sur une base de sondage 
à grille hexagonale utilisée fréquemment par l’EMAP (voir 
Larsen,  Thornton,  Urquhart  et  Paulsen  (1993)  pour  une 
description du plan d’échantillonnage). 

Soit  k y  la valeur (éventuellement moyenne) de la CNA 
du  e k  lac échantillonné. Une  estimation très  simple  de  la 
moyenne des CNA des lacs est représentée par l’estimateur 
à  facteur  d’extension  . y π  Ici,  comme  dans  le  cas  de 
nombreuses enquêtes, un meilleur choix est l’estimateur de 
Hájek, 

1  , ˆ  ˆ 
k 

H 
k A  k 

y 
y 

N ∈ 

= 
π ∑  (11) 

qui applique  un ajustement  de  type  ratio  pour  l’estimation 
de  la  taille  de  population  à  l’aide  de  ˆ  1/ . k A  k N ∈ ∑ = π 
Cependant,  des  variables  auxiliaires  sont  disponibles  pour 
chaque  lac  dans cette  population,  si bien qu’il  devrait  être 
possible  d’améliorer  davantage  l’efficacité  de  l’estimateur 
de Hájek.  Les  variables  qui  suivent  sont  disponibles  pour 
chaque lac  : k U ∈ 

k x  =  UTMX, coordonnée géographique  x du centroïde 
de  chaque  lac  dans  le  système  de  coordonnées 
UTM, 

, j k z  =  variable indicatrice pour l’écorégion  1, ..., 6; j = 
7, k z  =  UTMY, coordonnée géographique  y ; 
8, k z  =  élévation.
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Comme sept écorégions différentes sont incluses dans la 
population,  nous  construisons  des  variables  muettes  , j k z 
pour  1, ..., 6. j =  Nous  construirons  un  estimateur  par  la 
régression semiparamétrique pour la variable  y  en traitant 
la variable UTMX  x  comme un terme non paramétrique et 
les  autres  variables  1 8 z z −  comme  une  composante 
paramétrique. Une approche de sélection de modèle nous a 
permis  de  déterminer  que  le  fait  de  traiter  les  deux  autres 
variables  continues  comme  étant  non  paramétriques 
n’amélioraient  pas  l’ajustement  du  modèle.  Aux  fins  de 
comparaison,  nous  avons  également  calculé  un  estimateur 
par  la  régression  qui  traite  tous  les  termes  comme  étant 
paramétriques. Cet estimateur est par conséquent identique à 
l’estimateur semiparamétrique,  excepté que la  coordonnée 
géographique  x  est  modélisée  linéairement.  Nous 
dénoterons  cet  estimateur  par  la  régression  entièrement 
paramétrique par  par . ˆ y 

Afin  de  déterminer  l’efficacité  estimée  des  estimateurs 
d’après  les  données  d’enquête,  nous  devons  calculer  les 
estimations  de  la  variance.  Cependant,  comme  les  proba 
bilités  d’inclusion  de  deuxième  ordre  n’étaient  pas  dispo 
nibles, nous ne pouvons pas évaluer  reg 

ˆ ( ) ˆ V y  comme dans 
(10).  Afin  de  produire  des  estimations  appropriées  de  la 
variance, nous  traitons  le plan  d’échantillonnage complexe 
comme un plan d’échantillonnage stratifié avec remise. Les 
14 strates que nous avons sélectionnées correspondent à des 
groupes de  grappes  spatiales de  lacs qui  figuraient  dans  le 
plan d’échantillonnage original et qui ont été utilisées pour 
assurer  la répartition spatiale des  lacs échantillonnés sur  la 
région  d’intérêt.  Larsen  et coll.  (1993)  donnent  des  préci 
sions sur la construction des grappes spatiales. 

Soit  H  le nombre de strates,  ,h n  le nombre d’observa 
tions dans la strate  , h  et  h A  l’ensemble d’éléments échan 
tillonnés  qui  sont  compris  dans  la  strate  . h  Définissons 

1  . k h k p n − = π  En utilisant cette notation et  l’hypothèse d’un 
échantillon stratifié  avec  remise,  nous  réécrivons  l’estima 
teur semiparamétrique sous la forme 

reg 
1  ( , ) ˆ ˆ 

( , ) ˆ 1 1 

h 

k k 
k U 

k k k 

h H k A h k 

y g x 
N 

y g x 
N n p 

∈ 

∈ ∈ 

= 

− 
+ 

∑ 

∑ ∑ 

z 

z  (12) 

et l’estimateur de la variance sous la forme 

2 
reg  2 

1 ˆ ( ) , ˆ  h 
h H 

V y S 
N ∈ 

= ∑ 

où  2 
h S  est la variance résiduelle pondérée intrastrate estimée 

pour  la  strate  . h  En supposant que  les  strates  sont échan 
tillonnées  avec  remise,  Särndal  et coll.  (1992,  pages  421 
422) proposent de calculer  2 

h S  comme il suit : 

2 

2 

( , ) ˆ 
1  . 

( , ) ˆ ( 1) 
h 

h 

k k k 

k 
h 

k A  l l l h h 

l A  l 

y g x z 
p 

S 
y g x z n n ∈ 

∈ 

−   
  
  = 
  − − 

−     π   

∑ 
∑ 

(13) 

De même, nous estimons  ˆ ( ) ˆ H V y  par 

2 

2 

ˆ ( ) ˆ 

ˆ 
1 1  , ˆ  ˆ ( 1) 

h 

h 

H 

k H 

k 

h H k A  l H h h 

l A  l 

V y 

y y 
p 

y y n n N ∈ ∈ 

∈ 

= 

−   
  
  
  − − −     π   

∑ ∑ 
∑ 

(14) 

et  nous  obtenons  l’expression  pour  par 
ˆ ( ) ˆ V y  de  façon 

entièrement analogue à celle utilisée pour  reg 
ˆ ( ), ˆ V y  excepté 

que  ( , ) ˆ  k k g x z  est calculé par régression linéaire. 
Ces conditions nous permettent d’obtenir les estimations 

suivantes  de  la CNA moyenne  pour  les  lacs  du NordEst, 
ainsi que les estimations de la variance et les intervalles de 
confiance (IC) à 95 % approximatif. Nous avons recouru à 
un ajustement linéaire local pour le terme non paramétrique 
avec la largeur de la fenêtre fixée à un dixième de l’étendue 
de l’UTMX. 

reg reg 

par par 

ˆ 558,0 q / L ( ) 2534,6 IC (459,3;656,6) ˆ ˆ 

ˆ 577,3 q / L ( ) 3239,6 IC (465,8;688,9) ˆ ˆ 

ˆ 555,9 q / L ( ) 4313,3 IC (427, 2;684,7) ˆ ˆ H H 

y é V y 

y é V y 

y é V y 

= µ = = 

= µ = = 

= µ = = 

L’intervalle  de  confiance  construit  en  utilisant  l’esti 
mateur  de  Hájek  est  environ  31 %  plus  large  que  celui 
construit en utilisant l’estimateur semiparamétrique,  tandis 
que  l’intervalle  pour  l’estimateur  par  la  régression 
entièrement paramétrique est 13 % plus large. Ces résultats 
donnent la preuve d’une amélioration de l’efficacité due au 
fait  de  tenir  compte  de  l’information  auxiliaire  de  façon 
paramétrique ainsi que non paramétrique dans la procédure 
d’estimation de la moyenne,  l’estimateur non paramétrique 
étant capable de fournir une efficacité supplémentaire en sus 
de celle de l’estimateur paramétrique. 

Comme  nous  l’avons  mentionné  plus  haut,  un  objectif 
important de cette application est de déterminer combien de 
lacs risques d’être acidifiés ou le  sont déjà. Autrement dit, 
nous cherchons à estimer la proportion de lacs du NordEst 
dont  la valeur de  la CNA est  inférieure à  une  valeur  seuil 
particulière.  Nous  pouvons  déterminer  ce  genre  de  pro 
portion en estimant  la fonction de répartition en population 
finie,
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{ } 
1 ( ) 

k N y t 
k U 

F t I 
N ≤ 

∈ 

= ∑ 

à  des  valeurs  seuil  particulières  , t  où  { } k y t I ≤  dénote  la 
fonction indicatrice prenant une valeur de 1 si  k y t ≤  et 0 
autrement.  Puisque  les  trois  estimateurs  peuvent  être 
exprimés sous  forme de sommes pondérées d’observations 
d’échantillon,  les  poids  obtenus  pour  chacun  peuvent  être 
appliqués directement à  la fonction indicatrice  { } k y t I ≤  pour 
l’échantillon  afin  d’estimer  ( ) N F t  pour  toute  valeur  t 
souhaitée. Soit  ˆ  ( ), H F t  reg 

ˆ  ( ) F t  et  par 
ˆ  ( ) F t  les estimateurs par 

la  régression  de Hájek,  semiparamétrique  et  paramétrique 
de  la  fonction  de  répartition,  respectivement.  Les  estima 
tions de leur variance due au plan sont calculés en introdui 
sant les variables indicatrices dans les équations (13) et (14). 

La  figure  1  montre  les  estimations  de  la  fonction  de 
répartition  de  la  CNA  produites  par  par 

ˆ ˆ ( ), ( ) H F t F t  et 
reg 
ˆ  ( ) F t  évaluées sur une grille de 1 000 valeurs uniformé 
ment espacées pour  . t  Sont inclus leurs intervalles de con 
fiance à 95 % ponctuels respectifs calculés en chaque point 
de la grille. Les trois estimateurs sont comparables, mais les 
bandes  de confiance  pour  les  estimateurs  par  la  régression 
paramétrique et semiparamétrique ont tendance à être plus 
étroites. Si l’on calcule la moyenne sur l’ensemble des 1 000 
points de la grille, les largeurs des bandes de confiance sont 
égales  à  0,093  pour  ˆ  ( ), H F t  0,084  pour  par 

ˆ  ( ) F t  et  0,075 
pour  reg 

ˆ  ( ), F t  respectivement. 

Figure 1 
Estimation  de  la  fonction  de  répartition  de  population  de  la 
CNA et limites de confiance produites par les estimateurs par 
la régression de Hájek, paramétrique et semiparamétrique 

En plus de la CNA, l’enquête du EMAP sur les  lacs du 
NordEst  visait  à  mesurer  la  concentration  de  plusieurs 
substances chimiques, dont les sulfates, le magnésium et les 
chlorures, de sorte que les poids de sondage obtenus pour la 
CNA  peuvent  également  être  appliqués  à  ces  concentra 
tions,  ainsi  qu’à  leurs  fonctions  de  répartition  respectives. 

En  guise  d’illustration  supplémentaire  de  l’approche  par 
estimation  semiparamétrique,  il  est possible  d’« inverser » 

reg 
ˆ  ( ) F t  pour obtenir les estimateurs des quantiles  reg 

ˆ  ( ) θ α = 
reg 
ˆ min{ : ( ) } t F t ≥ α  pour ces variables de composition chi 

mique supplémentaires. Le tableau 1 donne les estimations 
semiparamétriques  des  premier,  deuxième  et  troisième 
quartiles pour les concentrations de sulfates, de magnésium 
et de chlorures exprimées en  ( éq / ). L µ  L’estimation de  la 
variance pour ces quantiles pourrait être  traitée en utilisant 
les  résultats  asymptotiques  de  Francisco  et  Fuller  (1991), 
mais nous ne nous pencherons pas sur ce problème ici. 

Tableau 1 Estimation des quartiles des variables chimiques 
α  Sulfates  Magnésium  Chlorures 
0,25  73,3  63,8  27,4 
0,50  104,3  127,0  162,2 
0,75  201,4  221,9  462,2 

5.  Conclusion 

Dans  le  présent  article,  nous avons  décrit  un estimateur 
assisté  par un modèle qui  s’appuie  sur  la  régression  semi 
paramétrique  pour  refléter  la  relation  entre  de  multiples 
variables auxiliaires au niveau de la population et les varia 
bles de sondage. Nous avons élaboré une théorie asympto 
tique  qui  montre  que  l’estimateur  résultant  est  convergent 
par  rapport  au  plan  et  asymptotiquement  normal  sous  des 
hypothèses  faibles  concernant  le  plan  de  sondage  et  la 
population. Cette théorie généralise les résultats de Breidt et 
Opsomer  (2000),  qui  ont  prouvé  des  résultats  similaires 
pour un estimateur assisté par un modèle non paramétrique 
univarié.  L’estimateur  semiparamétrique  a  été  appliqué  à 
des données provenant d’une enquête sur les lacs du Nord 
Est  des  ÉtatsUnis,  où  il  s’est  avéré  plus  efficace  qu’un 
estimateur  ne  tirant  pas  parti  des  variables  auxiliaires  et 
qu’un  estimateur  par  la  régression  entièrement  para 
métrique. 

En plus de ses propriétés théoriques, l’estimateur assisté 
par  un  modèle  semiparamétrique  présente  des  propriétés 
pratiques séduisantes. Comme nous l’avons mentionné plus 
haut,  il  est  entièrement  calé  pour  les  variables  auxiliaires, 
qu’elles soient utilisées dans la composante de modélisation 
paramétrique  ou  non  paramétrique,  et  il  est  invariant  par 
rapport à la localisation et à l’échelle. L’estimateur peut être 
exprimé comme une somme pondérée des observations sur 
échantillon,  de  sorte  qu’il  est  conforme  aux  paradigmes 
d’estimation  par  sondage  classique  et  qu’un  ensemble 
unique  de  poids  peut  être  appliqué  à  toutes  les  variables 
étudiées,  ce qui  permet  de  préserver  les  relations  entre  les 
variables. 

L’un  des  problèmes  qui  n’a  pas  été  abordé  dans  le 
présent  article  est  celui  de  la  sélection  du  paramètre  de 
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lissage pour la composante non paramétrique du modèle de 
régression.  Il  s’agit  d’un  sujet  difficile dans  le  contexte de 
l’estimation assistée par un modèle, que complique encore 
davantage  le  fait  qui  vient  d’être  mentionné  qu’un  seul 
ensemble de poids de régression sur données d’enquête est 
appliqué à toutes les variables étudiées : parce que le choix 
de la  largeur de fenêtre optimale dépend de la variable qui 
est  lissée,  aucune  largeur  de  fenêtre  (et  par  conséquent 
aucun  ensemble  de  poids)  unique  ne  sera  optimale  pour 
toutes les variables de l’enquête. Ce sujet est étudié à l’heure 
actuelle par les auteurs. 
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Annexe 

Hypothèses techniques et calculs 

Nous  commençons  par  énoncer  les  hypothèses  néces 
saires, qui étendent celles utilisées dans Breidt et Opsomer 
(2000) au modèle semiparamétrique. 

Hypothèses : 

•  A1  Distribution  des  erreurs  sous  : ξ  les  erreurs  k ε 
sont  indépendantes  et  de  moyenne  nulle,  de  variance 
( , ), k k v x  z  et  à  support  compact,  uniformément  pour 

tout  . N 

•  A2  Distribution  des  covariables :  les  k x  et  k z  sont 
considérées  fixes  par  rapport  au  modèle  de 
superpopulation  . ξ  Il  est  supposé  que  les  k z  ont  un 
support borné et que  les  k x  sont  indépendantes et de 
même loi  ( ) F x =  ( ) , x  f t dt −∞ ∫  où  ( ) f ⋅  est une densité 
avec support compact  [ , ] x x a b  et  ( ) 0 f x >  pour tout 

[ , ]. x x x a b ∈ 

•  A3  Fonctions  de  moyenne  et  de  variance  non 
paramétriques :  la  fonction  de  moyenne  ( ) m ⋅  est 
continue et la fonction de variance  ( , ) v ⋅ ⋅  est bornée et 
strictement supérieure à 0. 

•  A4 Noyau  : K  le  noyau  ( ) K ⋅  a  un  support  compact 
[ 1, 1], −  est  symétrique  et  continue,  et  satisfait 
1 
1  ( ) 1. K u du − ∫ = 

•  A5 Taux d’échantillonnage  1 nN −  et largeur de fenêtre 
: N h  quand  , N → ∞  1  (0, 1), nN − → π∈  0 N h →  et 
2  /(log log ) . N Nh N → ∞ 

•  A6 Probabilités d’inclusion  k π  et  : kl π  pour tout  , N 
min 0, 

N k U k ∈ π ≥ λ >  * 
, min 0 

N k l U kl ∈ π ≥ λ >  et 

: , 
limsup max . 

N i j 
kl k l k l U N 

n 
≠ ∈ →∞ 

| π − π π | < ∞ 

•  A7 Hypothèses  supplémentaires  faisant  intervenir  des 
probabilités d’inclusion d’ordre supérieur : 

1 1 2 2 3 3 4 4 
1 2 3 4 4, 
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( , , , ) 

lim 

max ( ) ( ) ( ) ( ) 

, 
N 
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p k k k k k k k k k k k k D 
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E I I I I 
→∞ 

∈ 
| −π −π −π −π | 

< ∞ 

où  , t N D  dénote l’ensemble de tous les tuples  t  distincts 
1 2 ( , , ..., )t k k k  provenant de  , N U 

1 2 1 2 3 4 3 4 
1 2 3 4 4, ( , , , ) 

lim 

max ( ) ( ) 0, 
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p k k k k k k k k k k k k D 
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∈ 
| − π − π | = 
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1 1 2 2 3 3 
1 2 3 3, 
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max ( ) ( ) ( ) . 
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p k k k k k k k k k D 
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E I I I 
→∞ 

∈ 
| − π − π − π |< ∞ 

•  A8 La matrice  1 * ( ) T 
U U U N − − Z I S Z  est inversible pour 

tout  N  avec une probabilité de modèle de 1. 

L’hypothèse  A8  est  requise  pour  que  l’estimateur  de 
population  B  soit bien défini. L’inversibilité de la matrice 
en A8 dépend de l’effet combiné de la largeur de fenêtre  h 
et de la distribution conjointe des  k x  et  .k z  Bien qu’il soit 
possible,  en  principe,  d’écrire  suffisamment  de  conditions 
pour cela, nous avons opté pour cette approche plus simple 
et plus explicite. 

Avant  de  donner  les  preuves  des  théorèmes 3.1  et  3.2, 
nous énonçons et prouvons un certain nombre de lemmes. 

Lemme 1 Sous les hypothèses A1 à A7, 

a)  pour tout  k U ∈  et  1, ..., , d D = 

2 1 1 ( ) T T 
p Ak A Uk U 

U 
E O 

N nh 
  − =   
  

∑  s Y s Y 

et 

2 1 1 ( ) ; T T 
p Ak dA Uk dU 

U 
E O 

N nh 
  − =   
  

∑  s Z s Z
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b)  les  T 
UK U s Y  et  T 

UK U s Z  sont  bornées  uniformément  sur 
tout  . k U ∈ 

Preuve du lemme 1 : Puisque les  k y  et  dk z  sont les unes 
et  les  autres  bornées  par  hypothèse,  la  partie (a)  peut  être 
démontrée en utilisant un raisonnement identique à celui du 
lemme 4 de Breidt et Opsomer (2000). Bien que ce lemme 
n’inclue  pas  de  taux  de  convergence,  ce  taux  est  calculé 
facilement en notant que 

2 

, 

1 1 

N 

ik 
i k U 

z O 
N nh ∈ 

  =   
  

∑ 

dans  la  notation  de  Breidt  et  Opsomer  (2000),  puis  en 
poursuivant comme dans cette preuve. 
La partie b) a été prouvée directement dans le lemme 2 (iv) 
de Breidt et Opsomer (2000). 

Lemme 2 Sous les hypothèses A1 à A8, 

ˆ  (1/ ), p O nh = + B B 

avec le taux vérifié en ce qui concerne les composantes, et 
B  est borné pour tout  . N 

Preuve du lemme 2 : Écrivons  [ ] U s  T 
k Uk U y = %  s Y  et  [ ] A s 

k y = % 
Ak A s Y  pour  les  versions  lissées  en  population  et  en 

échantillon  de  ,k y  et,  similairement,  [ ] U s  T 
k Uk U = % z s Z  et 

[ ]  . A s 
k Ak A = % z s Z  Nous réécrivons l’expression (6) sous forme 

d’une  fonction  des  termes  pondérés  selon  l’échantillon 
ˆ , 1, ..., 6 : l  l = t 

1 
5 1 2 

6 3 4 

ˆ  ˆ ˆ ˆ  , ˆ ˆ ˆ 
t t 

− 
    

=     
    

t 
B 

t t t 

où 
2 

1 

[ ] 

2 

3 

[ ] [ ] 

4 

[ ] 

5 

[ ] [ ] 

6 

ˆ 
ˆ 

ˆ 1 ˆ  1 

ˆ 
ˆ 

1 1 1 ˆ 

ˆ 1 ˆ  1 

1 1 1 ˆ  . 

A 

A A 

A 

A A 

s 
k 

A  k 

T 

s s T T 
T k k k k k 

A A A k k k 
s 
k 

A  k 

s s T T 
T k k k k k 

A A A k k k 

N t 
N 

N 
N N 

N 
N 

N N N 

y  N t y 
N N 

y y y 
N N N 

π 

π 

π 

π 

π 

  
=   

  
  

= − −   π   

  
=   

  

= − + 
π π π 

  
= − −   π   

= − + 
π π π 

∑ 

∑ ∑ ∑ 

∑ 

∑ ∑ ∑ 

% 

% % 

% 

% % 

z t z 

t z 

z z z z z 
t z 

z z 
t z 

L’estimateur  pondéré  selon  l’échantillon  ˆ B  sera  étendu 
autour de 

1 

6 4 

1 
, N N 

T 
N 

y 
− 

    
=     

    

z 
B 

t z t 
(15) 

où 

[ ] [ ] 
4 

[ ] [ ] 
6 

1 1 1 

1 1 1 

U U 

U U 

s s T T T 
k k k k N k 

U U U 

s s T T T 
k k k k N k 

U U U 

N N N 

y y y 
N N N 

= − + 

= − + 

∑ ∑ ∑ 

∑ ∑ ∑ 

% % 

% % 

t z z z z z z 

t z z z 

et les  l t  restants peuvent être trouvés dans (15). L’existence 
et la continuité des dérivées de  ˆ B  par rapport à  ˆ l t  et éva 
luées au point  l t  découle du lemme 1(b) et de l’existence de 
l’inverse en (15), qui est supposée par A8. 

Le  résultat  découlera  d’un  développement  en  série  de 
Taylor  d’ordre  0  si  nous  pouvons  montrer  que  ˆ l l − = t t 

(1/ ) p O nh  pour  tout  l  (par  exemple,  Fuller  (1996), 
Corollary 5.1.5). Pour  1 ˆ t  et  3 ˆ , t  cela découle directement de 
A2  et  A6.  Les  termes  restants  contiennent  des  sommes 
comportant  des  quantités  lissées  [ ] A s 

k % z  et  [ ] . A s 
k y %  Nous 

démontrons  le  raisonnement  pour  l’un  de  ces  termes  dans 
6 ˆ . t  Nous avons 

[ ] 
[ ] [ ] 

[ ] [ ] 

1 1 1  1 

1  ( ) , 

A 
U U 

U A 

s T 
s s T T k k k 

k k k k 
A U U k k 

s s T  k 
k k k 

U  k 

y I 
y y 

N N N 
I 

y y 
N 

  
− = −   

π π   

+ − 
π 

∑ ∑ ∑ 

∑ 

% 
% % 

% % 

z 
z z 

z 

et  le  premier  terme  est  (1/ ) p O n  en  vertu  de A6  et  du 
lemme 1(b),  en  utilisant  le  même  argument  que  dans  le 
lemme 4  de  Breidt  et  Opsomer  (2000).  Pour  le  deuxième 
terme, nous utilisons l’inégalité de Schwarz 

[ ] [ ] 

[ ] [ ] [2] 2 
2 

1  ( ) 

1 1  ( ) , 

U A 

U A 

s s T  k 
k k k 

U  k 

s s T  k 
k k k 

U U k 

I 
y y 

N 

I 
y y 

N N 

− 
π 

≤ − 
π 

∑ 

∑ ∑ 

% % 

% % 

z 

z 

où  [2] 
k z  dénote  que  les  carrés  sont  calculés  pour  les 

composantes. Le premier terme est borné par A2 et A6, et le 
deuxième terme est  (1/ ) p O nh  en vertu du lemme 1(a) et 
de l’inégalité de Markov. Le résultat souhaité s’ensuit alors 
en  appliquant  le  même  raisonnement  aux  termes  restants 
dans  2 4 5 6 ˆ ˆ ˆ ˆ , , , . t t t t 

La limitabilité de  B  découle directement de l’hypothèse 
A8, du lemme 1(b) et de la limitabilité des  .k z 

Lemme 3 Sous les hypothèses A1 à A8, nous avons 

reg dif 
1  . ˆ ˆ  p y y o 
n 

  
= +   

  
Preuve du lemme 3 : Étant donné l’expression (9), nous 

devons montrer que
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1 ˆ ( ) ( ) N p o  n 
π 

  
− − =   

  
z z B B  (16) 

1 1 ( ) 1 . ˆ  k 
k k p 

U  k 

I m m o 
N  n 

    
− − =     π     

∑  (17) 

Le lemme 2 et  les hypothèses A2, A5 et A6 montrent que 
ˆ ( ) ( ) (1/ ). N p O nh π − − = z z B B  Afin  de prouver (17), nous 

pouvons réécrire cette équation sous la forme 

[ ]  [ ] 

[ ]  [ ] 

[ ] 

1 1 ( ) 1 ( ) 1 ˆ 

1  ( ) 1 
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s  s  k 
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z z B 

z B B 

Breidt et Opsomer (2000) ont prouvé dans le lemme 5 que 
le  premier  terme  du  deuxième  nombre  est  (1 / ); p o n  ce 
même  lemme et  la  limitabilité de  B  fournissent  le même 
taux pour le deuxième terme. Les hypothèses A5 et A6, le 
lemme 1(b) et  le  lemme 2 montrent que  le  troisième terme 
est  (1/ ) p O n h  et le taux souhaité est obtenu. 

Lemme 4 Sous les hypothèses A6 et A8, 

dif 

dif  2 
, 

( ) ˆ 

1 Var ( ) ( ) ˆ 

1  . 

p N 

k k l l 
p kl k l 

k l U  k l 

E y y 

y g y g 
y 

N 

O 
n 

∈ 

= 

− − 
= π − π π 

π π 

  =   
  

∑ ∑ 

Preuve du lemme 4 : Les propriétés de l’estimateur par la 
différence sont calculées facilement. Le taux de la variance 
due au plan de sondage découle des hypothèses énoncées en 
utilisant  le  même  raisonnement  que  pour  le  lemme  4  de 
Breidt et Opsomer (2000). 

Lemme 5 Sous les hypothèses A1 à A8, 

reg dif 
1 ˆ ( ) Var ( ) . ˆ ˆ p p V y y o 
n 

  = +   
  

Preuve  du  lemme 5 :  Le  raisonnement  de  cette  preuve 
suivra étroitement celui du théorème 3 de Breidt et Opsomer 
(2000). Nous écrivons 

reg dif reg dif 

dif dif 

ˆ ˆ ˆ ( ) Var ( ) ( ( ) ( )) ˆ ˆ ˆ ˆ 
ˆ ( ( ) Var ( )) ˆ ˆ 

p 

p 

V y y V y V y 

V y y 

− = − 

+ −  (18) 
avec 

dif  2 
1 ˆ ( ) . ˆ  kl k l k k l l 

A  kl k l 

y g y g 
V y 

N 
π − π π − − 

= 
π π π ∑∑ 

Puisque 

4 1  ( ) . k k 
U 

y g 
N 

− < ∞ ∑ 

en vertu des hypothèses A1 à A3 et d’après les lemmes 1(b) 
et  2,  l’approche  utilisée  pour  le  terme  N A  de  Breidt  et 
Opsomer (2000) peut servir à montrer que 

dif dif 
ˆ E ( ) Var ( ) , ˆ ˆ p p V y y  ο 

n 
1   | − | =   

  

qui  fournit  la  convergence  souhaitée  par  l’inégalité  de 
Markov. 

Pour le premier terme de (18), notons que 
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de sorte que 
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peut être décomposé en termes de variance comportant des 
lisseurs  d’échantillon  et  de  population  et  des  estimateurs 
paramétriques.  Il  est  possible de  démontrer que chacun  de 
ces  termes  est  (1/ ). p o n  Nous  démontrons  cette  approche 
pour l’un des termes : 
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[ ] [ ] 1 
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  ≤ + | π − π π | | − | | − |   
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∑ % % 

z z  B B 

z z B B 

où  1 2 , C C < ∞  résume  les  termes  bornés  (par  les  hypo 
thèses  A1  à  A3  et  A6  et  le  lemme 1(b)),  et  le  taux  de 
convergence  et  le  résultat  de  l’hypothèse  A6  et  des 
lemmes 1(a) et 2. 
Preuve  du  théorème 3.1 :  Dans  le  lemme 3,  nous 

montrons que 

reg dif 
1  , ˆ ˆ  p y y o 
n 

  
= +   

  

où  dif ˆ y  est  l’estimateur  par  la  différence  (3).  Le  résultat 
découle immédiatement de l’hypothèse A5 et du lemme 4.
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Preuve  du  théorème 3.2 : Notons  que  dif ˆ y  peut  s’écrire 
comme  étant  la  somme  d’une  constante  de  population  et 
d’un  estimateur  à  facteur  d’extension  de  la  forme  y π  en 
définissant une nouvelle variable  k y −  T 

Uk U + s Y  T 
Uk U − s Z B 

k z B  pour  . k U ∈  Comme  dans  le  cas  de  la  variable  ,k y 
cette nouvelle variable a un support borné en vertu du lemme 
1(b) et une variance d’ordre  (1/ ) O n  en vertu du lemme 4. 
Donc,  l’existence du TLC pour  y π  implique l’existence du 
TLC pour  dif . ˆ y  En outre,  reg dif  (1/ ) ˆ ˆ  p y y o n = +  en vertu 
du  lemme 3,  de  sorte  que  reg ˆ n y  et  dif ˆ n y  suivent  la 
même  loi  asymptotique.  L’application  du  théorème  de 
Slutsky et du lemme 5 complète la preuve. 
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Pondération ex post des données de prix pour l’estimation 
des taux de dépréciation 
Marc Tanguay et Pierre Lavallée 1 

Résumé 
Pour modéliser la dépréciation économique, on utilise une base de données qui contient des informations sur les actifs dont 
des entreprises se départissent. On connaît les prix d’acquisition et de revente ainsi que les durées d’utilisation de ces actifs. 
Cependant,  les  actifs  dont  on  observe  les  prix  sont uniquement  ceux qui  ont  fait  l’objet  d’une  transaction. Bien  que  la 
dépréciation d’un actif soit présente de façon continue au cours de sa vie, on ne connaît donc cette valeur que lorsqu’il y a eu 
transaction.  La  présente  note  propose  une  pondération  ex  post  afin  d’atténuer,  au  moins  en  partie,  cet  effet  dans  la 
détermination des modèles économétriques. 

1.  Marc Tanguay et Pierre Lavallée, Statistique Canada, Ottawa (Ontario), Canada K1A 0T6. Courriel : marc.tanguay@statcan.ca, pierre.lavallee@statcan.ca. 

Mots clés :  Ratio de prix; données de survie; distribution uniforme; dépréciation des voitures. 

1.  Contexte 
Différents modèles économétriques sont utilisés pour esti 

mer la dépréciation économique. On utilise, à cette fin, une 
base de données qui contient des informations sur les actifs 
dont  des  entreprises  se  départissent.  On  connaît  les  prix 
d’acquisition et de revente ainsi que les durées d’utilisation 
de ces actifs. On voudrait en inférer les résultats à la popula 
tion totale des actifs utilisés par les entreprises. Sur l’utilisa 
tion  de  prix  d’actifs  usagés  pour  estimer  la  dépréciation 
économique, on peut notamment consulter Gellatly, Tanguay 
et Yan (2002), ainsi que Hulten et Wykoff (1981). 

On s’interroge cependant sur la représentativité de la base 
de  données utilisée. En effet,  les  actifs dont on observe  les 
prix  sont  uniquement  ceux  qui  ont  fait  l’objet  d’une  tran 
saction. On  ignore  dans quelle mesure  les  pertes  de  valeur 
observées sur eux sont représentatives de la perte de valeur 
pour  tous  les  actifs  en  production,  qu’ils  aient  ou  non  fait 
l’objet  d’une  transaction.  Ceci  peut  constituer  une  source 
d’erreur  dans  l’établissement  des  modèles  économétriques 
parce  que  ces  derniers  cherchent  à mesurer  la  dépréciation 
des actifs au cours de leur vie, qu’il y ait eu transaction ou 
non. 

Nous nous proposons d’atténuer cette source d’erreur, en 
introduisant une pondération ex post dans la détermination 
des  modèles  économétriques.  La  section  2  de  la  présente 
note décrira plus en détail la problématique. À la section 3, 
nous exposerons  la démarche  suivie  pour  la  détermination 
de  la  pondération.  Finalement,  à  la  section  4,  nous 
présenterons quelques résultats numériques. 

2.  Problématique 

On cherche à décrire la relation entre les prix et l’âge des 
actifs. On dispose d’un échantillon de n actifs où on connaît, 
pour chaque actif i,  le ratio de prix  i r  et  le  temps  i t  où ce 

ratio  a  été mesuré. Une  fois  que  les  prix  sont  exprimés  en 
dollars réels, ce ratio est donné par  0 / t 

i i i r P P =  où  0 
i P  est la 

valeur  initiale de  l’investissement  de  l’actif i et  t 
i P  est  son 

prix de revente au temps t. Ce ratio est strictement décroissant 
par rapport à l’axe du temps t. Au point de départ, on ignore 
le processus qui génère  la perte de valeur et on n’a aucune 
spécification  concernant  la  fonction  qui  décrit  cette  perte 
sinon  qu’elle  est  strictement  décroissante.  Il  est  cependant 
possible d’examiner la distribution des ratios des prix entre 0 
et 1. Voici un exemple construit à partir des données sur les 
usines  de  fabrication  (on  doit  noter  que  les  2/3  de 
l’échantillon ont été exclus car  il correspondent à des mises 
au  rancard  (le  prix  est  nul)  et  les  procédures  d’estimation 
prennent en compte, chacune à sa façon, cette composante). 

Étant donné que l’on veut utiliser les données pour inférer 
des statistiques sur la population des actifs en production, on 
souhaiterait que nos données aient des propriétés analogues à 
celles  d’un  échantillon  aléatoire  qui  serait  tiré  sur  cette 
population. Ceci n’est pas le cas, rappelonsle, parce qu’on ne 
dispose  que  des  prix  des  actifs  i  qui  ont  fait  l’objet  d’une 
transaction au temps  , i t i =  1, ..., . n  En effet, bien que l’on 
voudrait disposer de ratios des prix pour différentes périodes 
de l’existence d’un actif i donné, ce ratio n’est disponible que 
lorsqu’il  y  a  eu  transaction,  ce  qui  survient  de  façon  non 
uniforme durant la durée de vie d’un actif. 

On  peut  donc  se  demander  quelle  forme  aurait  la  distri 
bution cidessus si elle avait été  tirée d’un échantillon où le 
ratio des prix avait été mesuré, pour un même actif i, à diffé 
rents  temps  t. Notre  argument  est  qu’elle  devrait  converger 
vers une distribution uniforme. Nous allons donc chercher à 
obtenir une pondération qui nous aidera à recréer une distri 
bution  uniforme  des  ratios  de  prix.  Cette  pondération  nous 
aidera à  pallier  le manque  d’uniformité  dans  la  distribution 
des  observations,  ce  qui  peut  influencer  les  analyses  statis 
tiques comme, par exemple, la régression linéaire.
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Figure 1  Distribution des observations selon le ratio des prix, usines de fabrication 

3.  Démarche 

Notre point de départ est que les ratios de prix peuvent 
être  considérés  comme  des  réalisations  empiriques  d’une 
fonction de survie de forme inconnue. Dans les modèles de 
durée  de  vie,  la  fonction  de  survie  exprime  la  probabilité 
qu’une  entité  dont  la  vie  est  limitée  survive  audelà  d’un 
certain  point  sur  l’axe  du  temps.  Elle  fournit,  par  con 
séquent, la même information que la fonction de répartition 
(ou Cumulative Distribution Function). Soit  , r  une variable 
aléatoire  qui  décrit  la  durée  de  vie  d’une  unité  de  valeur 
incorporée dans un actif quelconque. La valeur s’épuise au 
fur et à mesure que  le  temps passe, et  ce, aussi  longtemps 
que  l’actif  est  en  service.  Le  ratio  des  prix  peut  donc 
s’interpréter comme la fraction survivante qui diminue peu à 
peu. On note cette fraction  ( ) S y  et on a 

( ) 1 ( ) S y F y = − 

où  ( ) ( ) F y P r y = ≤  est  la  fonction  de  répartition,  c’està 
dire la probabilité qu’une unité de valeur soit perdue avant 
le point y. 

Les  théorèmes  des  transformations  fondamentales  des 
lois de probabilité permettent de décrire la fonction inverse 
de  ( ) F y  (Greene  1993  et  Ross  2002).  Soit  ( ) z F y =  et 
supposons que  la fonction  inverse  1 F −  existe de  sorte que 

1 ( ). y F z − =  Il  y  a  donc  une  concordance  directe  entre 
l’espace de y, borné à 0 mais infini à droite, et celui de F qui 

est  borné  entre  0  et  1.  La  fonction  de  répartition  de  z  est 
1 ( ( )) . F F z z − =  La  loi  qui  génère  une  telle  répartition  est 

une distribution uniforme entre 0 et 1. 
Ce  résultat  est  généralement  au  cœur  des  processus  de 

génération  de  données  comme  les  simulations MonteCarlo 
puisque  lors  de  la  génération  d’un  échantillon  aléatoire,  on 
utilise  souvent  une  distribution  uniforme  à  laquelle  on 
applique ensuite la fonction inverse (Davidson et MacKinnon 
1993) . Cette approche n’est toutefois par toujours pratique ou 
carrément  impossible,  en  particulier  si  la  fonction  inverse 

1 F −  n’a pas de forme explicite. Ce résultat a aussi été utilisé 
dans les approches de résidus généralisés, notamment pour la 
construction de tests de spécification (Lancaster 1985). 
Il  en  résulte  que  n’importe  quel  échantillon  aléatoire 

construit à partir de réalisations empiriques de données de 
proportion de survie doit converger en distribution vers une 
distribution uniforme. 

Dans  le  cas  des  données  de  prix,  l’intuition  est  la 
suivante : entre l’investissement et la mise au rancard, toute 
la  fourchette  des  prix  relatifs  doit  forcément  être  couverte 
par un actif en production. À la période initiale, la valeur est 
perdue plus rapidement, il y a donc une plus grande quantité 
d’observations  dont  les  durées  sont  courtes. Mais  cela  est 
compensé  par  le  fait  que  la  référence  correspondante  sur 
l’échelle du temps est également plus courte. Par exemple, il 
faut  moins  de  temps  pour  passer  de  100 %  de  la  valeur 
initiale à 90 %, que de 15 % à 5 % de la valeur initiale.
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Il est facile de vérifier ces résultats de façon numérique, à 
l’aide  de  données  simulées  et  nous  ne  nous  y  attarderons 
pas. Nous allons plutôt  examiner comment ce résultat peut 
être réintroduit dans la base de données pour lui restaurer, au 
moins  en  partie,  des  propriétés  semblables  à  celle  d’un 
échantillon aléatoire. Pour ce faire, il nous suffit d’imposer 
ex post, à  la distribution empirique des prix, une structure 
de poids  i w  qui soit telle que la distribution empirique des 
données, dans l’espace des prix, soit uniforme. 

La distribution empirique des ratios de prix  r  est donnée 
par 

1  ( ) ˆ  ( ) 
n 

i i 
n 

I y 
F y 

n 
= = ∑  (1) 

où  ( ) 1 i I y =  si la valeur mesurée  i r  de l’actif i est inférieure 
ou  égal  à  y  (c’estàdire,  ), i r y ≤  et  0  sinon,  et  n  est  le 
nombre total d’observations. Notons que  si  les n unités de 
l’échantillon  sont  indépendantes  et  identiquement  distri 
buées (i.i.d.),  lorsque  , n→ ∞  ˆ  ( ) n F y  converge en probabi 
lité  vers  ( ), F y  c’estàdire  ˆ  ( ) ( ) P 

n F y F y →  (Bickel  et 
Doksum 1977). 

Pour obtenir le poids  i w  pour chaque actif i, on distribue 
simplement  l’échantillon  en  un  nombre  H  donné 
d’intervalles  (ou  classes)  de  largeur  fixe  sur  l’échelle  des 
ratios de prix, et on attribue la même probabilité  1/H π =  à 
chacun  de  ces  intervalles.  Puisque  les  ratios  de  prix  sont 
contenus entre 0 et 1, on a alors l’intervalle  1 h =  donné par 

1 [0, ], H −  et pour  2, ..., , h H =  les intervalles sont donnés 
par  1 1 ]( 1) , ]. h H hH − − −  Un  poids  h w  est  ensuite  calculé 
dans  chaque  intervalle  h  par  le  ratio  / ˆ h π π  où  ˆ h π  est  la 
probabilité empirique spécifique à l’intervalle h, c’estàdire 

1 

1  ( ) ˆ 
n 

h 
h i 

i 

n 
h 

n n = 

π = δ = ∑  (2) 

où  ( ) 1 i  h δ =  si  , i r h ∈  0 sinon. On pose alors 

ˆ i h 
h 

h 

w w 

n
Hn 

π 
= = 

π 

=  (3) 

pour  . i r h ∈  En utilisant ces poids, la distribution pondérée 
empirique des ratios de prix r est donnée par 

1 
, 

1 

( ) ˆ  ( ) . 
n 

i i i 
n w  n 

i i 

w I y 
F y 

w 
= 

= 

= ∑ 
∑ 

(4) 

En  notant  que  1 1  1  / , h n n H 
i h  i i h w n Hn n = = = ∑ ∑ ∑ = =  on  obtient 

finalement 

1 
, 

( ) ˆ  ( ) . 
n 

i i i 
n w 

w I y 
F y 

n 
= = ∑  (5) 

Puisque  1  ( ), n 
i h i n h = ∑ = δ  on a 

1 
, 

1 1
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1  1 
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Lorsque  , n→ ∞  on  a  1 (1/ ) ( ) ( )  P n 
i  i i n h I y = ∑ δ → 

( , P r h ∈  ) r y ≤  et  1 (1/ ) ( ) ( ). P n 
i  i n h P r h = ∑ δ → ∈  Donc, 

lorsque  , n→ ∞ 

( , ) ˆ  ( | ) 
( ) 
( | ) ( | ) 

P 
n 

P r h r y F y h 
P r h 
P r y r h F y h 

∈ ≤ 
→ 

∈ 
= ≤ ∈ =  (7) 

où  ( | ) F y h  est  la  distribution  des  ratios  de  prix  r  à 
l’intérieur de l’intervalle h. 

Pour n suffisamment grand, on devrait être en mesure de 
déterminer H de manière à construire les intervalles h pour 
que  ˆ  ( | ) n F y h  soit  approximativement  uniformément 
distribuée,  1, ..., . h H =  En d’autres mots, lorsque  , n→ ∞ 
pour  H  suffisamment  grand,  ( | ) F y h  devrait  suivre  une 
distribution  uniforme  sur  l’intervalle  h.  Notons  qu’un  tel 
argument a été utilisé par Dalenius et Hodges (1959) dans 
un contexte de stratification optimale. Dans ce cas, la distri 
bution  ( | ) F y h  est donnée par 

1 

1 1 

1 

0  pour   ( 1) 
( | ) 1  pour  ( 1) 

1  pour  . 

y h H 
F y h Hy h h H y hH 

y hH 

− 

− − 

− 

 ≤ − 
 

= − + − < ≤  
 >  

(8) 

Puisque  1 ( ) ( | ) / H 
h F y F y h H = ∑ =  , on a  ( ) , F y y =  ce qui 

correspond à la distribution uniforme. On conclue donc que 
pour  n  suffisamment  grand,  l’utilisation  de  la  pondération 
(3)  devrait  rendre  la  distribution  empirique  pondérée 

, 
ˆ  ( ) n w F y  donnée  par  (5)  approximativement  uniformément 
distribuée. 

Des simulations MonteCarlo ont démontré que les esti 
mations  résultant  d’un  échantillon  non  aléatoire  pouvaient 
être  améliorées  en  utilisant  cette  approche.  Ses  principaux 
avantages résident dans : 

•  sa simplicité; 
•  le  fait  qu’elle  peut  être  introduite ex  ante,  c’estàdire 
avant  l’introduction  du modèle économétrique  comme 
tel. Par conséquent, elle ne requiert pas d’hypothèses de 
travail fortes.
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Si on reprend l’histogramme exposé plus haut et divisons 
l’échantillon en  5 H =  intervalles d’une largeur de 0,2 avec 
une valeur de  1/ 5 0,2, π = =  on obtient alors l’histogramme 
suivant qui a été pondéré ex post. 

4.  Application 

Nous allons  illustrer  la démarche à partir  d’un  exemple 
tiré  du  Kelly  Blue  Book,  une  source  d’information 
largement  utilisée  pour  l’estimation  de  la  dépréciation  des 
voitures. Le tableau 1 présente les prix de deux modèles de 
voitures pour différents âges entre 1 et 18 ans. Pour chaque 
voiture, on dispose donc d’un échantillon de  18 n =  unités. 
Les  prix  sont  exprimés en  valeur  relative  par  rapport à un 
modèle  neuf.  Il  est  en  outre  nécessaire  d’ajuster  les  ratios 
pour tenir compte de la probabilité de survie à chacun de ces 
âges. Pour chaque voiture, le ratio final utilisé  i r  de l’année 
i est donc construit à partir du produit du ratio des prix par la 
probabilité de survie. 

On  s’intéresse  au  taux  de  dépréciation  moyen τ  pour 
chaque voiture. Ce dernier pourrait être estimé à partir d’une 
régression des prix (ou d’une  fonction de ces derniers) par 
rapport à l’âge (ou d’une fonction de l’âge). Toutefois, si on 
présume que le  taux est  constant  et de  forme géométrique, 
on  a  la  relation  1 , i i r = − τ  où  i r  est  le prix  relatif  selon 
l’âge i. Dans ce cas, un taux  ˆ i τ  peut être estimé à chaque 
âge i par  1/ 1 . ˆ  i 

i i r τ = −  Une estimation du taux de déprécia 
tion moyen est  alors produite à partir  de  la moyenne pour 
tous les âges, c’estàdire  18 

1 ˆ  /18. ˆ i  i = ∑ τ = τ 
Dans  l’exemple  cidessus,  on  constate  que  les  taux  de 

dépréciation  ˆ i τ  varient  selon  la  fourchette  d’âge  et  qu’ils 
ont tendance à augmenter avec l’âge. Par ailleurs, le fait que 

l’on utilise une simple moyenne des âges dans le calcul de 
ˆ τ  revient  à  accorder  de  façon  implicite  le même  poids  à 
chacun des âges.   Mais  il  est bien évident que ce ne serait 
pas  la  distribution  que  l’on  obtiendrait  si  on  tirait  un 
échantillon aléatoire des voitures en services. La figure ci 
dessous présente la distribution des cellules de prix entre les 
ratios de 0 et 1. 

La  technique  de  repondération  consiste  simplement  à 
imposer  un  poids  égal  à  chacune  des  fourchettes  de  prix 
relatifs. Dans cet exemple, les  18 n =  âges sont répartis en 

7 H =  classes,  ce  qui  répartit  les  âges  en 18/7  à  chacune 
d’entre  elles  (en  réalité,  la  structure  des  cellules  a  été 
configurée pour 8 classes mais la dernière est toujours vide). 
Comme mentionné à la section 3,  les poids individuels  i w 
de  chaque  âge  i  sont  construits  selon  (3),  c’estàdire  en 
divisant 18/7 par  le nombre d’observations qui se  trouvent 
dans chaque classe, sauf pour les cellules vides dont le poids 
demeure nul. Le tableau 2 présente  les résultats et l’impact 
de la repondération sur les statistiques dérivées. 

Cet  exemple  illustre  bien  les  problèmes  de  biais 
d’agrégation  typique  des  régressions  estimées  à  partir 
d’agrégats économiques, sans tenir compte de la distribution 
réelle des unités au niveau micro. Ainsi, il est assez évident 
que  les  unités de 17 et 18 ans  ne  sauraient  avoir  le même 
poids de régression que celles de 1 an puisque le risque de 
perte à 1 an  concerne  pratiquement  toutes  les  voitures qui 
seront mises  en circulation alors que  très  peu  d’entre  elles 
seront  exposées  au  risque  de  perte  de  valeur  à  des  âges 
avancés.  Il  en  résulte que  l’estimation  non  pondérée,  dans 
cet  exemple,  introduit  une  surestimation  du  taux  de 
dépréciation de l’ordre de 15 %. 
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Figure 2  Distribution pondérée des observations selon le ratio des prix, usines de 
fabrication pondération ex post
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Tableau 1Prix relatifs  de  deux modèles  de  voitures  selon  le Kelly Blue Book  et Taux  de  dépréciation moyen 
avant repondération 

Pr (t > S)*  Prix relatifs 
Taux moyens de 
dépréciation 

Excluant mises au rancard  Incluant mises au rancard  Incluant mises au rancard 
Année  Buick  Chrysler  Buick  Chrysler  Buick  Chrysler 
1  0,9988  0,8633  0,8257  0,8622  0,8246  0,1367  0,1743 
2  0,9901  0,7435  0,6801  0,7361  0,6734  0,1377  0,1753 
3  0,9666  0,6410  0,5608  0,6195  0,5420  0,1378  0,1754 
4  0,9220  0,5523  0,4621  0,5092  0,4261  0,1379  0,1755 
5  0,8526  0,4740  0,3794  0,4042  0,3234  0,1387  0,1762 
6  0,7582  0,4034  0,3087  0,3058  0,2341  0,1404  0,1779 
7  0,6433  0,3391  0,2482  0,2181  0,1597  0,1432  0,1805 
8  0,5164  0,2790  0,1953  0,1441  0,1009  0,1475  0,1846 
9  0,3892  0,2227  0,1491  0,0867  0,0580  0,1537  0,1906 
10  0,2731  0,1639  0,1050  0,0448  0,0287  0,1654  0,2018 
11  0,1770  0,1261  0,0772  0,0223  0,0137  0,1716  0,2077 
12  0,1051  0,0892  0,0523  0,0094  0,0055  0,1824  0,2180 
13  0,0567  0,0614  0,0344  0,0035  0,0019  0,1932  0,2284 
14  0,0276  0,0441  0,0236  0,0012  0,0007  0,1999  0,2347 
15  0,0120  0,0320  0,0164  0,0004  0,0002  0,2050  0,2396 
16  0,0046  0,0190  0,0093  0,0001  0,0000  0,2194  0,2534 
17  0,0016  0,0088  0,0041  0,0000  0,0000  0,2432  0,2761 
18  0,0005  0,0051  0,0023  0,0000  0,0000  0,2542  0,2867 

Moyenne  0,1727  0,2087 
*Probabilité de Survie selon les estimations de la Division des études et de l’analyse microéconomique de Statistique 
Canada. 
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Figure 3  Distribution  des  cellules  utilisées  pour  l'estimation  du  taux  de  dépréciation 
moyen selon les données du Kelly Blue Book avant repondération (Total = 18)
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Tableau 2  Prix relatifs de deux modèles de voitures selon le KellyBlueBook et taux de dépréciation moyen après repondération 

Prix relatifs  Taux moyens de dépréciation  Poids Ex post 
Incluant mises au rancard  Incluant mises au rancard 

Année  Buick  Chrysler  Buick  Chrysler  Buick  Chrysler 
1  0,8622  0,8246  0,1367  0,1743  2,5714  2,5714 
2  0,7361  0,6734  0,1377  0,1753  2,5714  2,5714 
3  0,6195  0,5420  0,1378  0,1754  1,2857  2,5714 
4  0,5092  0,4261  0,1379  0,1755  1,2857  2,5714 
5  0,4042  0,3234  0,1387  0,1762  2,5714  2,5714 
6  0,3058  0,2341  0,1404  0,1779  2,5714  1,2857 
7  0,2181  0,1597  0,1432  0,1805  1,2857  1,2857 
8  0,1441  0,1009  0,1475  0,1846  1,2857  0,2338 
9  0,0867  0,0580  0,1537  0,1906  0,2571  0,2338 
10  0,0448  0,0287  0,1654  0,2018  0,2571  0,2338 
11  0,0223  0,0137  0,1716  0,2077  0,2571  0,2338 
12  0,0094  0,0055  0,1824  0,2180  0,2571  0,2338 
13  0,0035  0,0019  0,1932  0,2284  0,2571  0,2338 
14  0,0012  0,0007  0,1999  0,2347  0,2571  0,2338 
15  0,0004  0,0002  0,2050  0,2396  0,2571  0,2338 
16  0,0001  0,0000  0,2194  0,2534  0,2571  0,2338 
17  0,0000  0,0000  0,2432  0,2761  0,2571  0,2338 
18  0,0000  0,0000  0,2542  0,2867  0,2571  0,2338 

Moyenne 
pondérée  0,1479  0,1836 
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Estimation par la régression au niveau de la personne et au niveau du 
ménage dans les enquêtesménages 

David G. Steel et Robert G. Clark 1 

Résumé 
Une classe courante de plans de sondage comprend la sélection de toutes les personnes dans les ménages échantillonnés. 
Des estimateurs par la régression généralisée peuvent être calculés au niveau de la personne ou du ménage. L’utilisation de 
l’estimateur  au  niveau  du  ménage  est  commode  parce  que  la  même  pondération  d’estimation  est  appliquée  à  tous  les 
membres du ménage. Dans le présent article, nous comparons théoriquement et empiriquement les deux approches dans le 
cas de l’échantillonnage aléatoire simple de ménages et la sélection de toutes les personnes présentes dans chaque ménage 
échantillonné. Nous constatons que l’approche au niveau du ménage est théoriquement plus efficace dans le cas de grands 
échantillons et que toute inefficacité empirique dans les petits échantillons est limitée. 

1.  David  G.  Steel  et  Robert  G.  Clark,  Centre  for  Statistical  and  Survey  Methodology,  University  of  Wollongong,  NSW  2522  Australie.  Courriel : 
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Mots clés :  Effets  contextuels;  estimateur  par  la  régression  généralisée;  corrélation  intraclasse;  variance 
d’échantillonnage; assisté par modèle; enquêtesménages. 

1.  Introduction 

De  nombreuses  enquêtesménages  comprennent  la  sé 
lection d’un échantillon de ménages, suivie de la sélection 
de toutes les personnes faisant partie du champ d’observa 
tion  de  l’enquête  dans  les  ménages  échantillonnés.  Des 
données  sur  une  ou  plusieurs  variables  d’intérêt  sont  re 
cueillies  pour  les  personnes  incluses  dans  l’échantillon.  Il 
existe  parfois  des  variables  auxiliaires  pour  lesquelles  les 
totaux  de  population  et  les  valeurs  d’échantillon  sont 
connues; par exemple, il pourrait s’agir de chiffres de popu 
lation  selon  les  caractéristiques  géographiques  et  démo 
graphiques.  L’estimateur  par  la  régression  généralisée 
(GREG)  est  souvent  utilisé  pour  combiner  l’information 
auxiliaire et les données d’échantillon en vue d’estimer effi 
cacement les totaux de population de la variable d’intérêt. 

L’estimateur  GREG  s’appuie  sur  un  modèle  de  ré 
gression  reliant  la  variable  d’intérêt  aux  variables  auxi 
liaires. L’approche ordinaire consiste à ajuster ce modèle en 
utilisant  les  données  recueillies  pour  chaque  personne 
faisant  partie  de  l’échantillon  (par  exemple  Lemaître  et 
Dufour  1987,  premier  paragraphe).  Cet  estimateur  GREG 
au niveau de la personne est égal à une somme pondérée des 
valeurs  d’échantillon  de  la  variable  d’intérêt, où  la  pondé 
ration est en général différente pour chaque personne. 

Il est parfois commode d’utiliser des pondérations égales 
pour tous les membres d’un ménage dans le cas d’enquêtes 
qui  recueillent  des  renseignements  sur  des  variables  d’in 
térêt  au  niveau  du  ménage  ainsi  qu’au  niveau  de  la 
personne.  Les  mêmes  pondérations  peuvent  alors  être 
utilisées pour les deux types de variables afin d’être certain 
que  les  relations  entre  les  variables  du  ménage  et  les 
variables  personnelles  soient  reflétées  dans  les  estimations 

du total. Si une variable au niveau du ménage est égale à la 
somme des variables au niveau de la personne (par exemple, 
si  le  revenu  du  ménage  est  égal  à  la  somme  des  revenus 
personnels), alors le total estimé de la variable au niveau du 
ménage sera égal au total estimé de la variable au niveau de 
la  personne.  Cela  n’est  généralement  pas  le  cas  si  des 
méthodes  de  pondération  distinctes  sont  utilisées  pour  les 
variables au niveau de la personne et au niveau du ménage. 
De  même,  s’il  existe  une  inégalité  entre  la  variable  au 
niveau du ménage et la somme des variables au niveau de la 
personne,  celleci  sera  reflétée  dans  les  estimations  des 
deux variables. Par exemple, le nombre estimé de ménages 
utilisant  une  garderie  ne  devrait  pas  être  supérieur  au 
nombre estimé d’enfants allant en garderie. 

L’estimateur  GREG  au  niveau  du  ménage  produit  des 
pondérations  égales  au  sein  des  ménages  en  ajustant  le 
modèle  de  régression  d’après  les  totaux  au  niveau  du 
ménage  de  la  variable  d’intérêt  et  des  variables auxiliaires 
(par exemple, Nieuwenbroek 1993). Les pondérations ayant 
cette propriété sont appelées pondérations intégrées. 

Une  autre  approche  consisterait  à utiliser  des méthodes 
d’estimation  différentes  pour  les  variables  au  niveau  du 
ménage et celles au niveau de la personne, puis à faire une 
correction  pour  forcer  les  estimations  qui  devraient  être 
égales à concorder. Cette approche, parfois appelée étalon 
nage,  a  surtout  été  utilisée  pour  obtenir  la  cohérence entre 
les  estimations  calculées  d’après  des  enquêtesentreprises 
annuelles  et  infraannuelles  (par  exemple,  Cholette  1984). 
L’application  de  l’approche  d’étalonnage  aux  variables  au 
niveau du ménage et au niveau de la personne des enquêtes 
ménages nécessiterait l’identification explicite des variables 
aux niveaux de la personne et du ménage pour lesquelles les 
totaux  de population  devraient  être égaux. Dans  le  présent
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article, nous nous concentrons sur la pondération intégrée et 
n’envisageons pas les approches d’étalonnage. 

Luery (1986), Alexander (1987), Heldal (1992), ainsi que 
Lemaître et Dufour (1987) ont discuté d’un certain nombre 
de méthodes qui produisent des pondérations intégrées pour 
les  estimations  au  niveau  de  la  personne  et  au  niveau  du 
ménage. Toutefois,  aucun de ces auteurs n’a évalué  l’effet 
sur  la  variance  d’échantillonnage  du  calcul  de  l’estimateur 
par  la  régression  généralisée  au  niveau  du  ménage  plutôt 
qu’au niveau de la personne. Cette question est  importante 
en pratique, car il convient de trouver le juste équilibre entre 
l’avantage  cosmétique  des  pondérations  intégrées  et  tout 
effet sur l’efficacité d’échantillonnage. 

Le présent article donne une comparaison de la variance 
sous le plan, qui est la variance calculée par échantillonnage 
probabiliste  répété  à  partir  d’une  population  fixe,  des 
estimateurs  par  la  régression  généralisée  au  niveau  de  la 
personne  et  au  niveau  du  ménage.  À  la  section  2,  nous 
prouvons que la variance en grand échantillon de l’estima 
teur au niveau du ménage est inférieure ou égale à celle de 
l’estimateur  au  niveau  de  la  personne,  en montrant  que  le 
premier  est  optimal  dans  une  grande  classe  d’estimateur 
GREG. Nous montrons  qu’il  en  est  ainsi  parce  que  l’esti 
mateur  au  niveau  du  ménage  modélise  efficacement  les 
effets  contextuels,  tandis  que  l’estimateur  au  niveau  de  la 
personne ne le fait pas. À la section 3, nous recourrons à la 
simulation  pour  comparer  les  deux  estimateurs  en  nous 
appuyant sur une gamme de variables. À la section 4, nous 
discutons des résultats. Les preuves des trois théorèmes sont 
présentées en annexe. 

2.  Comparaison théorique des estimateurs GREG 
aux niveaux de la personne et du  ménage 

2.1  L’estimateur par la régression généralisée 

À  la  présente  soussection,  nous  décrivons  l’estimateur 
par  la  régression  généralisée  pour  le  cas  général  de 
l’échantillonnage  probabiliste  à  partir  de  toute  population 
d’unités. Soit U  une  population  finie  d’unités  et  , s U ⊆ 
l’échantillon.  Les  probabilités  de  sélection  sont  i π = 
Pr[ ] i s ∈  pour  les  unités  . i U ∈  Soit  i y  la  variable 
d’intérêt qui est observée pour  les unités  . i s ∈  Soit  i z  le 
vecteur  de  variables  auxiliaires  pour  l’unité  , i  qui  sont 
observées pour chaque unité de la population. Les totaux de 
population de ces variables sont  Y T  et  , Z T  respectivement. 

L’estimateur par la régression généralisée de  Y T  est basé 
sur  un  modèle  reliant  la  variable  d’intérêt  aux  variables 
auxiliaires : 

2 

[ ] 

var [ ] 

indépendantes pour 

M i 

M i i 

i j 

E y 

y v 

y y i j 

 = 
  

= σ  
 

, ≠   

β T  i z 

(1) 

où  i v  représente  les  paramètres  de  variance  connus. 
L’indice  «M »  désigne  les  espérances  sous  un  modèle  et 
l’indice « p » désigne les espérances sous le plan, qui  sont 
les  espérances  calculées  par  échantillonnage  probabiliste 
répété  à  partir  d’une  population  fixe.  Dans  le  cas  des 
enquêtesentreprises,  qui  recueillent  des  données  sur  des 
variables continues telles que les revenus et les dépenses de 
l’entreprise,  i v  est  souvent  modélisée  sous  forme  d’une 
fonction  de  la  taille  de  l’entreprise.  Dans  le  cas  des 
enquêtesménages,  la  variable  d’intérêt  est  fréquemment 
dichotomique, auquel cas  i v  est habituellement fixée à 1, ce 
qui correspond à un modèle homoscédastique. 

Habituellement,  i z  a la propriété qu’il existe un vecteur 
λ  tel que  =1 T 

i z λ  pour tout  . i U ∈  Par exemple, cela est 
vrai  si  le  modèle  de  régression  (1)  contient  un  paramètre 
d’ordonnée à l’origine. 

Définition 1. Estimateur par la régression généralisée 

L’estimateur par la régression généralisée pour le modèle 
(1) est défini comme étant 

ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) r T T π = + − π β T  Z Z T T  (2) 

où 
1 

1 
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et  ˆ β  est une solution de 

1  ˆ i i i 
i s 
c y   − 

  
  

∈ 

π − = ∑  0 β 
T 

i i z z 

où  i c  représente  les  poids  de  régression.  (Souvent,  i c  est 
fixé à  1 .) i i c v − = 

Les coefficients  ˆ β  sont calculés  d’après  une  régression 
par les moindres carrés pondérés de  i y  sur  i z  pour  . i s ∈ 
L’estimateur  GREG  possède  une  variance  sous  le  plan 
faible  si  le  modèle  est  approximativement  vrai,  mais  est 
convergent  sous  le  plan  indépendamment  de  la  vérité  du 
modèle (par exemple Särndal et coll. 1992, chapitre 6). 

Pour de grands échantillons,  la variance sous le plan de 
ˆ 
r T  est approximativement égale à 

ˆ var [ ] var [ ] p r p r T T ≈ %  (3)
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où 

ˆ ˆ ( ) r T T π = + − % 
π 

T 
Z Z B T T 

et B  est une solution de 

( ) i i 
i U 
c y 

∈ 

− = ∑  0 T 
i i B z z 

(Särndal  et coll.,  1992,  Résultat  6.6.1,  page  235).  Les 
coefficients  B  sont calculés d’après une régression par les 
moindres  carrés  pondérés  de  i y  sur  i z  pour  . i U ∈  Les 
coefficients de régression d’échantillon  ˆ β  sont convergents 
sous le plan pour  . B 

2.2  Estimateurs GREG aux niveaux de la personne 
et du ménage 

Considérons  maintenant  le  cas  particulier  de  l’échan 
tillonnage  de  ménages,  où  l’unité  de  base,  , i  est  la 
personne.  Soit  i x  le  vecteur  de  dimension p  de  variables 
auxiliaires observées pour  toutes  les personnes  . i U ∈  Les 
éléments de  i x  peuvent renvoyer à des caractéristiques de 
la  personne  ou  du  ménage  auquel  ces  personnes  ap 
partiennent.  La  population  et  l’échantillon  de  ménages 
seront dénotés  1 U  et  1 , s  respectivement. La population de 
personnes dans le ménage  1 g U ∈  sera dénotée  g U  qui est 
de  taille  .g N  Soit  1  g i U g i y y ∈ ∑ =  et 

g i U ∈ ∑ = 1 g i x x  les 
totaux  au  niveau  du  ménage  de  i y  et  . i x  Soit = g x 

g N / 1 g x  la moyenne au niveau du ménage de  . i x 
Considérons  le  cas  courant  où  les  ménages  sont 

sélectionnés par échantillonnage probabiliste et où toutes les 
personnes  faisant  partie  des  ménages  échantillonnés  sont 
sélectionnées,  de  sorte  que 

1 
. g s  g s U ∈ = ∪  Soit  1 g π = 

1 [ ] 0 P g s ∈ >  la  probabilité  de  sélection  pour  le ménage 
. g  Il s’ensuit que  1 i g π = π  pour  .g i U ∈ 
L’estimateur  GREG  au  niveau  de  la  personne,  ˆ ,P T  est 

l’estimateur GREG sous le modèle suivant : 
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M i 
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E y 
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= σ  
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T 
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(4) 

Donc, l’estimateur GREG au niveau de la personne,  ˆ ,P T  est 
donné par substitution de  i x  à  i z  dans (2). Le modèle (4) 
ignore toute corrélation entre  i y  et  j y  pour les personnes  i 
et  j  dans le même ménage. Ces corrélations étaient égales 
ou inférieures à 0,3 pour la plupart des variables considérées 
par  Clark  et  Steel  (2002),  quoiqu’ils  aient  observé  des 
valeurs  plus élevées  pour  les  variables associées à  l’ethni 
cité,  comme  l’autoidentification  en  tant  qu’Autochtone. 
Des  corrélations  de  valeur  1  pourraient  survenir  pour  des 
variables environnementales. Tam (1995) montre que l’esti 
mateur assisté par modèle optimal pour l’échantillonnage en 

grappes  est  robuste  à  l’erreur  de  spécification  des  corré 
lations intragrappe. Une  interprétation de ce résultat serait 
que  les  corrélations  à  l’intérieur  du  ménage  ne  sont  pas 
pertinentes  en  ce  qui  concerne  l’estimation  des  totaux  de 
population,  parce  que  tous  les  membres  des  ménages 
échantillonnés  sont  sélectionnés.  Donc,  les  corrélations  à 
l’intérieur  des  ménages  ne  facilitent  pas  l’estimation  pour 
les  personnes  non  échantillonnées,  puisque  les  personnes 
échantillonnées  et  non  échantillonnées  appartiennent  à  des 
ménages distincts. 

Un certain nombre de méthodes ont été proposées pour 
l’estimation  de  type GREG avec  pondérations égales  dans 
les ménages. Nieuwenbroek (1993) a proposé un estimateur 
dont  la  motivation  était  l’agrégation  du  modèle  (4)  au 
niveau du ménage : 

1 

2 
1 1 

1 1 

[ ] 

var [ ] 

indépendantes  pour   . 

M g 

M g g 

g k 

E y 

y v 

y y g k 

 = 
  

= σ  
 

, ≠   

1 
T 

g x β 

(5) 

où  1  . 
g i U g i v v ∈ ∑ =  L’estimateur GREG  calculé  en  utilisant 

les  données  d’échantillon  1 g y  pour  1 g s ∈  basé  sur  ce 
modèle est  ˆ  : H T 

ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) H T T π = + − π β T H X X T T  (6) 

où  ˆ H β  est une solution de 

1 

1 
1 1  ˆ ( ) g g g 

g s 
a y − 

∈ 

π − = . ∑  1 1  0 β 
T 

g g H x x  (7) 

Le coefficient de régression  ˆ H β  est une régression par  les 
moindres carrés pondérés au niveau du ménage des valeurs 
d’échantillon de  1 g y  sur  1 g x  avec les pondérations  1 

1  . g g a − π 
Les  valeurs  de  g a  pourraient  être  fixées à  1 

1 . g v 
−  Si  1 i v = 

alors  1  , g g v N =  de  sorte  que  1 . g g a N − =  Sinon,  1 g a = 
pourrait également être utilisé. 

Plusieurs  autres  méthodes  à  pondération  intégrée  équi 
valentes  ont  été  utilisées.  Lemaître  et  Dufour  (1987)  ont 
construit  un  estimateur  par  la  régression  généralisée  au 
niveau de la personne en utilisant  g x  au lieu de  i x  comme 
variables auxiliaires. Nieuwenbroek (1993) a fait remarquer 
que  cela  est  équivalent  à  (6)  si  i g g c a N =  pour  .g i U ∈ 
Alexander  (1987)  a  élaboré  des  méthodes  de  pondération 
étroitement  reliées  en  utilisant  un  critère  de  distance 
minimale. 

Les estimateurs GREG aux niveaux de la personne et du 
ménage peuvent  tous deux s’écrire sous la forme pondérée 

. i s  i i w Y ∈ ∑  Les  pondérations  pour  les  deux estimateurs 
peuvent s’écrire  1 

i i i w g − = π  où 

( )  1 1 ˆ 1 ( ) T  i i i i 
i s 
c g c 

− − 

∈ 

π = + − ∑  T 
i i X X i 
x x T T x π



62  Steel et Clark : Estimation par la régression au niveau de la personne et au niveau du ménage 

Statistique Canada, N o 12001 au catalogue 

pour  ˆ P T  et 

( ) 
1 

1 1 1 
1 

ˆ 1 ( ) T i g g g g 
g s 

g a a 
− − − 

∈ 

= + − π π ∑ π 1 1 1 
T 

X X g g g T T x x x 

pour  ˆ  , H T  où  la  personne  i  appartient  au  ménage  . g 
(L’indice supérieur «  » indique l’inverse généralisée d’une 
matrice). 

2.3  Résultats théoriques 

À la présente section, nous montrons que  ˆ H T  possède la 
variance  en  grand  échantillon  la  plus  faible  possible  dans 
une  classe  d’estimateurs  qui  comprend  aussi  ˆ 

P T  pour  le 
plan  de  sondage  où  les  ménages  sont  sélectionnés  par 
échantillonnage  aléatoire  simple  sans  remise.  Puis,  nous 
expliquons ce résultat en montrant que  ˆ H T  est équivalent à 
un  estimateur  par  la  régression  calculé  en  utilisant  les 
données au niveau de la personne, où le modèle contient des 
effets contextuels. 

Pour  les  grands  échantillons,  ˆ 
P T  et  ˆ 

H T  peuvent  être 
approximés par 

ˆ ˆ ( ) T 
P T T π = + − ; % 

P X X B T T  π 

et 

ˆ ˆ ( ) T 
H T T π = + − % 

H X X B T T  π 

respectivement, où  P B  et  H B  sont les solutions de 

1 

1 

( ) 

( ) 

i i i 
i U 

g g 
g U 

c y x 

a y 
∈ 

∈ 

 − = 
 
 

− =  
 

∑ 

∑  1 1 

0 

0 

T 
P i 

T 
H g g 

B x 

B x x 
(8) 

(Särndal  et coll., 1992,  Résultat  6.6.1,  page  235).  Le 
théorème 1  énonce  l’estimateur  à  variance  minimale  dans 
une classe incluant  P T %  et  . H T % 

Théorème 1.  Estimateur optimal pour 
l’échantillonnage en grappes simple 

Supposons  que  m  ménages  soient  sélectionnés  par 
échantillonnage aléatoire simple sans remise à partir d’une 
population  de  M  ménages,  et  que  tous  les  membres  des 
ménages  échantillonnés  soient  sélectionnés.  Considérons 
l’estimateur de T  donné par 

ˆ ˆ ( ) T T T π = + − % 
X X h T T  π 

où  h  est  un  vecteur  de  dimension  p  constant.  Nous 
supposons qu’il existe un vecteur λ  tel que  1 = T 

i x λ  pour 
tout  . i U ∈  La variance de cet estimateur est minimisée par 
les valeurs  h ∗  qui sont les solutions de 

1 

1 ( ) g 
g s 

y 
∈ 

− = . ∑  1 1  0 T 
g g h x x 

Donc,  H T %  avec  1 g a =  pour  tous  g  est  le  choix  optimal 
pour  . T % 
________________________________________________ 

Le  théorème 1  a  l’implication  peutêtre  étonnante  que 
ˆ 
H T  (avec  1 g a =  pour tout g) a une variance plus faible que 
ˆ 
P T  pour les grands échantillons, et cela en dépit du fait que 
ˆ 
H T  écarte  une  partie  de  l’information  contenue  dans 

l’échantillon, parce qu’il utilise les sommes de  i x  et  . i y  sur 
l’ensemble des ménages. Le  théorème  donne à penser que 
ˆ 
H T  est l’estimateur GREG approprié pour le plan d’échan 

tillonnage  en  grappes  supposé  ici  et  que  l’information 
écartée  par  sommation  au  niveau  du  ménage  n’est  pas 
pertinente quand on utilise ce plan. Pour expliquer pourquoi 
ˆ 
H T  peut  donner  de  meilleurs  résultats  que  ˆ ,P T  nous 

utiliserons  un  « modèle  contextuel linéaire »  qui  est  un 
modèle plus général de  [ ] M i E Y  que (4). Ce modèle est : 

2 

[ ] ( ) 

var [ ] 

indépendantes pour 

M i g 

M i 

i j 

E y i U 

y 

y y i j 

 = + ∈ 
  

= σ  
 

, ≠ .  

1 2 
T T 

g  i x x γ γ 

(9) 

Nous  utilisons  g x  ainsi  que  i x  comme  variables  expli 
catives de  i y  parce que la moyenne au niveau du ménage 
des  variables  auxiliaires  au  niveau  de  la  personne  peut 
refléter  une  partie  de  l’effet  du  contexte  des  ménages 
(Lazarfeld et Menzel 1961). Par exemple, si les éléments de 

i x  sont  des  variables  indicatrices qui  résument  l’âge  et  le 
sexe de la personne  , i  alors  g x  représente  les proportions 
de personnes dans le ménage qui appartiennent à différentes 
catégories âgesexe. Si la population d’intérêt comprend des 
adultes  ainsi  que  des  enfants,  alors  g x  comprend  la  pro 
portion d’enfants dans le ménage,  laquelle pourrait être en 
rapport avec la situation d’activité des adultes faisant partie 
du ménage. 

Le  théorème 2 montre que  l’amélioration de la variance 
due à  l’utilisation  de  H T %  avec  1 g a =  plutôt que  P T %  peut 
être expliquée par le modèle contextuel linéaire. 

Théorème 2.  Explication  de  la  différence  entre  les 
variances asymptotiques 

Supposons que  les ménages  soient  sélectionnés  par échan 
tillonnage  aléatoire  simple  sans  remise  et  que  tous  les 
membres  des  ménages  échantillonnés  soient  sélectionnés. 
Soit  , i i r y = −  T 

P i B x  et soit  C B  le résultat de la régression 
de  i r  en fonction de  g x  sur les  i U ∈  par la méthode des 
moindres  carrés  pondérés  en  utilisant  g N  comme  pon 
dération. Alors
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( ) ( ) 
1 

2  1 

var [ ] var [ ] 

1 ( 1) 

p P p H 

g U 

T T 

M m  M m M 
− 

∈ 

− = 

− − ∑  1 1 

% % 

T T 
C g g C B x x B 

où  H T %  est calculé en utilisant  1 g a =  pour tout  . g 
________________________________________________ 

Le résultat montre que la réduction de la variance due à 
l’utilisation  de  H T %  (avec  1 g a =  )  plutôt  que  P T %  est  une 
forme  quadratique  en  . C B  Donc,  l’importance  de  l’amé 
lioration dépend de la mesure dans laquelle  g x  aide à pré 
dire  i y  quand  on  a  déjà  neutralisé  , i x  c’estàdire  la 
mesure  dans  laquelle  un  effet  contextuel  linéaire  aide  à 
prédire  i r  sur les  , i U ∈  en utilisant une régression par les 
moindres carrés pondérés avec  g N  comme pondération. 

Les preuves de théorèmes 1 et 2 dépendent fortement de 
l’hypothèse d’échantillonnage en grappes. On ne s’attendrait 
pas  à  ce  que  les  résultats  soient  applicables  en  cas  de 
souséchantillonnage dans les ménages. 

Les  théorèmes  1  et  2  s’appliquent  uniquement  quand 
1 g a =  dans la régression par les moindres carrés pondérés 

pour  ˆ  . H T  D’autres  choix  de  g a  sont  souvent  utilisés;  par 
exemple,  il  serait  souvent  raisonnable  de  supposer  que 

1 g g v N =  dans  le  modèle  (5),  auquel  cas  il  serait  logique 
d’utiliser  1 . g g a N − =  Le  théorème 3  montre  que  ˆ 

H T  est 
équivalent à un estimateur GREG au niveau de la personne 
ajusté sous le modèle contextuel linéaire pour d’autres choix 
de  .g a 

Théorème 3.  L’estimateur GREG contextuel linéaire 

Pour  les  plans  d’échantillonnage  où  toutes  les  personnes 
sont  sélectionnées  dans  les  ménages  échantillonnés  et 

1  0 g π >  pour tout  1 
ˆ ,  H g U T ∈  avec un choix donné de  g a 

est  l’estimateur  par  la  régression  généralisée  pour  le 
modèle (9) où  i g g c a N =  pour  .g i U ∈ 
________________________________________________ 

Le  théorème 3  signifie  que  ˆ H T  est  l’estimateur  GREG 
sous un modèle plus général que  ˆ .P T  Nieuwenbroek (1993) 
a montré que  ˆ H T  est égal à un estimateur GREG au niveau 
de  la  personne  dérivé  par  régression  de  i y  sur  .g x  Le 
théorème 3  énonce  qu’il  est  également  égal  à  l’estimateur 
GREG au niveau de la personne provenant de la régression 
de  i y  sur  i x  ainsi  que  sur  ,g x  donc  qu’il  intègre 
automatiquement  tous  effets  contextuels  du  ménage.  Par 
conséquent,  ˆ H T  devrait en principe avoir une variance plus 
faible  que  ˆ P T  pour  les  grands  échantillons.  (Dans  le  cas 

1, g a =  le théorème 1 énonçait que cela est toujours le cas). 
Pour  les  petits  échantillons,  par  contre,  un  modèle  plus 
général est parfois  contreproductif. Silva et Skinner (1997) 
ont  montré,  pour  l’échantillonnage  à  un  seul  degré,  que 

l’ajout  de  paramètres au modèle  peut  accroître  la  variance 
de  l’estimateur  GREG,  quoique  cet  effet  soit  négligeable 
pour  les  grands  échantillons.  Il  est  possible  que  les  effets 
contextuels  n’aient  que  peu  de  pouvoir  prédictif,  voire 
aucun,  pour  certaines  variables.  Le  cas  échéant,  on 
s’attendrait à ce que  ˆ 

H T  donne d’un peu moins bons résul 
tats  que  ˆ P T  pour  les  petits  échantillons,  et  à  peu  près  les 
mêmes résultats pour les grands échantillons. 

Le modèles contextuel (9)  contient tous les éléments de 
i x  et  tous  les  éléments  de  .g x  Une  autre  solution 

consisterait à utiliser uniquement les éléments de  i x  et  g x 
qui sont significatifs, ou qui produisent des améliorations de 
la variance  estimée  d’un estimateur GREG. Un  estimateur 
GREG basé sur ce genre de modèle aurait probablement une 
variance  plus  faible  que  les  estimateurs  examinés  dans  le 
présent  article,  mais  ne  donnerait  pas  de  pondérations 
intégrées,  à moins  d’utiliser  les mêmes éléments  de  i x  et 

.g x 

3.  Étude empirique 

3.1  Méthodologie 

Nous avons entrepris une étude par simulation en vue de 
comparer les estimateurs GREG aux niveaux de la personne 
et  du  ménage,  ˆ P T  et  ˆ  , H T  pour  une  gamme  de  variables 
d’enquête. Nous avons utilisé deux populations, constituées 
de 187 178 ménages sélectionnés aléatoirement à partir du 
recensement  de  la  population  de  l’Australie  de 2001  et  de 
210 132 ménages  provenant  de  l’enquête  nationale  sur  la 
santé de la population australienne de 1995. Tous les adultes 
et enfants faisant partie de ces ménages ont été inclus dans 
l’étude. La taille moyenne des ménages était de  2,5 environ. 

Nous avons tirés des échantillons en grappes à partir de 
ces populations,  en  sélectionnant d’abord des ménages par 
échantillonnage aléatoire  simple  sans  remise,  puis  tous  les 
membres des ménages échantillonnés. Nous avons simulés 
des échantillons de taille  500, m =  1 000, 2 000, 5 000 et 
10 000  ménages.  Dans  chaque  cas,  5 000 échantillons  ont 
été  sélectionnés.  Les  variables  auxiliaires  i x  correspon 
daient  à des  variables  indicatrices  du  sexe  selon  le  groupe 
d’âge  (12 catégories).  (Ce  choix  de  i x  signifie  que  l’esti 
mation  GREG  équivaut  à  une  poststratification.)  Nous 
avons calculé l’estimateur GREG au niveau de la personne 
avec  ˆ 1( ), i P c T =  l’estimateur GREG au niveau du ménage 
avec  1 

1 
ˆ ( ), g g H a N T − =  et  l’estimateur GREG  au  niveau  du 

ménage  avec  2 
ˆ 1( ). g H a T =  Nous  avons  également  inclus 

l’estimateur de Hájek 

1 1 
1 
ˆ 

i i i 
i s i s 

T N y 
    

− −     
        
    ∈ ∈ 

= π π ∑ ∑
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qui est égal à 
1 

/ 
g g s i U  i N n y ∈ ∈ ∑ ∑  pour l’échantillonnage en 

grappes avec échantillonnage aléatoire simple des ménages 
où  n  est la taille réalisée de l’échantillon de personnes. 

Les  variables  comprennent  la  situation  d’activité,  l’état 
de  santé  et  d’autres  caractéristiques.  Toutes  les  variables 
sont dichotomiques, sauf celle du revenu (revenu annuel en 
dollars  australiens, basé  sur  les  données  déclarées pour  les 
fourchettes de revenu du recensement). « Occupée (F) » est 
une variable indicatrice dont la valeur est 1 si une personne 
est  occupée  et  de  sexe  féminin,  et  0  autrement.  Les  six 
premières  variables  sont  tirées  du  recensement  de  la 
population et les cinq autres, de l’enquête sur la santé de la 
population. 

3.2  Résultats 

Le  tableau  1  donne  la  racine  de  l’erreur  quadratique 
moyenne relative (REQMR) de  1 1 

ˆ ˆ ˆ , ,P H T T T  et  2 
ˆ  , H T  pour une 

taille  d’échantillon  de  1 000  ménages.  Les  REQMR  sont 
exprimés  en  pourcentage  du  total  réel  de  population.  Les 
biais  n’ont  pas  été  tabulés,  parce  qu’ils  représentaient  une 
composante  négligeable  de  l’EQM  dans  tous  les  cas.  Le 
pourcentage  d’amélioration  de  l’EQM  de  1 

ˆ 
H T  et  de  2 

ˆ 
H T 

relativement à  ˆ P T  est également présenté. Les chiffres entre 
crochets  sont  les  erreurstypes  de  simulation  de  ces 
pourcentages d’amélioration. 

Pour  la  taille  d’échantillon  susmentionnée,  1 
ˆ 
H T  et  2 

ˆ 
H T 

donnent  des  résultats  un  peu moins bons que  ˆ P T  pour  les 
variables  relatives  à  la  santé  et  un  peu  meilleurs  pour  la 
plupart des autres variables. Nous observons le gain le plus 
important  pour  l’estimation  du  nombre  de  parents  seuls; 
cette  variance  a  été  réduite  de  10,8 %  et  de  16,3 %, 
respectivement,  en  utilisant  les  deux estimateurs GREG au 
niveau  du  ménage.  Pour  toutes  les  autres  variables, 
l’amélioration  est  faible  ou  bien  l’estimateur  GREG  au 
niveau du ménage donne d’un peu moins bons résultats que 
l’estimateur GREG au niveau de la personne. L’inefficacité 
due  à  l’utilisation  d’un  estimateur  GREG  au  niveau  du 
ménage plutôt que  ˆ P T  n’est jamais supérieure à 2,2 %. 

Le  tableau  2  montre  le  pourcentage  d’amélioration  de 
l’EQM résultant de l’utilisation de  1 

ˆ 
H T  plutôt que  ˆ P T  pour 

diverses  tailles  d’échantillon.  Pour  chaque  chiffre, 
l’erreurtype  de  simulation  est  indiquée  entre  crochets.  Le 
tableau 3  donne  le  pourcentage  d’amélioration  résultant  de 
l’utilisation de  2 

ˆ 
H T  plutôt que  ˆ .P T  Sont également présentés 

les  pourcentages  d’amélioration  asymptotiques  ( ) m = ∞ 
basés  sur  l’approximation  en  grand  échantillon  de  la 
variance d’un estimateur GREG. Pour les deux estimateurs 
GREG au niveau du ménage, le pourcentage d’amélioration 
augmente  généralement  avec  la  taille  d’échantillon.  Pour 

500, m =  les estimateurs GREG au niveau du ménage sont 

généralement pires que l’estimateur GREG au niveau de la 
personne,  quoique  jamais  de  plus  de  5 %.  Pour  m = 
10 000,  nous  observons  une  amélioration  pour  plus  de  la 
moitié des variables. Les améliorations les plus importantes 
sont  celles  constatées  pour  les  estimations  du  nombre  de 
parents  seuls  (11,5 %)  et  de  femmes  occupées  (4,2 %); 
toutes  les  autres  améliorations  sont  faibles.  1 

ˆ 
H T  et  2 

ˆ 
H T 

n’ont jamais une variance surpassant de plus de 0,2 % celle 
de  ˆ 

P T  pour  10 000. m =  En  général,  2 
ˆ 
H T  donne  de 

meilleurs  résultats  que  1 
ˆ 
H T  pour  les  échantillons  de  plus 

grande taille, comme on s’y attendrait d’après le théorème 1, 
mais  l’inverse  est  également  vrai  pour  les  petites  tailles 
d’échantillon. 

En  pratique,  les  estimations  des  totaux  de  sous 
population présentent souvent autant d’intérêt que les totaux 
de population. Le tableau 4 montre les propriétés des divers 
estimateurs  pour  les  domaines  âgesexe  (12  catégories 
d’âge) et  les  domaines  régionaux,  pour une  taille d’échan 
tillon de 1 000 ménages. L’ensemble de données du recen 
sement  comportait  49  régions.  L’ensemble  de  données  de 
l’enquête sur  la santé de la population ne contenait aucune 
variable de région semblable, de sorte que nous avons utilisé 
à la place le quintile socioéconomique du district de collecte 
(une unité géographique constituée d’environ 200 ménages 
contigus).  Pour  produire  les  estimateurs  de  domaine,  nous 
avons calculé les pondérations à partir de chaque estimateur, 
puis pris la somme pondérée sur l’ensemble de l’échantillon 
dans  le  domaine. Cela  équivaut  à  l’estimateur  par  le  ratio 
pour le domaine décrit au cas 1, section 2.1 de Hidiroglou et 
Patak (2004). Nous avons suivi cette méthode parce qu’elle 
est la plus utilisée en pratique, car elle permet d’estimer tous 
les  totaux  de  domaine  et  de  population  à  l’aide  d’un  seul 
ensemble  de  pondérations,  quoique  des  estimateurs  de 
domaine plus efficaces existent (Hidiroglou et Patak 2004, 
cas 2 à 6). 

Dans chaque cas,  nous  présentons  la REQMR médiane 
sur  les  domaines.  Le  tableau  montre  que  les  différences 
entre  les  trois  estimateurs  GREG  sont  faibles.  Pour  les 
domaines  âgesexe,  les  estimateurs  GREG  au  niveau  du 
ménage donnent d’un peu de meilleurs résultats que l’esti 
mateur GREG au niveau de  la personne pour les variables 
de recensement, et d’un peu moins bons pour  les variables 
de  l’enquête  sur  la  santé  de  la  population.  Pour  les  esti 
mations  régionales,  les  estimateurs  GREG  au  niveau  du 
ménage  sont  un  peu  moins  bons  dans  tous  les  cas.  Le 
tableau 5 montre que  les  propriétés  de  l’estimateur GREG 
au  niveau  du ménage  sont  fort  semblables  à  celles  de  ˆ P T 
pour une taille d’échantillon de 10 000 ménages. Il convient 
de  souligner  que  les  théorèmes 1  et  2  ne  s’appliquent  pas 
aux estimateurs de domaine que nous avons utilisés.
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Tableau 1  REQMR relative pour une taille d’échantillon de 1 000 ménages 

Variable  REQMR  en %  % d’amélioration de l’EQM 
ˆ 
1 T  ˆ 

P T  ˆ 
1 H T  ˆ 

2 H T  ˆ 
1 H T  ˆ 

2 H T 

Occupé(e)  2,62  2,09  2,09  2,10  0,20 (0,26)  0,28 (0,27) 
Occupée F  3,78  3,05  3,01  3,02  2,63 (0,33)  2,09 (0,33) 
Revenu  2,56  2,20  2,19  2,19  1,04 (0,25)  0,75 (0,24) 
Faible revenu  5,04  4,87  4,89  4,90  0,62 (0,20)  1,12 (0,22) 
Heures travaillées  3,08  2,54  2,53  2,53  0,94 (0,28)  0,70 (0,28) 
Parent seul  12,50  12,73  12,02  11,65  10,84 (0,62)  16,31 (0,49) 
Arthrite  5,52  4,50  4,53  4,53  1,38 (0,17)  1,57 (0,18) 
Fumeur(se)  4,73  4,57  4,60  4,61  1,64 (0,18)  1,81 (0,20) 
PA élevée  6,80  5,30  5,35  5,36  1,70 (0,17)  2,06 (0,18) 
Santé passable/mauvaise  9,79  9,42  9,47  9,47  1,16 (0,16)  1,07 (0,18) 
Alcool  4,81  4,66  4,70  4,71  1,77 (0,16)  2,15 (0,18) 

Tableau 2  Amélioration  de  l’EQM  de  l’estimateur  GREG  au  niveau  du  ménage  ˆ 
1 H T 

comparativement à  ˆ P T 

Variable  % d’amélioration de l’EQM 
m = 500  1 000  2 000  5 000  10 000  ∞ 

Occupé(e)  0,65 (0,31)  0,20 (0,26)  1,02 (0,24)  0,90 (0,21)  2,17 (0,21)  1,85 
Occupée F  1,22 (0,37)  2,63 (0,33)  2,59 (0,33)  3,53 (0,31)  4,24 (0,31)  4,13 
Revenu  1,53 (0,31)  1,04 (0,25)  0,48 (0,24)  0,61 (0,19)  1,43 (0,19)  1,07 
Faible revenu  2,45 (0,27)  0,62 (0,20)  0,02 (0,18)  0,18 (0,15)  0,00 (0,00)  0,65 
Heures travaillées  0,26 (0,34)  0,94 (0,28)  1,72 (0,27)  1,61 (0,24)  2,64 (0,24)  2,12 
Parent seul  7,81 (0,69)  10,84 (0,62)  10,74 (0,61)  10,23 (0,57)  11,50 (0,58)11,21 
Arthrite  3,01 (0,24)  1,38 (0,17)  0,34 (0,12)  0,08 (0,09)  0,13 (0,07)  0,08 
Fumeur(se)  3,91 (0,25)  1,64 (0,18)  1,02 (0,12)  0,26 (0,08)  0,06 (0,07)  0,16 
PA élevée  2,93 (0,24)  1,70 (0,17)  0,86 (0,12)  0,31 (0,08)  0,04 (0,06)  0,08 
Santé passable/mauvaise  3,67 (0,25)  1,16 (0,16)  0,71 (0,12)  0,05 (0,08)  0,03 (0,06)  0,10 
Alcool  4,22 (0,23)  1,77 (0,16)  0,77 (0,12)  0,31 (0,08)  0,21 (0,07)  0,14 

Tableau 3  Amélioration  de  l’EQM  de  l’estimateur  GREG  au  niveau  du  ménage  ˆ 
2 H T 

comparativement à  ˆ P T 

Variable  % d’amélioration de l’EQM 
m = 500  1 000  2 000  5 000  10 000  ∞ 

Occupé(e)  1,85 (0,35)  0,28 (0,27)  1,25 (0,25)  1,05 (0,21)  2,22 (0,21)  1,98 
Occupée F  0,28 (0,39)  2,09 (0,33)  2,71 (0,33)  3,55 (0,29)  4,50 (0,30)  4,31 
Revenu  2,64 (0,31)  0,75 (0,24)  0,71 (0,22)  0,90 (0,17)  1,30 (0,16)  1,37 
Faible revenu  3,15 (0,30)  1,12 (0,22)  0,15 (0,18)  0,06 (0,15)  0,00 (0,00)  0,94 
Heures travaillées  1,51 (0,35)  0,70 (0,28)  1,98 (0,25)  1,79 (0,21)  2,57 (0,22)  2,26 
Parent seul  14,70 (0,53)  16,31 (0,49)  16,39 (0,47)  15,41 (0,44)  16,44 (0,44)  16,35 
Arthrite  3,31 (0,26)  1,57 (0,18)  0,05 (0,13)  0,12 (0,09)  0,10 (0,07)  0,16 
Fumeur(se)  3,82 (0,28)  1,81 (0,20)  0,69 (0,14)  0,21 (0,11)  0,28 (0,10)  0,57 
PA élevée  3,20 (0,26)  2,06 (0,18)  1,12 (0,13)  0,40 (0,09)  0,05 (0,07)  0,12 
Santé passable/mauvaise  4,02 (0,28)  1,07 (0,18)  0,57 (0,13)  0,09 (0,09)  0,00 (0,07)  0,15 
Alcool  5,00 (0,26)  2,15 (0,18)  0,82 (0,13)  0,49 (0,09)  0,29 (0,08)  0,18
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Tableau 4  REQMR relative médiane pour les estimateurs de domaine pour une taille d’échantillon 
m = 1 000 

Variable  Domaines âgesexe  Domaines régionaux 
ˆ 
1 T  ˆ 

P T  ˆ 
1 H T  ˆ 

2 H T  ˆ 
1 T  ˆ 

P T  ˆ 
1 H T  ˆ 

2 H T 

Occupé(e)  12,74  7,92  7,93  7,90  29,89  29,92  30,20  30,34 
Occupée F  13,12  8,32  8,36  8,34  34,64  34,65  35,03  35,16 
Revenu  13,25  8,43  8,49  8,47  28,04  28,12  28,43  28,51 
Faible revenu  21,17  18,77  18,96  18,94  42,71  42,85  43,24  43,33 
Heures travaillées  14,56  10,69  10,76  10,72  31,24  31,23  31,52  31,63 
Parent seul  96,20  96,33  97,64  96,69  92,99  93,30  94,37  93,50 
Arthrite  24,94  20,94  21,12  21,11  13,31  12,94  13,02  13,04 
Fumeur(se)  32,10  29,25  29,39  29,37  12,32  12,27  12,35  12,38 
PA élevée  27,01  23,80  23,97  23,95  15,83  15,31  15,44  15,45 
Santé passable/mauvaise  39,64  37,73  38,05  38,08  22,38  22,30  22,51  22,55 
Alcool  25,58  21,42  21,53  21,58  12,73  12,70  12,80  12,82 

Tableau 5  REQMR relative médiane pour les estimateurs de domaine pour une taille d’échantillon 
m = 10 000 

Variable  Domaines âgesexe  Domaines régionaux 
ˆ 
1 T  ˆ 

P T  ˆ 
1 H T  ˆ 

2 H T  ˆ 
1 T  ˆ 

P T  ˆ 
1 H T  ˆ 

2 H T 

Occupé(e)  3,77  2,35  2,32  2,31  8,85  8,85  8,87  8,88 
Occupée F  3,86  2,43  2,43  2,42  10,30  10,26  10,25  10,25 
Revenu  3,91  2,53  2,51  2,51  8,24  8,23  8,23  8,24 
Faible revenu  6,31  5,63  5,62  5,61  12,67  12,68  12,69  12,69 
Heures travaillées  4,29  3,15  3,15  3,12  9,26  9,25  9,27  9,27 
Parent seul  28,40  28,26  28,29  28,23  27,11  27,14  27,16  27,11 
Arthrite  7,40  6,26  6,27  6,27  3,98  3,85  3,85  3,85 
Fumeur(se)  9,53  8,58  8,58  8,57  3,69  3,67  3,68  3,67 
PA élevée  8,07  7,02  7,01  7,01  4,66  4,48  4,49  4,49 
Santé passable/mauvaise  11,69  11,02  11,02  11,01  6,75  6,69  6,69  6,69 
Alcool  7,74  6,43  6,43  6,43  3,87  3,85  3,85  3,85 

4.  Discussion 

L’estimateur GREG  au  niveau  de  la  personne  standard 
produit des pondérations inégales à l’intérieur des ménages. 
Les estimateurs GREG au  niveau  du ménage  peuvent  être 
utilisés pour obtenir des pondérations intégrées au niveau du 
ménage  et  de  la  personne,  ce  qui  est  avantageux  pour  les 
enquêtes  recueillant  de  l’information  sur  des  variables  au 
niveau du ménage ainsi qu’au niveau de la personne. Nous 
avons  démontré  dans  le  présent  article  que  l’avantage 
pratique de la pondération intégrée découlant de l’utilisation 
d’un estimateur GREG au niveau du ménage est associé à 
une perte  faible, voire nulle. Pour  les   grands échantillons, 
l’estimateur  GREG  au  niveau  du  ménage  a  une  variance 
sous le plan plus faible que l’estimateur GREG au niveau de 
la personne. Pour les échantillons plus petits, l’utilisation de 
l’estimateur GREG au niveau  du ménage produit,  au plus, 
un  faible  accroissement  de  la  variance  pour  certaines 

variables,  parce  que  cet  estimateur  est  équivalent  à  l’utili 
sation  d’un modèle  de  régression  contenant  un  plus  grand 
nombre de paramètres. Par conséquent, si  les pondérations 
intégrées  améliorent  la  cohérence  des  données  de  sortie 
d’une enquêteménage, l’adoption de l’estimateur GREG au 
niveau  du  ménage  ne  causera  qu’un  accroissement  faible, 
voire nul, de la variance et du biais des estimateurs. 
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Annexe 

Preuve des théorèmes 

Preuve du théorème 1 

Soit  1  Y Y T M = /  et  M = / 1  X X T  les  moyennes  de 
population de  1 g y  et  1 g x  respectivement. La variance de T % 
est 
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Nous montrons maintenant que (10) est satisfaite par  . h ∗ 

Par hypothèse,  h ∗  satisfait
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La division par  M  donne  1  0. Y − = 1 
T X h ∗  Donc,  le reste 

du  deuxième  membre  de  (10)  est  égal  à  zéro.  Donc,  h ∗ 
satisfait (10). 

Preuve du théorème 2 

Dénotons  par  «  »  l’inverse  généralisée  d’une  matrice. 
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Or,  C B  est une régression par les moindres carrés ordinaires 
de  1 g r  sur  , 1 g x  de sorte que 

1 

1 ( ) g 
g U 

r 
∈ 

− = . ∑  1 1  0 T 
C g g B x x 

Donc, (14) devient 
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2  1 

var [ ] var [ ] 

1 ( 1) 
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g U 

T T 

M m  M m M 
− 

∈ 

− =

− − . ∑  1 1 

% % 

T T 
C g g C B x x B 

Preuve du théorème 3 

L’estimateur  GREG  est  invariant  sous  des  transforma 
tions linéaires inversibles des variables auxiliaires. Donc, le 
modèle (9) peut être reparamétrisé pour donner 

[ ] ( ) M i E y = + − 1 2 
T T 

g g i x x x φ φ  (15) 

ou, de manière équivalente, 

[ ] M i E y =  T 
i z φ 

où 

  
=   −   

g 
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g i 

x 
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x  x 

et 

. 
  
  
  
  
  

=  1 
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φ 
φ 

φ 

Les  paramètres  du  modèle (15)  sont  reliés  à  ceux  du 
modèle (9) par = + 1 1 2 φ γ γ  et  . = 2 2 φ γ 

Partant de la définition 1, en notant que 

1 

g 
g s 

s U 
∈ 

= ∪ 

pour le plan supposé, l’estimateur par la régression généra 
lisée sous le modèle (15) est 
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Cependant,  ( ) 
g i U ∈ ∑ − =  0 g i x  x  pour chaque  . g  Donc (16) 
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Remarquons que (17) n’inclut pas  l’estimateur de  .2 φ  Les 
estimateurs par les moindres carrés 
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sont la solution de : 
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Par  hypothèse,  i g g c a N =  de  sorte  que  les  p  premiers 
éléments de cette équation sont : 
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Donc,  ˆ 1 φ  est  une  solution  de  (7).  Par  conséquent,  l’esti 
mateur GREG pour le modèle (9) est égal à  ˆ H T  à condition 
que  . i g g c a N = 
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Bootstrap avec moyenne ajustée pour l’échantillonnage à deux phases 
Hiroshi Saigo 1 

Résumé 
L’échantillonnage à deux phases est un plan utile lorsque l’on ne dispose pas de variables auxiliaires a priori. L’estimation 
de la variance sous ce plan est  toutefois compliquée, particulièrement si les fractions d’échantillonnage sont grandes. Le 
présent  article décrit  une méthode bootstrap simple pour  l’échantillonnage aléatoire simple à deux phases sans remise  à 
chaque phase avec fraction d’échantillonnage élevée. Elle est applicable à l’estimation des fonctions de répartition et des 
quantiles, puisqu’aucune remise à l’échelle n’est effectuée. La méthode peut être étendue à l’échantillonnage à deux phases 
stratifié en répétant indépendamment la procédure proposée dans diverses strates. L’estimation de la variance de certains 
estimateurs classiques, comme les estimateurs par le ratio et par la régression, est étudiée à titre d’exemple. Une étude par 
simulation est réalisée pour comparer la méthode proposée aux estimateurs de la variance existants pour l’estimation des 
fonctions de répartition et des quantiles. 

1.  Hiroshi Saigo, Faculty of Political Science and Economics, Waseda University, 161 Nishiwaseda, Shinjuku Tokyo 1698050, Japon. 

Mots clés :  Échantillonnage double; rééchantillonnage; estimation de la variance. 

1.  Introduction 

L’échantillonnage  à  deux  phases  ou  échantillonnage 
double est un outil puissant pour l’estimation efficace dans 
les  sondages. Habituellement,  on  tire  un  grand échantillon 
de première phase où les variables auxiliaires, corrélées aux 
caractéristiques  d’intérêt  et  relativement  faciles  à  obtenir, 
sont  observées.  Puis,  on  sélectionne  un  petit  sous 
échantillon à partir de l’échantillon de première phase pour 
mesurer les caractéristiques d’intérêt qui sont plus difficiles 
à obtenir. À l’étape de l’estimation, les variables auxiliaires 
de  la  première  phase  sont  utilisées  pour  obtenir  un 
estimateur efficace. 

Une  formule explicite  de  la variance d’échantillon  d’un 
estimateur  peut  être  compliquée,  voire  même  inexistante 
sous  échantillonnage  à  deux  phases.  Par  conséquent,  les 
méthodes  de  rééchantillonnage,  comme  le  jackknife  et  le 
bootstrap, sont séduisantes dans ces conditions. Rao et Sitter 
(1995) et  Sitter  (1997)  ont  étudié  l’approche  du  jackknife 
avec  suppression  d’une  unité  pour  les  estimateurs  par  le 
ratio et par la régression sous échantillonnage à deux phases 
et  constaté  que  la  méthode  produit  des  estimations  de  la 
variance  convergentes  par  rapport  au  plan  ayant  des 
propriétés  conditionnelles  désirables  sachant  les  variables 
auxiliaires. 

Une faiblesse du jackknife avec suppression d’une unité 
est qu’il ne permet pas de traiter l’estimation des quantiles. 
De  surcroît,  l’intégration  de  la  correction  pour  population 
finie dans  l’estimation de  la variance par  le jackknife sous 
échantillonnage  à  deux  phases  n’est  pas  une  question 
triviale (voir Lee et Kim 2002 et Berger et Rao 2006). Le 
bootstrap, par contre, élimine ces problèmes s’il est formulé 
convenablement. 

Plusieurs  méthodes  bootstrap  ont  été  proposées  et  étu 
diées pour l’échantillonnage à deux phases. Schreuder, Li et 
Scott (1987), Biemer et Atkinson (1993) et Sitter (1997) ont 
considéré des méthodes bootstrap similaires qui fournissent 
une  estimation  de  la  variance  convergente  lorsque  les 
fractions d’échantillonnage  sont négligeables. Rao et Sitter 
(1997)  ont  proposé  un bootstrap avec  rééchelonnage pour 
les fractions d’échantillonnage élevées. 

Un  inconvénient  de  l’approche  de  rééchelonnage  est 
qu’elle ne permet pas de traiter l’estimation des fonctions de 
répartition  ni  des  quantiles.  Dans  le  présent  article,  nous 
proposons  un  bootstrap  corrigé  sur  la  moyenne  pour 
l’échantillonnage à deux phases qui permet l’estimation des 
fonctions  de  répartition  et  des  quantiles.  La  méthode  est 
simple et englobe les méthodes existantes pour les fractions 
d’échantillonnage  négligeables  à  titre  de  cas  particuliers. 
Récemment, Kim, Navarro et Fuller (2006) ont étudié l’esti 
mation de la variance par rééchantillonnage sans rééchelon 
nage  pour  l’échantillonnage  à  deux  phases  dans  un  cadre 
plus généralisé que celui du présent article. Toutefois, notre 
méthode  diffère  en  ce  que  la  correction  pour  population 
finie y est intrinsèque. 

La  présentation  de  l’article  est  la  suivante.  La  section 2 
décrit  le  bootstrap  avec  moyenne  ajustée  pour  l’échantil 
lonnage à deux phases. La section 3  illustre  le fonctionne 
ment  de  la  méthode  proposée  pour  certains  estimateurs 
classiques. La section 4 décrit l’exécution d’une simulation 
pour  l’estimation  des  fonctions  de  répartition  et  des  quan 
tiles. La section 5 comprend la discussion d’autres applica 
tions du bootstrap avec moyenne ajustée. Enfin, les conclu 
sions sont présentées à la section 6.
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2.  Bootstrap avec moyenne ajustée 

Pour  simplifier  la  notation,  nous  supposons  ici  qu’il 
n’existe qu’une  seule  strate. Pour étendre  notre méthode à 
l’échantillonnage  stratifié,  il  suffit  de  répéter  la  même 
procédure  indépendamment  dans  diverses  strates  pour 
obtenir  un  échantillon  bootstrap  (voir  Rao  et  Sitter  1997, 
pages 759 à 762). 

Soit  P  l’ensemble  d’étiquettes  d’unité  dans  une 
population de taille  . N  Supposons que l’on sélectionne un 
échantillon aléatoire simple sans remise (EASSR) de taille 
A B n +  à  partir  de  P  et  dénotons  les  étiquettes  échan 

tillonnées  par  . A B +  La variable auxiliaire  (le  vecteur  de 
variables auxiliaires)  i x  est observée pour  . i A B ∈ +  Puis, 
nous  tirons  un  EASSR  de  deuxième  phase  de  taille 
A A B n n + <  à  partir  de  A B +  et  dénotons  les  étiquettes 

échantillonnées  par  . A  La  caractéristique  (le  vecteur  de 
caractéristiques)  i y  est  mesurée  pour  . i A ∈  Soit  B = 
( ) ,  B A B A B A n n + + − = −  , { : }, { : A A i A i n y i A x = ∈ = y x 

}, i A ∈  et  { : B j x = x  }. j B ∈  Nous supposons qu’un esti 
mateur approximativement sans biais par rapport au plan du 
paramètre θ  peut  s’écrire  sous  la  forme  ˆ  ( , , A A t θ =  y x 

). B x 
Sous la méthode proposée, nous construisons un échan 

tillon bootstrap comme il suit. 

1.  Considérer  A  comme un EASSR de taille  A n  tiré 
de  . P  Choisir  A n  unités  à  partir  de  A  par  une 
méthode bootstrap  appropriée  pour  un  EASSR  de 
taille  A n  tiré  de  . P  Dénoter  les  étiquettes 
échantillonnées par  * . A 

2.  Considérer  B  comme un EASSR de taille  B n  tiré 
de  P A −  , sachant que  A  a été sélectionné. Choisir 
B n  unités à partir de  B  par une méthode bootstrap 

appropriée  pour  un  EASSR  de  taille  B n  tiré  de 
. P A −  Dénoter les étiquettes échantillonnées  * . B 

3.  Pour  * , j B ∈  définir  l’ajustement  de  la  moyenne 
comme étant  , j x %  où 

* ( ) / (1 ), j j A A A A x x f x x f = + − − %  (1) 

avec  * * 
1 1 , , i A i A A A i A i A x n x x n x − − 

∈ ∈ ∑ ∑ = =  et  A f = 
/ . A n N 

4.  Soit  * * 
* * { : }, { : }, i i A A y i A x i A = ∈ = ∈ y x  et 

* B 
= % x  * { : }. j x j B ∈ %  L’analogue  bootstrap  de  ˆ θ 

est alors donné par  * * * 
* ˆ  ( , , ). A A B t θ = % y x x 

Pour les méthodes bootstrap applicables à une population 
finie,  voir Shao et Tu (1995,  chapitre 6).  Le  bootstrap  de 
Bernoulli (BBE) proposé par Funaoka, Saigo, Sitter et Toida 
(2006) convient  pour  notre méthode,  pour  une  raison  que 
nous mentionnerons  plus  loin. Pour  obtenir  un échantillon 
bootstrap  * A  dans  le  BBE,  nous  procédons  à  un 

remplacement  aléatoire  de  chaque  i  dans  : A  garder  le 
couple  ( , ) i i x y  dans  l’échantillon  bootstrap  avec  une 
probabilité  1 1 {1 (1 ) A p n − − = − −  1/ 2 (1 )} A f −  ou  le  rem 
placer  par  celui  sélectionné  aléatoirement  à  partir  de  . A 
Pour le cas où  [0, 1], p∉  voir Funaoka et coll. (2006). 

Pour estimer la variance de  ˆ , θ  répéter les étapes 1 à 4 un 
grand nombre K  de fois et utiliser 

1 * * 2 
boot ( ) ( ) 

1 

ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) , 
K 

k 
k 

v K − 
⋅ 

= 

θ = θ − θ ∑  (2) 

où  * 
( ) 
ˆ 
k θ  est  la valeur de  * ˆ θ  dans le  ième k  échantillon boot 

strap et  * 1 * 
( ) ( ) 
ˆ ˆ  . k  k K − 

⋅ ∑ θ = θ 
Quand  A f  est  négligeable,  l’ajustement  de la moyenne 

(1)  est  inutile.  La  méthode  susmentionnée  se  réduit  alors 
pour un grand  A n  à celle de Schreuder et coll. (1987) et de 
Sitter (1997). 

La méthode bootstrap proposée est motivée par les deux 
observations  qui  suivent.  En  premier  lieu,  posons  que  les 
plans d’échantillonnage I et II sont [ , P A B A B → + + → 
] A  et  [ , P A P → −  ], A B →  respectivement,  où → 

signifie  que  « le  deuxième  membre  est  un  EASSR 
provenant du premier membre ». Alors, I et II implémentent 
le plan de sondage identique. En fait, la probabilité d’échan 
tillonnage  attribué  à  un  échantillon  particulier  1 { ( , i = i 
2 , ..., i  1 2 ) , ( , , ..., ) } 

A B n n i A j j j B ∈ = ∈ j  dans  I  est 
Pr{ , A ∈ i  1 } [ ] 

A B A B A N n n n B C C 
+ + 

− ∈ = × = j  ! !( A B n n N − 
)! / !, A B n N +  tandis  qu’elle  est  Pr{ , } A B ∈ ∈ = i j 

[ 
A N n C ×  1 ] 

A B N n n C − 
− =  ! !( )!/ ! A B A B n n N n N + −  dans  II.  De 

toute  évidence,  la  distribution  d’échantillonnage  d’un  esti 
mateur sous échantillonnage répété dépend du plan d’échan 
tillonnage.  Donc,  il  est  commode  de  supposer  que  II  est 
réalisé, même si I est employé. 

En  deuxième  lieu,  pour  justifier  l’ajustement  de  la 
moyenne  (1),  observons  que  la  moyenne  de  x  de  l’en 
semble  , P A −  ou  l’espérance  conditionnelle  de  B x  sous 
échantillonnage  répété  sachant  , A  est  ( P A X X − = − 

) /(1 ). A A A f x f −  La  valeur bootstrap de  P A X −  est  donnée 
par  * * * * ( ) / (1 ). P A A A A X X f x f 

− 
= − −  Donc,  l’équation  (1) 

équivaut  à  * , j j P A  P A x x X X − − 
= − + %  un  ajustement  de  la 

moyenne semblable à celui proposé par Rao et Shao (1992) 
dans le  contexte de l’imputation hot deck sous mécanisme 
de réponse uniforme. Cet ajustement de la moyenne fait en 
sorte qu’existent  les  corrélations appropriées  entre  x  dans 

* A  et  x  dans  * B  nécessaires  pour que  l’estimation  de  la 
variance  soit  convergente  lorsque  les  fractions  d’échan 
tillonnage sont élevées (voir Rao et Sitter 1997, page 760). 
Notons  que  la  condition  * A  A n n =  ou  * A  A f f =  est  es 
sentielle  à  l’annulation  de  X  dans  l’ajustement  de  la 
moyenne.  Par  conséquent,  le  bootstrap  avec  moyenne 
ajustée requiert  une méthode bootstrap pour  l’EASSR qui 
retient la taille originale d’échantillon, telle que le BBE.
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Nous  montrons  à  l’annexe A que  la méthode bootstrap 
proposée produit une estimation de la variance convergente 
par rapport au plan pour la classe d’estimateurs étudiés par 
Rao  et  Sitter  (1997).  Puisqu’aucun  rééchelonnement  n’est 
effectué,  la  méthode  s’applique  aussi  à  l’estimation  des 
fonctions  de  répartition.  Sous  certaines  conditions  de 
régularité pour la fonction de répartition de population, elle 
produit  des  estimateurs  de  la  variance  convergent  par 
rapport au plan pour les quantiles. 

3.  Illustrations 

3.1  Estimateur par le ratio 

En  guise  d’illustration,  commençons  par  considérer 
l’estimateur  par  le  ratio  , r A A B y r x + =  où  A r =  / , A A y x 

/ , A A A B w n n + =  et  A B x + =  (1 ) . A A A B w x w x + −  Soit  * 
r y = 

* * * ( / ){  A A A A y x w x +  * (1 ) }, A  B w x − %  l’analogue  bootstrap  de 
. r y  En  utilisant  les  résultats  de  l’annexe  A  avec  ( ,A h y 
, ) ( / ) A B A A x x y x =  { (1 ) }, A A A B w x w x + −  nous  pouvons 

approximer  la  variance  de  * 
r y  sous  la  méthode  bootstrap 

proposée  * 
* ( ) r V y  par 

* 2 2 
* 

2 2 2 

(1 )  ˆ ( ) ( / ) 

(1 )  ˆ 2( / ) 

(1 ) ( ) (1 ) ˆ ˆ  , 
(1 ) (1 ) 

A 
r A B A dA 

A 

A B 
A B A A dxA 

A B 

A B A A A 
A xA xB 

A B A A 

f 
V y x x S 

n 
f 

x x r S 
n 

f w f w 
r S S 

n f f 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

− 

− 
+ 

  − − − 
+ +   − −   

B 

(3) 

où  2 1 2 ˆ  ( 1) ( ) , i A dA A i A i S n y r x − 
∈ ∑ = − −  1 ˆ  ( 1) dxA A S n − = − 

( ) ( ), i A  i A i i A y r x x x ∈ ∑ − −  2 1 2 ˆ  ( 1) ( ) , i A xA A i A S n x x − 
∈ ∑ = − − 

et  2 1 2 ˆ  ( 1) ( ) . i B xB B i B S n x x − 
∈ ∑ = − −  Le  deuxième  membre 

de (3) peut être décrit comme un estimateur de la variance 
par  « bootstraplinéarisation ».  Nous  le  dénotons  par 
BL ( ). r v y  Soulignons  que  BL ( )r v y  est  presque  identique  à 

l’estimateur jackknifelinéarisation de la variance de Rao et 
Sitter (1995), 

2 2 
JL 

2 2 

(1 )  ˆ ( ) ( / ) 

(1 )  ˆ 2( / ) 

(1 )  ˆ  , 

A 
r A B A dA 

A 

A B 
A B A A dxA 

A B 

A B 
A xA B 

A B 

f 
v y x x S 

n 
f x x r S 

n 
f 

r S 
n 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 
+ 

+ 

− 
= 

− 
+ 

− 
+  (4) 

où  2 1 2 ˆ  ( 1) ( ) , A B xA B A B i A B S n x x − 
+ + + + ∑ = − −  qui  concorde 

avec  l’équation 4.8  de  Demnati  et  Rao  (2004),  page 25. 
Puisqu’ils  sont  proches  de  JL * ( ), ( ), r lr v y V y  son  approxi 
mation  de  Monte  Carlo  * 

boot ( ) r v y  et  BL ( ) lr v y  devraient 
donner  de  bons  résultats  non  seulement  inconditionnelle 
ment, mais  conditionnellement à  ( / ) A B A x x +  également.  Il 
est  intéressant  de  souligner  que  la  linéarisation  de Taylor 
dans  la  dérivation  de  BL ( ) r v y  est  effectuée  autour  des 

moyennes d’échantillon et non des moyennes de population 
(voir  le  commentaire  fait  par  Demnati  et  Rao  2004, 
page 21). 

3.2  Estimateur par la régression 

Nous  considérons  maintenant  l’estimateur  par  la 
régression.  L’estimateur  de  la  moyenne  de  population  est 

( ) lr A A A B A y y b x x + = + − =  (1 ) ( ), A A A B A y w b x x + − −  où 
2 ˆ ˆ / A xyA xA b S S =  avec  ˆ 

xyA S =  1 ( 1) ( ) ( i A A i A i n x x y − 
∈ ∑ − − − 

). A y  Soit  * 
*  (1 lr  A y y = + −  * * * ) ( ). A  A B A w b x x − %  En utilisant 

les  résultats  de  l’annexe A  (voir  aussi  l’annexe B),  nous 
avons 

* 
* 02 

2 2 2 

2 
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(1 ) (1 ) 
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(5) 

où  2 ˆ ( ) /{( 1) }, ( A A A B A A xA pq A z n x x n S m n + = − − = − 
1 1) ( ) , p q 

i A  i A i x x e − 
∈ ∑ −  ( ), i i A A i A e y y b x x = − − −  et  A a = 

. A A A y b x −  Nous appelons le deuxième membre de (5) un 
estimateur bootstraplinéarisation de la variance de  lr y  et le 
dénotons par  BL ( ). lr v y  L’estimateur jackknifelinéarisation 
de la variance de  lr y  (Sitter 1997, page 781) est 

2 2 
JL 02 

2 2 2 2 

2 2 2 

(1 ) (1 )  ˆ ( ) 

( ) ( ) 2 
(1 ) (1 ) 

( ) ( ) 2  , 
(1 ) ( 1) 

A A B 
lr A xA B 

A A B 

i A i i A i A A 

i A i A  i A i A 

i A i A B i A A 

i A  i A A B 

f f 
v y m b S 

n n 

x x e x x e z z 
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x x x x e z b 
c n n 
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+ 

∈ ∈ 

+ 

∈ + 

− − 
= + 

− − 
+ + 

− − 

− − 
+ 

− − 

∑ ∑ 

∑  (6) 

où  1 2 2 ˆ ( ) /{( 1) }, i A i A A xA c n x x n S − = + − −  les valeurs d’effet 
de  levier.  Partant  de  (5)  et  (6),  boot BL ( ), ( ) lr lr v y v y  et 
JL ( ) lr v y  donnent  des  résultats  similaires  à  condition  que 

0, A B f + B  que  A n  soit suffisamment grand pour que tous 
les  i c  soient  presque  nuls  et  que  le  dernier  terme  du 
deuxième membre de (5) soit négligeable. 

3.3  Estimation des fonctions de répartition 

À titre d’exemple, prenons l’estimateur du maximum de 
vraisemblance pseudoempirique calé  sur  un modèle  (ME)



74  Saigo : Bootstrap avec moyenne ajustée pour l’échantillonnage à deux phases 

Statistique Canada, N o 12001 au catalogue 

sous échantillonnage à deux phases proposé par Wu et Luan 
(2003) et défini par 

ME 
ˆ  ( ) ( ), ˆ i i 

i A 
F t p I y t 

∈ 

= ≤ ∑  (7) 

où  ˆ i p  maximise  la  fonction  de  pseudovraisemblance 
ˆ( ) ( / ) log A  A i l p N n p ∑ =  sous  les  contraintes  a)  A  i p ∑ = 
1(0 1); i p < <  et  b)  1 

A A B i i A B i p g n g − 
+ + ∑ ∑ =  où  i g = 

( , ) ( ) i i g x t P y t x = ≤ |  sous  un certain modèle  de  travail. 
Par  exemple,  nous  pouvons  supposer  que  log ( /(1 i g − 
)) i g =  i x′ θ  avec  une  fonction  de  variance  ( ) V g = 
(1 ). g g −  Chen,  Sitter  et Wu  (2002) ont montré  un  algo 

rithme  simple  pour  le  calcul  de  . ˆ i p  Il  peut  être  démontré 
(voir Wu et Luan 2003) que, sous l’échantillonnage à deux 
phases considéré dans le présent article, 

{ } 

1 
ME 

1 1 1/ 2 

ˆ  ( ) ( ) 

( ), 

A i 
i A 

A B i A i p A 
i A B i A 

F t n I y t 

n g n g o n 

− 

∈ 

− − − 
+ 

∈ + ∈ 

= ≤ 

+ − β + 

∑ 

∑ ∑ 

où  2 ( ) ( ) / ( ) P P i i g g I y t g g ∑ ∑ β = − ≤ −  avec  g = 
1  . P  i N g − ∑  Notons  que  cette  équation  n’est  pas  utilisée 

dans  l’estimation,  mais  elle  montre  que  la  variance  de 
ME 
ˆ  ( ) F t  peut  être  estimée  par  le  bootstrap  avec  moyenne 
ajustée, puisque  ME 

ˆ  ( ) F t  est approximé par un estimateur de 
type régression. 

3.4  Estimation des quantiles 

L’estimation des quantiles peut être obtenue directement 
en inversant  ˆ ( ) F t  par  1 ˆ ˆ ( ) inf { : ( ) } F t F t − α = ≥ α  pour un 
certain  (0, 1). α ∈  Par exemple, si on utilise (7), alors une 
estimation des quantiles est donnée par  ( ) , k y  où  ( ) k y  est la 
statistique de  ième k  ordre de  y  telle que  1 

1  ( ) ˆ k 
i  i p − 
= ∑ < α  et 

1  ( ) ˆ k 
i  i p = ∑ ≥ α  (Chen  et Wu  2002).  Sous  certaines  condi 

tions spécifiées dans Chen et Wu (2002), une représentation 
de  type  Bahadur  de  1 

ME 
ˆ  ( ) F − α  peut  être  établie.  Donc, 

l’estimateur  de  la  variance  par  le bootstrap  avec moyenne 
ajustée  pour  1 

ME 
ˆ  ( ) F − α  est  convergent  par  rapport  au  plan. 

Notons qu’il n’existe aucune forme explicite de l’estimateur 
de la variance pour  1 

ME 
ˆ  ( ) F − α  , mais qu’on peut appliquer un 

estimateur  de  la  variance  convergent  basé  sur  l’estimation 
d’intervalle deWoodruff (Woodruff 1952). 

4.  Simulation 

4.1  Population et échantillonnage 

Nous avons réalisé une étude par simulation afin d’exa 
miner  l’estimation  de  la  variance  par  le  bootstrap  avec 
moyenne ajustée pour les estimateurs de la section 3. Nous 
présentons ici les résultats pour l’estimation des fonctions de 
répartition et des quantiles. Les résultats pour les estimateurs 

par le ratio et par la régression peuvent être obtenus auprès 
de l’auteur sur demande. 

Pour  commencer,  nous  avons  généré  la  variable  auxi 
liaire  x  pour une population finie  P  de taille N= 2 000 en 
utilisant une loi Gamma(1, 1). La variable dépendante  y  a 
ensuite  été  générée  au  moyen  de  i y =  , i i i x x v +  où 

2 (0, 0,5 ). i v N ∼  Un EASSR  A B +  de taille  800 A B n + = 
a été sélectionné à partir de la population, puis un EASSR 
A  de taille  200 A n =  a été sélectionné à partir de  . A B + 
La population est demeurée fixe au cours des exécutions de 
la  simulation,  puisque  nous  nous  concentrons  sur  les 
propriétés de l’échantillonnage répété par rapport au plan. 

4.2  Estimation des fonctions de répartition 

Pour l’estimation des fonctions de répartition, nous avons 
pris  ME 

ˆ  ( ) F t  comme exemple. D’autres estimateurs, comme 
ceux  de Chambers et Dunstan  (1986) et de Rao, Kovar et 
Mantel (1990) peuvent être traités de la même façon quand 
un estimateur approximativement sans biais par rapport au 
plan. Nous avons supposé que le modèle de travail pour  g 
dans  ME 

ˆ  ( ) F t  était  le  logit avec variance binomiale. L’esti 
mateur bootstrap de la variance  boot ME 

ˆ ( ( )) v F t  a été calculé 
avec  K =  200. Nous avons utilisé  le BBE pour construire 
un  échantillon  bootstrap.  Le  nombre  total  de  simulations 
était  M =  5 000, tandis que l’EQM réelle de  ME 

ˆ  ( ) F t  à un 
temps  t  donné a été estimée sur 50 000 exécutions. 

Nous avons comparé  boot ME 
ˆ ( ( )) v F t  à trois estimateurs de 

la variance : l’estimateur analytique de Wu et Luan (2003), 
le  jackknife  avec  suppression  d’une  unité  standard  et  le 
jackknife  avec  suppression  d’une  unité  et  une  correction 
pour  population  finie ad hoc. L’estimateur  de Wu et Luan 
(2003) est 

1 1 2 1 1 2 
ME 

ˆ ˆ ˆ ( ( )) ( ) ( ) , a A B I A A B D v F t n N S n n S − − − − 
+ + = − + − 

où les deux composantes  2 ˆ S  sont estimées respectivement 
par 

2 2 

: , 

: , 

1 ˆ 
( 1) 

1  ˆ  , 
( 1) 

ij 
j i i j A B A B A B 

ij F 
j i i j A A A 

S s u 
n n 

u 
n n 

> ∈ + + + 

> ∈ 

 = +  −  

 − β  −  

∑ 

∑ 

où  2 1 
: , { ( 1)} , i j i j A A A ij s n n v − 

< ∈ ∑ = −  et  ˆ 
F β =  : , i j i j A < ∈ ∑ 

2 
: , /  i j i j A ij ij ij u v u < ∈ ∑  avec  ij u  et  ij v  spécifiés  comme  suit : 

Pour  2 2 ˆ  , ( ) I ij i j S v I I = −  et  2 ( ) ˆ ˆ ij i j u g g = −  avec  i I = 
( ) i I y t ≤  et  ( , ) ˆ ˆ i i g g x t =  estimé  en  ; A  pour  2 ˆ  , D ij S v = 

2 ˆ ˆ ( ) i j D D −  et  (1 ) (1 ) ˆ ˆ ˆ ˆ ij i i j j u g g g g = − + −  avec  ˆ 
i D = 

ˆ ˆ , ( ) / ( ˆ ˆ ˆ ˆ i A i A i i i i A i I g I g g g ∈ ∈ ∑ ∑ − β β = − −  2 ) ˆ A g  et  ˆ A g = 
1  . ˆ i A A i n g − 

∈ ∑
La  formule  du  jackknife  avec  suppression  d’une  unité 

standard est donnée par
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2 
( ) ( ) 

( 1) ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) , A B 
J j 

j A B A B 

n 
v 

n 
+ 

− ⋅ 
∈ + + 

− 
θ = θ − θ ∑ 

où  ME ( ) 
ˆ ˆ ˆ  ( ),  j F t − θ = θ  est  la  ej  pseudoestimation  par  le 

jackknife  et  1 
( ) ( ) 
ˆ ˆ  . j A B A B j n − 

∈ + ⋅ + − ∑ θ = θ  Notons  que,  pour 
, j A ∈  j y  et  j x  sont  toutes  deux  éliminées  de  l’échan 

tillon,  tandis  que  pour  , j B ∈  seul  j x  est  éliminée  (voir 
Rao et Sitter 1995 et Sitter 1997). La formule avec correc 
tion  pour  population  finie  ad hoc  est  ME 

ˆ ( ( )) Jfpc v F t = 
ME 
ˆ (1 ) ( ( )). A B J f v F t + − 

Le  tableau  1  présente  le  biais  relatif  (%biais)  et  le 
coefficient  de  variation  (CV)  des  quatre  estimateurs  de  la 
variance pour  ME 

ˆ  ( )( 0,10, 0,25, 0,50, 0,75, 0,90), F t α α = 
où  ( ) . F t α = α  Ici, %Biais  et CV  ont  été  calculés  sous  la 
forme  1 ( ) 

1 %Biais 100 ( EQM) / EQM m M 
m M v − 

= ∑ = × −  et 
CV =  1 ( ) 2 1/2 

1 [ ( EQM) ] / EQM, m M 
m M v − 

= ∑ −  respective 
ment, où  ( ) m v  est une estimation de la variance dans la m e 

exécution  de  la  simulation.  Le  tableau 1  démontre  que 
ME 
ˆ ( ( )) J v F t  présente  un  biais  par  excès,  puisque  les 

fractions  d’échantillonnage  ne  sont  pas  négligeables,  que 
ME 
ˆ ( ( )) Jfpc v F t  présente un biais par défaut puisque le facteur 

d’ajustement  ad hoc  (1 ) A B f + −  est  trop  faible,  et  que 
ME 
ˆ ( ( )) a v F t  et  boot ME 

ˆ ( ( )) v F t  sont  tous  deux  approxi 
mativement sans biais, quoique le dernier  soit un peu plus 
instable,  ce  qui  est  typique  d’une  méthode  de  rééchan 
tillonnage. 

Tableau 1  Estimation  de  la  variance  pour  l’EMV  pseudo 
empirique  ˆ ME ( ) t F  α 

α 
Estimateur  0,10  0,25  0,50  0,75  0,90 
boot  ME ˆ ( ( )) v t F α  %Biais  0,27  0,22  0,64  0,83  2,73 

CV  0,19  0,14  0,14  0,15  0,24 
ME ˆ ( ( )) a v t F α  %Biais  2,29  2,03  0,47  1,95  3,26 

CV  0,17  0,11  0,09  0,11  0,19 
ME ˆ ( ( )) J v t F α  %Biais  14,24  17,29  22,98  23,80  24,97 

CV  0,24  0,21  0,25  0,27  0,36 
ME ˆ ( ( )) Jfpc v t F α  %Biais  31,45  29,63  26,21  25,72  25,02 

CV  0,33  0,30  0,27  0,27  0,30 

En  nous  inspirant  de  Royall  et  Cumberland  (1981a, 
1981b),  nous  avons  ordonné  les  M = 5 000  échantillons 
simulés sur les valeurs de  , A B A x x + −  nous les avons classés 
en  vingt  groupes  consécutifs  de  250 G =  dans  chacun 
desquels  l’EQM  conditionnelle  (EQM ) c  simulée  et  la 
moyenne conditionnelle de  ( ( )) c v E v  ont été calculées. La 

figure 1  montre  la  représentation  graphique  d’ EQM c  et 
d’  ( ) c E v  en fonction des moyennes de groupe de  A B A x x + − 
pour  0,10 t  et  0,90 . t  On  constate  que  ME 

ˆ ( ( )) a v F t  et 
boot ME 

ˆ ( ( )) v F t  ont  tous  deux  le  même  comportement 
conditionnellement à  . A B A x x + −  Les estimateurs jackknife 
de  la  variance,  ME 

ˆ ( ( )) J v F t  et  ME 
ˆ ( ( )), Jfpc v F t  quoique 

biaisés, suivent une tendance de l’ EQM c . 

4.3  Estimation des quantiles 
Par  inversion  directe  de  ME 

ˆ  ( ), F t  nous  estimons  le 
quantile α . Pour obtenir  ˆ i p  pour  ME 

ˆ  ( ), F t  nous avons fixé 
t  à la valeur  ˆ , t α  où 

1 ˆ  inf { : ( ) }, A A i t t n I y t − 
α ∑ = ≤ ≥ α  un 

estimateur utilisant uniquement  { : }. i y i A ∈  Pour l’estima 
tion de la variance, nous avons créé K = 1 000 échantillons 
bootstrap.  En  vue  de  comparaison,  nous  avons  également 
calculé  l’estimateur de la variance de Woodruff (Woodruff 
1952 et Shao et Tu 1995, page 238), 
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ˆ ˆ ME 1 / 2 ME 1 / 2 1 

ME 
1 / 2 

ˆ ˆ ( ) ( ) ˆ ˆ ˆ ( ( )) , 
2 
F F 

W 
F F 

v F 
− − 

−κ −κ − 

−κ 

  α +ζ σ − α −ζ σ 
α =   

ζ     

où  2 
ˆ  ME 

ˆ ( ( )) ˆ F  v F t σ =  avec  1 
ME 
ˆ  ( ) t F − = α  et  1 / 2 −κ ζ  est  le 

(1 / 2) − κ  quantile de  (0, 1). N  Soit  0,05 κ =  , quoique le 
meilleur  choix  de κ  soit  inconnu.  Les  mesures  de 
performance, %Biais et CV, ont été calculées surM= 5 000 
exécutions, tandis que l’EQM réelle a été estimée sur 50 000 
exécutions de la simulation. 

Le  tableau 2  résume  les  résultats  pour  l’estimation  des 
quantiles.  Il  démontre  que  le  bootstrap  avec  moyenne 
ajustée  produit  un  biais  par  excès  dans  l’estimation  de 

1 
ME 
ˆ ( ( )), V F − α  mais un biais négligeable dans l’estimateur de 

la variance deWoodruff. 

Tableau 2  Estimation de la variance pour les quantiles 
α 

Estimateur  0,10  0,25  0,50  0,75  0,90 
1 

boot  ME ˆ ( ( )) v  F 
− α  %Biais  6,27  14,32  10,05  10,02  10,28 

CV  0,53  0,53  0,51  0,52  0,61 
1
ME ˆ ( ( )) W v  F 
− α  %Biais  1,64  3,75  2,92  0,70  3,67 

CV  0,50  0,45  0,45  0,46  0,52 

La  figure 2  montre  les  propriétés  conditionnelles  de 
1 

boot ME 
ˆ ( ( )) v F − α  et  de  1 

ME 
ˆ ( ( )) W v F − α  pour  0,10, 0,90. α = 

Nous  voyons  que  1 
boot ME 

ˆ ( ( )) v F − α  et  1 
ME 
ˆ ( ( )) W v F − α  suivent 

tous deux l’ EQM c  de  la même  façon, quoique le premier 
possède uniformément un biais par excès.



76  Saigo : Bootstrap avec moyenne ajustée pour l’échantillonnage à deux phases 

Statistique Canada, N o 12001 au catalogue 

Figure 1 EQMc et Ec(v) pour  ˆ ME ( ) α F t 

Figure 2 EQMc etEc(v) pour l’estimation des quantiles 

5.  Remarques supplémentaires 

5.1  Échantillonnage à deux phases stratifié 

Supposons  qu’une  population  doit  être  stratifiée  en  H 
strates, mais qu’on ne dispose d’aucune information pour la 
stratification. Une solution possible dans cette situation est 
de commencer par obtenir un EASSR de taille n′  à partir de 
la population, d’observer les variables auxiliaires, y compris 
celles pour la stratification, de stratifier l’échantillon en  H 
strates et, dans chaque strate, de tirer un EASSR de taille  h n 
à partir de  h n′  unités appartenant à la strate h  dans l’échan 
tillon. Voir, par exemple, Cochran (1977, section 12.2) pour 
les détails. 

Soit  h N  la taille de la strate h  dans la population. Sous la 
condition  0, h n′ >  l’échantillonnage de première phase dans 
la strate h  décrit plus haut est équivalent à l’échantillonnage 
aléatoire  simple  sans  remise  de  taille  h n′  dans  la  strate  h 
réalisé  de  façon  indépendante  dans  chacune  des  strates. 

Donc, sachant  h n′  ( 1 ), h … H = , ,  le bootstrap avec moyenne 
ajustée  peut  être  appliqué  indépendamment  dans  diverses 
strates pour obtenir un échantillon bootstrap. Quand  h N  est 
inconnu,  comme  cela  est  habituellement  le  cas  pour 
l’échantillonnage à deux phases stratifié, on peut utiliser un 
estimateur sans biais  ˆ  ( ) h h  N n n N ′ ′ = /  dans le bootstrap avec 
moyenne ajustée. Dans ce cas, la fraction d’échantillonnage 
n N ′/  est habituellement utilisée dans toutes les strates. 
Notons  toutefois que  la présente  discussion est  légitime 

pour  l’estimation  sachant  les  tailles  d’échantillon  de  pre 
mière  phase.  La  variance  due  à  la  variable  h n′  peut  être 
grande. Pour l’estimation non conditionnelle de la variance, 
voir Kim et coll. (2006). 

5.2  Nonréponse 

Le  commentaire  qui  précède  s’applique  aux  données 
d’enquête  imputées  sous  le  mécanisme  de  réponse  uni 
forme.  Supposons  qu’une  population  est  stratifiée  en  h S 
( 1 ) h … H = , ,  où  l’échantillonnage  aléatoire  simple  est 
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réalisé  indépendamment.  Un  échantillon  est  divisé  en 
classes  d’imputation  l C  ( 1 ) l … L = , ,  dans  chacune 
desquelles on suppose que le taux de réponse est uniforme 
et on procède à l’imputation. Une classe d’imputation peut 
recouper  les  strates.  Nous  supposons  aussi  que  la  classe 
d’imputation à  laquelle appartient une unité échantillonnée 
est identifiée correctement avant l’imputation. Dénotons les 
nombres  d’unités  échantillonnées  et  de  répondants  dans 
h l S C ∩  comme étant  hl n  et  , hl r  respectivement. Alors, on 

voit  que,  sachant  hl n  et  , hl r  le  plan  correspondant  dans 
h l S C ∩  est  le  même  que  celui  discuté  dans  le  présent 

article  si  nous  considérons  les  hl n  unités  et  les  hl r 
répondants comme étant  A B +  et  , A  respectivement. Par 
conséquent,  le  bootstrap  avec  moyenne  ajustée  peut  être 
exécuté  indépendamment  dans  différents  h l S C ∩ 
( 1 h … H l = , , ; =  1 ). … L , ,  La  taille  de  , h l S C ∩  dénotée 
par  , hl N  peut  être estimée par  ˆ  ( / ). hl h hl h N N n n =  Notons 
qu’il  s’agit  d’une  méthode  bootstrap  conditionnée  sur  le 
nombre de répondants. 

6.  Conclusion 
Dans le présent article, nous avons proposé le bootstrap 

avec moyenne ajustée pour l’échantillonnage à deux phases. 
La méthode requiert un simple ajustement de la moyenne et 
permet de traiter l’estimation des fonctions de répartition et 
de quantiles, car elle ne nécessite pas de rééchelonnage. Le 
développement en série de Taylor montre que la méthode a 
de  bonnes  propriétés  conditionnelles  pour  les  estimateurs 
par  le  ratio  et  par  la  régression.  Une  étude  par  simulation 
démontre  qu’elle  a  aussi  des  propriétés  conditionnelles 
similaires lors de l’estimation des fonctions de répartition et 
des  quantiles.  Une  extension  à  l’échantillonnage  à  deux 
phases stratifiées est simple. Conditionnellement aux tailles 
d’échantillon  de  première  phase,  la  méthode  permet  de 
traiter  l’échantillonnage  à  deux  phases  stratifié  et  l’impu 
tation  sous  le  mécanisme  de  réponse  uniforme.  Nous 
étudions à l’heure actuelle une extension de la méthode pro 
posée  à  des  plans  d’échantillonnage  multiphases  plus 
généralisés. 
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Annexe A 

Dans la présente annexe, nous montrons que la méthode 
bootstrap  proposée  fournit  des  estimations  de  la  variance 
convergentes  pour  une  classe  d’estimateurs  considérés  par 
Rao et Sitter  (1997). Nous  utilisons  les mêmes  conditions 
que dans Rao et Sitter (1997) avec une notation légèrement 
différente.  Pour  simplifier,  nous  supposons  qu’il  n’existe 
qu’une seule strate, mais une extension à l’échantillonnage à 
deux phases stratifié est simple. 

Considérons  une  classe  d’estimateurs,  (  A A h θ = , , y  x 
), B x  d’un  paramètre  de  population  ( ), h θ = , , Y X X  où 

Y  et  X  sont les moyennes de population des vecteurs  y  et 
, x  c’estàdire  1 

i P  i N − 
∈ ∑ = Y y  et  1  . i P  i N − 

∈ ∑ = X x  Ici,  x 
est  observé  dans  l’échantillon  de  première  phase  A B +  , 
tandis que  y  est mesuré uniquement dans l’échantillon de 
deuxième phase  . A  Les moyennes d’échantillon  ( ) A A , y  x 
et  B x  sont  calculées  dans  A  et  , B  respectivement, 
c’estàdire  1  , i A A i A  n − 

∈ ∑ =  y y  1  , A  i A A i n − 
∈ ∑ =  x x  et  B = x 

1  . i B B i n − 
∈ ∑  x 

Par un développement en série de Taylor, nous obtenons 
1 2 ˆ  ( ) ( ) A A B p A h o n − / ′ ′ ′ ′ ′ θ = θ + ∇ ∆ , ∆ , ∆ + , y x x 

où  h ∇  est  le  vecteur  de  gradients  de  h  évalué  à 
( ), , , Y X X  , A A ∆ = −Y y y  , A A ∆ = − x x X  B B ∆ = − x x 
, X  et ′  dénote  une  matrice  transposée  (voir  l’équation 

33.7  de  Rao  et  Sitter  1997,  page  757  et  les  conditions 
requises).  Alors,  la  variance  de  ˆ  ( , , ) A B A h θ =  y  x x  est 
approximée par 

( ) 
ˆ ( ) 

A A B 
V h h ′ ′ ′ ′ , , 

′ θ ∇ ∇ , ∑ B  y x x 

où  ( ) A A B ′ ′ ′ ′ , , ∑  y x x  est  la  matrice  de  variancecovariance  de 
( ) A A B ′ ′ ′ ′ , , y x x  sous  échantillonnage  à  deux  phases  répété. 
Comme  A  et  B  sont des EASSR de taille  A n  et  B n  tirés 
de  la  population  , P  respectivement,  nous  voyons  que 

( ) A A ′ ′ ′ , ∑ = y x 
2 
( ) (1 ) A A f S n ′ ′ ′ , − / y x  et  2 (1 ) , 

B  B B f S n ∑ = − / x x  où 
2 S = u 

1 ( 1) ( ) ( ) i P  i i N − 
∈ ∑ ′ − − − u U u U  est  la  variance  de 

population  de  ( ) ′ ′ ′ = , u y x  ou  x  et  . B B f n N = /  Pour 
Cov( , ), A B y x  soit  A E  et  B A E |  les  espérances  pour  la 
sélection  d’un EASSR  A  à  partir  de  P  et  pour  le  choix 
d’un  EASSR  B  à  partir  de  P A −  sachant  , A  respecti 
vement.  Notons  que  ( ) ( ) (1 ). B A B A A A E f f | = − / − x X x 
Donc, nous avons 

Cov( ) ( ) ( ) ( ) 

( ( )) 

, 

B B B A A A 

A B A B A 

E E E 

E E 

S N 

| 

′ ′ , = − 

′ = − 

= − / yx 

x x x y y y 

x Y X y 

où  1 ( 1) ( i P S N − 
∈ ∑ = − − yx  y  )( ) . ′ − Y x X  De même, Cov( ,A x 

2 ) . B  S N = − / x x
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Maintenant,  considérons  un  développement  en  série  de 
Taylor de  * ˆ  (  A h ∗ θ = , y  * * ) A B 

, % x x  avec  * *  ( A A B B  f = + − % x x x 
* ) (1 ), A A  f / − x  l’analogue  bootstrap  de  ˆ  ( , , ). A B A h θ =  x x y 

Soit  E ∗  et  V ∗  l’espérance et  la variance  sous la procédure 
bootstrap  proposée,  respectivement.  Pour  commencer, 
observons que  ( ) , A A E ∗ ∗ = y y  * ( )  A A E ∗ = x x  et 

* * 

* 

( ) ( ( )) 

( ( ) (1 )) 

, 

B A B A B 

B A A A A A 

B 

E E E 

E f f 

∗ ∗ ∗ 

∗ 

∗ ∗ ∗ | 

∗ 

= 

= + − / − 

= 

% % x x 

x x x 

x 

où  A E ∗ ∗  et  B A E ∗ ∗ ∗ |  sont,  respectivement,  l’espérance  par 
rapport à l’échantillonnage  A ∗  et l’espérance conditionnelle 
par  rapport  à  l’échantillonnage  B ∗  sachant  A ∗  sous  la 
méthode bootstrap proposée. Alors,  * * * 

* ˆ  ( , , ) A A B h θ = % y x x 
est approximé par 

* * * 
* 1 2 ˆ ˆ  ( , , ) ( ) p A A A B h o n ′ ∗ − / ′ ′ ′ ′ θ = θ + ∇ ∆ ∆ ∆ + , % y x x 

où  h ∗ ∇  est  le  gradient  de  h  évalué  à  ( ), A  A B , , x x y 
, A A A ∗ ∗ ∆ = − y y y  * *  ,A A A 

∆ = − x x x  et  * *  B B B 
∆ = − % % x x x 

(voir  l’équation 33.A.1 de Rao et Sitter 1997,  page 767 et 
les  conditions  requises  connexes).  Par  conséquent,  * ˆ ( ) V ∗ θ 
est approximé par 

* * * 

* * 
( , , ) 

ˆ ( ) 
A A B 

V h h ′ ∗ ∗ 
∗ ′ ′ ′ ′ θ ∇ ∇ , ∑ % B  y x x 

où 
* * * 

* 
( , , ) 

A A B 
′ ′ ′ ′ ∑ % y x x  est  la matrice de variancecovariance de 
* * ( , , ) A  A B ∗ ′ % x x y  sous l’échantillonnage bootstrap proposé. 

L’estimation convergente de la variance sous la méthode 
proposée est prouvée en montrant que  h ∗ ∇  et 

* * * 

* 
( , , ) 

A A B 
′ ′ ′ ′ ∑ % y x x 

sont  convergents pour  h ∇  et  ( , , ) , A A B ′ ′ ′ ′ ∑  y x x  respectivement. 
La  convergence  de  h ∗ ∇  pour  h ∇  découle  de  la 
convergence  de  ( , , ) A A B ′ y x x  pour  ( ) , , Y X X  et  de  la 
continuité de  . h 

La  convergence  de 
* * * 

* 
( , , ) 

A A B 
′ ′ ′ ′ ∑ % y x x  peut  être  montrée 

comme il suit. Pour commencer, puisque nous utilisons une 
méthode bootstrap appropriée  pour  l’échantillonnage  aléa 
toire  simple  sans  remise  dans  le  souséchantillonnage  , A ∗ 

nous  avons 
* * 

* 2 
( , ) ( ) 

ˆ (1 ) , 
A A 

A A A f S n ′ ′ ′ ′ ′ ′ , ∑ = − / y x y x  où  2 ˆ 
A S = u 

1 ( 1) ( ) ( ) i A A i A i A n − 
∈ ∑ ′ − − − u u u u  avec  ( ) . ′ ′ ′ = , u y x 

Deuxièmement, parce que 
1.  * 

* 
( ( )) 

B  A B A B E V ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ | 
∑ = + % % x  x  ( A B A V E ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ |  * ( )), B % x  où 

A V ∗ ∗  et  B A V ∗ ∗ ∗ |  sont, respectivement, la variance par 
rapport à l’échantillonnage  A ∗  et la variance condi 
tionnelle par rapport à l’échantillonnage  B ∗  sachant 

, A ∗ 

2.  * 
2 ˆ ( ) (1 ) , B A B B B A B V f S n ∗ ∗ | ∗ | 

= − / %  x x  où  2 ˆ 
B S = x 

1 ( 1) B n − − 
i B ∈ ∑  ( ) ( ) B B i i ′ − − x x x x  et  ( ), B A B A f n N n | = / −  et 

3.  * * ( ) ( ) (1 ), B A A A B A B A E f f ∗ ∗ ∗ | 
= + − / − % x x x x  nous 

avons 
* 

* 

B 
∑ = % x 

2 2 ˆ ˆ (1 ) ( ). B A B B A A A f S n f S N n | − / + / − x x 
Puisque  2 ˆ 

A S x  et 
2 ˆ 
B S x  sont  tous  deux  convergents 

pour  2 , S x  * 

* 

B 
∑ % x  est  convergent  pour 

B 
∑ = x  (1− 

2 ) . B B f S n / x  Enfin, nous calculons  * Cov ( ) A  B ∗ ∗ , % x y  et 
* * Cov ( , ). A B ∗ % x x  Pour la première, nous avons 

* * * * 
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où  1 ˆ  ( 1) A A S n − = − yx  ( )( ) . A i A  i i A ∈ ∑ ′ − − y x y  x  De  même, 
* * Cov ( , ) A B ∗ = % x x  2 ˆ  . A S N − / x  Ceci  complète  la  preuve  de  la 

convergence de 
* * * 

* 
( , , ) 

A A B 
′ ′ ′ ′ ∑ % y x x  pour  ( , , ) . A A B ′ ′ ′ ′ ∑ % y x x 

Annexe B 

Dans  cette  annexe  nous  dérivons  BL ( ). lr v  y  Sous  le 
bootstrap avec moyenne ajustée, 
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Notons  que  * * * * *2 

11 10 01 20 10 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ( ). A b ∗ = ξ − ξ ξ / ξ − ξ  Soit  lr y ∗ = 

ˆ ( ). h ∗ 
ξ  Cette expression est légèrement différente de celle de 

l’annexe  A,  mais  nous  pouvons  exploiter  le  sous 
échantillonnage  indépendant  de  A ∗  et  . B ∗  Alors,  par 
linéarisation  de Taylor  de  ˆ ( ) lr  h y ∗ ∗ = ξ  autour  de  , ξ  nous 
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1 2 2 
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1 1 2 
55 

( 1) ( )( ), 
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0, 

ˆ { ( ) } , 

A A i i i i A 

A A i i A 

B A xB 
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, ij ji v v =  et  (1 ) . A A A c f n = − /  En  réécrivant  les  moments 
par  rapport  à  l’origine  sous  forme  de moments centrés,  en 
notant  que  ( ) A i A i i A y b x e y  x − = − +  et  en  utilisant  les 
propriétés  de  i e  en  tant  que  résidus  des  moindres  carrés, 
nous  obtenons  le  deuxième  membre  de  (5)  après  certains 
calculs algébriques. 
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De l’erreurtype des estimateurs pour petits domaines fondés 
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Résumé 
Nous dérivons un estimateur de l’erreur quadratique moyenne (EQM) de l’estimateur de Bayes empirique et composite de la 
moyenne locale dans les conditions standard de petits domaines. L’estimateur de l’EQM est un composite de l’estimateur 
établi, fondé sur l’espérance conditionnelle de l’écart aléatoire associé au domaine, et d’un estimateur naïf de l’EQM fondé 
sur le plan de sondage. Nous évaluons ses propriétés par simulation. Enfin, nous examinons des variantes de cet estimateur 
de l’EQM et décrivons certaines extensions. 
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1.  Introduction 

Au  fil  des  ans,  les  méthodes  fondées  sur  le  plan  de 
sondage  se  sont  avérées  inefficaces  pour  l’estimation pour 
petits  domaines,  parce  que,  contrairement  aux  méthodes 
empiriques bayésiennes et connexes, elles ne permettent pas 
d’utiliser  efficacement  l’information  auxiliaire.  Cependant, 
les  hypothèses  associées  aux  modèles  utilisés  demeurent 
une  faiblesse  des  méthodes  fondées  sur  un  modèle,  parce 
que les inférences qui en découlent ont le défaut généralisé 
de dépendre de la validité du modèle. Dans l’application des 
modèles  empiriques  bayésiens  à  l’estimation  pour  petits 
domaines,  les  zones  locales  (districts)  sont  associées à des 
effets  aléatoires.  Sous  l’approche  fondée  sur  le  plan  de 
sondage,  cette  hypothèse  n’est  pas  valide,  car,  lors  d’une 
répétition  hypothétique  de  l’enquête,  les  mêmes  districts 
seraient  réalisés  (à  l’exception  de  certains  qui  ne  sont  pas 
représentés  dans  l’échantillon  tiré),  et  les  grandeurs  cibles 
associées  à  ces  districts  seraient  également  les  mêmes. 
Autrement  dit,  les  districts  devraient  être  associés  à  des 
effets  fixes.  Le  manque  de  validité  de  cet  aspect  des 
modèles  empiriques  bayésiens  n’a  aucun  effet  indésirable 
sur  l’estimation  des  grandeurs  pour  petits  domaines 
(moyennes,  totaux,  proportions,  etc.).  L’association  des 
petits  domaines  à  des  effets  aléatoires  est  un  élément 
essentiel à l’emprunt d’information aux autres domaines ou 
à  l’exploitation  des  similarités  entre  les  domaines,  ainsi 
qu’entre les variables, les points dans le temps, les enquêtes 
et d’autres sources de données, mais elle fausse l’évaluation 
de  la  précision  des  estimateurs.  Certains  estimateurs 
composites  et  les  estimateurs  de  leur  erreur  quadratique 
moyenne ont le même défaut. 

À  la  section  suivante,  nous  diagnostiquons  le  problème 
en détail et à la section 3, nous proposons une solution, que 
nous  illustrons  et  évaluons  ensuite  à  la  section 4  par 
simulation en utilisant une série d’exemples. Ceuxci varient 
du  plus  simple et  favorable  (en accord avec  la plupart des 
hypothèses  formulées)  au  plus  complexe  et  le  moins 

favorable, afin d’explorer la robustesse de la méthode. Nous 
discutons  de  son  potentiel  de  manière  plus  complète  à  la 
dernière section. 

2.  Fixe et aléatoire 
Par  variance  d’échantillonnage  d’un  estimateur  général 

ˆ θ  fondé  sur  un  processus  de  génération  de  données 
(échantillonnage) donné  , χ  nous entendons la variation des 
valeurs  de  ˆ ( ) θ X  dans  les  répétitions  des  processus  qui 
génèrent les ensembles de données X et qui leur appliquent 
ˆ . θ  Dans  l’approche  fondée  sur  le  plan  de  sondage,  la 
répétition d’une enquête à l’échelle d’un pays et sa division 
en D districts produit les mêmes quantités de population au 
niveau  du  district  , 1 ; d  d … D θ = , ,  ces  D  quantités  sont 
fixes. En revanche, dans  l’approche  fondée sur un modèle, 
chaque répétition en utilisant un modèle empirique bayésien 
débute par la génération d’un nouvel ensemble deD valeurs 
de  ,d θ  indépendamment des répétitions antérieures. 

Nous considérons l’approche  fondée sur  le plan comme 
appropriée,  parce  qu’en  principe,  chaque  quantité  d θ 
pourrait  être  établie  avec  précision  et  qu’une  répétition 
hypothétique  de  l’enquête  correspondrait  au  tirage  d’un 
échantillon à  partir  de  la même  population,  avec  la même 
division  du  pays  en  ses  districts  et  les mêmes  valeurs  des 
variables enregistrées pour chaque membre de la population. 
La  plupart  des  méthodes  fondées  sur  le  plan  de  sondage 
établies sont valides quand l’enquête porte sur une base de 
sondage  parfaite,  qui  ne  contient  aucun  enregistrement  en 
double et s’applique exclusivement à la population étudiée, 
et  que  le  plan  d’échantillonnage  est  exécuté  parfaitement, 
sans aucun écart par rapport au protocole établi. Autrement 
dit, les estimateurs qu’elles produisent sont (approximative 
ment) sans biais, les expressions pour les variances d’échan 
tillonnage  sont  correctes,  ou  le  sont  quasiment,  et  ces 
variances sont estimées avec un biais faible ou nul.
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Par  contre,  les  méthodes  fondées  sur  un  modèle  sont 
assorties  d’un  beaucoup  plus  grand  nombre  d’hypothèses 
qui,  souvent,  ne  peuvent  être  vérifiées. Diverses méthodes 
de diagnostic en vue d’évaluer la qualité de la modélisation 
sont  disponibles,  mais  elles  sont  toutes  teintées  d’une 
incertitude.  Interpréter  la  nondécouverte  d’une  contra 
diction  comme  une  preuve  de  l’absence  de  toute  contra 
diction est une incohérence logique commise fréquemment. 
Elle ne peut être évitée qu’en mentionnant les propriétés des 
estimateurs quand les hypothèses ne sont pas valides, mais 
les méthodes de ce genre sont difficiles à élaborer, à cause 
de la vaste gamme de violations du modèle dont il faudrait 
tenir  compte.  Pourtant,  malgré  ces  inconvénients,  il  s’est 
avéré  que  les méthodes  d’estimation pour petits  domaines 
fondées  sur  un  modèle  ont  du  mérite  et  sont  aujourd’hui 
considérées,  à  juste  titre,  comme  indispensables  (Ghosh  et 
Rao 1994; Rao 2003; Longford 2005). 

Le projet EURAREA (EURAREA Consortium 2004) a 
mené une étude par simulation à grande échelle comportant 
l’échantillonnage  de  populations  artificiellement  générées 
ressemblant  aux  populations  humaines  de  plusieurs  pays 
européens et l’application de plusieurs classes d’estimateurs. 
L’étude a confirmé la supériorité des estimateurs fondés sur 
un  modèle,  avec  plusieurs  réserves,  mais  a  produit  des 
résultats plutôt décevants en ce qui concerne les estimateurs 
de leurs erreurstypes. Nous imputons le problème à l’appli 
cation  d’un  calcul  de  moyenne  dans  la  dérivation  des 
erreurstypes des estimateurs de rétrécissement. 

Supposons qu’une  population est  divisée en D districts, 
chacun ayant une taille de population pouvant, à toutes fins 
utiles, être considérée infinie, et que des plans d’échantillon 
nage aléatoire  simple indépendants sont appliqués dans les 
districts.  Nous  supposons  que,  dans  chaque  district  , d  la 
variable de résultat Y suit une loi normale de moyenne  d µ 
et  de même  variance  2 2 

W W , ( ). d N σ µ , σ  Pour  les moyennes 
de  population  intradistrict  ,d µ  nous  supposons  le modèle 
de  population  2 

B ( ), d  N ∗ 
∗ µ µ , σ ∼  mais  nous  voulons  faire 

des  inférences  au  sujet  d’un  ensemble  fixe  de  moyennes 
(réalisées)  { }. d µ  À  la  section 5,  nous  discutons  des 
conditions  de  régression  plus  générales  définies  par  les 
modèles intradistrict 

2 
W ( ) ( ), d d Y d N | + δ , σ ∼ β X 

dans  lesquels  d X  sont  les  matrices  de  régression  intra 
district,  β  est  l’ensemble  de  paramètres  de  régression 
correspondants  communs  à  tous  les  districts,  et  d δ  est 
l’écart  de  la  régression  intradistrict  par  rapport  à  la 
régression  typique  définie  par  0. d δ =  Dans  la  super 
population,  d δ  représentent  un  échantillon  aléatoire  tiré 
d’une loi  2 

B (0 ), N ∗ , σ  mais nous voulons faire des inférences 
au  sujet  de  l’ensemble  fixe  (réalisé)  { }. d δ  Donc,  nous 
utilisons  des estimateurs  fondés  sur  un modèle, mais  nous 

évaluons leurs propriétés en fonction de critères fondés sur 
le plan. 

Dénotons  par µ  la moyenne  (nationale)  des  grandeurs 
d µ  et  par  2 

B σ  la  variance  entre  les  districts,  2 
B σ = 

1 
d D − ∑  2 ( ) . d µ − µ  Notons que ces paramètres diffèrent de 

leurs  équivalents  en  superpopulation  * µ  et  2 
B  . ∗ σ  Nous 

supposons  pour  commencer  que  2 2 
B W , σ σ  et µ  sont 

connues.  Soit  ˆ d µ  et  ˆ µ  les  moyennes  d’échantillon  de  la 
variable  d’intérêt  dans  le  district  d  et  dans  le  domaine 
complet  (pays).  Elles  sont  fondées  sur  des  échantillons  de 
tailles  d n  et  1  . = + + L  D n n n  Si  l’on  n’utilise  aucune 
covariable,  l’estimateur  empirique  bayésien  (de  rétrécisse 
ment) de  d µ  est 

1 1 ˆ ˆ 1 
1 1 d d 

d d n n 

  
= − µ + µ, µ   

+ ω + ω   
%  (1) 

où  2 2 
B W ω = σ /σ  est  le  ratio  des  variances.  La  variance 

conditionnelle  fondée  sur  le  modèle  de  ,d µ  sachant  les 
données,  2 

W , µ σ  et  2 
B , σ  égale à  2 

B  (1 ), d n σ / + ω  est souvent 
considérée comme la variance d’échantillonnage de  ;d µ %  les 
origines  de  cette  pratique  remontent  à  l’application  de 
l’algorithme  EM.  Une  dérivation  plus  minutieuse  tient 
compte  du  fait que,  dans  l’approche  fondée  sur  le  plan  de 
sondage,  d µ %  est biaisé pour  ,d µ 

E( ) 
1 
d 

d d d 
d n 

µ − µ 
|µ − µ = − , µ 

+ ω 
% 

et que sont erreur quadratique moyenne est 
2  2 

2 

2 2 
2 
W  2 2 

( ) 1  ˆ EQM( ) 1 var( ) 
1  (1 ) 

( ) 
(1 ) (1 ) 

  µ − µ 
; µ = − µ + µ   

+ ω + ω   

ω µ − µ 
= σ + , 

+ ω + ω 

%  d 
d d d 

d  d 

d d 

d d 

n  n 

n 
n n 

(2) 

en supposant, pour simplifier, que  ˆ  . µ ≡ µ  Afin de souligner 
que  l’EQM dépend  de  la  cible,  nous  incluons  l’estimateur 
ainsi  que  la  cible  dans  son  argument.  En  particulier, 

ˆ EQM( ; ) µ µ ≠  ˆ EQM( ), µ; µ d  à  moins  que  . d µ = µ  Une 
caractéristique gênante de l’identité (2) est qu’elle contient 

,d µ  la cible de l’estimation. Si nous remplaçons  2 ( ) d µ − µ 
par  son  espérance  sur  l’ensemble  des  districts,  2 

B , σ  nous 
obtenons l’identité plus connue 

2 
B EQM( ) ˆ 

1 
σ 

; µ = , µ 
+ ω d d 

d n 
(3) 

la variance fondée sur un modèle conditionnel reliée à EM 
de  . d µ  La  barre  audessus  de  EQM  indique  l’espérance 
(moyenne) de  2 ( ) , d µ − µ  le numérateur du dernier terme de 
(2),  sur  l’ensemble  des  districts,  en  gardant  les  tailles 
d’échantillon  d n  intactes.  Tout  au  long  de  l’exposé,  nous 
conditionnons  sur  les  tailles  d’échantillon  intradistrict 
,d n d =  1 , … D , ,  même si, dans le plan d’échantillonnage,
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chacune  d’elle  peut  varier.  EQM  peut  être  interprétée 
comme  l’espérance  du  modèle,  quoique  l’espérance  ou  la 
moyenne  des  écarts  quadratiques  2 ( ) d µ − µ  puisse  être 
considérée et  estimée  pour un ensemble  donné  de  districts 
sans  aucune  référence  à  un modèle. Dans  (3),  la  variance 
conditionnelle est appropriée pour les districts pour lesquels 
d µ  est  dans  la  distance  « typique »,  B , σ  par  rapport  à  la 

moyenne nationale  . µ  Si  B , d | µ − µ| ≠ σ  un estimateur sans 
biais de  la variance conditionnelle  2 

B  (1 ) d n σ / + ω  est biaisé 
pour  EQM( ). ; µ µ %  d d  Comme le biais est relié à la grandeur 
de population  , d µ − µ  il n’est pas réduit par l’accroissement 
de la taille d’échantillon  . d n 

3.  Estimations composites de l’EQM 

Pour  estimer  EQM( ), ; µ µ %  d d  nous  réutilisons  l’idée  du 
rétrécissement  et  combinons  deux  estimateurs  possibles, 
c’estàdire  2 

B σ /  (1+  ) d n ω  et un estimateur naïf de l’EQM 
donné  par  (2).  Cet  estimateur  composite  peut  être  justifié 
comme il suit. Si  0, d n =  et par conséquent  ˆ , d = µ µ %  nous 
ne possédons aucune information directe au sujet de  , d µ  de 
sorte que nous ne pouvons pas améliorer  2 

B  (1 ) d n σ / + ω  en 
tant qu’estimateur de  EQM( ). ; µ µ %  d d  Quand  d n  est grand, 
d µ  est  estimée  avec  une  précision  suffisante  pour  utiliser 

2 ˆ ( ) , d − µ µ %  éventuellement  avec  une  correction  du  biais, 
comme  estimateur  de  2 ( ) . d µ − µ  Pour  les  tailles  d’échan 
tillons  intermédiaires,  nous  recherchons  une  combinaison 
(compromis)  de  ces  deux alternatives  qui  sont  appropriées 
dans les conditions extrêmes,  c’estàdire quand  0 d n =  et 
quand  . d n → +∞  Par  conséquent,  nous  dérivons  des 
expressions  pour  leurs  EQM,  puis  pour  l’EQM  de  leur 
combinaison. 

Nous considérons la constante  2 
B  (1 ) d n σ / + ω  comme un 

estimateur  et  la  nommons  estimateur moyenné de  l’EQM. 
Bien qu’il n’ait pas de variance, cet estimateur est biaisé, et 
son erreur quadratique moyenne est 
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L’écart quadratique  2 ( ) , d µ − µ  qui  intervient  dans  (2),  est 
estimé  naïvement  par  2 ˆ ( ) ˆ d − µ µ  avec  un  biais  égal  à 

2 1 1 2 
W W ( ) d d n n n − − σ − σ / B  et,  en  supposant  que  ˆ d µ  suit  une 

loi normale, 

2 2 

2 

2 2 2 

4 2 4 
2 W W W 

2 2 

2 2 
2 W W 

ˆ EQM{( ) ( ) } ˆ 

ˆ ˆ var{( ) } 

ˆ ˆ [E{( ) ( ) }] 

2 
4( ) 

3 
4( ) 

  
    
  
  
    

− µ ; µ − µ µ 

= µ − µ |µ 

+ µ − µ − µ − µ |µ 

σ σ σ 
+ µ − µ + 

σ σ 
= + µ − µ , 

B 

d d 

d d 

d d d 

d 
d d d 

d 
d d 

n n n 

n n 
(5) 

dérivée d’après les propriétés de la loi du  2 χ  non centré et 
d’une approximation en permettant que  . n→ +∞  Une autre 
option consiste à utiliser  d µ %  au lieu de  ; ˆ d µ  des opérations 
élémentaires donnent les approximations 
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où  1 (1 ), d d b n = / + ω  et donc 
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Cette  approximation  est  valide  uniquement  pour  d b = 
1 (1 ), d n / + ω  de sorte qu’une approximation supplémentaire 
intervient quand nous  substituons un choix éventuellement 
sousoptimal  ou  une  estimation  de  d b  fondée  sur  une 
estimation de  . ω  En général, le coefficient  d b  qui minimise 
l’EQM  dans  (6)  diffère  de  1 (1 ) d n / + ω  parce  qu’avec 

1 (1 ), = / + ω d d b n  le rétrécissement est optimal uniquement 
pour les cibles qui sont des transformations linéaires de  d µ 
(Shen et Louis 1998). Nous ne poursuivons pas cette route 
car,  étant  une  fonction  compliquée  des  paramètres,  la 
solution  est  vraisemblablement  sensible  à  l’erreur  dans 
l’estimation  de  ces  derniers.  L’estimateur  2 ˆ ( ) ˆ d − µ µ 
pourrait  être  corrigé  de  son  biais  en  estimant  2 ( ) , d µ − µ 
quoique  l’on  risque  d’obtenir  une  estimation  négative, 
surtout si  d n  est faible. 

Enfin, nous combinons les deux estimateurs (biaisés) de 
EQM( ), ; µ µ %  d d  l’estimateur  moyenné  2 

B  (1 ) d n σ / + ω  et 
l’estimateur  naïf  dérivé  de  l’identité  (2),  en  utilisant 

2 ˆ ˆ ( ) d µ − µ  comme  estimateur  de  2 ( ) . d µ − µ  Les EQM de 
ces deux estimateurs dépendent de  2 ( ) , d µ − µ  de sorte que 
nous remplaçons les  termes pertinents par  leurs espérances
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sur  l’ensemble des districts d. Nous remplaçons  2 ( ) d µ − µ 
par  2 

B , σ  et  4 ( ) d µ − µ  par  4 
B 3σ  ou, en général, par  4 

B , κσ  où 
κ  est  le  aplatissement  de  la  distribution  (au  niveau  du 
district) de  . d µ  Bien qu’il puisse sembler, à première vue, 
que nous n’ayons rien gagné, parce que nous devons encore 
éliminer la dépendance de l’EQM à l’égard de  2 ( ) d µ − µ  en 
utilisant  2 

B σ  à la place, nous procédons maintenant à  cette 
étape à un stade ultérieur. Dans les simulations présentées à 
la  section  4,  nous  montrons  que  cela  réduit  l’effet 
indésirable du calcul d’une moyenne, ou moyennage. 

Donc,  nous  recherchons  le  coefficient  d c  qui minimise 
l’EQM espérée de l’estimateur composite de l’EQM, 
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Pour évaluer  l’EQM de  l’estimateur  de  l’EQM, sous  la 
forme d’une fonction de  ,d c  nous utilisons les expressions 

2 4 4 
B B 

4 
2 2  W 

2 

2 2 

4 
4 2 2 2 2 W 

2 

2 2 

MSE{ MSE( )} 2 

ˆ MSE{( ) ( ) } (3 4 ) ˆ 

ˆ MSE{( ) ( ) } 

{3(1 ) 3 (2 ) 

2(1 ) (2 6 3 ) }, 

d d d d 

d d d 
d 

d d 

d d d d 
d 

d d d d 

b b 

n 
n 

b b b n 
n 

b b b n 

σ ; ; µ = σ , µ 

σ 
− µ ; µ − µ + ω , µ 

− µ ; µ − µ µ 

σ 
− + − ω 

+ − − + ω 

% 

B 

% 

B 

obtenues en calculant la moyenne des équations respectives 
4), 5) et 6);  2 ( ) d µ − µ  est remplacé par  2 

B σ  et  4 ( ) , µ − µ d 
par  4 

B 3 . σ 
En  supposant  que  les  cibles  au  niveau  du  district  d µ 

suivent une  loi  normale,  l’EQM de  l’estimateur composite 
(7) est 
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en  utilisant  les  identités  2 2 2 2 (1 ) d d d b b n − = ω  et  2 2 
B W σ = σ ω 

pour  extraire  le  facteur  4 . d b  En  calculant  l’espérance  sur 
l’ensemble  des  districts  en  gardant  intactes  les  tailles 
d’échantillons, nous obtenons 
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Le minimum de cette fonction quadratique de  d c  est atteint 
pour 
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Ce  choix  d’un  coefficient  d c  concorde  avec  nos  attentes. 
Pour  0, 1 d d n c ∗ = =  et nous nous appuyons uniquement sur 
l’estimateur de  l’EQM moyenné, égal à  2 

B . σ  En outre,  d c 
∗ 

est une fonction décroissante de  ,d n  qui converge vers zéro 
à mesure que  d n  diverge vers  ; +∞  pour les grandes valeurs 
de  ,d n  nous utilisons  l’estimateur naïf de l’EQM.  Il s’agit 
également  d’une  fonction décroissante de  ; ω  pour  0, ω = 
c’estàdire  2 

B  0, 1 d c 
∗ σ = =  pour  chaque  district  d,  ce  qui 

confirme  que  d µ ≡ µ  et  que  d µ  serait  estimée  avec 
précision si µ  était  connue. À mesure  que ω  augmente, 

2 
B  (1 ) d n σ / + ω  devient de moins en moins utile, parce que les 

écarts quadratiques  2 ( ) d µ − µ  sont fortement étalés (autour 
de  2 

B ). σ 
Si  nous  corrigeons  2 ˆ ( ) ˆ d − µ µ  de  son  biais  en  estimant 

2 ( ) , d µ − µ  l’EQM espérée de l’estimateur de rétrécissement 
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de  sorte  qu’il  soit  assigné  à  l’estimateur  corrigé  du  biais 
dérivé  de  (2)  un  poids  plus  grand  (égal  à  † 1  d c −  )  qu’à 
l’estimateur  naïf.  Toutefois,  la  différence  est  faible  pour 
toutes les valeurs de  . d n ω 

L’estimateur  composite  de  l’EQM  basé  sur  2 ˆ ( ) d − µ µ % 
s’obtient de façon similaire, mais l’expression résultante est 
nettement plus compliquée. Le coefficient de rétrécissement 
optimal est 
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où  2 ( ) 2 6 3 . d d d f b b b = − +  La dépendance à  l’égard de  d b 
est  particulièrement  préoccupante,  car  en  pratique,  d b  est 
estimé et les propriétés de l’estimateur de l’EQM fondé sur 
le coefficient  d c 

∗ ′  estimé sont obligatoirement affectées par
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l’incertitude  au  sujet  de  .d b  Dans  les  dérivations,  nous 
avons  utilisé  l’identité  1 (1 ), d d b n = / + ω  de  sorte que cette 
expression ne pourrait pas être utilisée si  les valeurs de  d b 
étaient fixées a  priori. 

4.  Simulations 

Les  propriétés  de  l’estimateur  composite  de  l’EQM  ne 
pouvant être dérivées analytiquement, nous recourrons à  la 
simulation.  Nous  considérons  les  conditions  artificielles 
d’une enquête nationale menée selon un plan d’échantillon 
nage  stratifié,  dont  les  strates  coïncident  avec  les 
100 districts  du  pays  pour  lesquels  ont  souhaite  estimer  la 
moyenne  d’une  variable  Y.  Un  échantillonnage  aléatoire 
simple  est  appliqué  à  chaque  strate,  en  supposant  que  la 
taille de leur population respective est pratiquement infinie. 
Nous avons généré les valeurs des moyennes à partir de la 
loi  normale  2 

B ( 20 8), N µ = , σ =  et  les  tailles  d’échantillon 
,d n  à  partir  de  lois  bêta  conditionnelles  normées,  sachant 

les  moyennes  ,d µ  de  façon  à  injecter  un  minimum  de 
dépendance  des  moyennes  à  l’égard  des  tailles  d’échan 
tillon.  Avec  cet  ajustement,  l’hypothèse  sur  laquelle 
s’appuie  l’estimateur moyenné  de  l’EQM est  fausse, mais 
cela  risque  de  ne  pas  être  décelé  par  une  méthode 
diagnostique ou un  test d’hypothèse, même dans le  cas où 
d µ  est connue. La taille d’échantillon de l’un des districts a 

été modifiée de façon qu’elle soit beaucoup plus grande que 
les autres, afin de représenter la capitale du pays factice. Les 
lois intrastrate de Y sont  2 

W ( 100). d N µ , σ =  Les moyennes 
au niveau  du district  et  les  tailles  d’échantillon  sont  fixées 
dans les répétitions. En guise d’orientation, elles sont repré 
sentées  graphiquement  à  la  figure 1. Des  numéros  d’ordre 
allant  de  1  à  100  sont  affectés  aux  districts  par  ordre 
croissant  de  taille  d’échantillon.  La  taille  d’échantillon  la 
plus  faible est  1  15 n =  et  la  taille d’échantillon globale est 
3 698. 

Dans les simulations, qui comprennent 1 000 répétitions, 
nous  générons  les  estimations  directes  ˆ d µ  par  des  tirages 
aléatoires  indépendants  à  partir  de  2 

W ( ) d d N n µ , σ /  et  les 
sommes  corrigées  des  carrés  intradistrict,  par  des  tirages 
indépendants  à  partir  des  lois  du  2 χ  normées  appropriées 
avec  1 d n −  degrés  de  liberté.  Puis,  nous  évaluons  l’esti 
mateur  de  rétrécissement  d µ %  pour  chaque  district  d,  et 
ensuite,  l’estimateur moyenné,  naïf  et  les  deux estimateurs 
composites de l’EQM en utilisant les coefficients  d c 

∗  et  † 
d c 

ou les estimations naïves. 
Dans le premier ensemble de répétitions, nous supposons 

que  2 
W , µ σ  et  2 

B σ  sont connues, de sorte que la simulation 
reproduit les résultats dérivés théoriquement et nous permet 
d’évaluer  la  qualité  des  estimateurs  composites  de  l’EQM 
sans l’interférence de l’incertitude au sujet du coefficient de 
rétrécissement  1 (1 ). d d b n = / + ω  Les résultats sont résumés 

graphiquement à  la  figure 2. Les biais empiriques  (valeurs 
absolues) des quatre estimateurs de l’EQM sont tracés dans 
le panneau de gauche. Des cercles et des points noirs  sont 
utilisés  pour  les  estimateurs  moyenné  et  naïf,  respective 
ment, et les biais des estimateurs composites sont reliés par 
des traits pleins. Les valeurs absolues des biais  empiriques 
sont tracées afin de mettre en relief leur forte association à la 
taille  d’échantillon  dans  le  cas  de  l’estimateur  naïf.  Pour 
60 districts  (60 %),  l’estimateur  composite  de  l’EQM  pré 
sente  un biais  positif. Pour  l’estimateur  naïf,  ce chiffre  ou 
pourcentage  est  plus  élevé  (78),  et  pour  l’estimateur 
moyenné,  il  est  plus  faible  (52).  Partout,  le  contributeur 
principal  au  biais  de  l’estimateur  moyenné  de  l’EQM  est 
l’écart de la distance quadratique  2 ( ) d µ − µ  par rapport à la 
variance  au  niveau  du  district  2 

B . σ  Les  deux  estimateurs 
composites, fondés sur  2 ˆ ( ) ˆ d − µ µ  et sur sa version corrigée 
du  biais,  diffèrent  si  peu  qu’il  est  impossible  de  faire  la 
distinction  entre  leurs  biais  dans  le  tracé.  Le  diagramme 
montre  que  l’estimateur moyenné  de  l’EQM comporte  un 
biais important pour quelques districts, y compris plusieurs 
dont la taille d’échantillon est grande. Les biais des estima 
teurs naïf et composite ne présentent pas de tels extrêmes. 

Dans  le  panneau  de  droite,  les  racines  de  l’EQM  des 
estimateurs  de  l’EQM  sont  représentées  en  utilisant  les 
mêmes symboles et disposition. Le diagramme montre que 
l’estimateur  naïf  est  inefficace,  surtout  pour  les  districts 
ayant  les  tailles  d’échantillon  les  plus  faibles,  tandis  que 
l’estimateur  moyenné  est  très  efficace  pour  certains,  mais 
inefficace  pour  d’autres,  sans  aucune  relation  apparente 
avec  leur  taille  d’échantillon. En  fait,  mise  à  part  la  taille 
d’échantillon, la grande efficacité est associée à la proximité 
de  2 ( ) d µ − µ  par  rapport  à  2 

B σ  et  la  faible  efficacité,  aux 
valeurs les plus petites et les plus grandes de  2 ( ) . d µ − µ  Par 
exemple,  la  racine  de  l’EQM  empirique  de  l’estimateur 
moyenné  de  l’EQM  pour  le  district 1,  avec  1  15, n =  est 
2,63, tandis que son équivalent pour le district 11  11 ( 16) n = 
est  0,049.  Les  moyennes  de  population  sont  1  24, 55, µ = 
surpassant  B µ + σ  de 1,72, et  11  22,87, µ =  ne différant de 

B µ + σ  que  de  0,04.  Les  racines  de  l’EQM  pour 
l’estimateur naïf sont 5,08 et 3,51, et celles pour l’estimateur 
composite,  2,10  et  1,00  pour  les  districts  1  et  11, 
respectivement.  L’estimateur  composite  de  l’EQM  donne 
des résultats nettement plus uniformes, atténuant les défauts 
des estimateurs moyenné et naïf. 

Les trois estimateurs sont prudents (ont un biais positif) 
pour  les districts  pour  lesquels  l’EQM de µ % d  est  relative 
ment faible. L’estimateur moyenné possède un biais négatif 
lorsque  les  EQM  sont  relativement  grandes.  L’estimateur 
composite  est  également  entaché  d’un  biais  négatif  pour 
certains districts, mais celuici a tendance à être plus faible 
en valeur absolue. Pour les districts ayant les tailles d’échan 
tillon les plus faibles,  l’estimateur composite n’est pas  très
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efficace, parce que l’estimateur naïf est très inefficace. Pour 
quelquesuns  de  ces  districts,  la  combinaison  des  estima 
teurs  est  contreproductive,  à  cause  du moyennage, mais  il 
est  impossible  d’identifier  ces  districts  d’après  une  seule 
réalisation de l’enquête. 

Nous  étudions  maintenant  des  conditions  moins  favo 
rables,  sous  lesquelles  les  hypothèses  de  normalité  de  d µ 
sur l’ensemble des districts et des observations élémentaires 
id y  dans les districts sont encore satisfaites, mais  les para 

mètres  globaux,  2 
W , µ σ  et  2 

B σ  sont  inconnus  et  estimés. 
Nous utilisons les mêmes moyennes  d µ  et tailles d’échan 
tillon  d n  qu’à la figure 1. Les résultats des simulations sont 
résumés  à  la  figure 3.  Dans  le  panneau  de  gauche,  nous 
représentons  les  moyennes  empiriques  des  estimateurs  de 
l’EQM  en  utilisant  les  mêmes  symboles  qu’à  la  figure 2, 
ainsi  que  les EQM empiriques  (représentées  par  des  croix 

« + ») des estimateurs de rétrécissement  . d µ %  Les moyennes 
empiriques des estimateurs moyennés présentent une courbe 
régulière,  parce que  dans  chaque  répétition  les estimations 
dépendent  uniquement  de  la  taille  d’échantillon  d n  et  du 
rapport  des  variances  estimées  ˆ . ω  En  ce  qui  concerne  le 
biais,  les  estimateurs naïfs présentent une courbe régulière, 
semblable à celle de  la figure 2. Les estimateurs naïfs  sont 
entachés  d’un  biais  positif  qui  diminue  avec  la  taille 
d’échantillon.  Les  estimateurs  moyennés  sont  beaucoup 
trop prudents;  leur moyenne ne  s’écarte pas de la tendance 
lissée.  Les estimateurs composites  de l’EQM s’écartent de 
cette tendance dans la direction appropriée, mais non pleine 
ment.  Leur  biais  moyen  est  positif,  égal  à  0,22,  ou  10 % 
(2,42 vs 2,20),  et  ils  surestiment  l’EQM cible  pour 70 des 
100 districts. 

Figure 1  Tailles d’échantillon au niveau du district  et moyennes de population de Y. 
Valeurs générées artificiellement 

Figure 2 Biais  et  racine  de  l’EQM  des  estimateurs  de  l’EQM  des  estimateurs  pour  petits  domaines 
empiriques bayésiens. Fondés sur des simulations dans des conditions artificielles. Les valeurs du 
biais et de la racine de l’EQM de l’estimateur composite sont reliées par des traits pleins 
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Figure 3 Moyenne et  racine de  l’EQM des  estimateurs de l’EQM des estimateurs pour petits 
domaines empiriques bayésiens. Les paramètres globaux  , µ σ 2 W  et σ 

2 
B  sont estimés 

Le panneau de droite représente la racine de l’EQM des 
estimateurs  de  l’EQM.  L’estimateur  naïf  est  inefficace, 
tandis  que  l’estimateur  moyenné  est  très  efficace  pour 
certains districts et assez inefficace pour d’autres. L’estima 
teur composite de l’EQM est plus efficace que l’estimateur 
naïf  ou  l’estimateur  moyenné  pour  36 districts;  il  est  plus 
efficace  que  l’estimateur  moyenné  pour  exactement  la 
moitié  des  districts,  mais  il  ne  présente  aucune  faiblesse 
manifeste. Comme dans les conditions favorables (figure 2), 
les  différences  dues  à  la  correction  du  biais  de  2 ˆ ( ) ˆ d − µ µ 
dans  l’estimation  composite  de  l’EQM  (en  utilisant  les 
coefficients  d c 

∗  ou  d c 
∗ ′ ) sont négligeables. 

Puis, nous comparons les estimateurs de l’EQM pour les 
moyennes  de  2  100 / Y  au  niveau  du  district  que  nous 
dénotons  . d ν  Les  hypothèses  de  normalité  intra  et  inter 
districts  ne  sont  plus  appropriées.  Nous  appliquons  les 
méthodes  qui  s’appuient  sur  les  hypothèses  de  normalité 
pour évaluer la robustesse des estimateurs composites, mais 
aussi  pour  mettre  en  contraste  les  différences  dues  au 
moyennage et  les  conséquences de l’utilisation de modèles 
« incorrects ».  Nous  choisissons  la  transformation  quadra 
tique,  parce  que  les  espérances  intradistrict  sont  connues, 
égales à  2 2 

W ( ) 100, d µ + σ /  et pourraient être estimées par 

· 2  2 
W *  EQM( )  ˆ 

100 

− + µ µ σ ν = . 
% % 

%  d d 
d  (8) 

Nous dénotons par  d ν %  les estimateurs empiriques bayésiens 
appliqués à  2  100. id y / 

Les  résultats  des  simulations  fondées  sur  les  valeurs  de 
2  100 id y /  sont  présentés  à  la  figure 4,  en  utilisant  la même 

disposition  et  les  mêmes  symboles  qu’à  la  figure 3.  Nous 
arrivons aux mêmes conclusions qu’auparavant au sujet des 
biais et des racines de l’EQM, excepté que l’estimateur naïf 
est  encore  plus  inefficace  et  que  les  propriétés  de 
l’estimateur moyenné sont encore plus erratiques, en ce sens 
qu’il est à la fois très efficace et très inefficace pour un plus 
grand  nombre  de  districts  que  dans  les  conditions  plus 
favorables de la figure 3. L’estimateur naïf est prudent, mais 
pour  certains  districts  dont  la  taille  d’échantillon  d n  est 
faible, il l’est nettement trop, et son EQM est très grande. 

Nous  contrastons  ces  conclusions  à  l’aide  d’une 
comparaison  de  l’estimation  des moyennes  de  2 100 Y /  au 
niveau  du  district  par  * ,d ν %  en  transformant  les  estimations 
d µ %  conformément à (8). L’estimateur  * 

d ν %  est plus efficace 
que  d ν %  pour la plupart des districts (90, en fait), et quand il 
est moins  efficace,  la différence  relative entre  leurs   EQM 
est  inférieure  à  4 %.  Pour  quelques  districts,  la  différence 
d’efficacité  est  perceptible,  dépassant  20 %  pour 
dix districts. Toutefois, les écarts entre les EQM sont faibles 
comparativement aux biais  dans  l’estimation  de ces EQM, 
comme  le montre  la figure 5. Les biais et  les EQM de  d ν % 
sont  représentés  par  des  points  noirs  reliés  entre  eux  pour 
* . d ν % 
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Figure 4  Moyenne  et  racine  de  l’EQM  des  estimateurs  de  l’EQM  des  estimateurs  pour  petits  domaines 
empiriques bayésiens; estimation des moyennes de  2 Y  /100 

Figure 5 Biais et EQM des estimateurs de  . ν d  Les segments verticaux relient les valeurs associées à  % ν * d  et à 
. % ν d  Les valeurs associées à  % ν d  sont représentées par des points noirs 
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Figure 6 Biais et racine de l’EQM des estimateurs composite et naïf empirique bayésien de l’EQM de  % µ d 

Le  manque  d’efficacité  de  d ν %  est  dû,  en  partie,  à  son 
biais;  ce  dernier  est  supérieur à  celui  de  * 

d ν %  pour  tous  les 
districts, sauf deux, mais la différence n’est non négligeable 
que si les deux estimateurs sont biaisés positivement. Donc, 
le  gain  d’efficacité  est  faible  si  l’on  effectue  l’analyse  de 
façon  à  ce  que  les  hypothèses  concernant  les  lois  soient 
satisfaites et  faibles. Les gains sont modestes comparative 
ment à l’accroissement de la difficulté à estimer l’efficacité, 
telle  qu’elle  est  exprimée  par  * EQM( ). ν ; ν % d d  Bien  que  la 
variance d’échantillonnage de  2 

W ˆ σ  soit négligeable dans les 
enquêtes à grande échelle, la contribution de · EQM( ) ; µ µ %  d d 
à  * EQM( ) ν ; ν % d d  ne peut pas être ignorée. 

La figure 6 compare l’estimateur composite de l’EQM à 
l’estimateur  naïf  de  l’EQM  de  d µ %  basé  sur  l’estimateur 
empirique bayésien de  ;d µ  il est dérivé par substitution de 
d µ %  à  d µ  dans (2). Par souci de concision, nous l’appelons 

estimateur  naïf  EB.  Comme  prévu  à  la  section 3,  il  a 
tendance  à  sousestimer  sa  cible.  Il  est  plus  efficace  que 
l’estimateur composite de l’EQM pour la moitié des districts 
(52 sur 100), mais ses propriétés sont moins uniformes. En 
principe,  l’estimateur  naïf  EB  pourrait  être  amélioré  par 
combinaison  à  l’estimateur  moyenné;  cependant,  cette 
combinaison  ne  produit  qu’une  amélioration  faible,  même 
dans  les  conditions  favorables  (  2 

W , µ σ  et  2 
B σ  connue),  et 

elle est nuisible pour plusieurs districts dans les conditions 
moins favorables. Nous omettons les détails. 

À  titre  de  simulation  finale,  nous  considérons  une 
variable  de  résultat binaire qui  indique  si  5, Y <  de  façon 
que  les  pourcentages  au  niveau  du  district  soient  dans  la 
fourchette  de  1,5  à  18,8  et  que  la  dépendance  du 
pourcentage  à  l’égard  de  la  variance  intradistrict  soit 
importante.  La  moyenne  des  pourcentages  au  niveau  du 

district  est  de  6,85;  l’asymétrie  importante  de  ces 
pourcentages  (coefficient  d’asymétrie  égal  à  1,01  et 
aplatissement  égal  à  3,78)  représente  un  test  sévère  de  la 
méthode. 

Dans la simulation, les pourcentages au niveau du district 
sont  estimés  par  la  version  univariée  de  la  méthode  de 
rétrécissement  décrite  dans  Longford  (1999  et  2005, 
chapitre 8). Les résultats sont résumés à la figure 7. L’EQM 
est  surestimée  par  les  trois  estimateurs  pour  la  plupart  des 
districts, sauf une minorité pour lesquels l’EQM empirique 
est  plusieurs  fois  plus  élevée  que  pour  les  autres.  L’esti 
mateur naïf présente un biais  important pour la plupart des 
districts.  L’estimateur  moyenné  est  contrôlé  moins 
strictement  que  pour  les  résultats  qui  suivent  une  loi 
normale, car le coefficient de rétrécissement dépend aussi de 
la proportion estimée, qui est tronquée par le bas à 2 % pour 
éviter  une  variance  estimée  nulle  (1 ) . ˆ ˆ  d d d  n p p − /  Le 
graphique  des  estimations  composites  de  l’EQM  présente 
des  pics  pour  les  districts  appropriés,  mais  ces  pics  sont 
beaucoup trop courts pour réduire considérablement le biais. 

Dans le cas de l’estimateur moyenné, les EQM sont pour 
la  plupart  satisfaisantes,  mais  elles  sont  très  grandes  pour 
plusieurs  districts.  Pour  ces  districts,  l’estimateur  naïf  de 
l’EQM  est  encore  moins  efficace.  L’estimateur  composite 
de l’EQM est moins efficace que l’estimateur moyenné pour 
un  grand  nombre  de  districts,  mais  les  écarts  sont  assez 
faibles,  compensés  par  les  gains  d’efficacité  pour  les 
districts  pour  lesquels  l’estimateur  moyenné  est  moins 
efficace.  L’estimateur  naïf  EB  de  l’EQM  ressemble  à  de 
nombreux égards à l’estimateur naïf de l’EQM; il n’est pas 
représenté dans le diagramme. 
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Figure 7  Moyenne et racine de l’EQM des estimateurs composites naïf et moyenné des EQM des pourcentages 
au niveau du district 

En conclusion,  cette  simulation montre que, quand  l’un 
des  estimateurs  de  l’EQM,  ici  l’estimateur  naïf,  est  très 
inefficace,  il  contribue  néanmoins,  ne  fûtce  que  très 
modestement,  à  l’efficacité  de  l’estimateur  composite  de 
l’EQM.  L’estimateur  composite  tire  parti  du  meilleur  des 
estimateurs moyenné et naïf, même dans des conditions non 
favorables.  Une  difficulté  qui  persiste  est  d’arriver  à 
combiner  les  estimateurs  naïf  et  moyenné  de  façon  à 
satisfaire  un  critère  particulier  représentant  un  compromis 
entre le niveau de précision correspondant aux districts pour 
lesquels  l’estimation est de haute précision et un plus haut 
niveau  de  précision  pour  les  districts  où  la  précision  des 
estimations  est  faible.  Par  exemple,  nous  pourrions  nous 
préoccuper  moins  de  l’estimation  de  l’EQM  pour  les 
districts  dont  la  représentation  dans  l’échantillon  est 
importante et davantage de celle de l’EQM pour les districts 
représentés  parcimonieusement.  En  outre,  certains  districts 
(par exemple,  ceux  situés  dans  une  région  particulière) 
pourraient  présenter  un  intérêt  spécial,  non  relié  à  leur 
représentation.  Naturellement,  dans  ces  circonstances,  la 
première étape est la définition d’un critère ou d’une classe 
de  critères  qui  reflètent  les  priorités  inférentielles,  et  cette 
définition sera obligatoirement particulière à chaque enquête 
et  à  chaque  client.  Voir  Longford  (2006)  pour  certaines 
propositions. 

4.1  Perfectionnements et extensions 
Plusieurs éléments de réalisme peuvent être intégrés dans 

la  dérivation  de  l’estimateur  composite  de  l’EQM. 
Premièrement, l’incertitude au sujet de  ˆ d µ  peut être reflétée 
en  reconnaissant  que  ˆ d µ  et  ˆ µ  sont  corrélées.  Donc, 

2 
W ˆ var ( ) (1 ˆ  d d  n − µ = σ / − µ  1 ) n /  et  l’approximation  (5) 

devient une égalité quand les deux occurrences de  2 
W  d n σ / 

sont remplacées par  2 
W (1 1 ). d n n σ / − /  Cela n’entraîne qu’un 

léger changement quand  , d n n =  ce qui est  le cas pour  la 
plupart des districts. Si le pays possède un district dominant, 
dont la taille d’échantillon représente une grande fraction de 
la  taille  d’échantillon  globale,  cet  ajustement  pourrait  être 
pertinent, mais  il a un effet négligeable sur  l’estimation de 
l’EQM, car même l’estimation directe de la moyenne pour 
le district est quasi efficace. 

Un  perfectionnement  similaire  peut  être  appliqué  à 
l’estimateur empirique bayésien de  . d µ  Il revient remplacer 
d n  par  1 1 1 ( ) ( ) d d d n n n n n n − − / − = / −  dans  le  coefficient 
d b = 1/(1 ). d n + ω  Le  changement  ne  devient  non 

négligeable  que  dans  le  cas  d’un  district  dominant,  mais 
pour un tel district, le rétrécissement ne produit qu’une très 
petite amélioration par rapport à l’estimation directe avec ou 
sans cet ajustement. 

L’adaptation à des plans d’échantillonnage qui diffèrent 
de  l’échantillonnage  aléatoire  stratifié  et  qui  associent  des 
sujets à des poids d’échantillonnage ne génère pas plus de 
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problèmes  dans  l’estimation  composite  que  dans  l’esti 
mation  directe basée  sur ce  genre  de  plans  et  de  pondéra 
tions, parce que l’estimation composite requiert uniquement 
les  variances  d’échantillonnage  de  ˆ , ˆ d µ µ  et  de  leurs 
fonctions.  De  même,  l’exploitation  de  l’information 
auxiliaire par recours à la régression (empirique bayésienne) 

jd jd d jd y = + δ + ε , β x 

avec  des  échantillons  aléatoires  indépendants,  d δ ∼ 
2 
B (0 ) N , σ  et  2 

W (0 ), jd  N ε , σ ∼  équivaut  à  remplacer  ˆ µ 
dans  (1)  par  la  prédiction  ˆ ˆ d , x  β  où  ˆ d x  est  le  vecteur  des 
moyennes  pour  le  district  d  et  ˆ β  est  le  vecteur  des 
estimations des paramètres de régression. Pour le voir, nous 
exprimons l’ajustement empirique bayésien pour le district 
d sous la forme 

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ˆ ˆ 
1 1 1 

d d 
d d d d d 

d d d 

n n 
n n n 
ω ω 

+ − = + . µ µ 
+ ω + ω + ω 

β β β x x x 

Pfeffermann et coll. (1998) discutent des problèmes associés 
à  l’ajustement  des  modèles  empiriques  bayésiens  aux 
observations  avec  poids  d’échantillonnage.  L’estimation 
composite  s’appuie  sur  des  estimateurs  directs  ˆ d µ  et  ˆ µ 
pour les vecteurs de toutes les variables concernées et leurs 
matrices  de  variances  d’échantillonnage  estimées;  leur 
évaluation  est  une  tâche  standard  en  théorie  de  l’échan 
tillonnage. Un problème demeure non résolu dans le cas des 
estimateurs empiriques bayésiens quand  ˆ d x  est basé sur un 
très petit nombre d’observations, parce que l’incertitude au 
sujet  de  d µ  est  alors  grossie,  même  si  l’ajustement  du 
modèle  est  très  bon;  si  le  vecteur  des  moyennes  d x  était 
connu  (d’après  des  sources  externes  à  l’enquête),  d µ 
pourrait être estimée de manière beaucoup plus efficace en 
utilisant  ˆ . d β x  L’estimation composite permet de contourner 
ce problème en recherchant la combinaison de moyennes de 
variables  auxiliaires,  qu’elles  soient  connues  ou  estimées 
d’après  l’enquête ou d’autres sources, visant directement à 
minimiser l’EQM de la combinaison (Longford 1999). 

L’approche  élaborée  à  la  section 3  peut  être  adaptée 
facilement  à  d’autres  distributions  que  la  loi  normale,  à 
condition que les aplatissements nécessaires pour évaluer la 
variance au  niveau  du  district  de  2 ( ) d µ − µ  et  la  variance 
d’échantillonnage de  2 ˆ ( ) d µ − µ  soient connus. En pratique, 
l’aplatissement dépend de la moyenne  ,d µ  ce qui crée des 
difficultés  qui  ne  peuvent  être  surmontées  que  par  des 
approximations  ou  des  calculs  de  valeur  moyenne. 
L’estimation  de  proportions  d p  d’après  des  données 
dichotomiques est un exemple typique. Nous avons 

2 2 
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2 
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2 2 

var{( ) } (1 3 3 ) ˆ 
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où  (1 ) d d d d v p p n = − /  et p est  la proportion  nationale.  La 
dépendance  complexe  à  l’égard  des  proportions  d p  mal 
estimées présente un défi analytique qui n’a pas de solution 
universelle. 

Tout  au  long  de  l’exposé,  nous  avons  supposé  que  la 
valeur du ratio des variances ω  est connue. En pratique, ω 
est estimé. Il est difficile de tenir compte de l’incertitude au 
sujet de ω  analytiquement, mais son effet sur  l’estimation 
de  d µ  et de  EQM( ) ; µ µ %  d d  peut être évalué par analyse de 
sensibilité en répétant les simulations décrites à la section 4 
pour  une  gamme  de  valeurs  plausibles  de  . ω  Puisqu’un 
ensemble  de  simulations  requiert  environ  une  minute  de 
temps de processeur, il s’agit d’une tâche de calcul faisable. 
Une difficulté de ce genre d’évaluation tient au fait qu’avec 
une valeur hypothétique altérée de  , ω  l’estimateur  d µ %  est 
changé,  et,  donc,  la  cible  de  l’estimateur  composite  de 
l’EQM est  changée également. Une approche  de  rechange 
informelle  consiste  à  considérer  les  conséquences  d’une 
sousestimation  et  d’une  surestimation  de  la  valeur  de  . ω 
Lors de l’estimation de  , µ d  il  est  conseillé d’errer dans  la 
direction  d’une  valeur  de ω  plus grande, donnant  plus  de 
poids à l’estimateur direct  ˆ d µ  (Longford 2005, chapitre 8). 
Pour estimer  l’EQM de  ,d µ %  nous  pourrions  préférer  errer 
dans la direction de l’estimateur moyenné, plus stable. Cela 
revient à accroître la valeur du coefficient  d c 

∗  et, comme  d c 
∗ 

est  une  fonction  décroissante  de  , ω  à  réduire  la valeur de 
ω  utilisée pour fixer  . d c 

∗  Naturellement,  la modération est 
de rigueur, afin de ne pas écarter entièrement la contribution 
de l’estimateur naïf de l’EQM. 

5.  Conclusion 

L’approche  élaborée  dans  le  présent  article  applique  la 
notion générale de rétrécissement à  l’estimation de  l’EQM 
des  estimateurs  pour  petits  domaines  et  réduit  l’effet  du 
moyennage,  considéré  comme  indésirable  sous  l’angle  de 
l’approche fondée sur le plan de sondage, dans laquelle les 
quantités de population µ d  des districts du pays sont fixes. 
Nous  nous  sommes  concentrés  sur  l’amélioration  indivi 
duelle  de  l’estimation  de  l’EQM  pour  chaque  district.  En 
pratique,  l’amélioration de  l’estimation est plus  importante 
pour  certains  districts  que  pour  d’autres.  De  nombreuses 
enquêtes  sont  conçues  pour  faire  d’autres  inférences  que 
l’estimation pour petits domaines ou ne tiennent compte que 
périphériquement des petits domaines dans la planification, 
si bien qu’elles  peuvent  produire  des estimateurs  plus que 
satisfaisants  pour  certains  districts,  habituellement  les  plus 
peuplés,  mais  moins  satisfaisants  pour  d’autres,  souvent 
ceux  qui  sont  peu  peuplés.  Dans  de  telles  conditions,  on 
devrait accorder une priorité  inférentielle relativement plus 
grande à ces derniers districts. Les estimateurs de rétrécisse 
ment  des moyennes  et  des  proportions  de  petits  domaines
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ont cette propriété, et les simulations décrites à la section 4 
indiquent  que  l’estimation  composite  de  l’EQM  a  une 
propriété semblable, du moins en ce qui a trait à l’estimateur 
moyenné. 

Pour une  taille  donnée  du biais  dans  l’estimation  d’une 
EQM,  nous  préférons  un  biais  positif,  parce  que  nous 
considérons  la  sousestimation  de  la  précision  comme 
statistiquement  « malhonnête »,  tandis que  la  surestimation 
ne  présente  simplement  pas  l’estimation  sous  la  lumière 
qu’elle mérite, autrement dit, nous mettons mal en valeur le 
résultat de notre effort analytique. Dans cette perspective, le 
coefficient optimal  d c  dans (7) ne devrait pas être recherché 
par minimisation de l’EQM de la combinaison, mais à l’aide 
d’un  critère  qui  considère  la  sousestimation  de  l’EQM 
comme une erreur plus grave que  sa surestimation dans la 
même proportion. Trouver un critère approprié pour lequel 
l’optimisation  est  soluble  est  un  problème  ouvert. 
L’estimateur  composite  de  l’EQM  dérivé  à  la  section 3  a 
tendance à surestimer l’EQM, mais il ne s’agit pas d’un acte 
délibéré. 

Nous avons expérimenté avec l’estimation du maximum 
de  vraisemblance  (ML)  et  du maximum de  vraisemblance 
restreint  (REML);  dans  les  conditions  utilisées  pour  les 
simulations,  les  différences  entre  les  deux  approches  sont 
très  faibles.  L’avantage  de  l’estimation  sans  biais  de  la 
variance  2 

B σ  est perdu quand  2 
B ˆ σ  est soumis à une transfor 

mation  non  linéaire,  et  l’efficacité  n’est  maintenue 
qu’asymptotiquement  par  les  transformations.  Cependant, 
l’estimation pour petits domaines est un problème typique 
ment de petit échantillon. 

L’approche  décrite  dans  le  présent  article  illustre 
l’universalité de l’idée générale consistant à combiner deux 
estimateurs  possibles.  L’estimateur  composite  exploite  les 
avantages  et  réduit  les  inconvénients  des  estimateurs 
composants. Son application n’est pas préjudiciable lorsque 
l’un  des  estimateurs  est  de  loin  inférieur  à  l’autre.  Une 
forme  de  moyennage  intervient  même  dans  l’estimateur 
composite  de  l’EQM,  de  sorte  qu’elle  contribue  à  sa 
robustesse  en  améliorant  les  écarts  par  rapport  aux 
hypothèses  faites  dans  le  développement  théorique,  telles 
que la présence d’hétéroscédasticité et de lois asymétriques 
(non normales) dans le district. 

L’intégration  des  priorités  inférentielles,  en  fait  la 
rerépartition de la précision dans l’estimation des EQM pour 
les  petits  domaines,  est  un  problème  ouvert. Un  problème 
similaire,  c’estàdire  concevoir  des  enquêtes  pour  l’esti 
mation pour petits domaines de telle façon que la précision 
soit suffisante dans l’approche fondée sur un modèle (avec 
moyennage) est abordé par Longford (2006). 
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Traitement de la nonréponse dans les sondages en grappes 
Jun Shao 1 

Résumé 
Dans les sondages en grappes, la nonréponse concernant une variable dépend souvent d’un effet aléatoire au niveau de la 
grappe et n’est donc pas ignorable. Les estimateurs de la moyenne de population obtenus par imputation par la moyenne ou 
par repondération sous l’hypothèse de nonréponse ignorable sont alors biaisés. Nous proposons un estimateur sans biais de 
la moyenne de population obtenu par imputation ou par repondération dans chaque grappe échantillonnée ou dans un groupe 
de grappes échantillonnées ayant une caractéristique commune. Nous présentons certains résultats obtenus par simulation en 
vue d’étudier les propriétés de l’estimateur proposé. 

1.  Jun Shao, Department of Statistics, University of Wisconsin, Madison, WI 53706, ÉtatsUnis. 

Mots clés :  Nonréponse  non  ignorable;  nonréponse  basée  sur  un  effet  aléatoire;  imputation;  regroupement  de 
grappes. 

1.  Introduction 

La nonréponse existe dans  la plupart des problèmes de 
sondage. La probabilité d’avoir un nonrépondant à un item 
(variable) y dépend habituellement de la valeur  inobservée 
de  y,  ce  qui  rend  fort  difficile  le  traitement  des  non 
réponses. Les méthodes appliquées habituellement (comme 
la  repondération  et  l’imputation)  sont  toutes  fondées  sur 
l’hypothèse  que  la  nonréponse  est  ignorable  étant  donné 
une variable auxiliaire. Plus précisément, 

( est un répondant ) ( est un répondant ) P y y z P y z | , = | , (1) 

où  z  est  une  variable  auxiliaire  dont  les  valeurs  sont 
observées pour toutes les unités échantillonnées. Autrement 
dit, sachant z, la valeur de y et sa situation de réponse sont 
statistiquement  indépendantes.  L’hypothèse (1) est  appelée 
mécanisme de réponse non confondu par Lee, Rancourt et 
Särndal  (1994). Selon  la  terminologie  de Rubin  (1976),  la 
nonréponse sous (1) est ignorable sachant z. 

Dans  certaines  situations,  il  est  difficile  de  trouver  une 
variable z qui  satisfait (1). L’objectif  du  présent  article est 
d’étudier une méthode de traitement de la nonréponse dans 
le  cas  d’un  sondage  en  grappes,  en  supposant  qu’une 
variable z satisfaisant (1) n’est pas disponible.  Le  sondage 
en grappes comporte un échantillonnage à deux degrés; les 
unités  sélectionnées  au  premier  degré  sont  des  grappes 
contenant des unités qui, à leur tour, sont échantillonnées au 
deuxième  degré.  L’échantillonnage  en  grappes  est  utilisé 
pour des raisons économiques. Il est nécessaire lorsque l’on 
ne dispose d’aucune liste fiable des unités de population de 
deuxième degré (par exemple, lorsqu’il n’existe aucune liste 
complète  des  personnes, mais que  l’on  dispose  d’une  liste 
de  ménages).  Dans  le  sondage  en  grappes,  la  variable 
d’intérêt  y  peut  être  décomposée  sous  la  forme 

, y b e = µ + +  où µ  est une moyenne globale inconnue de 

, y b  est un effet aléatoire au niveau de la grappe (toutes les 
unités d’une grappe donnée ont  en commun  le même effet 
aléatoire b) et e est un effet aléatoire  intragrappe. Dans de 
nombreux cas, l’instrument de la corrélation de la valeur de 
la variable y et de la situation de réponse est l’effet aléatoire 
non observé au niveau de la grappe b : 

( est un répondant ) ( est un répondant ) P y y b P y b | , = | , (2) 

c’estàdire que,  si b était observé,  alors nous obtiendrions 
l’hypothèse (1) avec  . z b =  Par exemple, supposons que les 
grappes soient les ménages et que dans chacun ceuxci, une 
seule  personne  réponde  au  questionnaire  pour  tous  les 
membres du ménage échantillonné. Il est vraisemblable que 
la  probabilité  des  réponses  dépende  de  la  variable  b  au 
niveau du ménage mais non de la variable e intraménage. 

L’hypothèse (2)  a  été  la  première  utilisée  par  Wu  et 
Carroll (1988) dans la résolution d’un problème relevant du 
domaine  de  la  santé  où  les  grappes  ont  une  structure 
longitudinale (mesure répétée). Ils ont donné à (2) le nom de 
censure  informative  (données manquantes)  et  proposé  une 
méthode  sous  certaines  hypothèses  paramétriques  con 
cernant la probabilité  ( P y  est un répondant | ) b  et la loi de 
y. Plus tard, Little (1995) a donné à ce genre de mécanisme 
de création  de  données manquantes  le nom de mécanisme 
non ignorable de création de données manquantes basée sur 
un  coefficient  aléatoire.  Donc,  nous  donnerons  à  l’hypo 
thèse (2)  le  nom  de  mécanisme  de  réponse  non  ignorable 
basée sur un effet aléatoire. Puisque b n’est pas observé, le 
mécanisme de réponse (2) est effectivement non ignorable. 

Dans  le  cas  de  données  d’enquête,  il  est  difficile  de 
postuler un modèle paramétrique pour la loi de y. Il est, de 
surcroît,  difficile  d’ajuster  un  modèle  paramétrique  au 
mécanisme de nonréponse sous (2), car b n’est pas observé. 
Après  la  présentation  de  certains  détails  sur  le  plan  de 
sondage et de nos hypothèses, nous proposons à la section 2
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une méthode d’estimation de la moyenne de population de y 
sous  le mécanisme  de  réponse  (2) qui  ne  nécessite  pas  de 
modèle paramétrique pour  le mécanisme de réponse. Nous 
supposons que y suit un modèle à effet aléatoire (de grappe), 
mais  nous  ne  formulons  aucune  hypothèse  paramétrique 
concernant  la  loi  de  y.  À  la  section 3,  nous  exposons  les 
résultats d’une étude par simulation réalisée en vue d’étudier 
les  propriétés  de  l’estimateur  proposé.  Enfin,  nous 
présentons une discussion à la dernière section. 

2.  Principaux résultats 

Soit  S  un  échantillon  de  grappes  de  taille  n  tiré  d’une 
population P. Dans la  ième i  grappe échantillonnée, soit  i S 
l’échantillon de deuxième degré de taille  2 i m ≥  provenant 
d’une  population  . i P  Pour  l’unité  échantillonnée  , i j S ∈ 
nous  construisons  un  poids  de  sondage  ij w  (d’après  la 
spécification  du  plan  d’échantillonnage)  tel  que,  en 
l’absence  de  nonréponse,  ˆ 

i i S j S  ij ij Y w y ∈ ∈ ∑ ∑ =  est  un 
estimateur  sans  biais  du  total  de  population  Y  de  toute 
variable y, c’estàdire  ˆ ( ) 0, s E Y Y − =  où  ij y  est  la valeur 
de y de l’unité j dans la grappe i,  , 

i i P j P  ij Y y ∈ ∈ ∑ ∑ =  et  s E 
est l’espérance sous échantillonnage répété. 

Soit y la variable d’intérêt. Nous adoptons une approche 
avec  modèle  d’imputation,  autrement  dit,  nous  supposons 
que chaque  ij y  dans la population est une variable aléatoire 
telle que 

ij i i ij y b e = µ + + ,  (3) 

où  i µ  est un paramètre inconnu,  i b  est un effet aléatoire au 
niveau  de  la  grappe  non  observé  de  moyenne  0  et  de 
variance  finie,  ij e  est  un  effet  aléatoire  intragrappe  non 
observé de moyenne 0 et de variance finie, et les  i b  et  les 
ij e  sont  indépendants. Notons que la loi de  ij y  peut varier 

en fonction de  ( , ). i j 
Soit  ij δ  l’indicateur de réponse pour  ij y  (  1 ij δ =  si  ij y 

est  un  répondant  et  0 ij δ =  si  ij y  est  un  nonrépondant). 
Nous adoptons l’approche décrite dans Shao et Steel (1999), 
c’estàdire  que  ij δ  est  défini  pour  chaque  unité  de  la 
population et que  le mécanisme  de  nonréponse  fait  partie 
du modèle. Soit  i δ  le vecteur contenant  , , ij i j S δ ∈  et  i y  le 
vecteur  contenant  , . ij i y j S ∈  Nous  émettons  l’hypothèse 
que  le  mécanisme  de  réponse  non  ignorable  basée  sur  un 
effet aléatoire est le suivant : pour chaque échantillon, 

( ) ( ) i i m i m i i P b P b i S | , = | , ∈ , y δ δ  (4) 

où  m P  est la probabilité sous le modèle et  ( ) m P ξ | η  dénote 
la loi conditionnelle de ξ  sachant  . η  Autrement dit, sachant 
,i i b  y  et  i δ  sont  indépendants.  (Inconditionnellement,  ils 

pourraient  être  dépendants.)  Nous  supposons  que  le 
mécanisme stochastique sous le modèle est indépendant du 

mécanisme  d’échantillonnage  de  sorte  que  ( ) s m E E X = 
( ) m s E E X  à  condition  que  X  soit  intégrable,  où  m E  est 

l’espérance sous  . m P 
En outre, nous supposons que 

pour tout au moins un est égal à 1 ij i S ∈ , δ .  (5) 

Autrement  dit,  chaque  grappe  contient  au  moins  un 
répondant. Sans cette hypothèse (ou une autre hypothèse), il 
pourrait  être  impossible  d’estimer  le  total  de  population Y. 
Nous  présentons  une  discussion  plus  approfondie  à  la 
section 4. 

Si  nous  supposons  que  la  nonréponse  est  ignorable, 
c’estàdire  que  ( m ij P δ = 1 ) ( 1), ij m ij y P | = δ =  alors  une 
méthode utilisée  fréquemment consiste à  imputer  la valeur 
manquante  pour  chaque  nonrépondant  par  la  moyenne 

i i S j S  ij ij ij w y ∈ ∈ ∑ ∑ δ /  , 
i i S j S  ij ij w ∈ ∈ ∑ ∑ δ  ce  qui  mène  à  l’esti 

mateur de Y suivant : 
ˆ 

i 

i i 

ij ij ij ij r 
i S j S 

ij ij ij ij 
i S j S i S j S 

y w w Y 

w w w 

∈ ∈ 

  
  
  
    ∈ ∈ ∈ ∈   

= δ , 

= δ . 

∑ ∑ 

∑∑ ∑∑ 

% % 

(6) 

Sous les hypothèses (3) à (5), 

ˆ ( ) 

( ) 
i 

i i 

s m  r 

ij s m ij i i ij 
i S j S 

ij ij s m ij i s m ij i 
i S j S i S j S 

E E  Y 

E E b e w 

E E E E b w w 

∈ ∈ 

    
    
    
        ∈ ∈ ∈ ∈     

  
= δ µ + +     

  

= δ µ + δ , 

∑ ∑ 

∑ ∑ ∑ ∑ 

% 

% %  (7) 

où la dernière égalité découle de 

( ) [ ( )] 

[ ( ) ( )] 0 
ij ij m ij ij m m ij ij i 

ij m m ij i m ij i 

E e E E e b w w 
E E b E e b w 

δ = δ | 

= δ | | = 

% % 

%  (8) 

sous (4). Le premier terme de (7) est égal à 

i i i 

s m ij ij i ij ij ij 
i S j S i S j S i S j S 

E E w w w 
        
        
        
              ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈           

δ µ δ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 

qui est approximativement égal à (quand n est grand) 

( ) 

( ) 

i i 

i 

i i 

i 

s m ij ij i s m ij 
i S j S i S j S 

s m ij ij 
i S j S 

s ij i m ij s ij 
i S j S i S j S 

s ij m ij 
i S j S 

E E w E E w 

E E w 

E w E E w 

E w E 

    
    
    
        ∈ ∈ ∈ ∈     

  
  
  
    ∈ ∈   

  
  
  
    ∈ ∈ ∈ ∈   

∈ ∈ 

δ µ 

δ 

  
µ δ     

  = 
  

δ .     
  

∑ ∑ ∑ ∑ 

∑ ∑ 

∑∑ ∑∑ 

∑∑
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Notons que 

( ) ( ) 
i i 

s m m i s ij i 
i P j P i S j S 

E E Y E Y E w 
  
  
  
    ∈ ∈ ∈ ∈   

= = µ = µ . ∑ ∑ ∑ ∑ 

Donc, le fait que  i µ = µ  pour tout i ou que  ( ) m ij E δ  ne 
dépende pas de  ( , ) i j  implique que l’espérance du premier 
terme de (7) est approximativement égale à  l’espérance de 
Y. Cependant, en général  ( ) 0 ij m ij i E b w δ ≠ %  , parce que  ij δ  et 
i b  sont  dépendants. Donc,  le  deuxième  terme  de (7) n’est 

pas égal à 0 et, par conséquent,  ˆ r Y  défini par (6) est biaisé 
sous le mécanisme de nonréponse non ignorable basée sur 
un  effet  aléatoire. Ce  biais  ne  disparaît  pas  asymptotique 
ment quand n→ ∞  et (ou) que  i m → ∞  pour tout i. 

Étant  donné  que  le  biais  de  ˆ 
r Y  est  dû  à  ce  que 

l’imputation  est  effectuée  sur  l’échantillon  complet,  alors 
que la nonréponse dépend d’un effet aléatoire au niveau de 
la grappe, nous pouvons trouver un estimateur sans biais en 
exécutant  l’imputation dans chaque grappe. Cela serait une 
méthode d’imputation naturelle si l’effet aléatoire de grappe 
i b  était  observé.  Si  nous  corrigeons  une  nonréponse  ij y 

dans  la  grappe  i  par  imputation  de  la moyenne  de  grappe 
, 

i i j S j S ij ij ij ij ij w y w ∈ ∈ ∑ ∑ δ / δ  alors l’estimateur résultant est 

ˆ 
i 

ij c ij ij 
i S j S 

Y y w 
∈ ∈ 

= δ , ∑ ∑ 
avec 

i i 

ij  ij ij ij ij 
j S j S 

w w w w 
  
  
  
    ∈ ∈   

= δ . ∑ ∑  (9) 

L’hypothèse (5) nous assure que  ij w  est bien défini. Notons 
que 

ˆ ( ) 

( ) 

i i 

i i 

ij ij s m s m ij i s m ij i c 
i S j S i S j S 

ij i ij i s m s m 
i S j S i S j S 

m 

E E E E E E b w w Y 

E E w E E w b 

E Y 

    
    
    
        ∈ ∈ ∈ ∈     

    
    
    
    ∈ ∈ ∈ ∈     

= δ µ + δ 

= µ + 

= , 

∑∑ ∑∑ 

∑ ∑ ∑∑ 

où la première égalité découle de l’hypothèse (3) et du fait 
que, sous l’hypothèse (4), le résultat (8) est encore vérifié si 
l’on remplace  ij w %  par  ,ij w  la deuxième égalité découle de la 
définition de  ij w  et du fait que  i µ  et  i b  ne dépendent pas de 
j, et la dernière égalité découle de  ( ) 0. m i E b =  Donc,  ˆ c Y  est 
un estimateur sans biais de Y. 

Puisque  l’imputation  est  faite  dans  chaque  grappe, 
l’estimateur défini par (9) paraît inefficace lorsque certaines 
tailles  d’échantillon  de  grappes  i m  sont  très  faibles. 
Cependant,  le  problème  ne  se  pose  pas  dans  le  cas  où 
ij i w w =  pour  tout  j  (par exemple,  si  les  probabilités  de 

sélection sont égales  lors de l’échantillonnage de deuxième 
degré). Quand  ij i w w =  pour  tout  j,  l’imputation menant à 
ˆ 
c Y  dans (9) est,  en  fait, effectuée dans  une beaucoup plus 

grande classe, c’estàdire un groupe de grappes ayant une 
caractéristique en commun. Soit  1 

i j S i  i ij m − 
∈ ∑ = δ δ  le taux de 

réponse dans la grappe i et soit 
{ }  ( ) i l i G i S m m k m l k m k m = ∈ : = , = / , = , , ≤ . δ  (10) 

Pour chaque  ( ),  l l k m G = ,  donné par (10) est le groupe de 
grappes échantillonnées ayant les mêmes  i m m =  et  . i  k = δ 
Si  ij i w w =  pour tout j, alors, pour  l i G ∈  avec  ( ), l k m = , 

( ) 

i i 

i i 

l l 

l l 

l i l i 

ij  ij ij ij ij j S j S 

i i ij i j S j S 

i i 

i 

i i i i i i G i G 

i i i i i i i G i G 

i i ij i i G j S i G j S 

w w w w 

w w w 

w 
w k m 

k w m w m w 
m 

w m w m w 

w w w 

  
    ∈ ∈   

  
    ∈ ∈   

            ∈ ∈       

    
        ∈ ∈     

    
      ∈ ∈ ∈ ∈    

= δ 

= δ 

= /δ 
= / / 

= 

= δ 

= δ 

∑ ∑ 

∑ ∑ 

∑ ∑ 

∑ ∑ 

∑ ∑ ∑ ∑ 

l i l i 
ij ij ij ij i G j S i G j S w w w 

  
 

    
        ∈ ∈ ∈ ∈     

= δ . ∑ ∑ ∑ ∑ 

Par  conséquent,  l’imputation  donnant  ˆ c Y  dans  (9)  est,  en 
fait, effectuée dans chaque groupe  l G  quand  ij i w w =  pour 
tout j, c’estàdire que la valeur pour un nonrépondant dans 
i S  est  imputée  par  la  moyenne  d’échantillon  pour  les 

répondants dans  , . 
l i l i i G j S i G j S l ij ij ij ij ij G w y w ∈ ∈ ∈ ∈ ∑ ∑ ∑ ∑ δ / δ 

Si  ij w  varie en  fonction de j pour un i donné,  certaines 
conditions  supplémentaires  sont  nécessaires  afin  de 
combiner les grappes. Ce point est discuté à la section 4. 

Nous terminons la présente section par une discussion de 
l’estimation  de  la  variance,  puisque  pour  la  plupart  des 
sondages, un estimateur de variance est requis pour chaque 
estimateur ponctuel. Nous pouvons dériver une  formule de 
la variance ou son approximation (quand  n→ ∞ ) pour  ˆ c Y 
qui  pourrait  nécessiter  plus  de  renseignements  sur  le  plan 
d’échantillonnage.  Quand  la  taille  de  l’échantillon  de 
premier  degré n  est  grande, que  i m m ≤  pour  tout  i  et  un 
nombre  entier  fixé m,  et que  / n N  est  faible,  où N  est  la 
taille de P, nous pouvons appliquer la méthode corrigée du 
jackknife  décrite  dans  Rao  et  Shao  (1992).  Plus  précisé 
ment, nous pouvons procéder aux étapes suivantes. 

1.  Créer n répliques jackknife, où la  ième i  réplique est 
obtenue  en  supprimant  la  ième i  grappe  et  en 
rajustant  les  poids  à  ( ) , , 1, , , i 

k j w k i i n ≠ = … 
conformément  au  plan  d’échantillonnage.  Par 
exemple, si  l’échantillonnage de premier degré est 
stratifié, alors  ( ) i 

k j k j w w =  si k et i ne sont pas dans 
la  même  strate  et  ( )  /( 1) i 

k j h k j h w n w n = −  si  k  et  i
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sont dans la même strate h, où  h n  est la taille de la 
strate. 

2.  Réimputer les valeurs pour les nonrépondants dans 
la  ième i  réplique  jackknife  en  utilisant  les  valeurs 
des  répondants  dans  la  ième i  réplique  jackknife, 

1, , . i n = … 

3.  Calculer  , 
ˆ 
c i Y  de la même façon que  ˆ c Y  mais en se 

fondant  sur  la  ième i  réplique  jackknife réimputée, 
1, , . i n = … 

4.  Calculer l’estimateur par le jackknife de la variance 
pour  ˆ 

c Y  en  utilisant  une  formule  du  jackknife 
standard  (par exemple,  Shao  et Tu  1995,  chapitre 
6).  Par  exemple,  si  l’échantillonnage  de  premier 
degré  est  stratifié  et  comporte  H  strates,  alors 
l’estimateur par le jackknife de la variance est 

2 

1 

1  1 ˆ ˆ 
h 

H 
h 

c i c k 
h i S k S h 

n 
v  Y Y n n , , 

= ∈ ∈ 

−   
= − ,   

  
∑ ∑ ∑ 

où  h S  est l’échantillon provenant de la 
ième h  strate 

et  h n  est la taille de  .h S 

3.  Résultats des simulations 

Nous présentons maintenant les résultats d’une étude par 
simulation  effectuée  en  vue  d’examiner  les  propriétés  des 
estimateurs  ˆ r Y  et  ˆ .c Y 

Nous  créons  une  population  finie  semblable  à  la 
population  d’instituteurs  et  institutrices  du  comté  de 
Maricopa,  en  Arizona  (Lohr  1999,  pages 446447).  La 
population finie contient 311 grappes (écoles). Dans chaque 
grappe, les unités de deuxième degré sont les instituteurs et 
institutrices. La taille de la grappe (le nombre d’instituteurs 
et institutrices) varie de 6 à 59, si bien que l’échantillonnage 
de  premier  degré  est  un  échantillonnage  avec  probabilités 
inégales  proportionnelles à  la  taille de  la  grappe. L’échan 
tillonnage de premier degré est fait avec remise et la taille de 
l’échantillon  est  31.  L’échantillonnage  de  deuxième  degré 
est  un  échantillonnage  aléatoire  simple  sans  remise  de 
taille 6 (pour toute grappe). 

Pour  chaque  instituteur  ou  institutrice,  la  variable 
d’intérêt  est  le nombre de minutes par semaine consacrées 
aux travaux de préparation à l’école. Les valeurs de  ij y  pour 
cette  variable  dans  la  simulation  sont  générées  confor 
mément  au  modèle (3),  où  i µ  est  le  nombre  moyen  de 
minutes consacrées par semaine aux travaux de préparation 
à  l’école pour  la  ième i  école,  i b  est un effet aléatoire de la 
ième i  école,  et  ij e  est  un  effet  aléatoire  du  ou  de  la  ième j 
instituteur ou institutrice dans la  ième i  école. Les valeurs de 
i µ  sont  les  moyennes  d’échantillon  de  l’ensemble  de 

données  de  Lohr  (1999,  pages 446447),  qui  varient  de 

25,52 à 42,18 avec une moyenne de 33,76 et une médiane 
de  33,47.  La  valeur  de  i b  est  générée  conformément  à 

8,31( 2), i i b X = −  où  i X  suit  la  loi  gamma  dont  le 
paramètre de forme est 2 et le paramètre d’échelle est 1. La 
valeur  de  ij e  est  générée  à  partir  de  la  loi  normale  de 
moyenne  0  et  d’écarttype  2,27.  Les  i b  et  les  ij e  sont 
générés indépendamment les uns des autres. Les valeurs de 
ij i i ij y b e = µ + +  sont générées dans chaque exécution de la 

simulation  afin  de  pouvoir  évaluer  le  biais  et  les  erreurs 
types  des  estimateurs  en  utilisant  la  probabilité  conjointe 
sous le plan d’échantillonnage et les modèles (3) à (5). 

Pour  les unités échantillonnées,  les nonrépondants sont 
générés  conformément  à  (4)  et  (5). Autrement  dit,  chaque 
grappe échantillonnée contient un  répondant  et  la  situation 
de  réponse  des  autres  unités  échantillonnées  dans  chaque 
grappe  est  déterminée  indépendamment  par  (  ij P y 

1 1 manque ) (1 ). i i b b 
i b e e − − | = / +  La  probabilité  moyenne  de 

nonréponse est de 33,76 %. 
Pour l’estimation de la moyenne de population finie, une 

simulation comptant 1 000 passages machine montre que, si 
l’on utilise  ˆ r Y  le biais, l’erreurtype et la racine de l’erreur 
quadratique moyenne valent 2,89, 1,32 et 3,17, respective 
ment, et que le biais relatif  ˆ ( ) ( ) r E Y Y E Y − /  est de 8,5 %; si 
l’on utilise  ˆ c Y  , le biais, l’erreurtype et la racine de l’erreur 
quadratique moyenne valent 0,12, 1,81 et 1,82, respective 
ment  et  le  biais  relatif  ˆ ( ) ( ) c E Y Y E Y − /  est  de  0,3 %.  Ce 
résultat  de  simulation  corrobore  notre  théorie,  c’estàdire 
que  ˆ c Y  est approximativement sans biais, mais que  ˆ r Y  est 
biaisé. Dans ce cas, l’erreurtype de  ˆ c Y  est plus grande que 
celle de  ˆ ,r Y  mais la racine de l’erreur quadratique moyenne 
de  ˆ r Y  est nettement plus grande que celle de  ˆ c Y  à cause de 
son biais important. 

4.  Discussion 

Si  nous  n’émettons  pas  l’hypothèse  que  chaque  grappe 
échantillonnée  contient  au moins  un  répondant,  il  pourrait 
être  impossible  d’estimer  le  total  de  population,  à  moins 
d’ajouter  une  autre  hypothèse.  Sous  le  mécanisme  de 
nonréponse (4),  quand  toutes  les  observations  dans  une 
grappe  sont  des  nonréponses,  aucune  information  dans 
cette  grappe  ne  peut  être  recouvrée  d’après  les  données 
observées dans d’autres grappes, à moins que soit émise une 
hypothèse  supplémentaire.  Par  exemple,  on  pourrait 
supposer que la population de grappes ne contenant aucun 
répondant  est  semblable  à  celle  des  grappes  contenant  un 
répondant, auquel cas on pourrait regrouper  les grappes en 
répartissant  les  poids  de  celles  ne  contenant  aucun 
répondant  de  la  même  façon  que  les  poids  de  celles 
contenant  un  répondant.  Une  autre  approche  consiste  à 
utiliser un modèle hypothétique permettant d’extrapoler les 
résultats aux grappes ne contenant pas de répondant.
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Les  résultats  de  la  section 2  sont  présentés  pour 
l’imputation  par  la  moyenne.  Les  extensions  à  certaines 
autres méthodes d’imputation sont simples. Par exemple, si 
l’on considère l’imputation hot deck aléatoire, notre résultat 
mène à l’imputation dans les grappes (ou les  l G  ). S’il existe 
une  covariable  x  dont  les  valeurs  sont  toutes  observées, 
notre  résultat  peut  être  étendu  à  l’imputation  par  la 
régression  en  utilisant  le  modèle (3)  modifié  pour  donner 
ij y =  . ij i ij x b e α + β + +  Dans  le  cas  de  la  nonéponse 

partielle,  notre  résultat  peut  également  être  appliqué  à  la 
repondération, c’estàdire à l’ajustement des poids dans les 
grappes (ou les  l G  ). 

Notre  méthode  est  basée  sur  un  modèle  d’imputation. 
Nous utilisons le modèle à effet aléatoire hypothétique (3) et 
le  mécanisme  de  réponse  basé  sur  les  effets  aléatoires 
hypothétiques  (4). Si  le modèle (4)  n’est  pas  vérifié,  alors 

( ) 0 ij m ij ij E e w δ ≠ %  et notre estimateur  ˆ c Y  a un biais dont la 
grandeur dépend de la taille de  ( ) . ij m ij ij E e w | δ | %  De même, 
ˆ 
c Y  n’est pas valide si le modèle (3) ne tient pas. 
Nous  avons  montré  à  la  section 2  qu’en  imposant  la 

condition  ij i w w =  pour  tout  j,  nous  nous  assurons  que 
l’imputation est faite dans chaque  l G  qui est  le groupe de 
grappes ayant  les mêmes taille et  taux de réponse. Dans le 
cas de  l’échantillonnage à deux  degrés,  cette  condition est 
satisfaite  quand  l’échantillonnage  de  deuxième  degré  est 
réalisé avec probabilités égales (par exemple,  l’échantillon 
nage  aléatoire  simple  sans  remise).  Dans  le  cas  de 
l’échantillonnage  à  trois  degrés,  le  modèle  (3)  doit  être 
remplacé par  ijk y =  ij ij ijk b e µ + +  et  i b  dans (4), par  . ij b 
Le poids de sondage  ijk w  satisfait  ijk ij w w =  à condition que 
l’échantillonnage  de  dernier  degré  soit  exécuté  avec 
probabilités égales et que notre résultat soit encore vérifié. 
En cas d’échantillonnage à deux degrés avec  ij w  variant en 
fonction de j, nous pouvons procéder à l’imputation dans un 
groupe  de  grappes  qui  ont  la  même  ( ). i m  i E | y  δ  Par 
exemple, supposons qu’en plus des conditions (3) à (5), les 

i µ = µ ,  les  i b  sont  indépendants  et  identiquement 
distribués  (iid) et, sachant  , i b  les  composantes  de  i δ  sont 
iid. Alors  ( ) ( ) i m i m i i E b E b | = | δ δ  dépend uniquement de la 
taille  de  la  grappe  i m  et  de  . i δ  Donc,  nous  pouvons 
procéder à l’imputation dans chaque  l G  défini par (10). 
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Plan d’échantillonnage proportionnel à la taille le plus proche 
contrôlé optimal 

Neeraj Tiwari, Arun Kumar Nigam et Ila Pant 1 

Résumé 
Le concept de « plan d’échantillonnage proportionnel à la taille le plus proche » proposé par Gabler (1987) est utilisé en vue 
d’obtenir un plan d’échantillonnage contrôlé optimal assurant que les probabilités de sélection des échantillons non 
privilégiés soient nulles. L’estimation de la variance pour un plan d’échantillonnage contrôlé optimal à l’aide de la forme de 
Yates-Grundy de l’estimateur d’Horvitz-Thompson est discutée. La variance d’échantillonnage réelle de la méthode 
proposée est comparée à celle des méthodes existantes de sélection contrôlée et non contrôlée sous grande entropie. L’utilité 
de la méthode proposée est démontrée au moyen d’exemples. 
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1. Introduction  
Dans de nombreuses situations, certains échantillons 

peuvent être indésirables, à cause de complications admi-
nistratives, de l’éloignement, de la similarité des unités ou de 
questions de coût. Les échantillons de ce genre sont qualifiés 
de non privilégiés et la méthode pour les éviter est appelée 
« sélection contrôlée » ou « échantillonnage contrôlé ». Cette 
méthode, proposée pour la première fois par Goodman et 
Kish (1950), a suscité beaucoup d’intérêt ces dernières 
années à cause de son importance pratique. 

La méthode d’échantillonnage contrôlé est la plus ap-
propriée lorsque des considérations financières ou autres 
obligent à sélectionner un petit nombre de grandes unités 
primaires d’échantillonnage, comme des hôpitaux, des 
entreprises ou des écoles, en vue de leur inclusion dans 
l’étude. L’objectif principal de l’échantillonnage contrôlé est 
d’accroître la probabilité de sélectionner une combinaison 
privilégiée de sorte qu’elle soit supérieure à celle possible 
par échantillonnage stratifié, tout en maintenant les proba-
bilités de sélection initiales des unités de la population, donc 
en préservant la propriété d’échantillon probabiliste. Cette 
situation se présente généralement dans le cas d’enquêtes 
sur le terrain, où la sélection de certaines unités est indési-
rable pour des raisons pratiques, mais un échantillonnage 
probabiliste est nécessaire. Des contraintes peuvent être 
imposées afin d’assurer que la répartition géographique ou 
autre des unités soit appropriée et que la taille de l’échan-
tillon soit adéquate pour certains sous-groupes de la popu-
lation. Goodman et Kish (1950) ont considéré la réduction 
de la variance d’échantillonnage des estimations clés 
comme étant l’objectif principal de la sélection contrôlée, 
mais ont aussi mis en garde contre le fait que cela n’est 
peut-être pas toujours réalisable. Ils ont aussi discuté d’un 

problème réel destiné à mettre l’accent sur la nécessité d’uti-
liser des contraintes au-delà de la stratification (Goodman et 
Kish 1950, page 354) dans le but de sélectionner 21 unités 
primaires d’échantillonnage pour représenter les États du 
Centre-Nord. Hess et Srikantan (1966) ont utilisé les 
données sur l’univers de 1961 des hôpitaux généraux de 
soins de courte durée non fédéraux des États-Unis pour 
illustrer les applications des formules d’estimation et de 
calcul de la variance au cas de la sélection contrôlée. 
Waterton (1983) a utilisé les données provenant d’une 
enquête par la poste sur les sortants des écoles écossaises 
réalisée en 1977 pour décrire les avantages de la sélection 
contrôlée et comparer l’efficacité de cette dernière à celle de 
l’échantillonnage aléatoire stratifié proportionnel multiple 
(c’est-à-dire le plan d’échantillonnage dans lequel, au lieu 
d’une variable de stratification unique, ou utilise de nom-
breuses variables individuellement associées à la variable 
d’intérêt y par classification croisée de la population en 
fonction de ces variables) et a constaté que la sélection 
contrôlée donnait des résultats favorables. 

Trois approches distinctes ont été proposées dans la 
littérature récente en vue de mettre en œuvre l’échantil-
lonnage contrôlé, à savoir i) l’utilisation de configurations 
typiques de plan d’expérience, ii) la méthode du vidage de 
boîtes et iii) le recours à la programmation linéaire. Bien que 
certains chercheurs soient partis de plans d’échantillonnage 
aléatoire simple pour construire des plans d’échantillonnage 
contrôlé, l’une des stratégies les plus répandues consiste à 
conjuguer l’échantillonnage avec probabilité d’inclusion 
proportionnelle à la taille (PIPT) et l’estimateur d’Horvitz-
Thompson (1952). Pour construire des plans d’échantillon-
nage aléatoire simple contrôlé, Chakrabarti (1963), ainsi 
qu’Avadhani et Sukhatme (1973) ont proposé d’utiliser des 
plans en blocs incomplets équilibrés (BIE) ayant pour 
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paramètres ,v N=  k n=  et ,λ  où N  est la taille de 
population et n , la taille d’échantillon. Wynn (1977) ainsi 
que Foody et Hedayat (1977) ont utilisé les plans BIE avec 
blocs répétés dans des situations où des plans BIE non 
triviaux n’existent pas. Gupta, Nigam et Kumar (1982) ont 
étudié des plans d’échantillonnage contrôlé avec probabilité 
d’inclusion proportionnelle à la taille et utilisé des plans BIE 
conjugués à l’estimateur d’Horvitz-Thompson du total de 
population 1( ,N

i iY y=∑=  où iy  est la valeur de la ièmei  unité 
de population, ).U  Nigam, Kumar et Gupta (1984) ont 
utilisé certaines configurations de divers types de plans 
expérimentaux, y compris des plans BIE, pour obtenir des 
plans d’échantillonnage PIPT contrôlé ayant la propriété 
supplémentaire que i j ij i jc π π ≤ π ≤ π π  pour tout i j≠ =  
1, ..., N  et une constante positive donnée c  telle que 
0 1,c< <  où iπ  et ijπ  représentent les probabilités 
d’inclusion de premier et de deuxième ordres, respective-
ment. Hedayat et Lin (1980), ainsi que Hedayat, Lin et 
Stufken (1989) ont utilisé la méthode du « vidage des 
boîtes » pour construire des plans d’échantillonnage PIPT 
contrôlé ayant la propriété supplémentaire que 0 ij< π ≤  

,i j i jπ π < =  1, ..., .N  Srivastava et Saleh (1985), ainsi 
que Mukhopadhyay et Vijayan (1996) ont proposé de 
remplacer l’échantillonnage aléatoire simple sans remise 
(EASSR) par des « t -designs » pour construire des plans 
d’échantillonnage contrôlé. 

Toutes les méthodes d’échantillonnage contrôlé mention-
née dans le paragraphe qui précède peuvent être appliquées 
manuellement avec divers degrés de difficulté, mais aucune 
n’exploite les avantages de l’informatique moderne. Recou-
rant à la méthode du simplex en programmation linéaire, 
Rao et Nigam (1990, 1992) ont proposé des plans d’échan-
tillonnage contrôlé optimal qui réduisent au minimum la 
probabilité de sélectionner les échantillons non privilégiés, 
tout en retenant certaines propriétés d’un plan non contrôlé 
connexe. En suivant l’approche de Rao et Nigam (1990, 
1992), Sitter et Skinner (1994), ainsi que Tiwari et Nigam 
(1998) ont utilisé la méthode du simplex en programmation 
linéaire pour résoudre des problèmes de stratification 
multidimensionnelle avec des « contraintes allant au-delà de 
la stratification ». 

Dans le présent article, nous utilisons la programmation 
quadratique pour proposer un plan d’échantillonnage con-
trôlé optimal qui assure que la probabilité de sélectionner les 
échantillons non privilégiés soit exactement égale à zéro, au 
lieu de la minimiser, sans sacrifier l’efficacité de l’estima-
teur d’Horvitz-Thompson fondé sur un plan d’échantillon-
nage PIPT non contrôlé connexe. Nous utilisons la notion de 
« plan d’échantillonnage proportionnel à la taille le plus 
proche » introduite par Gabler (1987) pour construire le plan 
proposé. Nous nous servons du Solveur Microsoft Excel du 
progiciel Microsoft Office 2000 pour résoudre le problème 

de programmation quadratique. Nous discutons de l’appli-
cabilité de l’estimateur d’Horvitz-Thompson au plan pro-
posé. Nous comparons empiriquement la variance d’échan-
tillonnage réelle de l’estimation pour le plan proposé aux 
variances pour les plans contrôlés optimaux avancés par 
Rao et Nigam (1990, 1992) et pour les méthodes de sélec-
tion non contrôlée sous grande entropie proposées par 
Goodman et Kish (1950), ainsi que par Brewer et Donadio 
(2003). À la section 3, nous examinons certains exemples en 
vue de démontrer l’utilité de la méthode que nous proposons 
par comparaison des probabilités de sélection des échantil-
lons non privilégiés et des variances d’échantillonnage des 
estimations. Enfin, à la section 4, nous résumons les résul-
tats présentés dans l’article. 

 
2. Le plan d’échantillonnage contrôlé optimal  
À la présente section, nous nous fondons sur le concept 

de « plan d’échantillonnage avec probabilité de sélection 
proportionnelle à la taille le plus proche » pour proposer un 
plan d’échantillonnage PIPT contrôlé qui produit des proba-
bilités concordant avec les valeurs originales de ,iπ  satisfait 
la condition suffisante ij i jπ ≤ π π  pour que la forme de 
Yates-Grundy (1953) de l’estimateur d’Horvitz-Thompson 
(HT) (1952) de la variance soit non négative et assure en 
outre que la probabilité de sélection des échantillons non 
privilégiés soit exactement égale à zéro. Avant de discuter 
du plan proposé, nous décrivons brièvement les plans PIPT 
de Misdzuno-Sen et de Sampford que nous utiliserons dans 
le plan proposé pour obtenir le plan PIPT initial ( ).p s   
2.1 Les plans PIPT de Midzuno-Sen et de Sampford  

Afin d’introduire le concept des plans PIPT, nous 
supposons qu’une quantité positive connue, ,ix  est associée 
à la valeur de la ièmei  unité de la population et qu’il existe 
une raison de croire que les valeurs de iy  sont approximati-
vement proportionnelles aux .ix  Ici, nous supposons que la 
valeur de ix  est connue pour toutes les unités de la 
population et que les valeurs de iy  doivent être recueillies 
pour toutes les unités échantillonnées. Dans le cas des plans 
d’échantillonnage PIPT, ,iπ  la probabilité d’inclusion de la 

ièmei  unité dans un échantillon de taille ,n  est égale à ,inp  
où ip  est la probabilité de sélection en un seul tirage de la 

ièmei  unité de la population (également appelée mesure de 
taille normale de l’unité i) donnée par 

1

  , 1, 2, ..., .i
i N

j
j

x
p i N

x
=

= =
∑

 

Nous commençons par décrire le plan PIPT de Midzuno-
Sen, puis nous discutons du plan de Sampford. 
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Le plan de Midzuno-Sen (MS) (1952, 1953) a pour 
contrainte que les probabilités de sélection de la ièmei  unité 
de la population ( )ip  doivent satisfaire la condition 

1 1 1
. , 1, 2, ..., .

1 i

n
p i N

n N n

− ≤ ≤ =
−

 (1) 

Si (1) est satisfaite pour les valeurs de ip  étudiées, nous 
appliquons le plan de MS pour obtenir un plan PIPT dont 
les probabilités de sélection sont révisées, *,ip  [également 
appelées mesures révisées de la taille normale] données par 

* 1 1
. , 1, 2, ..., .i i

N n
p n p i N

N n N n

− −= − =
− −

 (2) 

Maintenant, en supposant que le ièmes  échantillon est 
constitué des unités 1 2, , ..., ,ni i i  la probabilité d’inclure ces 
unités dans le ièmes  échantillon sous le plan de MS est 
donnée par 

1 2

1 2

, , ...,

* * *

( ) π

1
( ).

1

1

n

n

i i i

i i i

p s    

     p   p    ...    p
N

n

=

= + + +
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (3) 

Toutefois, à cause de la contrainte (1), le plan de MS 
limite l’applicabilité de la méthode à des unités de taille 
relativement semblable. Par conséquent, lorsque les proba-
bilités initiales ne satisfont pas la condition du plan de MS, 
nous proposons d’utiliser le plan de Sampford (1967) pour 
obtenir le plan PIPT initial ( ).p s  

En utilisant le plan de Sampford, la probabilité d’inclure n  
unités 1 2, , ..., ni i i  dans le ièmes  échantillon est donnée par 

1 2

1 2

, , ...,

1

( ) π

, , ...,  (1 ),

n

n u

i i i

n

n i i i i
u

p s     

 n K p
=

=

= λ λ λ −∑  (4)
 

où 1
1( / ) , / (1 )tn

tn n t i i iK tL n p p−
= −∑= λ = −  pour un 

ensemble ( )S m  de m N≤  unités différentes, 1 2, , ..., ,mi i i  
et mL  est définie comme étant 

1 20
( )

1, , , ..., ( 1 ).
mm i i i

S m

L L m N= = λ λ λ ≤ ≤∑  

 
2.2 Le plan proposé  

Considérons une population de N  unités. Supposons 
que l’on doive sélectionner un échantillon de taille n  à 
partir de cette population. Les probabilités de sélection par 
tirage unique de ces N  unités de la population (valeurs de 

)ip  sont connues. Soit S  et 1S  l’ensemble de tous les 
échantillons possibles et l’ensemble des échantillons non 
privilégiés, respectivement. 

Sachant les probabilités de sélection pour les N  unités 
de la population, nous obtenons d’abord un plan PIPT non 
contrôlé approprié ( ),p s  tel que le plan de Midzuno-Sen 

(1952, 1953) ou celui de Sampford (1967) qui sont décrits à 
la section 2.1. Après avoir obtenu le plan PIPT initial ( ),p s  
l’idée qui sous-tend le plan proposé est de se débarrasser des 
échantillons non privilégiés 1S  en se limitant à l’ensemble 

1S S−  grâce à l’introduction d’un nouveau plan 0 ( )p s  qui 
attribue une probabilité nulle de sélection à chaque 
échantillon non privilégié appartenant à 1.S  Ce plan est 
donné par 

1

1

0

( )
pour

1 ( )
( )      

0 autrement,

s  S

p s
s S S

  p s
p s ∈

⎧ ∈ −⎪ −⎪= ⎨
⎪
⎪
⎩

∑
 (5) 

où ( )p s  est le plan d’échantillonnage PIPT non contrôlé 
initial. 

Conséquemment, 0 ( )p s  n’est plus un plan PIPT. Donc, 
en appliquant l’idée de Gabler (1987), nous nous intéressons 
au « plan d’échantillonnage proportionnel à la taille le plus 
proche » 1 ( )p s  en ce sens que 1 ( )p s  minimise la distance 
directe D  entre le plan d’échantillonnage 0 ( )p s  et le plan 
d’échantillonnage 1( )p s  définie comme étant  

0

1

2 2
1 1

0 1
0 0

( )
( , ) 1   1

( )p
s  S - S

p p s
D p p E             

p p s∈

⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  (6) 

sous les contraintes suivantes : 

(i) 1 ( ) 0,p s ≥  

(ii) 
1

1( ) 1,
s  S  S

p s    
∈ −

=∑  

(iii) 1( ) π ,i
s  i

p s     
∋

=∑  

(iv) 1
,

( ) 0
s  i j

p s       
∋

>∑        et (7) 

(v) 1
,

( ) π π .i j
s  i j

p s       
∋

≤∑  

 
Le classement de ces cinq contraintes est établi en 

fonction de leur degré de nécessité et de désirabilité. Les 
contraintes (i) et (ii) sont nécessaires pour tout plan d’échan-
tillonnage probabiliste. La contrainte (iii), qui impose que 
les probabilités de sélection soient les mêmes dans l’ancien 
et le nouveau plan d’échantillonnage, assure que le plan 
résultant sera PIPT. Cette contrainte est très forte et influe 
dans une large mesure sur les propriétés de convergence du 
plan proposé. La contrainte (iv) est hautement souhaitable, 
parce qu’elle assure l’estimation sans biais de la variance. 
La contrainte (v) est souhaitable, car elle assure que soit 
respectée la condition suffisante pour la non-négativité de 
l’estimateur de la variance de Yates-Grundy. 

La solution du problème de programmation quadratique 
susmentionné, c’est-à-dire minimiser la fonction objectif (6) 
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sous les contraintes (7), nous donne le plan d’échantil-
lonnage PIPT contrôlé optimal assurant que la probabilité de 
sélection soit nulle pour les échantillons non privilégiés. Le 
plan proposé est aussi proche que possible du plan contrôlé 

0 ( )p s  défini en (5) tout en produisant le même ensemble de 
probabilités d’inclusion de premier ordre iπ  que le plan 
d’échantillonnage PIPT non contrôlé original ( ).p s  Étant 
donné les contraintes (iv) et (v) dans (7), le plan proposé 
garantit également que soient satisfaites les conditions 

0ijπ >  et ij i jπ ≤ π π  assurant que l’estimateur de Yates-
Grundy de la variance soit stable et non négatif. 

La mesure de distance 0 1( , )D p p  définie en (6) est 
semblable à la statistique 2χ  souvent utilisée dans des 
problèmes apparentés, et a également été utilisée par Cassel 
et S≅rndal (1972) et par Gabler (1987). D’autres mesures de 
distance sont discutées par Takeuchi, Yanai et Mukherjee 
(1983). Dans le contexte de la présente discussion, nous 
pourrions aussi définir une autre mesure de distance de la 
forme  

2
0 1

0 1
s 0 1

( )
( , ) .

( )

p p
D p p

p p

−=
+∑  (8) 

Lorsqu’elle est appliquée aux divers problèmes numé-
riques que nous considérons, nous constatons que l’équation 
(8) donne des résultats comparables à (6) en ce qui a trait à 
la convergence et à l’efficacité, si bien que nous présen-
terons les résultats obtenus en utilisant (6) comme mesure 
de distance. 

Alors que tous les plans d’échantillonnage contrôlé 
discutés par les auteurs antérieurs avaient pour objectif de 
minimiser les probabilités de sélection des échantillons non 
privilégiés, celui que nous proposons exclut entièrement la 
possibilité de sélectionner ces échantillons en garantissant 
que leurs probabilités de sélection soient nulles tout en 
assurant la non-négativité de l’estimateur de la variance de 
Yates-Grundy. Cependant, dans certaines situations, il se 
pourrait qu’aucune solution faisable du problème de pro-
grammation quadratique, satisfaisant toutes les contraintes 
énoncées en (7), n’existe. Le cas échéant, la contrainte (v) 
peut être relâchée. La non-négativité de la forme de 
Yates-Grundy de l’estimateur de la variance risque alors de 
ne plus être garantie. Cependant, puisque la condition 

ij i jπ ≤ π π  est suffisante pour que cet estimateur soit non 
négatif, mais qu’elle n’est pas nécessaire pour 2,n >  
comme l’a souligné Singh (1954), il existera encore une 
possibilité d’obtenir un estimateur non négatif de la 
variance. Après relâchement de la contrainte (v) en (7), si 
l’estimateur de la variance de Yates-Grundy est négatif, un 
autre estimateur de la variance peut être utilisé. Nous le 
démontrons à l’aide de l’exemple 5 à la section 3. Si, même 
après le relâchement de la contrainte (v), une solution 
faisable du problème de programmation quadratique est 

introuvable, on peut aussi relâcher la contrainte (iv) et, par 
conséquent, utiliser un autre estimateur de la variance à la 
place de la forme de Yates-Grundy de l’estimateur HT de la 
variance. L’effet du relâchement de ces contraintes sur 
l’efficacité du plan proposé est difficile à étudier, car après 
le relâchement de la contrainte de non-négativité (v), 
l’estimateur de la variance de Yates-Grundy ne fournit pas 
de résultats exacts. Lorsqu’on utilise cet estimateur, pour 
certains problèmes, l’estimation de la variance est plus 
faible après le relâchement de la contrainte (v) [comme dans 
le cas des exemples 2(a), 2(b) et 3(a) à la section 3], tandis 
que pour d’autres, elle est plus grande [comme dans le cas 
des exemples 1(a), 1(b), 3(b), 4(a) et 4(b) à la section 3]. Ce 
relâchement d’une contrainte donnant lieu à un accroisse-
ment de l’estimation de la variance pourrait être dû à l’inca-
pacité de la forme de Yates-Grundy de l’estimateur de la 
variance d’estimer correctement la variance d’échan-
tillonnage réelle, lorsque la condition de non-négativité n’est 
pas satisfaite. 

La méthode proposée peut aussi être considérée comme 
supérieure aux méthodes plus anciennes de sélection con-
trôlée optimale, car elle consiste à imposer que la probabilité 
de sélection de certains échantillons soit nulle, au lieu 
d’associer un coût à chaque échantillon, puis à essayer de 
minimiser le coût, comme cela a été fait lors des approches 
antérieures de sélection contrôlée. La technique de sélection 
contrôlée appliquée par les auteurs antérieurs était une 
approche grossière consistant à attribuer un coût très élevé à 
certains échantillons et un coût très faible à d’autres. 

L’une des limites du plan proposé est qu’il devient 
impossible à appliquer lorsque ( )Nn  est très grand, car 
l’énumération de tous les échantillons possibles et la 
formation de la fonction objective et des contraintes 
deviennent assez fastidieuses. Cette limite existe aussi pour 
l’approche optimale de Rao et Nigam (1990, 1992) et 
d’autres approches d’échantillonnage contrôlé discutées à la 
section 1. Cependant, grâce aux systèmes informatiques 
plus rapides et aux progiciels statistiques modernes, l’utili-
sation de la méthode proposée dans le cas de populations 
moyennement grandes ne devrait pas être trop difficile. Sur 
la base des tailles de population que nous avons considérées 
pour l’évaluation empirique, nous constatons que la mé-
thode proposée permet de traiter facilement les problèmes 
de sélection contrôlée pour une population allant jusqu’à 
12 unités et un échantillon allant jusqu’à 5 unités. La mé-
thode proposée peut être utilisée pour sélectionner un petit 
nombre d’unités de premier degré dans chacune d’un grand 
nombre de strates. Cela comprend la résolution d’une série 
de problèmes de programmation quadratique, ayant chacun 
une taille raisonnable, à condition que l’ensemble d’échan-
tillons non privilégiés soit spécifié séparément dans chaque 
strate. 
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Comme dans le cas de la programmation linéaire, il 
n’existe aucune garantie de convergence d’un problème de 
programmation quadratique. Kuhn et Tucker (1951) ont 
établi certaines conditions nécessaires pour obtenir la solu-
tion optimale d’un algorithme de programmation quadra-
tique, mais il n’existe aucune condition suffisante pour la 
convergence. Par conséquent, à moins que les conditions de 
Kuhn-Tucker soient satisfaites d’avance, il n’existe aucun 
moyen de vérifier si un algorithme de programmation 
quadratique converge vers un optimum absolu (global) ou 
relatif (local). En outre, il n’existe aucun moyen de prédire si 
la solution d’un problème de programmation quadratique 
existe ou non.  
2.3 Comparaison de la variance d’échantillonnage 

de l’estimation  
Pour estimer la moyenne de population 1

1( )N
i iY N y−
=∑=  

fondée sur un échantillon s  de taille ,n  nous utilisons 
l’estimateur HT de Y  défini comme étant  

HT
ˆ   .i

i s i

Y
Y

N∈
=

π∑  (9) 

Sen (1953), ainsi que Yates et Grundy (1953) ont montré 
indépendamment que, pour des plans d’échantillonnage à 
taille fixe, la variance de HTŶ  est donnée par  

2

HT 2
1

1ˆ( ) ( )   ,
N

ji
i j ij

i j i j

YY
V Y

N < =

⎛ ⎞
= π π − π −⎜ ⎟

⎜ ⎟π π⎝ ⎠
∑  (10) 

et un estimateur sans biais de HT
ˆ( )V Y  est donné par 

2

HT 2
1

1ˆˆ ( )        .
n

i j ij ji

i j ij i j

YY
V Y

N < =

⎛ ⎞π π − π
= −⎜ ⎟

⎜ ⎟π π π⎝ ⎠
∑  (11) 

La contrainte (v), quand elle est utilisée dans le plan 
proposé, assure la non-négativité de l’estimateur de la 
variance (11). 

Pour démontrer l’utilité de la méthode proposée, nous 
utilisons des exemples empiriques donnés à la section 3 
pour comparer la variance d’échantillonnage réelle de 
l’estimateur HT pour la méthode proposée obtenue grâce à 
(10) aux variances de l’estimateur HT lors de l’utilisation du 
plan contrôlé optimal de Rao et Nigam (1990, 1992) et à 
celles des deux méthodes non contrôlées sous grande 
entropie (c’est-à-dire en l’absence de toute régularité déce-
lable ou de tout ordonnancement dans les unités échantil-
lonnées) de Goodman et Kish (1950) et de Brewer et 
Donadio (2003). Nous reproduisons ci-dessous les expres-
sions des variances pour ces deux méthodes à grande 
entropie. 

L’expression de la variance de HT
ˆ  Y  correcte jusqu’à 

l’ordre 2( )O N −  en utilisant la méthode de Goodman et 
Kish (1950) est donnée par  

HT GK

2 2 2
2 2

2

3 2 2 2 2 2

ˆ( )    

1 1
( 1)

2 2 ,

i i i i
i U i U

i i i i i i i
i U i U i U i U

V Y

n
p A n p A

nN nN

p A p p A p A

∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈

=

⎡ ⎤ −− − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥× − − ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑  (12)

 

où 1/ , N
ii i i iA Y p Y Y Y=∑= − =  et U  représente la popu-

lation finie de N  unités. 
Récemment, Brewer et Donadio (2003) ont dérivé la 

formule ne contenant pas ijπ  pour la variance sous grande 
entropie de l’estimateur HT. Ils ont montré que les pro-
priétés de cet estimateur de la variance, sous les conditions 
de grande entropie, étaient raisonnablement bonnes pour 
toutes les populations. Leur expression de la variance de 
l’estimateur HT est donnée par 

2

HT BD 2 1 1

1ˆ( ) (1 ) ,i
i i i

i U i

Y Y
V Y c

N n− −
∈

⎛ ⎞= π − π −⎜ ⎟π⎝ ⎠
∑  (13) 

où 1  ( 1) / { (2 1) ( 1)i ic n n n n −= − − − − π +  
1 2( 1) }k U kn −

∈∑− π  pour tout ,i U∈  ce qui semble donner 
de meilleurs résultats que les autres valeurs de ic  qu’ils ont 
proposées. 

 
3. Exemples  

À la présente section, nous examinons certains exemples 
empiriques en vue de démontrer l’utilité de la méthode pro-
posée et comparons cette dernière aux méthodes existantes 
d’échantillonnage contrôlé optimal. Nous commençons par 
discuter du plan PIPT de Midzuno-Sen (1952, 1953) pour 
démontrer notre méthode, car il est relativement facile de 
calculer la probabilité de tirer chaque échantillon possible 
sous ce plan. Cependant, si les conditions du plan de 
Midzuno-Sen ne sont pas satisfaites, nous démontrons que 
d’autres méthodes d’échantillonnage PIPT sans remise, 
comme celle de Sampford (1967), peuvent être utilisées 
pour obtenir le plan PIPT initial ( ).p s  Nous comparons 
aussi la variance d’échantillonnage réelle de l’estimateur HT 
sous le plan proposé à celle obtenue pour les méthodes 
existantes de sélection contrôlée optimale et de sélection 
non contrôlée sous grande entropie données par (12) et (13).            
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Exemple 1 : Considérons une population constituée de six 
villages, empruntée à Hedayat et Lin (1980). L’ensemble S  
de tous les échantillons possibles comprend 20 échantillons 
chacun de taille 3.n =  Compte tenu des contraintes de 
déplacement, d’organisations du travail sur le terrain et de 
coût, Rao et Nigam (1990) ont défini les sept échantillons 
qui suivent comme étant des échantillons non privilégiés :  

123; 126; 136; 146; 234; 236; 246  
a). Les valeurs de iY  et ip  associées aux six villages de la 
population sont :  

Yi : 12 15 17 24 17 19 
pi : 0,14 0,14 0,15 0,16 0,22 0,19  

Puisque les valeurs de ip  satisfont la condition (1), nous 
appliquons le plan de MS (3) pour obtenir un plan PIPT 
pour lequel les mesures de taille normale révisées (les 
valeurs *)ip  sont données par (2). 

En appliquant la méthode décrite à la section 2 et en 
résolvant les problèmes de programmation quadratique 
résultants à l’aide du Solveur Microsoft Excel du progiciel 
Microsoft Office 2000, nous obtenons le plan PIPT contrôlé 
donné au tableau 1.  
Tableau 1 Plan PIPT contrôlé optimal correspondant aux 

plans de Midzuono-Sen (MS) et de Sampford 
(SAMP) pour l’exemple 1 

 

s p1(s) [MS] p1(s) [SAMP] s p1(s) [MS] p1(s) [SAMP] 

124 0,14 0,09 245 0,03 0,12 
125 0,03 0,05 256 0,13 0,14 
134 0,00 0,00 345 0,02 0,06 
135 0,09 0,03 346 0,20 0,10 
145 0,03 0,06 356 0,06 0,06 
156 0,13 0,07 456 0,06 0,16 
235 0,09 0,05     

Ce plan reproduit les valeurs originales de ,iπ  satisfait la 
condition ij i jπ ≤ π π  et assure que les probabilités de 
sélection des échantillons non privilégiés soient exactement 
égales à zéro. Évidemment, puisque la condition ij i jπ ≤ π π  
est satisfaite, nous pouvons appliquer la forme de 
Yates-Grundy de l’estimateur de la variance de HT pour 
estimer la variance du plan proposé. 

Nous avons également résolu l’exemple susmentionné en 
utilisant le plan (3) de Rao et Nigam (1990, page 809) avec 
les probabilités ijπ  spécifiées d’après le plan de Sampford 
[que nous dénoterons RN3] et d’après leur plan (4) [que 
nous dénoterons RN4]. Si l’on utilise le plan RN3, la 
probabilité de sélection des échantillons non privilégiés ( )φ  
est égale à 0,155253 et si l’on utilise le plan RN4 avec 

0,005,c =  elle est égale à zéro, alors que le plan proposé 
assure systématiquement que la probabilité de sélection des 
échantillons non privilégiés soit nulle. 

La valeur de la variance d’échantillonnage réelle de 
l’estimateur HT HT

ˆ[ ( )]V Y  pour le plan proposé, le plan 

RN3, le plan RN4, le plan d’échantillonnage PIPT rando-
misé systématique de Goodman et Kish (1950) [que nous 
dénoterons GK] et le plan d’échantillonnage non contrôlé 
sous grande entropie de Brewer et Donadio (2003) [que 
nous dénoterons BD] sont présentés à la première ligne du 
tableau 2. L’examen de ce tableau montre clairement que le 
plan proposé donne presque la même valeur de la variance 
de l’estimateur HT que le plan RN4. La valeur de HT

ˆ( )V Y  
pour le plan proposé est légèrement plus élevée que celle 
obtenue pour les plans RN3, GK et BD. Cette augmentation 
de la variance pourrait être acceptable, étant donné que le 
plan proposé élimine les échantillons indésirables. 

 
Tableau 2 Valeurs de la variance d’échantillonnage réelle de 

l’estimateur HT ˆ
HT[ ( )]V Y  pour les plans proposés, 

RN3, RN4, GK et BD  
 

ˆV YHT( )  RN3 RN4 GK BD 
PLAN 

PROPOSÉ 

Ex1(a) 

N = 6, n = 3 2,93 4,02 3,03 2,92 4,06 

Ex 1(b) 

N = 6, n = 3 4,76 5,07 4,89 4,15 4,78 

Ex 2(a) 

N = 7, n = 3 4,48 5,01 4,61 4,45 3,56 

Ex 2(b) 

N = 7, n = 3 11,97 14,52 12,25 11,44 9,49 

Ex 3(a) 

N = 8, n = 3 4,85 4,29 4,96 4,86 3,90 

Ex 3(b) 

N = 8, n = 3 7,29 8,43 7,74 7,37 8,17 

Ex 4(a) 

N = 8, n = 4 3,19 3,46 3,23 3,15 3,75 

Ex 4(b) 

N = 8, n = 4 2,41 2,53 2,54 2,38 2,25 

Ex 5 

N = 7, n = 4 3,08 3,93 3,12 3,07 5,10  
b). Supposons maintenant que les valeurs ip  pour la popu-
lation susmentionnée de six unités sont les suivantes :  

pi : 0,10 0,15 0,10 0,20 0,27 0,18  
Puisque ces valeurs de ip  ne satisfont pas la condition (1) 
du plan de MS, nous appliquons le plan de Sampford (1967) 
pour obtenir le plan PIPT initial ( )p s  en utilisant (4). 

En appliquant la méthode décrite à la section 2 et en 
résolvant le problème de programmation quadratique 
résultant, nous obtenons le plan PIPT contrôlé donné au 
tableau 1. De nouveau, ce plan assure que la probabilité de 
sélection des échantillons non privilégiés soit nulle et 
satisfait la condition de non-négativité de la forme de 
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Yates-Grundy de l’estimateur de la variance de HT. Nous 
avons également résolu cet exemple à l’aide des plans RN3 
et RN4. La valeur de φ  est égale à 0,064135 pour la plan 
RN3 et nulle pour le plan RN4 avec 0,005.c =  Le plan 
proposé assure systématiquement que la probabilité de 
sélection des échantillons non privilégiés soit nulle. 

Les valeurs de HT
ˆ( )V Y  pour le plan proposé, le plan 

RN3, le plan RN4, le plan GK et le plan BD sont présentées 
à la deuxième ligne du tableau 2. Le plan proposé semble 
donner de meilleurs résultats que les plans RN4 et GK, et 
assez proches de ceux produits par les autres plans étudiés 
ici. 

D’autres exemples ont été construits pour analyser les 
propriétés du plan proposé. Les populations, avec les 
valeurs de iY  et ip  et l’ensemble d’échantillons non privi-
légiés pour chaque population, sont résumées en annexe. 
Les valeurs de ip  pour les exemples 2(a), 3(a) et 4(a) 
satisfont la condition (1) du plan de Midzuno-Sen et, donc, 
pour ces exemples, nous utilisons le plan PIPT de Midzuno-
Sen pour obtenir le plan PIPT initial ( ).p s  Toutefois, pour 
les exemples 2(b), 3(b) et 4(b), les valeurs de ip  ne satisfont 
pas cette condition et, par conséquent, nous appliquons le 
plan PIPT de Sampford pour obtenir le plan PIPT initial. 
Les probabilités des échantillons non privilégiés ( )φ  pour 
ces exemples en utilisant le plan RN3, le plan RN4 et la 
méthode proposée sont présentées au tableau 3. Ce dernier 
montre que, alors que les plans RN3 et RN4 visent uni-
quement à minimiser la probabilité de sélection des échan-
tillons non privilégiés, le plan proposé assure systé-
matiquement que cette probabilité de sélection soit nulle. 
 
Tableau 3 Probabilités de sélection des échantillons non 

privilégiés en utilisant les plans RN3, RN4 et 
proposés 

 

Probabilité des 
échantillons non 
privilégiés (φ) 

PLAN RN3 PLAN RN4 Plan proposé 

Exemple 2(a)  
N = 7, n = 3 0,06 0 (c = 0,5) 0 
Exemple 2(b)  
N = 7, n = 3 0,05 0 (c = 0,5) 0 
Exemple 3(a)  
N = 8, n = 3 0,12 0 (c = 0,005) 0 
Exemple 3(b)  
N = 8, n = 3 0,17 0 (c = 0,005) 0 
Exemple 4(a)  
N = 8, n = 4 0,05 0 (c = 0,005) 0 
Exemple 4(b)  
N = 8, n = 4 0,13 0 (c = 0,005) 0 
Exemple 5  
N = 7, n = 4 0,30 0,1008 (c = 0,5) 0 

 
Les valeurs de HT

ˆ( )V Y  pour le plan proposé, le plan 
RN3, le plan RN4, le plan GK et le plan BD pour la 

population résumée en annexe sont présentées au tableau 2. 
L’examen de celui-ci nous permet de conclure que, dans 
tous les problèmes empiriques considérés, le plan proposé 
semble donner de meilleurs résultats que les plans RN3, 
RN4, GK et BD, ou des résultats assez approchants. 
L’accroissement de la variance de l’estimation observé dans 
certains cas pour le plan proposé pourrait être acceptable, 
étant donné l’élimination des échantillons indésirables. 
 

Exemple 5 : Nous considérons maintenant un autre exemple 
pour démontrer la situation où le plan proposé ne fournit pas 
de solution faisable satisfaisant toutes les contraintes 
énoncées en (7). Le cas échéant, nous devons laisser tomber 
une contrainte en (7) pour obtenir une solution faisable du 
problème de programmation quadratique connexe. 

Considérons une population de sept villages. Supposons 
qu’un échantillon de taille 4n =  est tiré à partir de cette 
population. Il existe 35 échantillons possibles, parmi les-
quels les 14 qui suivent sont considérés comme étant non 
privilégiés :  

1234; 1236; 1246; 1346; 1357; 1456; 1567; 
2345; 2346; 2456; 2567; 3456; 3567; 4567.  

Supposons que les valeurs de ip  qui suivent sont associées 
aux sept villages :  

pi : 0,14 0,13 0,15 0,13 0,16 0,15 0,14 .  
Puisque les valeurs de ip  satisfont la condition (1), nous 

appliquons le plan MS (3) pour obtenir le plan PIPT initial 
( )p s  et nous résolvons le problème de programmation 

quadratique par la méthode exposée à la section 2. 
Toutefois, aucune solution faisable du problème de pro-
grammation quadratique connexe n’existe dans ce cas. Par 
conséquent, nous laissons tomber la contrainte (v) dans (7) 
pour ce problème particulier afin d’obtenir une solution 
faisable. Les probabilités de sélection des échantillons non 
privilégiés lorsqu’on utilise le plan RN3, le plan RN4 et le 
plan proposé pour ce problème empirique sont présentées à 
la dernière ligne du tableau 3. De nouveau, le plan proposé 
produit les valeurs de iπ  originales et assure que la 
probabilité de sélection des échantillons non privilégiés soit 
exactement égale à zéro. Cependant, comme la contrainte 

ij i jπ ≤ π π  n’est pas satisfaite pour cet exemple, la non-
négativité de l’estimateur de la variance de Yates-Grundy 
n’est pas assurée. Les valeurs de variance réelle, HT

ˆ( )V Y , 
pour le plan proposé, le plan RN3, le plan RN4, le plan GK 
et le plan BD sont présentées à la dernière ligne du 
tableau 2. La valeur de HT

ˆ( )V Y  pour cet exemple empirique 
en utilisant le plan proposé ne paraît pas être satisfaisante. 
Pour ce genre de problème, où la contrainte (v) n’est pas 
satisfaite, nous proposons d’utiliser d’autres estimateurs de 
la variance que celui de Yates-Grundy. 

Nous avons également résolu un dernier exemple en 
prenant 9N =  et 4n =  et en utilisant les méthodes de 
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Midzuno-Sen ainsi que de Sampford pour obtenir le plan 
PIPT initial ( ).p s  Les solutions détaillées de ces 
problèmes, que nous omettons ici pour être brefs, peuvent 
être obtenues auprès des auteurs. 

 
4. Conclusion  

Nous avons proposé une approche de programmation 
quadratique pour résoudre les problèmes d’échantillonnage 
contrôlé en assurant que la probabilité de sélection des 
échantillons non privilégiés soit nulle. Le concept de « plan 
d’échantillonnage avec probabilité proportionnelle à la taille 
le plus proche » de Gabler (1987) est utilisé pour obtenir le 
plan proposé. Conceptuellement simple et très souple, 
l’approche permet d’utiliser une gamme de fonctions 
objectif et diverses contraintes. La seule limite de la 
méthode tient au fait qu’elle ne peut pas être appliquée à de 
grandes populations, car le processus de calcul devient assez 
fastidieux dans ces conditions. L’utilité de la méthode 
proposée est démontrée à l’aide d’exemples et sa variance 
d’échantillonnage réelle est comparée empiriquement à celle 
des plans d’échantillonnage contrôlé et des méthodes 
d’échantillonnage non contrôlé sous grande entropie 
existants. Le plan proposé donne des résultats satisfaisants. 
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Annexe 

 
Populations pour les exemples 2 à 4 avec les valeurs 

de Yi et pi  et l’ensemble d’échantillons  
non privilégiés 

 
Exemple 2. N = 7, n = 3. 

Échantillons non 
privilégiés :  123;  126;  136;  146;  234;  236;  246;

  137;  147;  167;  237;  247;  347;  467. 
Yi : 12 15 17 24 17 19 25 

(a). pi : 0,12 0,12 0,13 0,14 0,20 0,15 0,14 

(b). pi : 0,08 0,08 0,16 0,11 0,24 0,20 0,13 

 

Exemple 3. N = 8, n = 3. 

Échantillons non 
privilégiés :  123;  126;  136;  146;  234;  236;  246;

  137;  147;  167;  237;  247;  347;  467;

  128;  178;  248;  458;  468;  478;  578. 
Yi : 12 15 17 24 17 19 25 18 

(a). pi : 0,10 0,10 0,11 0,12 0,18 0,13 0,12 0,14 

(b). pi : 0,05 0,09 0,20 0,15 0,10 0,11 0,12 0,18 

 
Exemple 4. N = 8, n = 4. 

Échantillons non 
privilégiés : 1234; 1236; 1238; 1246; 1248; 1268; 1346;

 1348; 1357; 1456; 1468; 1567; 1568; 1678;

 2345; 2346; 2456; 2468; 2567; 2568; 2678;

 3456; 3468; 3567; 3678; 4567; 4678; 5678. 
Yi : 12 15 17 24 17 19 25 18 

(a). pi : 0,11 0,11 0,12 0,13 0,17 0,12 0,11 0,13 

(b). pi : 0,09 0,09 0,18 0,11 0,12 0,14 0,17 0,10 
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