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Dans ce numéro 
 
C’est avec une profonde tristesse que nous annonçons le décès récent de M.P. Singh, rédacteur en 

chef de la revue Techniques d’enquête depuis la publication du tout premier numéro en 1975. Le 
présent numéro débute par un bref article nécrologique en sa mémoire. 

Ce numéro de Techniques d’enquête contient aussi le cinquième article de la série d’articles 
annuels sollicités dédiée à Joseph Waksberg. Une brève biographie de ce dernier est parue dans le 
numéro de juin 2001 de la revue, en même temps que le premier article de la série. Je tiens à remercier 
les membres du comité de sélection – Michael Brick, président, David Bellhouse, Gordon Brackstone 
et Paul Biemer – d’avoir choisi Jon Rao comme auteur de l’article Waksberg de cette année. 

Dans son article intitulé « Interaction entre la théorie et la méthodologie des enquêtes par sondage : 
Une évaluation », Rao montre comment les progrès théoriques stimulent l’élaboration de méthodes 
d’enquête et comment la pratique des enquêtes force à remettre la théorie en question. Il commence 
par résumer 50 années de contributions, de 1920 à 1970, puis présente une discussion plus appro-
fondie de faits nouveaux récents dans plusieurs domaines. Enfin, il donne plusieurs exemples de 
théories importantes qui ne sont pas encore appliquées à grande échelle en pratique.  

Dans leur article, Fuller et Kim élaborent et étudient une méthode d’imputation hot-deck efficace 
sous l’hypothèse que les probabilités de réponse sont égales dans les cellules d’imputation. La 
méthode qu’ils proposent est fondée sur la notion d’imputation fractionnaire et s’appuie sur des 
techniques de régression pour obtenir une approximation de la version entièrement efficace de l’impu-
tation fractionnaire. Ils élaborent une estimation de la variance pour les méthodes de rééchantillonnage 
et montrent que la méthode qu’ils proposent donne de bons résultats dans une étude en simulation. 

L’article de Brick, Jones, Kalton et Valliant décrit la comparaison, au moyen d’une étude en 
simulation, de trois méthodes d’estimation de la variance en présence d’imputation hot-deck, à savoir 
la méthode assistée par modèle, la méthode du jackknife corrigée et la méthode d’imputation multiple. 
Le but de l’étude en simulation est d’étudier les propriétés de ces estimateurs de la variance quand les 
hypothèses sous-jacentes ne sont pas vérifiées. Les auteurs constatent que le taux de couverture des 
intervalles de confiance ne s’approche pas du niveau nominal quand les estimations ponctuelles sont 
biaisées parce que l’on omet de tenir compte des domaines d’intérêt à l’étape de l’imputation. Ils 
concluent en notant que les différences entre les estimateurs de la variance sont trop faibles et 
incohérentes pour qu’on puisse affirmer que l’un d’entre eux est supérieur aux autres en général. 

Little et Vartivarian étudient l’effet de la pondération pour la non-réponse sur l’erreur quadratique 
moyenne (EQM) d’un estimateur de la moyenne de population. Ils corrigent la pondération pour tenir 
compte de la non-réponse en ajustant les poids de sondage au moyen de l’inverse des taux de réponse 
dans les cellules. Ils concluent que, pour réduire le biais de non-réponse, une covariable de 
repondération doit avoir deux caractéristiques : elle doit être corrélée à la probabilité de réponse, d’une 
part, et à la variable de résultat, d’autre part. Si cette deuxième caractéristique est vérifiée, la repon-
dération peut aussi réduire la variance due à la non-réponse. Ils proposent des estimations de l’EQM et 
les utilisent pour définir un estimateur composite. Celui-ci donne de bons résultats lors d’une évalua-
tion par étude en simulation.  

O’Malley et Zaslavsky présentent des modèles de fonctions de variance et de covariance géné-
ralisées (FVCG) pour des moyennes multivariées de questions d’enquête ordonnées, dans le cas de 
données complètes ainsi que de données avec non-réponse structurée. Ils commencent par décrire 
l’élaboration et l’évaluation de leurs méthodes, puis ils illustrent ces dernières à l’aide de données pro-
venant de la Consumer Assessments of Health Plans Study. Dans la conclusion, ils discutent de 
certaines questions liées à l’application des FVCG.  

L’article de Singh, Shukla et Kundu décrit l’élaboration de modèles spatiaux et spatio-temporels 
pour l’estimation sur petits domaines, ainsi que pour l’estimation de l’erreur quadratique moyenne du 
meilleur prédicteur linéaire sans biais empirique (EBLUP) résultant. Ils appliquent leurs modèles aux 
données sur les dépenses de consommation mensuelles par habitant et concluent qu’ils peuvent être 
très efficaces s’il existe des corrélations importantes dues aux effets de quartier.  
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Belsby, Bjørnstad et Zhang discutent de la modélisation en vue d’estimer le nombre de ménages de 

diverses tailles en présence de non-réponse non ignorable. Ils modélisent le mécanisme de réponse 
sachant la taille du ménage, en utilisant la taille enregistrée de la famille comme donnée 
supplémentaire. Ils décrivent d’abord l’élaboration de leurs méthodes de modélisation, puis produisent 
et évaluent des estimations à l’aide de données provenant de l’Enquête sur les dépenses de 
consommation en Norvège de 1992.  

Nandram, Cox et Choi considèrent l’analyse de données catégoriques provenant d’un seul tableau à 
double entrée en présence de non-réponse partielle ainsi que totale ou, selon leur terminologie, de 
classification partielle. Ils proposent d’utiliser une méthode bayésienne pour modéliser divers 
scénarios de données manquantes sous les hypothèses d’ignorabilité et de non-ignorabilité. Ils 
illustrent leurs méthodes à l’aide de données bivariées incomplètement observées provenant de la 
National Health and Nutrition Examination Survey, où les variables pour lesquelles des données 
manquent sont la densité minérale osseuse et le revenu familial.  

Dans la première de trois notes brèves publiées dans le présent numéro, Beaumont discute de 
l’utilisation de l’information sur le processus de collecte des données lors de la correction de la 
pondération pour tenir compte de la non-réponse. Puis, il donne un exemple tiré de l’Enquête sur la 
population active du Canada en utilisant le nombre de tentatives de prise de contact avec une unité 
étudiée. Un résultat important est que, si l’information sur le processus de collecte peut être considérée 
comme étant aléatoire, la méthode n’introduit aucun biais.  

En partant de principes fondamentaux, Bustos dérive une forme explicite de la fonction de 
probabilité d’un échantillon ordonné. Puis, il montre comment on peut l’utiliser pour calculer les 
probabilités d’inclusion et offre des exemples pour des plans de sondage courants. Enfin, il donne la 
forme générale de la matrice des corrélations des unités d’échantillonnage, qui dépend uniquement des 
probabilités d’inclusion.  

Enfin, dans son article, Wu passe brièvement en revue certains aspects théoriques de la méthode de 
la pseudo-vraisemblance empirique en échantillonnage et présente des algorithmes permettant de 
calculer l’estimateur du maximum de pseudo-vraisemblance empirique et de construire les intervalles 
de confiance des rapports de pseudo-vraisemblance empirique. Il donne des fonctions utilisant les 
logiciels statistiques R et S-PLUS pour faciliter l’implémentation de ces algorithmes dans le cas 
d’enquêtes réelles ou d’études en simulation.  

 
 
Harold Mantel 
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À la mémoire de 
M.P. Singh 
(1941-2005) 

 
 

 
 

Le Dr. Mangala P. Singh né en Inde le 26 décembre 
1941, avait obtenu un doctorat de l’Indian Statistical 
Institute en 1969, avec une spécialisation en échantillonnage 
d’enquêtes. Il s’était joint à Statistique Canada en 1970, où 
il est devenu directeur de la Division des méthodes 
d’enquêtes auprès des ménages en 1994, poste qu’il a 
occupé jusqu’à son décès le 24 août 2005.  

M.P., comme tout le monde l’appelait, était une figure de 
proue dans l’application de méthodes statistiques à 
Statistique Canada. Il était probablement plus étroitement 
associé à l’Enquête sur la population active, l’une des 
enquêtes les plus importantes de 
l’agence. Il a dirigé la méthodologie de 
l’Enquête sur la population active au 
cours de plusieurs remaniements du-
rant les années 1970, 1980, 1990 et au 
début du 21ième siècle, en introduisant à 
chaque fois des innovations tout en 
s’assurant que les changements étaient 
valides et bien testés. Au cours des 
dernières années de sa carrière, il a 
veillé au développement de plusieurs 
enquêtes nouvelles et innovatrices 
dans le domaine de la santé et au 
développement de programmes statis-
tiques dans les domaines des dépenses 
des ménages, de l’éducation et de la 
justice.  

Le rôle de M.P. comme rédacteur 
en chef de la revue Techniques d’en-
quête a transformé le rôle des techniques d’enquête, à la fois 
au Canada et à l’étranger. M.P. a été le rédacteur fondateur 
de la revue, et au cours de 30 années, l’a fait évoluer jusqu’à 
ce qu’elle devienne une publication amirale de Statistique 
Canada. Grâce à sa capacité à attirer un réseau de rédacteurs 
adjoints et de contributeurs, Techniques d’enquête est 
maintenant reconnue comme une des revues prééminentes 
dans son domaine à travers le monde. Même au cours des 
dernières années, M.P. a continué d’innover, comme avec 
l’introduction de la série d’articles Waksberg et de la 
publication électronique.  

M.P. a été une source de plusieurs autres “grandes idées” 
tout au long de sa carrière à Statistique Canada. Durant les 
années 1970, il a contribué à gagner des appuis pour l’idée 

d’un fonds permanent pour la recherche en méthodologie, et 
il a présidé personnellement le Comité de recherche et 
développement en méthodologie à ses débuts. Il a encouragé 
de nombreux chercheurs et s’est donné beaucoup de mal 
pour qu’ils se sentent chez eux à Statistique Canada. La 
soixantaine n’a pas du tout endigué le flot de ses idées. M.P. 
a déployé une énergie considérable au cours des quatre 
dernières années pour proposer une révision majeure de la 
façon d’effectuer les enquêtes auprès des ménages au 
Canada. Comme résultat de ses efforts, on travaille à travers 
Statistique Canada à des façons de mettre en oeuvre sa 

vision, et son influence sur les en-
quêtes auprès des ménages se fera 
sentir pour plusieurs années à venir. 

M.P. était spécialement attaché à 
la recherche en statistique et à la 
profession statistique. Il a été l’auteur 
de plus de 40 articles dans des revues 
internationales, le coéditeur de deux 
livres publiés chez Wiley & Sons, et 
a organisé plusieurs séances et fait 
des présentations lors de plusieurs 
conférences statistiques. Il a siégé sur 
plusieurs comités et ateliers de travail 
de la Société statistique du Canada, 
de l’International Statistical Institute 
et de l’American Statistical Associ-
ation. Il a aussi été secrétaire du 
Comité consultatif de Statistique 
Canada sur les méthodes statistiques. 

En retour, il a reçu les honneurs de la profession : il a été élu 
à l’International Statistical Institute en 1975, et en 1988 il 
est devenu Fellow de l’American Statistical Association. 

Néanmoins, c’est son influence sur toute une génération 
de statisticiens qui constitue son plus grand héritage. Il a été 
un mentor, un moniteur, un père et un ami pour tous ceux 
qui l’ont connu. Il a inspiré les autres à offrir le meilleur 
d’eux-mêmes, ce qu’ils ont fait. Il était toujours prêt pour un 
rire, un sourire et un mot amical d’encouragement. Il a 
consacré sa vie à la profession statistique et c’est par son 
influence sur plusieurs qu’on peut mesurer sa véritable 
contribution. 

Il laisse dans le deuil son épouse Savitri, ses deux filles 
Mala et Mamta, et son fils Rahul. 
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Série Waksberg d’articles sollicités 
 

La revue Techniques d’enquête a mis sur pied une série de communications sollicitées en l’honneur de 
Joseph Waksberg, qui a fait de nombreuses contributions importantes à la méthodologie d’enquête. Chaque 
année, un éminent chercheur est choisi pour rédiger un article pour la série de communications sollicitées de 
Waksberg. L’article examine les progrès et l’état actuel d’un thème important dans le domaine de la 
méthodologie d’enquête et reflète l’agencement de théorie et de pratique caractéristique des travaux de 
Waksberg. L’auteur reçoit une prime en argent qui provient d’une bourse de Westat, en reconnaissance des 
contributions de Joe Waksberg pendant ses nombreuses années de collaboration avec Westat. L’adminis-
tration financière de la bourse est assurée par l’American Statistical Association. Gad Nathan, Wayne Fuller, 
Tim Holt,  Norman Bradburn, Jon Rao et Alastair Scott sont les gagnants précédents. Les cinq premiers 
articles de la série sont déjà parus dans la revue Techniques d’enquête. 
 
 
Précédents gagnants du prix Waksberg : 
 
Gad Nathan (2001) 
Wayne A. Fuller (2002) 
Tim Holt (2003) 
Norman Bradburn (2004) 
J.N.K. Rao (2005) 
 
 
 
 
Nominations: 
 
L’auteur de l’article Waksberg de 2007 sera sélectionné par un comité de quatre personnes désignées par 
Techniques d’enquête et l’American Statistical Association. Les candidatures ou les suggestions de sujets 
doivent être envoyées à Gordon Brackstone, président du comité, à 78, chemin Charing, Ottawa (Ontario), 
Canada, K2G 4C9, par courriel à Gordon.brackstone@sympatico.ca ou par télécopieur au (613) 951-1394. 
Les candidatures et les suggestions de sujets doivent être reçues d’ici au 28 février 2006. 
 
 
 
 

Article sollicité Waksberg 2005 
 

Auteur: J.N.K. Rao 
 

J.N.K. Rao est professeur distingué de recherche à l’Université Carleton d’Ottawa. Il a publié plusieurs 
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Évaluation de l’interaction entre la théorie et la pratique  
des enquêtes par sondage 

J.N.K. Rao 1 

Résumé 

Une grande partie de la théorie des enquêtes par sondage a été motivée directement par des problèmes d’ordre pratique 
survenus au moment de la conception et de l’analyse des enquêtes. En revanche, la théorie des enquêtes par sondage a 
influencé la pratique, ce qui a souvent donné lieu à des améliorations importantes. Dans le présent article, nous examinons 
cette interaction au cours des 60 dernières années. Nous présentons également des exemples où une nouvelle théorie est 
nécessaire ou encore où la théorie existe sans être utilisée. 

                                                           
1. J.N.K. Rao, School of Mathematics and Statistics, Carleton University, Ottawa, (Ontario), Canada, K1S 5B6. 

  
Mots clés : Analyse des données d’enquête; apports antérieurs; question d’inférence; méthodes de rééchantillonnage; 

estimation sur petits domaines. 
 
 

 

1. Introduction  
Dans cet article, je vais examiner l’inter-relation entre la 

théorie des sondages et la pratique dans les quelques 60 
dernières années. Je vais couvrir une grande variété de 
sujets: les premières contributions significatives qui ont 
grandement influencé la pratique, les questions d’inférence, 
l’estimation par calage qui assure la cohérence aux totaux 
établis de variables auxiliaires, l’échantillonnage à pro-
babilités inégales sans remplacement, l’analyse de données 
d’enquêtes, le rôle des méthodes de ré-échantillonnage, et 
l’estimation pour petits domaines. Je vais aussi présenter 
quelques exemples où il y a soit besoin d'une nouvelle 
théorie soit une théorie existante qui n’est pas tellement 
utilisée. 

 
2. Quelques apports marquants : 1920 – 1970  
La présente section rend compte de certains apports mar-

quants à la théorie et aux méthodes des enquêtes par son-
dage, apports qui ont grandement influencé la pratique. Le 
statisticien norvégien A.N. Kiaer (1897) fut sans doute le 
premier à promouvoir l’échantillonnage (appelé « méthode 
représentative » à l’époque) plutôt qu’un dénombrement 
complet, quoique la plus ancienne référence à l’échantillon-
nage remonte au grand récit épique indien Mahabharata 
(Hacking 1975, page 7). Dans la méthode représentative, 
l’échantillon doit refléter la population mère finie; à cette 
fin, on procède par échantillonnage équilibré au moyen de la 
sélection raisonnée ou par échantillonnage aléatoire. On uti-
lisa la méthode représentative en Russie dès 1900 (Zarkovic 
1956) et, vers la même époque, Wright l’employa pour 
mener des enquêtes par sondage aux États-Unis. Dans les 

années 1920, on utilisait abondamment la méthode repré-
sentative, et l’Institut international de statistique joua un rôle 
de premier plan en créant en 1924 un comité chargé de 
produire un rapport sur cette méthode. Le rapport de ce 
comité portait sur des aspects théoriques et pratiques de la 
méthode d’échantillonnage aléatoire. Bowley (1926) contri-
bua à ce rapport par ses travaux fondamentaux sur l’échan-
tillonnage aléatoire stratifié avec répartition proportionnelle, 
qui permit de tirer un échantillon représentatif avec probabi-
lités d’inclusion égales. Hubback (1927) prit conscience de 
la nécessité d’un échantillonnage aléatoire dans les enquêtes 
sur les cultures : « La seule façon d’arriver à une estimation 
satisfaisante consiste à établir une approximation de 
l’échantillonnage aléatoire aussi proche que les circons-
tances le permettent, car ainsi, non seulement on élimine les 
limites personnelles de l’expérimentateur, mais il devient 
possible de déterminer la probabilité avec laquelle les 
résultats d’un nombre donné d’échantillons se situeront à 
l’intérieur d’une étendue donnée par rapport à la moyenne 
arithmétique. Concrètement, il s’agit de trouver combien 
d’échantillons sont nécessaires pour assurer que la probabi-
lité soit d’au moins 20:1 par rapport à la moyenne des 
échantillons à l’intérieur d’un maund de la vraie moyenne. » 
Cet énoncé contient deux observations importantes concer-
nant l’échantillonnage aléatoire : 1) il évite les biais per-
sonnels dans la sélection d’un échantillon; 2) on peut 
déterminer la taille de l’échantillon pour satisfaire une 
marge d’erreur spécifiée par rapport à une chance de 1 sur 
20. Mahalanobis (1946b) a observé que les travaux fonda-
mentaux de R.A. Fisher sur la conception des expériences, 
menés à la Rothamsted Experimental Station, furent directe-
ment influencés par Hubback (1927).  

Dans un article marquant, devenu un classique, Neyman 
(1934) a jeté les bases théoriques de l’échantillonnage 
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probabiliste (ou fondé sur le plan de sondage) en ce qui 
concerne l’inférence à partir d’échantillons d’enquête. Il a 
montré, avec des arguments théoriques et des exemples 
pratiques, que l’échantillonnage aléatoire stratifié était pré-
férable à l’échantillonnage équilibré, car ce dernier peut 
donner de mauvais résultats si les hypothèses sous-jacentes 
du modèle sont violées. Neyman a également avancé, dans 
sa théorie de l’échantillonnage aléatoire stratifié sans re-
mise, les notions d’efficience et de répartition optimale en 
assouplissant la condition des probabilités d’inclusion 
égales. En généralisant le théorème de Markov sur l’estima-
tion par les moindres carrés, Neyman a prouvé que la 
moyenne stratifiée, =sty ,hh h yW∑  était le meilleur esti-
mateur de la moyenne de population, ,hh hYWY ∑=  dans la 
classe linéaire d’estimateurs sans biais de forme =by  

,hii hih h ybW ∑∑  où hh yW ,  et hY  sont le poids, la 
moyenne d’échantillon et la moyenne de population de la 

eh  strate ),...,,1( Lh =  et hib  est une constante associée à 
la valeur de l’élément hiy ′  observée au moment du ei  tirage 
d’échantillon =i( )...,,1 hn  dans la eh  strate. On a obtenu 
la répartition optimale ...,,( 1n )Ln  de la taille de l’échan-
tillon total, ,n  en minimisant la variance de sty  sous 
réserve de ;nnh h =∑  on a découvert plus tard une preuve 
antérieure de la répartition de Neyman par Tschuprow 
(1923). Neyman a également proposé une inférence à partir 
de grands échantillons en fonction d’intervalles de confiance 
selon la théorie normale, de manière que la fréquence des 
erreurs dans les énoncés de confiance en fonction de tous les 
échantillons aléatoires stratifiés qu’il est possible de tirer 
n’excède pas la limite prescrite à l’avance « quelles que 
soient les propriétés inconnues de la population ». Une 
méthode d’échantillonnage qui satisfait l’énoncé de fré-
quence susmentionné est dite « représentative ». Il est à 
noter que Hubback (1927) avait déjà fait allusion à l’énoncé 
de fréquence associé à l’intervalle de confiance. Dans son 
dernier apport à la théorie des enquêtes par sondage, 
Neyman (1938) a étudié l’échantillonnage à deux phases de 
stratification et calculé la taille optimale des échantillons de 
première phase et de deuxième phase, n ′  et ,n  en 
minimisant la variance de l’estimateur sous réserve d’un 
coût donné ,nccnC +′′=  où le coût par unité de deuxième 
phase, ,c  est élevé par rapport au coût par unité de la 
première phase, .c′  

Au cours des années 1930, la demande d’information a 
connu une croissance rapide et l’on a pris conscience des 
avantages de l’échantillonnage probabiliste – portée accrue, 
réduction de coût, plus grande vitesse et caractéristiques 
indépendantes d’un modèle – , d’où une augmentation du 
nombre et du type d’enquêtes menées par échantillonnage 
probabiliste et couvrant de grandes populations. La presque 
totalité des statisticiens d’enquête ont adopté l’approche de 
Neyman. En outre, cette dernière a inspiré divers ajouts 

importants, motivés surtout par des critères d’ordre pratique 
et d’efficience. L’article marquant de Cochran (1939) pré-
sente plusieurs résultats importants : le recours à l’analyse 
de variance pour estimer l’amélioration de l’efficience due à 
la stratification, l’estimation des composantes de la variance 
dans l’échantillonnage à deux degrés en vue d’études 
futures sur un sujet semblable, le choix de l’unité d’échan-
tillonnage, l’estimation par régression sous échantillonnage 
à deux phases et l’effet des erreurs dans la taille des strates. 
Dans cet article, Neyman a également proposé le concept de 
superpopulation : « La population finie doit être considérée 
comme un échantillon aléatoire d’une population infinie. » 
Il est intéressant de noter qu’à l’époque, Cochran n’était pas 
d’accord avec le concept traditionnel de population fixe : 
« En outre, il est loin d’être réaliste de considérer la popu-
lation comme un lot fixe de nombres connus. » Cochran 
(1940) a proposé l’estimation par quotient pour les enquêtes 
par sondage, mais Laplace (1820) avait déjà utilisé l’estima-
teur par quotient. Dans un autre article marquant, Cochran 
(1942) a formulé la théorie de l’estimation par régression. Il 
a calculé la variance conditionnelle de l’estimateur par 
régression habituel pour un échantillon fixe ainsi qu’un 
estimateur échantillon de cette variance, en supposant un 
modèle de régression linéaire ,exy +β+α=  où e  a une 
moyenne nulle et une variance constante dans les séries 
statistiques dans lesquelles x  est fixe. Il a également noté 
que l’estimateur par régression restait sans biais (par rapport 
au modèle) sous échantillonnage non aléatoire, à condition 
que le modèle de régression linéaire hypothétique soit 
correct. Il a calculé le biais moyen en présence d’écarts par 
rapport au modèle (notamment dans le cas de la régression 
quadratique) pour l’échantillonnage aléatoire simple à 
mesure que la taille de l’échantillon n  augmente. Cochran a 
ensuite étendu ses résultats à la régression pondérée et 
calculé le résultat d’optimalité, aujourd’hui bien connu, pour 
l’estimateur par quotient; selon lui, il s’agit de « la meilleure 
estimation linéaire sans biais si la valeur moyenne et la 
variance changent proportionnellement à x  ». Dans les 
travaux récents, ce dernier modèle est appelé modèle par 
quotient. Madow et Madow (1944) et Cochran (1946) ont 
comparé la variance prévue sous un modèle de 
superpopulation pour étudier analytiquement l’efficience 
relative de l’échantillonnage systématique et de l’échantil-
lonnage aléatoire stratifié. Cet article a incité d’autres cher-
cheurs à mener des travaux sur l’utilisation de modèles de 
superpopulation dans le choix de stratégies d’échantil-
lonnage probabiliste, ainsi que sur l’inférence dépendante 
d’un modèle et l’inférence assistée par un modèle (voir la 
section 3).  

En Inde, Mahalanobis a fait un apport innovateur à la 
théorie de l’échantillonnage en formulant des fonctions de 
coût et de variance pour la conception d’enquêtes. Son 



Techniques d’enquête, décembre 2005 129 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-XIF au catalogue 

article marquant (Mahalanobis 1944) présente des résultats 
théoriques probants sur la conception efficace d’enquêtes 
par sondage et leurs applications pratiques, notamment dans 
le cas d’enquêtes sur les surfaces cultivées et le rendement 
des cultures. Maintenant bien connue, la répartition optimale 
sous échantillonnage aléatoire stratifié où le coût par unité 
varie d’une strate à l’autre est obtenue sous forme de cas 
particulier de sa théorie générale. Dès 1937, Mahalanobis a 
utilisé des plans de sondage à plusieurs degrés pour les 
enquêtes sur le rendement des cultures avec, comme unités 
d’échantillonnage aux quatre degrés d’échantillonnage, des 
villages, des grilles à l’intérieur des villages, des parcelles à 
l’intérieur des grilles et des coupes de tailles et de formes 
différentes (Murthy 1964). Il a également utilisé un plan de 
sondage à deux phases pour estimer le rendement de 
l’écorce de quinquina. Il a joué un rôle de premier plan dans 
l’établissement de la National Sample Survey (NSS) de 
l’Inde, la plus vaste enquête polyvalente permanente : un 
personnel à temps plein effectue des interviews sur place 
pour des enquêtes socioéconomiques et des mesures physi-
ques pour des enquêtes sur les cultures. Plusieurs éminents 
statisticiens d’enquête, dont D.B. Lahiri et M.N. Murthy, 
ont collaboré à la NSS. 

P.V. Sukhatme, qui a étudié avec Neyman, a également 
fait un apport innovateur à la conception et à l’analyse 
d’enquêtes agricoles à grande échelle en Inde, en utilisant 
l’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés. À partir de 
1942 – 1943, il a mis au point des plans de sondage efficients 
pour mener des enquêtes nationales sur les cultures de blé et 
de riz et a obtenu un degré élevé de précision pour les 
estimations nationales ainsi qu’une marge d’erreur rai-
sonnable pour les estimations par district. L’approche de 
Sukhatme différait de celle de Mahalanobis, qui utilisait des 
parcelles de très petite taille pour les coupes-témoins et 
employait des enquêteurs ad hoc. Sukhatme (1947) et 
Sukhatme et Panse (1951) ont démontré que l’utilisation 
d’une petite parcelle pourrait donner des estimations 
biaisées à cause de la tendance à placer des plantes de 
bornage à l’intérieur de la parcelle lorsqu’il y a un doute. Ils 
ont également souligné que le recours à des enquêteurs 
ad hoc, qui se déplacent rapidement d’un endroit à l’autre, 
obligeait à mesurer uniquement les parcelles de champs 
échantillonnés qui sont prêts à moissonner à la date de la 
visite, ce qui est contraire au principe de l’échantillonnage 
aléatoire. La solution de Sukhatme consistait à utiliser de 
grandes parcelles pour éviter les biais liés au bornage et à 
confier les coupes-témoins à l’organisme public local 
chargé du revenu ou de l’agriculture.  

De 1940 à 1970, les statisticiens d’enquête du U.S. Cen-
sus Bureau, sous la direction de Morris Hansen, William 
Hurwitz, William Madow et Joseph Waksberg, ont fait des 
apports fondamentaux à la théorie et à la pratique des 

enquêtes par sondage, et bon nombre de leurs méthodes sont 
encore largement utilisées dans la pratique. Hansen et 
Hurwitz (1943) ont formulé la théorie de base de l’échan-
tillonnage stratifié à deux degrés, une seule unité primaire 
d’échantillonnage (UPÉ) à l’intérieur de chaque strate étant 
tirée avec probabilité proportionnelle à la taille (échan-
tillonnage PPT) puis sous-échantillonnée à un rythme qui 
assure l’autopondération (probabilités de sélection globales 
égales) à l’intérieur des strates. Cette approche permet de 
confier aux intervieweurs des charges de travail à peu près 
égales, ce qui est souhaitable dans le contexte des enquêtes 
sur le terrain. Elle permet aussi de réduire considérablement 
la variance en neutralisant la variabilité due à la taille 
inégale des UPÉ sans vraiment stratifier selon la taille, ce 
qui permet la stratification selon d’autres variables pour 
réduire la variance. Par contre, les charges de travail 
peuvent varier considérablement si les UPÉ sont sélection-
nées par échantillonnage aléatoire simple, puis sous-échan-
tillonnées au même rythme à l’intérieur de chaque strate. 
Aujourd’hui, on utilise abondamment l’échantillonnage PPT 
des UPÉ dans la conception d’enquêtes à grande échelle, 
mais on sélectionne dans chaque strate deux ou plusieurs 
UPÉ sans remise, de sorte que les probabilités d’inclusion 
des UPÉ sont proportionnelles à la taille (voir la section 5).  

Bon nombre d’enquêtes à grande échelle sont répétées au 
fil du temps, comme l’Enquête sur la population active 
(EPA) du Canada, menée chaque mois, et la Current Popu-
lation Survey (CPS) des États-Unis, avec remise partielle 
des unités finales (appelée aussi échantillonnage par renou-
vellement). Dans le cas de l’EPA, par exemple, l’échantillon 
de ménages est divisé en six groupes de renouvellement 
(échantillons constants ou panels) et un groupe de renou-
vellement reste dans l’échantillon pendant six mois consé-
cutifs, puis est retiré de l’échantillon, ce qui donne un che-
vauchement de cinq sixièmes entre deux mois consécutifs. 
Dans la foulée des travaux initiaux de Jessen (1942) sur 
l’échantillonnage à deux reprises avec remise partielle des 
unités, Yates (1949) et Patterson (1950) ont jeté les bases 
théoriques de la conception et de l’estimation d’enquêtes à 
passages répétés et démontré qu’on pouvait améliorer l’effi-
cience de l’estimation de niveau et de changement en tirant 
parti des données antérieures. Hansen, Hurwitz, Nisseslson 
et Steinberg (1955) ont mis au point des estimateurs plus 
simples, appelés estimateurs composites ,K  applicables 
aux plans d’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés avec 
échantillonnage PPT au premier degré. Rao et Graham 
(1964) ont étudié des politiques de remise optimale pour les 
estimateurs composites .K  On a également proposé divers 
ajouts. On a utilisé des estimateurs composites dans le cas 
de la CPS et d’autres enquêtes permanentes à grande 
échelle. Encore récemment, l’EPA du Canada a adopté 
l’estimation composite, appelée estimation composite par 
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régression, qui utilise l’information sur l’échantillon ob-
tenue au cours des mois précédents et qui peut être mise en 
œuvre avec un logiciel de poids de régression (voir la 
section 4). 

Keyfitz (1951) a proposé une méthode ingénieuse pour 
obtenir de meilleures mesures de la taille des UPÉ dans les 
enquêtes permanentes fondées sur les plus récents dénom-
brements censitaires. Sa méthode permet de maximiser la 
probabilité de chevauchement avec l’échantillon antérieur 
d’une UPÉ par strate, ce qui réduit les coûts d’opération sur 
le terrain tout en améliorant l’efficience grâce aux meil-
leures mesures de la taille dans l’échantillonnage PPT. 
L’EPA du Canada et d’autres enquêtes permanentes ont 
utilisé la méthode de Keyfitz. Raj (1956) a formulé le 
problème de l’optimisation comme un « problème de trans-
port » dans la programmation linéaire. Kish et Scott (1971) 
ont étendu la méthode de Keyfitz aux mesures changeantes 
des strates et de la taille. Ernst (1999) a brossé un excellent 
tableau de l’évolution, au cours des 50 dernières années, de 
la coordination d’échantillons (qui consiste à maximiser ou 
minimiser le chevauchement des échantillons) au moyen 
d’algorithmes de transport et de méthodes connexes; voir 
aussi Mach, Reiss et Schiopu-Kratina (2005) en ce qui 
concerne les applications aux enquêtes-entreprises avec 
création et suppression d’entreprises. 

Dalenius (1957, chapitre 7) a étudié le problème de la 
stratification optimale d’un nombre donné de strates, ,L  
dans le cadre de la répartition de Neyman. Dalenius et 
Hodges (1959) ont obtenu une approximation simple de la 
stratification optimale, appelée méthode de la fonction 
cumulative de la racine carrée des fréquences (cum f ), 
qui est abondamment utilisée dans la pratique. Pour les 
populations très asymétriques dont un petit nombre d’unités 
comptent pour une forte proportion du total ,Y  comme les 
populations d’entreprises, une stratification efficace néces-
site une strate à tirage complet )( 11 Nn =  de grandes unités 
et des strates à tirage partiel d’unités moyennes et petites. 
Lavallée et Hidiroglou (1988) et Rivest (2002) ont mis au 
point des algorithmes pour déterminer les bornes de stratifi-
cation en utilisant la méthode puissance (Fellegi 1981; 
Bankier 1988) et la répartition de Neyman pour les strates à 
tirage partiel. Aujourd’hui, Statistique Canada et d’autres 
organismes utilisent ces algorithmes pour les enquêtes-
entreprises. 

Avant 1950, la recherche portait sur l’estimation de 
totaux et de moyennes de population pour la population 
entière et de grandes sous-populations planifiées, comme 
des États ou des provinces. Or, les utilisateurs s’intéressent 
également aux totaux et aux moyennes de sous-populations 
non planifiées (appelées aussi domaines), comme les 
groupes d’âge-sexe à l’intérieur d’une province, ainsi qu’à 
des paramètres autres que les totaux et les moyennes, 

comme les médianes et d’autres quantiles, par exemple le 
revenu médian. Hartley (1959) a formulé une théorie simple 
et unifiée de l’estimation par domaine, applicable à n’im-
porte quel plan de sondage et nécessitant uniquement les 
formules-types pour l’estimateur du total et son estimateur 
de variance, dénotés respectivement )(ˆ yY  et )( yv  dans la 
notation d’opérateur. Il a introduit deux variables synthé-
tiques ij y  et ij a  qui prennent respectivement les valeurs 

iy  et 1 si l’unité i  appartient au domaine j  et qui sont 
nulles dans le cas contraire. Alors, on obtient simplement les 
estimateurs du total de domaine )( yYY jj =  et de la taille 
de domaine )( aYN jj =  à l’aide des formules pour )(ˆ yY  
et )( yv  en remplaçant respectivement iy  par ij y  et ij a . 
De même, on obtient les estimateurs des moyennes de do-
maine et des différences de domaine ainsi que leurs esti-
mateurs de variance à l’aide des formules de base pour 

)(ˆ yY  et ).( yv  Durbin (1968) a également obtenu des ré-
sultats semblables. Aujourd’hui, on pratique couramment 
l’estimation par domaine en utilisant l’ingénieuse méthode 
de Hartley.  

Pour l’inférence concernant des quantiles, Woodruff 
(1952) a proposé une méthode simple et ingénieuse pour 
obtenir un intervalle de confiance de niveau )1( α−  sous 
des plans d’échantillonnage généraux, en utilisant unique-
ment la fonction de distribution estimative et son erreur-type 
(voir l’ouvrage de Lohr (1999), pages 311 à 313). Il est à 
noter qu’on obtient simplement ces dernières à l’aide des 
formules pour un total en remplaçant y  par une variable 
indicatrice. En mettant sur le même pied l’intervalle de 
Woodruff et un intervalle selon la théorie normale à l’égard 
du quantile, on peut aussi obtenir une formule simple pour 
l’erreur-type du ep  estimateur de quantile, soit la moitié de 
la longueur de l’intervalle divisé par le point supérieur 2/α  
de la distribution normalisée N(0, 1) qui égale 1,96 si 
α  = 0,05 (Rao et Wu 1987; Francisco et Fuller 1991). 
L’intervalle de Woodruff possède une propriété étonnante : 
il donne de bons résultats même lorsque p  est petit ou 
grand et que la taille de l’échantillon est moyenne (Sitter et 
Wu 2001). 

On s’est rendu compte de l’importance des erreurs de 
mesure dès les années 1940. Dans un article influent, 
Mahalanobis (1946a) a mis au point la technique des sous-
échantillons superposés (appelée échantillonnage répété par 
Deming 1960). En Inde, on a beaucoup utilisé cette méthode 
dans les enquêtes par sondage à grande échelle pour évaluer 
les erreurs d’échantillonnage et les erreurs de mesure. 
L’échantillon est tiré sous forme de deux ou plusieurs sous-
échantillons indépendants selon le même plan de sondage, 
de sorte que chaque sous-échantillon fournit une estimation 
valide du total ou de la moyenne. Les sous-échantillons sont 
attribués à des intervieweurs différents (ou à des équipes 
différentes), ce qui produit une estimation valide de la 
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variance totale qui tient compte de la variance de réponse 
corrélée due aux intervieweurs. Les sous-échantillons super-
posés entraînent une augmentation des frais de déplacement 
des intervieweurs, mais on peut les réduire en modifiant les 
affectations des intervieweurs. Hansen, Hurwitz, Marks et 
Mauldin (1951), Sukhatme et Seth (1952) et Hansen, 
Hurwitz et Bershad (1961) ont formulé des théories de base 
sous des modèles d’erreur de mesure additive et décomposé 
la variance totale en trois éléments : la variance d’échan-
tillonnage, la variance de réponse simple et la variance de 
réponse corrélée. On a montré que la variance de réponse 
corrélée due aux intervieweurs était de l’ordre de 1−k  sans 
égard à la taille de l’échantillon, k  étant le nombre d’inter-
vieweurs. Par conséquent, elle peut dominer la variance 
totale si k  n’est pas un nombre élevé. Lors du recensement 
de 1950 aux États-Unis, l’étude de la variance due aux 
intervieweurs a montré que cette composante était effective-
ment grande pour les petits domaines. C’est en partie pour 
cette raison que lors du recensement de 1960, on a adopté 
l’autodénombrement par la poste pour réduire cette com-
posante de la variance (Waksberg 1998). Il s’agit d’un 
exemple éloquent de l’influence de la théorie sur la pratique. 
Fellegi (1964) a proposé de combiner la superposition et la 
répétition pour estimer la covariance entre l’écart d’échan-
tillonnage et l’écart de réponse. Cette composante est sou-
vent négligée dans la décomposition de la variance totale, 
mais elle pourrait être appréciable dans la pratique. 

Le concept de l’effet du plan de sondage (EPS), dû à 
Leslie Kish (voir Kish 1965, section 8.2), constitue un autre 
jalon de la méthodologie des enquêtes par sondage. L’effet 
du plan de sondage est le ratio de la variance réelle d’une 
statistique sous le plan de sondage spécifié à la variance qui 
serait obtenue sous échantillonnage aléatoire simple de 
même taille. Ce concept est particulièrement utile dans la 
présentation et la modélisation des erreurs d’échantillon-
nage, ainsi que dans l’analyse des données d’enquête com-
plexes faisant intervenir la mise en grappes et les probabi-
lités de sélection inégales (voir la section 6).  

Le lecteur trouvera dans Kish (1995), Kruskal et 
Mosteller (1980), Hansen, Dalenius et Tepping (1985) et 
O’Muircheartaigh et Wong (1981) un examen des apports 
marquants à la théorie et aux méthodes des enquêtes par 
sondage.  

 
3. Questions d’inférence  

3.1 Cadre unifié fondé sur le plan de sondage   
Au départ, l’élaboration de la théorie de l’échan-

tillonnage a progressé de manière plus ou moins inductive, 
quoique Neyman (1934) ait étudié la meilleure estimation 
linéaire sans biais pour l’échantillonnage aléatoire stratifié. 

On a envisagé des stratégies (plan de sondage et estimation) 
qui semblaient raisonnables et l’on a soigneusement étudié 
des propriétés relatives au moyen de méthodes analytiques 
ou empiriques, en comparant surtout des erreurs quadra-
tiques moyennes, et parfois aussi des erreurs quadratiques 
moyennes ou des variances prévues sous des modèles de 
superpopulation plausibles, comme nous le mentionnons 
dans la section 2. On n’a pas insisté sur une estimation sans 
biais sous un plan de sondage donné, car elle « entraîne 
souvent une erreur quadratique moyenne beaucoup plus 
grande que nécessaire » (Hansen, Hurwitz et Tepping 
1983). On a plutôt jugé que la cohérence avec le plan de 
sondage était nécessaire pour les grands échantillons. Les 
ouvrages classiques de Cochran (1953), Deming (1950), 
Hansen, Hurwitz et Madow (1953), Sukhatme (1954) et 
Yates (1949), fondés sur l’approche susmentionnée, ont 
grandement influencé la pratique des enquêtes. Pourtant, les 
statisticiens universitaires accordaient peu d’attention à la 
théorie de l’échantillonnage traditionnelle, peut-être parce 
qu’il lui manquait un cadre théorique formel et qu’elle 
n’était pas intégrée à la théorie statistique courante. Plu-
sieurs départements de statistique nord-américains de pres-
tige n’offraient pas de cours supérieurs en théorie de 
l’échantillonnage. 

Dans les années 1950, on a élaboré des cadres et des 
approches théoriques formels pour intégrer la théorie de 
l’échantillonnage à l’inférence statistique courante dans des 
conditions quelque peu idéalistes axées sur les erreurs 
d’échantillonnage, en supposant l’absence d’erreurs de me-
sure ou de réponse ainsi que de non-réponse. Horvitz et 
Thompson (1952) ont apporté une contribution de base à 
l’échantillonnage avec probabilités de sélection arbitraires 
en formulant trois sous-classes d’estimateurs linéaires sans 
biais d’un total Y , dont la classe de Markov étudiée par 
Neyman. Une autre sous-classe avec poids de sondage id  
lié à une unité d’échantillonnage i  et dépendant unique-
ment de i  admettait l’estimateur bien connu avec poids 
inversement proportionnel à la probabilité d’inclusion iπ  
comme seul estimateur sans biais. Narain (1951) ayant 
également découvert cet estimateur, on devrait l’appeler 
l’estimateur de Narain-Horvitz-Thompson (NHT) au lieu de 
l’estimateur HT comme on l’appelle couramment. Pour 
l’échantillonnage aléatoire simple, la moyenne d’échantillon 
est le meilleur estimateur linéaire sans biais (best linear 
unbiased estimator ou BLUE) de la moyenne de population 
dans les trois sous-classes, mais ce n’est pas suffisant pour 
prétendre que la moyenne d’échantillon est le meilleur de 
tous les estimateurs linéaires sans biais. Godambe (1955) a 
proposé une classe générale d’estimateurs linéaires sans 
biais d’un total Y  en supposant des données-échantillons 

}),,{( siyi i ∈  et un poids dépendant de l’unité d’échan-
tillonnage i  ainsi que des autres unités échantillonnées ,s  
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c’est-à-dire un poids de forme ).(sd i  Il a alors établi que 
l’estimateur BLUE n’existait pas dans la classe générale  

,)(ˆ
isi i ysdY ∑ ∈=  (1) 

même sous échantillonnage aléatoire simple. Ce résultat 
théorique négatif important a été, dans une grande mesure, 
négligé pendant une dizaine d’années. Godambe a égale-
ment établi un résultat positif en liant y  à une mesure de 
taille x  au moyen d’un modèle de régression de superpo-
pulation passant par l’origine avec variance d’erreur propor-
tionnelle à ,2x  puis en montrant que l’estimateur NHT sous 
un plan de sondage à taille fixe où iπ  est proportionnel à 

ix  minimisait la variance prévue de la classe sans biais (1). 
Ce résultat montre clairement les conditions du plan pour 
l’utilisation de l’estimateur NHT. Rao (1966) a constaté les 
limites de l’estimateur NHT dans le contexte d’enquêtes 
avec échantillonnage PPT et caractéristiques multiples. Ici, 
l’estimateur NHT s’avère très inefficient lorsqu’une ca-
ractéristique y  n’est pas liée (ou qu’elle est faiblement liée) 
à la mesure de taille x  (comme le dénombrement de 
volailles y  et la taille de la ferme x  dans une enquête sur 
les fermes). Rao a proposé pour ces cas d’autres estimateurs 
efficients qui font abstraction des poids NHT. En faisant 
abstraction des résultats susmentionnés, des spécialistes de 
l’échantillonnage ont avancé plus tard certains critères 
théoriques pour affirmer qu’il fallait utiliser l’estimateur 
NHT pour tout plan de sondage. En prenant l’exemple 
amusant des éléphants d’un cirque, Basu (1971) a illustré la 
futilité de ces critères. Il a construit un « mauvais » plan 
dans lequel iπ  n’était pas lié à iy  pour démontrer que 
l’estimateur NHT produisait des estimations absurdes, ce 
qui a incité le célèbre statisticien bayésien Dennis Lindley à 
conclure que ce contre-exemple détruisait la théorie des 
enquêtes par sondage fondées sur le plan de sondage 
(Lindley 1996). Cette conclusion est plutôt malheureuse, car 
NHT et Godambe ont clairement énoncé les conditions du 
plan pour une utilisation appropriée de l’estimateur NHT, et 
Rao (1966) et Hajek (1971) ont proposé d’autres estima-
teurs pour composer respectivement avec les caractéris-
tiques multiples et les mauvais plans. Il est intéressant de 
noter que les mêmes critères théoriques ont abouti à un 
mauvais estimateur de variance de l’estimateur NHT 
comme choix « optimal » (Rao et Singh 1973).  

On a aussi tenté d’intégrer la théorie des enquêtes par 
sondage à l’inférence statistique courante au moyen de la 
fonction de vraisemblance. Godambe (1966) a montré que 
la fonction de vraisemblance d’après les données-échan-
tillons },),,{( siyi i ∈  en considérant comme paramètre le 
vecteur N  des valeurs y  inconnues, ne fournissait pas 
d’information sur les valeurs non observées de l’échantillon 
ni, par conséquent, sur le total .Y  Cette caractéristique non 

informative de la fonction de vraisemblance est due à la 
propriété d’étiquette qui traite les unités de population N  
essentiellement comme des post-strates N . On peut con-
tourner cette difficulté en employant la méthode bayésienne 
et en supposant des valeurs antérieures informatives (échan-
geables) sur le vecteur paramètre (Ericson 1969). Une autre 
solution (fondée sur le plan de sondage) consiste à faire 
abstraction de certains aspects des données-échantillons 
pour rendre l’échantillon non unique et arriver ainsi à une 
fonction de vraisemblance informative (Hartley et Rao 
1968; Royall 1968). Par exemple, sous échantillonnage 
aléatoire simple, en supprimant les étiquettes i  et en consi-
dérant les données },{ siyi ∈  en l’absence d’information 
liant i  à ,iy  on obtient la moyenne d’échantillon comme 
estimateur du maximum de vraisemblance de la moyenne 
de population. En supposant des distributions antérieures 
non informatives, l’estimation bayésienne produit des 
résultats semblables à ceux obtenus par Ericson (1969) 
mais, contrairement à l’estimation d’Ericson, elle dépend du 
plan de sondage. Dans le cas où iy  est un vecteur qui 
comprend des variables auxiliaires avec totaux connus, 
Hartley et Rao (1968) ont montré que sous échantillonnage 
aléatoire simple, l’estimateur du maximum de vraisem-
blance était à peu près égal à l’estimateur par régression 
traditionnel du total. Cet article a été le premier à montrer 
comment intégrer des totaux de population auxiliaire connus 
à un cadre de vraisemblance. Pour l’échantillonnage aléa-
toire stratifié, on fait abstraction des étiquettes à l’intérieur 
des strates, mais pas des étiquettes de strate, à cause des 
différences connues entre les strates. L’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance ainsi obtenu est à peu près égal à un 
pseudo-estimateur par régression linéaire optimal lorsqu’on 
dispose de variables auxiliaires avec totaux connus. Ce 
dernier estimateur possède de bonnes propriétés condition-
nelles fondées sur le plan de sondage (voir la section 3.4). 
L’article de Hartley et Rao (1968) portait sur l’estimation 
d’un total, mais l’approche de la vraisemblance a une portée 
beaucoup plus vaste en échantillonnage, dont l’estimation 
de fonctions de distribution et de quantiles et la construction 
d’intervalles de confiance fondés sur des rapports de vrai-
semblance (voir la section 8.1). L’approche de la vraisem-
blance non paramétrique de Hartley-Rao a été découverte 
indépendamment vingt ans plus tard (Owen 1988) dans 
l’inférence statistique courante, sous le nom de « vraisem-
blance empirique », et a attiré passablement d’attention, no-
tamment pour son application à divers problèmes d’échan-
tillonnage. Dans un certain sens, les efforts d’intégration à la 
statistique courante ont donc partiellement réussi. L’ouvrage 
d’Owen (2002) présente une description complète de la 
théorie de la vraisemblance empirique et de ses applications.     
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3.2 Approche dépendante d’un modèle  
En matière d’inférence, l’approche dépendante d’un mo-

dèle suppose que la structure de population obéit à un mo-
dèle de superpopulation spécifié. La distribution induite par 
le modèle hypothétique produit des inférences qui renvoient 
à l’échantillon donné d’unités s  qui a été tiré. Ces infé-
rences conditionnelles peuvent s’avérer plus pertinentes et 
plus attrayantes que les inférences établies par échantil-
lonnage répété. Par contre, lorsque le modèle n’est pas 
spécifié correctement, les stratégies dépendantes d’un mo-
dèle peuvent donner de mauvais résultats dans le cas de 
grands échantillons; même de faibles écarts par rapport au 
modèle hypothétique, difficiles à déceler au moyen de mé-
thodes de vérification de modèle, peuvent causer de graves 
problèmes. Par exemple, prenons le modèle par quotient 
souvent utilisé lorsqu’une variable auxiliaire x  au total 
connu X  est aussi mesurée dans l’échantillon : 

Nixy iii ...,,1; =ε+β=  (2) 

où les iε  sont des variables aléatoires indépendantes avec 
moyenne nulle et variance proportionnelle à .ix  En sup-
posant que le modèle soit valable pour l’échantillon, c’est-à-
dire sans biais d’échantillonnage, le meilleur prédicteur sans 
biais par rapport au modèle linéaire du total Y  est donné par 
l’estimateur par quotient Xxy )/(  sans égard au plan de 
sondage. Cet estimateur n’est pas convergent selon le plan 
de sondage, sauf si le plan est autopondéré, par exemple 
sous échantillonnage aléatoire stratifié avec répartition pro-
portionnelle. Par conséquent, sous des plans non autopon-
dérés, il peut donner de très mauvais résultats dans le cas de 
grands échantillons, même si les écarts par rapport au 
modèle sont faibles. Hansen et coll. (1983) ont démontré les 
mauvais résultats obtenus dans des conditions d’échan-
tillonnage répété, en utilisant un plan d’échantillonnage alé-
atoire stratifié avec une répartition de l’échantillon presque 
optimale (couramment utilisé en présence de populations 
très asymétriques). Rao (1996) a utilisé le même plan pour 
démontrer les mauvais résultats obtenus dans le contexte 
d’un cadre conditionnel pertinent à l’approche dépendante 
d’un modèle (Royall et Cumberland 1981). Néanmoins, les 
approches dépendantes d’un modèle peuvent jouer un rôle 
capital dans l’estimation sur petits domaines où la taille de 
l’échantillon dans un petit domaine peut être infime, voire 
nulle (voir la section 7). 

Brewer (1963) a été le premier à proposer l’approche dé-
pendante d’un modèle dans le contexte du modèle par quo-
tient (2). Royall (1970) et ses collaborateurs ont mené une 
étude systématique de cette approche. Valliant, Dorfman et 
Royall (2000) donnent une description complète de la 
théorie, dont l’estimation de la variance (conditionnelle) par 
rapport au modèle de l’estimateur qui varie avec ;s  par 
exemple, sous le modèle par quotient (2), la variance par 

rapport au modèle dépend de la moyenne d’échantillon .sx  
Il est intéressant de noter que l’échantillonnage équilibré au 
moyen de la sélection raisonnée figure dans l’approche 
dépendante d’un modèle dans le contexte de la protection 
contre la spécification incorrecte du modèle (Royall et 
Herson 1973).   
3.3 Approche assistée par un modèle  

L’approche assistée par un modèle cherche à combiner 
les caractéristiques positives de la méthode fondée sur le 
plan de sondage et de la méthode dépendante d’un modèle. 
Elle considère uniquement les estimateurs convergents 
selon le plan de sondage du total Y  qui sont aussi sans biais 
par rapport au modèle sous le modèle « de travail » hypo-
thétique. Par exemple, sous le modèle par quotient (2), un 
estimateur assisté par un modèle de Y  pour un plan 
d’échantillonnage probabiliste spécifié est donné par l’esti-
mateur par quotient =rŶ XXY )ˆ/ˆ( NHTNHT  qui est con-
vergent selon le plan de sondage sans égard au modèle 
hypothétique. Hansen et coll. (1983) ont utilisé cet estima-
teur dans leur plan d’échantillonnage stratifié pour démon-
trer que ses résultats étaient supérieurs à ceux de l’estima-
teur dépendant d’un modèle .)/( Xxy  Pour l’estimation de 
la variance, l’approche assistée par un modèle utilise des 
estimateurs convergents pour la variance de l’estimateur par 
rapport au plan tout en étant exactement ou asympto-
tiquement sans biais par rapport au modèle pour la variance 
par rapport au modèle. Toutefois, les inférences sont fon-
dées sur le plan de sondage, car le modèle est utilisé uni-
quement comme modèle « de travail ». 

Pour l’estimateur par quotient rŶ  l’estimateur de 
variance est donné par  

),()ˆ/()ˆ(Var 2
NHT evXXYr =  (3) 

où, dans la notation d’opérateur, )(ev  est obtenu à partir de 
)( yv  en remplaçant iy  par les résidus /ˆ( NHTYye ii −=  

.)ˆ
NHT ixX  Cet estimateur de variance est asymptotique-

ment équivalent à un estimateur de linéarisation courant de 
la variance ),(ev  mais il reflète le fait que l’information 
contenue dans l’échantillon varie avec :ˆ

 NHTX  les valeurs 
élevées produisent une faible variabilité, et les valeurs 
faibles, une grande variabilité. Le pivot normal ainsi obtenu 
produit des inférences dépendantes d’un modèle qui sont 
valides sous le modèle hypothétique (contrairement à 
l’utilisation de )(ev  dans le pivot) tout en protégeant contre 
les écarts par rapport au modèle, en ce sens qu’il produit des 
inférences asymptotiquement valides fondées sur le plan de 
sondage. Il est à noter que le pivot est asymptotiquement 
équivalent à 2/1)]~(/[)~(ˆ eveY  avec .)/(~

iii xXYye −=  Si 
les écarts par rapport au modèle sont faibles, l’asymétrie 
dans les résidus ie~  est faible même si iy  et ix  sont très 
asymétriques, et les intervalles de confiance normaux 
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donnent de bons résultats. Par contre, pour des populations 
très asymétriques, les intervalles normaux fondés sur NHTŶ  
et son erreur-type peuvent donner de mauvais résultats sous 
échantillonnage répété, même pour des échantillons assez 
grands, car le pivot dépend de l’asymétrie des .iy  La 
structure de population joue donc un rôle dans les inférences 
fondées sur le plan de sondage, contrairement à ce qu’af-
firment Neyman (1934), Hansen et coll. (1983) et d’autres 
auteurs. Rao, Jocelyn et Hidiroglou (2003) ont considéré 
l’estimateur par régression linéaire simple sous échantil-
lonnage aléatoire simple à deux phases avec seulement x  
observé dans la première phase. Ils ont démontré que le 
rendement de couverture des intervalles normaux associés 
pouvait être faible même pour des échantillons de deuxième 
phase passablement grands si le vrai modèle sous-jacent qui 
produisait la population s’écartait considérablement du 
modèle de régression linéaire (par exemple, une régression 
quadratique de y  sur )x  et si l’asymétrie de x  est grande. 
Dans ce cas, les valeurs x  de la première phase sont 
observées et une approche assistée par un modèle approprié 
utiliserait un estimateur par régression linéaire multiple avec 
x  et 2xz =  comme variables auxiliaires. Il est à noter que 
pour l’échantillonnage à une seule phase, on ne peut mettre 
en œuvre un tel estimateur assisté par un modèle si l’on 
connaît uniquement les X , puisque l’estimateur dépend du 
total de population de .z  

Särndal, Swenson et Wretman (1992) proposent une 
description complète de l’approche assistée par un modèle 
pour estimer le total Y  d’une variable y  sous le modèle de 
régression linéaire de travail  

Nixy iii ...,,1; =ε+β′=  (4) 

avec moyenne nulle, erreurs non corrélées iε  et variance 
par rapport au modèle 22)( iiim qV σ=σ=ε  où les iq  sont 
des constantes connues et les vecteurs x  ont des totaux 
connus X  (les valeurs de population Nxx ...,,1  ne sont 
pas nécessairement connues). Dans ces conditions, l’ap-
proche assistée par un modèle produit l’estimateur de ré-
gression généralisée (generalized regression ou GREG)  

,)(:)ˆ(ˆˆˆ
NHTNHT i

si
igr yswXXBYY ∑

∈
=−′+=  (5) 

où  

( )iiis i qyxTB /ˆˆ 11 ∑ −− π=  (6) 

avec iiis i qxxT /ˆ 1 ′π= ∑ −  est un coefficient de régression 
pondéré et 1)()( −π= iii sgsw  avec −+= Xsg i (1)(  

)ˆ
NHT ′X ,/ˆ 1

ii qxT −  appelé « poids g  ». Il est à noter que 
l’estimateur GREG (5) peut également s’écrire +∑ ∈Ui iŷ  

NHTÊ , où Bxy ii
ˆˆ ′=  est le prédicteur de iy  sous le modèle 

de travail et NHTÊ  est l’estimateur NHT de l’erreur de 
prévision totale ∑ ∈= Ui ieE  avec .ˆ iii yye −=  Cette 

représentation montre le rôle du modèle de travail dans 
l’approche assistée par un modèle. L’estimateur GREG (5) 
est cohérent avec le plan de sondage et sans biais par rapport 
au modèle sous le modèle de travail (4). En outre, il est 
presque « optimal » en ce sens qu’il minimise l’erreur qua-
dratique moyenne prévue asymptotique (espérance du mo-
dèle de l’erreur quadratique moyenne par rapport au plan) 
sous le modèle de travail, à condition que la probabilité 
d’inclusion, ,iπ  soit proportionnelle à l’écart-type par rap-
port au modèle .iσ  Toutefois, dans les enquêtes à plusieurs 
variables d’intérêt, la variance par rapport au modèle peut 
varier selon les variables. Comme on doit utiliser un plan de 
sondage général, tel que le plan avec probabilités d’inclus-
sion proportionnelles à la taille, le résultat d’optimalité n’est 
plus valable, même si le même vecteur ix  est utilisé pour 
toutes les variables iy  du modèle de travail.  

L’estimateur GREG devient simplement l’estimateur 
« par projection » is i yswBX )(ˆ ∑=′  avec =)(sg i  

ii qxTX /ˆ 1−′  si la variance par rapport au modèle 2
iσ  est 

proportionnelle à ixλ′  pour certains .λ  On obtient l’esti-
mateur par quotient sous forme de cas particulier de l’esti-
mateur par projection, étant donné ,ii xq =  d’où =)(sg i  

.ˆ/ HTXX  Il est à noter que l’estimateur GREG (5) exige 
uniquement les totaux de population X , et pas néces-
sairement les valeurs de population individuelles .ix  Cette 
caractéristique est très utile, car les totaux de population 
auxiliaire sont souvent attestés à l’aide de sources externes 
comme les projections démographiques des dénombrements 
selon l’âge et le sexe. De plus, il assure la cohérence avec 
les totaux connus X  en ce sens que .)( Xxsw is i =∑  En 
raison de cette propriété, l’estimateur GREG est également 
un estimateur par calage. 

Supposons qu’il y ait p  variables d’intérêt, par exemple 
...,,)1(y ,)( py  et qu’on veuille utiliser l’approche assistée 

par un modèle pour estimer les totaux de population corres-
pondants ....,, )()1( pYY  Supposons également que le mo-
dèle de travail de )( jy  prenne la forme (4) mais nécessite 
un vecteur x  peut-être différent )( jx  avec total connu 

)( jX  pour chaque :...,,1 pj =  

....,,1,)()()()( Nixy j
i

jj
i

j
i =ε+β= ′  (7) 

Dans ce cas, les poids g  dépendent de j  et, à leur tour, 
les poids finaux )(swi  dépendent aussi de .j  Dans la 
pratique, il est souvent souhaitable d’utiliser un seul en-
semble de poids finaux pour toutes les variables p  afin 
d’assurer la cohérence interne des chiffres lorsqu’ils sont 
agrégés à partir de variables différentes. On ne peut réaliser 
cette propriété qu’en élargissant le vecteur x  dans le 
modèle (7) pour recevoir toutes les variables ,)( jy  par 
exemple x~  avec total connu X

~
, puis en utilisant le modèle 

de travail  
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....,,1,~ )()()( Nixy j
i

j
i

j
i =ε+β′=  (8)  

Toutefois, les coefficients de régression pondérés ainsi 
obtenus pourraient devenir instables à cause du risque de 
multicolinéarité dans l’ensemble élargi de variables auxi-
liaires. Par conséquent, l’estimateur GREG de )( jY  sous le 
modèle (8) est moins efficient que l’estimateur GREG sous 
le modèle (7). En outre, certains poids finaux ainsi obtenus, 
par exemple ),(~ swi  risquent de ne pas satisfaire les 
restrictions relatives à l’étendue en prenant des valeurs infé-
rieures à 1 (dont des valeurs négatives) ou de très grandes 
valeurs positives. Il est possible de résoudre ce problème en 
utilisant un estimateur par régression ridge généralisée de 

)( jY  qui est assisté par un modèle sous le modèle élargi 
(Chambers 1996; Rao et Singh 1997). 

Pour l’estimation de la variance, l’approche assistée par 
un modèle cherche à utiliser des estimateurs de variance 
convergents selon le plan de sondage qui sont aussi sans 
biais par rapport au modèle (du moins pour les grands 
échantillons) en ce qui concerne la variance conditionnelle 
par rapport au modèle de l’estimateur GREG. Dénotant 
l’estimateur de variance de l’estimateur NHT de Y  par 

)( yv  dans une notation d’opérateur, un estimateur de 
variance par linéarisation de Taylor simple satisfaisant la 
propriété susmentionnée est donné par ),( gev  où l’on 
obtient )( gev  en remplaçant iy  par ii esg )(  dans la 
formule de );( yv  voir Hidiroglou, Fuller et Hickman 
(1976) et Särndal, Swenson et Wretman (1989). 

Dans l’exposé qui précède, nous avons supposé un 
modèle de régression linéaire de travail pour toutes les 
variables .)( jy  Dans la pratique, cependant, un modèle de 
régression linéaire n’est pas nécessairement bien adapté à 
certaines variables d’intérêt y , par exemple, une variable 
binaire. Dans ce dernier cas, la régression logistique offre un 
modèle de travail approprié. Un modèle de travail général 
qui couvre la régression logistique prend la forme 

=)( im yE ,)( iixh μ=β′  où (.)h  pourrait être non linéaire; 
le modèle (5) est un cas particulier avec .)( aah =  Un 
estimateur assisté par un modèle du total sous le modèle de 
travail général est l’estimateur par la différence 

,ˆˆˆ 1
NHT is iU iY μπ−μ+ ∑∑ −  où =μ iˆ )ˆ( β′ixh  et β̂  est un 

estimateur du paramètre de modélisation .β  Il se réduit à 
l’estimateur GREG (5) si .)( aah =  Cet estimateur par la 
différence est presque optimal si la probabilité d’inclusion 

iπ  est proportionnelle à ,iσ  où 2
iσ  dénote la variance par 

rapport au modèle, ).( im yV  
Les estimateurs GREG sont très appréciés par les 

utilisateurs parce que bon nombre d’estimateurs couram-
ment utilisés peuvent être obtenus sous forme de cas parti-
culiers de (5) par des spécifications appropriées de ix  et 

.iq  Statistique Canada a mis au point un Système géné-
ralisé d’estimation (SGE) fondé sur l’estimateur GREG.  

Kott (2005) a proposé un autre paradigme de l’inférence, 
appelé approche fondée sur un modèle et assistée par ran-
domisation, qui est axé sur l’inférence fondée sur un modèle 
et assistée par randomisation (ou échantillonnage répété). La 
définition de la variance prévue est inversée pour devenir la 
variance prévue par rapport au modèle à randomisation d’un 
estimateur, mais elle est identique à la variance prévue 
habituelle lorsque le modèle de travail est valable pour 
l’échantillon, comme on le suppose dans l’article. Par con-
séquent, les choix de l’estimateur et de l’estimateur de vari-
ance sont souvent semblables à ceux qui sont faits sous 
l’approche assistée par un modèle. Toutefois, Kott soutient 
que la motivation est plus claire et que « l’approche propo-
sée ici pour l’estimation de la variance mène, au besoin, à 
un traitement logiquement cohérent de rajustements d’une 
population finie et d’un petit échantillon ».  
 
3.4 Approche conditionnelle fondée sur le plan de 
 sondage   

On a également proposé une approche conditionnelle 
fondée sur le plan de sondage. Cette approche cherche à 
combiner les caractéristiques conditionnelles de l’approche 
dépendante d’un modèle avec les caractéristiques indépen-
dantes de l’approche fondée sur le plan de sondage. Elle 
permet de restreindre l’ensemble d’échantillons de référence 
à un sous-ensemble « pertinent » de tous les échantillons 
possibles spécifiés par le plan de sondage. On obtient des 
inférences conditionnellement valides en ce sens que le ratio 
de biais conditionnel (soit le ratio du biais conditionnel à 
l’erreur-type conditionnelle) devient nul à mesure que la 
taille de l’échantillon augmente. Environ %)1(100 α−  des 
intervalles de confiance réalisés dans l’échantillonnage ré-
pété à partir de l’ensemble conditionnel contiennent le total 
inconnu .Y  

Holt et Smith (1979) fournissent des arguments convain-
cants en faveur de l’inférence conditionnelle fondée sur le 
plan, même si leur analyse est limitée à la post-stratification 
simple d’un échantillon aléatoire simple, auquel cas il est 
naturel de faire des inférences conditionnelles à la taille des 
strates de l’échantillon réalisé. Rao (1992, 1994) et Casady 
et Valliant (1993) ont étudié l’inférence conditionnelle 
lorsque seul le total auxiliaire X  est connu d’après des 
sources externes. Dans ce dernier cas, la subordination à 
l’estimateur NHT NHTX̂  peut s’avérer raisonnable parce 
qu’il s’agit « à peu près » d’une statistique auxiliaire lorsque 
X  est connu et que la différence XX −NHT

ˆ  fournit une 
mesure du déséquilibre de l’échantillon réalisé. La subor-
dination à NHTX̂  permet de calculer l’estimateur par ré-
gression linéaire « optimal », de même forme que l’esti-
mateur GREG (5), dans lequel B̂  donné par (6) est rem-
placé par la valeur optimale estimative optB̂  du coefficient 
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de régression qui fait intervenir la covariance estimative de 

NHTŶ  et NHTX̂  et la variance estimative de .ˆ
NHTX  Cet 

estimateur optimal permet d’établir des inférences condi-
tionnellement valides fondées sur le plan de sondage et est 
sans biais par rapport au modèle sous le modèle de travail 
(4). Il s’agit également d’un estimateur par calage dépendant 
uniquement du total X  et il peut être exprimé comme suit : 

isi i ysw )(~∑ ∈  avec poids =)(~ swi  )(~ sgd ii  et le facteur 
de calage )(~ sg i  dépendant uniquement du total X  et les 
valeurs x  de l’échantillon. Il fonctionne bien pour l’échan-
tillonnage aléatoire stratifié (couramment utilisé dans les 
enquêtes-établissements). Toutefois, optB̂  peut devenir ins-
table dans le cas de l’échantillonnage stratifié à plusieurs de-
grés, sauf si la différence entre le nombre de grappes 
d’échantillon et le nombre de strates est passablement éle-
vée. L’estimateur GREG n’exige pas cette dernière condi-
tion, mais il peut donner de mauvais résultats en ce qui con-
cerne le ratio de biais conditionnel et les taux de couverture 
conditionnels, comme l’a montré Rao (1996). L’estimateur 
NHT sans biais peut être conditionnellement très mauvais, 
sauf si le plan assure que la mesure du déséquilibre définie 
plus haut est faible. Par exemple, dans le plan de sondage 
fondé sur la stratification x  efficiente et proposé par 
Hansen et coll. (1983), le déséquilibre est faible et l’estima-
teur NHT a donné conditionnellement de bons résultats. 

Tillé (1998) a proposé un estimateur NHT du total Y  
fondé sur des probabilités d’inclusion conditionnelles ap-
proximatives en présence de .ˆ

NHTX  Sa méthode permet 
également d’établir des inférences conditionnellement va-
lides, mais l’estimateur n’est pas calé en fonction de X , 
contrairement à l’estimateur par régression linéaire « opti-
mal ». Park et Fuller (2005) ont proposé une version calée 
de l’estimateur GREG fondée sur l’estimateur de Tillé qui 
donne des poids non négatifs plus souvent que l’estimateur 
GREG. 

Je crois que les praticiens devraient accorder une plus 
grande attention aux aspects conditionnels de l’inférence 
fondée sur le plan de sondage et envisager sérieusement les 
nouvelles méthodes qui ont été proposées.  

Kalton (2002) a donné des arguments convaincants pour 
favoriser des approches fondées sur le plan de sondage (et 
peut-être conditionnelles ou assistées par un modèle) de 
l’inférence en fonction des paramètres descriptifs d’une 
population finie. Smith (1994) a nommé « inférence procé-
durale » l’inférence fondée sur le plan de sondage et a 
soutenu qu’il s’agissait de l’approche à adopter pour les 
enquêtes du domaine public. Le lecteur trouvera dans Smith 
(1976) et Rao et Bellhouse (1990) des études des questions 
d’inférence dans la théorie des enquêtes par sondage.  

 
 

4. Estimateurs par calage  
On obtient les poids de calage )(swi  qui assurent la 

cohérence avec les totaux auxiliaires X  spécifiés par l’uti-
lisateur en rajustant les poids de sondage 1−π= iid  pour sa-
tisfaire les contraintes d’étalonnage .)( Xxsw isi i =∑ ∈  Les 
estimateurs qui utilisent des poids de calage sont appelés 
estimateurs par calage et utilisent un seul ensemble de poids 

)}({ swi  pour toutes les variables d’intérêt. Nous avons 
mentionné dans la section 3.4 que l’estimateur GREG 
assisté par un modèle était un estimateur par calage, mais un 
estimateur par calage n’est pas nécessairement assisté par un 
modèle, en ce sens qu’il risque d’être biaisé par rapport au 
modèle sous un modèle de travail (4), sauf si les variables x  
du modèle coïncident exactement avec les variables corres-
pondant aux totaux spécifiés par l’utilisateur. Par exemple, 
supposons que le modèle de travail suggéré par les données 
soit un modèle quadratique dans une variable scalaire x  
alors que le total spécifié par l’utilisateur est uniquement son 
total .X  L’estimateur par calage ainsi obtenu peut donner 
de mauvais résultats même dans des échantillons assez 
grands, comme nous l’avons mentionné dans la section 3.3, 
contrairement à l’estimateur GREG assisté par un modèle 
fondé sur le modèle quadratique de travail qui nécessite le 
total de population des variables quadratiques 2

ix  en plus de 
.X  
Dans la pratique, on utilise abondamment la post-strati-

fication pour assurer la cohérence avec les valeurs connues 
de la cellule correspondant à une variable de post-stratifi-
cation, par exemple des valeurs dans différents groupes 
d’âge vérifiées d’après des sources externes comme des pro-
jections démographiques. L’estimateur post-stratifié ainsi 
obtenu est un estimateur par calage. On a également utilisé 
dans la pratique des estimateurs par calage qui assurent la 
cohérence avec les valeurs marginales connues de deux ou 
plusieurs variables de post-stratification, notamment les esti-
mateurs de la méthode itérative du quotient, qu’on obtient 
par étalonnage répété des valeurs marginales jusqu’à ce que 
la convergence soit approximativement réalisée, habituel-
lement en quatre itérations ou moins. Les poids obtenus par 
la méthode itérative du quotient )(swi  sont toujours posi-
tifs. Dans le cadre du Recensement du Canada, Statistique 
Canada a déjà utilisé les estimateurs de la méthode itérative 
du quotient pour assurer la cohérence des estimateurs de 
données-échantillon (2B) avec les valeurs connues des don-
nées intégrales (2A). Toujours dans le contexte du Recen-
sement du Canada, Brackstone et Rao (1979) ont étudié 
l’efficience des estimateurs de la méthode itérative du quo-
tient et ont aussi calculé des estimateurs de variance par 
linéarisation de Taylor lorsque le nombre d’itérations était 
de quatre ou moins. On a également employé les esti-
mateurs de la méthode itérative du quotient dans la Current 
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Population Survey (CPS) des États-Unis. Il convient de 
noter que la méthode de rajustement des valeurs de la cel-
lule en fonction des valeurs marginales données dans un 
tableau à double entrée a d’abord été proposée dans l’article 
marquant de Deming et Stephan (1940). 

Des approches unifiées du calage, fondées sur la mini-
misation d’une mesure appropriée de la distance entre les 
poids de calage et les poids de sondage sous réserve des 
contraintes d’étalonnage, ont attiré l’attention des utilisa-
teurs en raison de leur capacité de recevoir un nombre 
arbitraire de contraintes d’étalonnage spécifiées par l’utili-
sateur, par exemple, le calage en fonction des valeurs margi-
nales de plusieurs variables de post-stratification. Des logi-
ciels de calage sont également disponibles, dont le SGE 
(Statistique Canada), LIN WEIGHT (Bureau national de la 
statistique des Pays-Bas), CALMAR (INSEE, France) et 
CLAN97 (Bureau de la statistique de Suède).  

Une distance de chi carré, ,/)( 2
iiisi i dwdq −∑ ∈  

permet de calculer l’estimateur GREG (5), où le vecteur x – 
correspond aux contraintes d’étalonnage spécifiées par l’uti-
lisateur et )(swi  est dénoté iw  par souci de simplicité 
(Huang et Fuller 1978; Deville et Särndal 1992). Toutefois, 
les poids de calage ainsi obtenus ne satisfont pas néces-
sairement les restrictions relatives à l’étendue souhaitable; 
par exemple, certains poids peuvent être négatifs ou trop 
grands, surtout lorsque le nombre de contraintes est élevé et 
que la variabilité des poids de sondage est élevée. Huang et 
Fuller (1978) ont proposé une mesure de distance de chi 
carré modifiée à l’échelle et obtenu les poids de calage au 
moyen d’une solution itérative qui satisfait les contraintes 
d’étalonnage à chaque itération. Toutefois, il n’existe peut-
être pas de solution qui satisfait à la fois les contraintes 
d’étalonnage et les contraintes relatives à l’étendue. Une 
autre méthode, appelée minimisation par rétrécissement 
(Singh et Mohl 1996), se heurte à la même difficulté. On a 
également proposé des méthodes de programmation quadra-
tique qui minimisent la distance de chi carré sous réserve 
des contraintes d’étalonnage et des contraintes relatives à 
l’étendue (Hussain 1969), mais l’ensemble de solutions 
réalisables satisfaisant les deux types de contrainte peut être 
vide. D’autres méthodes proposées consistent à modifier la 
fonction de distance (Deville et Särndal 1992) ou à 
abandonner certaines contraintes d’étalonnage (Bankier, 
Rathwell et Majkowski 1992). Par exemple, une distance 
d’information de forme })/(log{ iiiiisi i dwdwwq +−∑ ∈  
donne des estimateurs de la méthode itérative du quotient 
avec poids non négatifs ,iw  mais certains poids peuvent 
être beaucoup trop grands. On a également proposé des 
poids « ridge » obtenus en minimisant une distance de chi 
carré pénalisée (Chambers 1996), mais rien ne garantit 
qu’ils satisfont les contraintes d’étalonnage ou les con-
traintes relatives à l’étendue, quoique les poids soient plus 

stables que les poids GREG. Rao et Singh (1997) ont 
proposé une méthode itérative de « rétrécissement ridge » 
qui assure la convergence pour un nombre spécifié d’itéra-
tions en utilisant une spécification de tolérance intégrée pour 
assouplir certaines contraintes d’étalonnage tout en satis-
faisant les contraintes relatives à l’étendue. Chen, Sitter et 
Wu (2002) ont proposé une méthode semblable.  

On a utilisé les poids de calage GREG dans l’Enquête sur 
la population active du Canada qui, tout récemment, a fait 
appel à des estimateurs composites qui utilisent l’informa-
tion des mois antérieurs sur l’échantillon, comme nous 
l’avons mentionné dans la section 2 (Fuller et Rao 2001; 
Gambino, Kennedy et Singh 2001; Singh, Kennedy et Wu 
2001). On a également utilisé des estimateurs par calage de 
type GREG pour intégrer deux ou plusieurs enquêtes indé-
pendantes portant sur la même population. Ces estimateurs 
assurent la cohérence entre les enquêtes, en ce sens que les 
estimateurs de variables communes aux deux enquêtes sont 
identiques, ainsi que l’étalonnage en fonction de totaux de 
population connus (Renssen et Nieuwenbroek 1997; Singh 
et Wu 1996; Merkouris 2004). Pour le Recensement du 
Canada de 2001, Bankier (2003) a étudié des poids de ca-
lage correspondant à l’estimateur par régression linéaire 
« optimal » (section 3.3) sous échantillonnage aléatoire 
stratifié. Il a montré que la méthode de calage « optimale » 
donnait de meilleurs résultats que l’estimateur par calage 
GREG, utilisé lors du recensement précédent, dans la 
mesure où elle permettait de conserver plus de contraintes 
d’étalonnage tout en permettant aux poids de calage d’être 
au moins un. On peut obtenir le poids de calage « optimal » 
à l’aide du logiciel SGE en précisant dans les contraintes 
d’étalonnage la taille connue des strates et en définissant 
comme il se doit la constante de réglage iq . Il est à noter 
que l’estimateur par calage « optimal » possède également 
des propriétés conditionnelles souhaitables par rapport au 
plan (section 3.4). Pour la pondération des données du Re-
censement du Canada de 2001, la méthode de la régression 
linéaire « optimale » a remplacé celle de l’estimateur GREG 
par projection (utilisée lors du Recensement de 1996).  

Demnati et Rao (2004) ont calculé des estimateurs de 
variance par linéarisation de Taylor pour une classe générale 
d’estimateurs par calage avec poids ),ˆ( λ′= iii xFdw  où 
l’on détermine le multiplicateur de LaGrange λ̂  en résol-
vant les contraintes de calage. Le choix aaF +=1)(  donne 
des poids GREG et aeaF =)(  permet de calculer des poids 
obtenus par la méthode itérative du quotient. Dans le cas 
particulier des poids GREG, l’estimateur de variance se 
réduit à )( gev  donné dans la section 3.3. 

Le lecteur trouvera dans l’article de Fuller (2002), réci-
piendaire du prix Waksberg, un aperçu et une évaluation 
très éloquents de l’estimation par régression dans l’échan-
tillonnage d’enquête, y compris l’estimation par calage. 
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5. Échantillonnage avec probabilités inégales 
     sans remise  

Nous avons mentionné dans la section 2 que l’échan-
tillonnage PPT d’UPÉ à l’intérieur de strates dans les 
enquêtes à grande échelle était motivé par des considéra-
tions pratiques, soit la volonté de répartir des charges de 
travail à peu près égales. L’échantillonnage PPT permet 
également de réduire considérablement la variance en neu-
tralisant la variabilité découlant de la taille inégale des UPÉ 
sans vraiment stratifier par taille. Les UPÉ sont habituel-
lement échantillonnées sans remise, de manière que la 
probabilité d’inclusion des UPÉ, ,iπ  soit proportionnelle à 
la mesure de la taille des UPÉ .ix  Par exemple, l’échan-
tillonnage PPT systématique, avec ou sans randomisation 
initiale des étiquettes UPÉ, est un plan avec probabilité 
d’inclusion proportionnelle à la taille (PIPT) (appelé aussi 
plan PTπ ) utilisé dans un grand nombre d’enquêtes com-
plexes, dont l’EPA du Canada. L’estimateur d’un total as-
socié à un plan PIPT est l’estimateur NHT.  

L’élaboration de stratégies appropriées (PIPT, NHT) 
soulève des problèmes sur le plan théorique, dont l’évalua-
tion de probabilités d’inclusion conjointes exactes, ,ijπ  ou 
des approximations exactes de ijπ  nécessitant uniquement 
les iπ  individuels, qui sont nécessaires pour obtenir un 
estimateur de variance sans biais ou presque sans biais. J’ai 
étudié ce dernier problème dans la thèse de doctorat que j’ai 
présentée en 1961 à la Iowa State University. D’éminents 
statisticiens-mathématiciens ont publié depuis plusieurs 
solutions nécessitant des outils théoriques perfectionnés. 
Toutefois, ces travaux théoriques sont souvent qualifiés de 
« théorie sans application » puisque, dans la pratique, il est 
courant de traiter les UPÉ comme si elles étaient échan-
tillonnées avec remise, d’où une grande simplification. 
L’estimateur de variance est obtenu simplement à partir des 
totaux estimatifs d’UPÉ; cette hypothèse est d’ailleurs à la 
base des méthodes de rééchantillonnage (section 6). Cet 
estimateur de variance peut entraîner une surestimation 
substantielle, sauf si la fraction d’échantillonnage des UPÉ 
globales est faible, ce qui peut être vrai dans bon nombre 
d’enquêtes à grande échelle. Dans les paragraphes qui 
suivent, je tenterai de démontrer que les travaux théoriques 
portant sur certaines stratégies (PIPT, NHT) et sur des plans 
de sondage sans PIPT ont une grande applicabilité dans la 
pratique. 

J’aborderai d’abord certaines stratégies (PIPT, NHT). En 
Suède et dans d’autres pays européens, on utilise souvent 
l’échantillonnage stratifié à un seul degré en raison de la 
disponibilité de listes et les plans PIPT sont des options 
attrayantes, mais les fractions d’échantillonnage sont sou-
vent grandes. Par exemple, Rosén (1991) mentionne que le 
baromètre de la population active du Bureau de la statistique 

de Suède échantillonne une centaine de populations diffé-
rentes en utilisant l’échantillonnage PPT systématique et 
que les taux d’échantillonnage peuvent dépasser 50 %. 
Aires et Rosén (2005) ont étudié l’échantillonnage PTπ  de 
Pareto pour les enquêtes suédoises. Cette méthode possède 
des propriétés attrayantes, dont la taille fixe de l’échantillon, 
l’échantillonnage simple, une bonne précision d’estimation, 
et une estimation convergente de la variance sans égard aux 
taux d’échantillonnage. En outre, elle permet de coordonner 
les échantillons au moyen de nombres aléatoires permanents 
(NAP), comme dans l’échantillonnage de Poisson, mais 
cette dernière méthode produit des échantillons de taille 
variable. En raison de ces mérites, on a mis en œuvre 
l’échantillonnage PTπ  de Pareto dans un certain nombre 
d’enquêtes du Bureau de la statistique de Suède, notamment 
dans les enquêtes sur l’indice des prix. Ohlsson (1995) a 
décrit les techniques des NAP qui sont couramment utilisées 
dans la pratique.  

La méthode de Rao-Sampford (voir Brewer et Hanif 
1983, page 28) produit des plans PIPT exacts et des esti-
mateurs de variance non négatifs sans biais pour des échan-
tillons de taille fixe arbitraire. Elle a été mise en œuvre dans 
la nouvelle version du SAS. Stehman et Overton (1994) 
notent que la structure de la probabilité variable se mani-
feste naturellement dans les enquêtes environnementales au 
lieu d’être sélectionnée uniquement pour l’efficience accrue 
et que les iπ  sont connus uniquement pour les unités i  de 
l’échantillon .s  En traitant le plan de sondage selon la 
méthode d’échantillonnage systématique aléatoire avec 
PPT, Stehman et Overton ont obtenu des approximations 
des ijπ  qui dépendent uniquement des ,, sii ∈π  contraire-
ment aux approximations initiales de Hartley et Rao (1962) 
qui nécessitent la somme des carrés de tous les iπ  de la 
population. Dans les applications de Stehman et Overton, 
les taux d’échantillonnage sont assez substantiels pour 
justifier l’évaluation des probabilités d’inclusion conjointes.  

Je vais maintenant aborder les plans sans PIPT utilisant 
des estimateurs différents de l’estimateur NHT qui assure 
une variance nulle lorsque y  est exactement proportionnel 
à .x  La méthode des groupes aléatoires de Rao, Hartley et 
Cochran (1962) permet de calculer un estimateur de vari-
ance non négatif simple pour n’importe quelle taille fixe de 
l’échantillon; pourtant, elle se compare favorablement aux 
stratégies (PIPT, NHT) sur le plan de l’efficience et elle est 
toujours plus efficiente que la stratégie PPT avec remise. 
Schabenberger et Grégoire (1994) ont constaté que les 
stratégies (PIPT, NHT) n’avaient pas trouvé beaucoup 
d’applications en foresterie à cause de la difficulté de mise 
en œuvre et ont recommandé la stratégie de Rao-Hartley-
Cochran en raison de sa remarquable simplicité et de son 
efficience. Il est intéressant de constater que cette stratégie a 
été utilisée dans l’EPA du Canada parce qu’elle permettait 
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d’adopter de nouvelles mesures de la taille en utilisant la 
méthode de Keyfitz à l’intérieur de chaque groupe aléatoire. 
Par contre, les stratégies (PIPT, NHT) ne conviennent pas 
tellement à cette fin (Fellegi 1966). Je crois savoir qu’on uti-
lise souvent la stratégie de Rao-Hartley-Cochran en contrôle 
par sondage et dans d’autres applications comptables.  

Murthy (1957) a utilisé un plan sans PIPT fondé sur le 
tirage d’unités successives avec probabilités /, ji pp  

),1( ip− /kp )1( ji pp −−  et ainsi de suite, et l’esti-
mateur suivant : 

,
)(

)|(ˆ
sp

isp
yY

si
iM ∑

∈
=  (9) 

où )|( isp  est la probabilité conditionnelle d’obtenir 
l’échantillon s  lorsque l’unité i  a été sélectionnée en 
premier. Il a également proposé un estimateur de variance 
non négatif nécessitant les probabilités conditionnelles, 

),,|( jisp  d’obtenir s  lorsque i  et j  sont sélectionnés 
dans les deux premiers tirages. Pendant plusieurs années, les 
praticiens ont accordé peu d’attention à cette méthode à 
cause de la complexité des calculs mais, plus récemment, on 
l’a appliquée dans des domaines inattendus, dont la dé-
couverte de pétrole (Andreatta et Kaufmann 1986) et 
l’échantillonnage séquentiel, dont l’échantillonnage inverse 
et certains schémas d’échantillonnage adaptable (Salehi et 
Seber 1997). Il convient de noter qu’au cours des dernières 
années, on s’est beaucoup intéressé à l’échantillonnage 
adaptable puisqu’il s’agit d’une méthode d’échantillonnage 
efficiente pour estimer des totaux ou des moyennes de 
populations rares (Thompson et Seber 1996). Dans son 
application à la découverte de pétrole, le schéma d’échan-
tillonnage successif est une caractérisation de la découverte 
et l’ordre dans lequel les champs de pétrole sont découverts 
est déterminé par l’échantillonnage proportionnel à la taille 
des champs et sans remise, selon un vieux principe de 
l’industrie : « en moyenne, on trouve d’abord les grands 
champs ». Ici, Yyp ii /=  et la réserve de pétrole totale Y  
est présumée connue d’après des critères géologiques. Dans 
cette application, les géologues s’intéressent à la distribution 
par taille de tous les champs du bassin et, après l’exploration 
partielle d’un bassin, l’échantillon est composé de grandeurs 

iy  de dépôts découverts. On peut estimer la fonction de 
distribution par taille )(aF  en utilisant l’estimateur de 
Murthy (9) dans lequel iy  est remplacé par la variable 
indicatrice ).( ayI i ≤  Le calcul de )|( isp  et ),(sp  
toutefois, est très complexe, même pour des échantillons de 
taille moyenne. Afin de surmonter cette difficulté de calcul, 
Andreatta et Kaufman (1986) ont utilisé des représentations 
intégrales de ces quantités pour formuler des expressions 
asymptotiques de l’estimateur de Murthy, dont les premiers 
termes sont aisés à calculer. De même, ils obtiennent des 
approximations calculables de l’estimateur de variance de 

Murthy. Il est à noter qu’on ne peut employer ici l’esti-
mateur NHT de )(aF , car les probabilités d’inclusion sont 
des fonctions de toutes les valeurs y  de la population.  

L’exposé qui précède vise à démontrer qu’une théorie 
donnée peut avoir des applications dans divers secteurs 
pratiques même si elle n’est pas nécessaire dans une situa-
tion donnée, comme les enquêtes à grande échelle avec 
fractions d’échantillonnage du premier degré négligeables. 
Il montre également que les plans d’échantillonnage avec 
probabilités inégales jouent un rôle essentiel dans l’échan-
tillonnage d’enquête, malgré l’affirmation de Särndal (1996) 
selon laquelle des plans simples, comme l’ÉAS stratifié et 
l’échantillonnage stratifié de Bernoulli, ainsi que les esti-
mateurs GREG, devraient remplacer les stratégies fondées 
sur l’échantillonnage avec probabilités inégales sans remise.  

 
6. Analyse des données d’enquête et des  

         méthodes de rééchantillonnage   
Les méthodes-types d’analyse des données sont géné-

ralement fondées sur l’hypothèse de l’échantillonnage aléa-
toire simple, quoique certains progiciels tiennent compte des 
poids d’échantillonnage et fournissent des estimations ponc-
tuelles correctes. Toutefois, l’application de méthodes-types 
aux données d’enquête, abstraction faite de l’effet du plan 
de sondage dû à la mise en grappes et aux probabilités de 
sélection inégales, risque de produire des inférences erro-
nées, même pour de grands échantillons. En particulier, les 
erreurs-types des estimations de paramètres et des inter-
valles de confiance associés peuvent être lourdement sous-
estimées, les taux d’erreur de type I des tests d’hypothèses 
peuvent être beaucoup plus élevés que les niveaux nomi-
naux et les diagnostics de modèles-types, comme l’analyse 
des résidus pour déceler les écarts par rapport au modèle, 
sont aussi influencés. Kish et Frankel (1974) et d’autres 
auteurs se sont penchés sur certains de ces problèmes et ont 
souligné la nécessité de nouvelles méthodes qui tiennent 
suffisamment compte de la complexité des données prove-
nant d’enquêtes à grande échelle. Fuller (1975) a mis au 
point des méthodes asymptotiquement valides d’analyse par 
régression linéaire, fondées sur des estimateurs de variance 
par linéarisation de Taylor. Au cours des vingt dernières 
années, on a fait des progrès rapides en mettant au point des 
méthodes appropriées. Les méthodes de rééchantillonnage 
jouent un rôle capital dans la mise au point de méthodes qui 
tiennent compte du plan d’enquête dans l’analyse des 
données. On a simplement besoin d’un fichier de données 
contenant les données observées, des poids d’échantillon-
nage finaux et des poids finaux correspondant à chaque 
pseudo-répétition produit par la méthode de rééchan-
tillonnage. On peut alors utiliser des progiciels qui tiennent 
compte des poids d’échantillonnage dans l’estimation 
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ponctuelle des paramètres d’intérêt pour calculer les bons 
estimateurs et les erreurs-types, comme nous le démontrons 
ci-dessous. Les méthodes d’inférence par rééchantillonnage 
ont donc attiré l’attention des utilisateurs, qui peuvent très 
facilement effectuer les analyses eux-mêmes à l’aide de 
progiciels standard. Toutefois, la mise en circulation de 
fichiers de données à grande diffusion avec poids de 
rééchantillonnage risque d’entraîner des problèmes de 
confidentialité, comme l’identification des grappes à partir 
des poids de rééchantillonnage. Les théoriciens ont d’ail-
leurs un défi à relever : celui de mettre au point des mé-
thodes appropriées qui préservent la confidentialité des 
données. Lu, Brick et Sitter (2004) ont proposé de regrouper 
les strates et de former des pseudo-répétitions en utilisant les 
strates combinées pour l’estimation de la variance, limitant 
ainsi le risque d’identification des grappes à partir du fichier 
de données à grande diffusion ainsi obtenu. Le groupement 
des strates ou des UPÉ à l’intérieur des strates simplifie 
l’estimation de la variance en réduisant le nombre de 
pseudo-répétitions utilisés, comparativement à la méthode 
jackknife avec suppression d’une grappe, qu’on utilise 
couramment et que nous abordons ci-dessous. Une méthode 
d’échantillonnage inverse servant à défaire la structure com-
plexe des données d’enquête tout en offrant une protection 
contre la révélation des étiquettes de grappe (Hinkins, Oh et 
Scheuren 1997; Rao, Scott et Benhin 2003) semble promet-
teuse, mais il reste beaucoup de travail à accomplir sur les 
méthodes d’échantillonnage inverse avant qu’elle n’inté-
resse l’utilisateur.  

Rao et Scott (1981, 1984) ont mené une étude systé-
matique de l’effet du plan de sondage sur le test chi carré et 
le test du rapport des vraisemblances, tests standardisés 
associés à un tableau multiple de comptes estimatifs ou de 
proportions. Ils ont montré que la variable à tester était 
asymptotiquement distribuée sous forme de somme pon-
dérée de variables 2

1χ  indépendantes, les poids étant les 
valeurs propres d’une matrice d’« effets généralisés du plan 
de sondage ». Ce résultat général montre que le plan 
d’enquête peut avoir un effet important sur le taux d’erreur 
de type I. Rao et Scott ont proposé des corrections simples 
du premier ordre aux statistiques chi carré standardisées, 
qu’on peut calculer à partir de tableaux publiés comprenant 
des estimations des effets du plan de sondage pour les 
cellules d’estimations et leurs totaux marginaux, ce qui fa-
cilite les analyses secondaires à partir de tableaux publiés. 
Ils ont également calculé des corrections du deuxième ordre 
qui sont plus exactes, mais qui nécessitent la connaissance 
d’une matrice complète des covariances estimatives des 
cellules d’estimations, comme dans le cas des tests de Wald, 
bien connus. Toutefois, les tests de Wald peuvent devenir 
très instables lorsque le nombre de cellules d’un tableau 
multiple augmente et que le nombre de grappes 

d’échantillon diminue, ce qui entraîne des taux d’erreur de 
type I démesurément élevés par rapport aux niveaux 
nominaux, contrairement aux corrections du deuxième ordre 
de Rao-Scott (Thomas et Rao 1987). Les corrections du 
premier et du deuxième ordre sont maintenant appelées 
corrections de Rao-Scott et constituent des options par 
défaut dans la nouvelle version du SAS. Roberts, Rao et 
Kumar (1987) ont mis au point des corrections du type Rao-
Scott pour les tests d’analyse de régression logistique des 
proportions estimatives des cellules associées à une variable 
de réponse binaire. Ils ont appliqué les méthodes à un 
tableau à double entrée de taux d’emploi provenant de 
l’EPA du Canada de 1977, obtenus en recoupant des 
groupes d’âge et de niveau de scolarité. Bellhouse et Rao 
(2002) ont étendu les travaux de Roberts et coll. à l’analyse 
des moyennes de domaine à l’aide de modèles linéaires 
généralisés. Ils ont appliqué les méthodes aux moyennes de 
domaine provenant d’une enquête sur la fécondité menée au 
Fidji, recoupées par niveau de scolarité et par nombre 
d’années depuis le premier mariage de la femme, une 
moyenne de domaine étant le nombre moyen d’enfants nés 
de femmes de race indienne appartenant au domaine.  

Dans le contexte des enquêtes à grande échelle utilisant 
des plans d’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés, les 
méthodes de rééchantillonnage ont fait l’objet de nom-
breuses études. Pour les besoins de l’inférence, les UPÉ de 
l’échantillon sont traitées comme si elles étaient tirées avec 
remise à l’intérieur des strates. Les variances s’en trouvent 
surestimées, mais cette surestimation est faible si la fraction 
d’échantillonnage globale des UPÉ est négligeable. Soit θ̂  
l’estimateur pondéré d’un paramètre « de recensement » 
d’intérêt, calculé d’après les poids finaux ,iw  et soient les 
poids correspondant à chaque pseudo-répétition r  produits 
par la méthode de rééchantillonnage dénotés par .)( r

iw  
L’estimateur fondé sur les pseudo-poids de rééchantil-
lonnage )( r

iw  est dénoté )(ˆ rθ  pour chaque ....,,1 Rr =  Un 
estimateur de variance par rééchantillonnage de θ̂  prend 
alors la forme 

)ˆˆ()ˆˆ()ˆ( )(

1

)( ′θ−θθ−θ=θ ∑
=

r
R

r

r
rcv  (10) 

pour les coefficients spécifiés rc  dans (10) déterminés par 
la méthode de rééchantillonnage. 

Les méthodes de rééchantillonnage couramment utilisées 
comprennent : a) le jackknife avec suppression d’une 
grappe (ou d’une UPÉ), b) la répétition compensée 
(balanced repeated replicate ou BRR), notamment pour 

2=hn  UPÉ dans chaque strate h , et c) le bootstrap de Rao 
et Wu (1988). On obtient les pseudo-répétitions jackknife en 
supprimant tour à tour chaque grappe d’échantillon =r  

)(hj , et les poids de sondage jackknife )( r
id  prennent la 

valeur 0  si l’unité d’échantillonnage i  est dans la grappe 
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supprimée, )1/( −hih ndn  si i  n’est pas dans la grappe 
supprimée mais dans la même strate, et restent inchangés si 
i  est dans une strate différente. Les poids de sondage 
jackknife sont alors rajustés pour la non-réponse totale et la 
post-stratification, ce qui donne les poids jackknife finaux 

.)( r
iw  L’estimateur jackknife de la variance est donné par 

(10) avec hhr nnc /)1( −=  pour ).(hjr =  La méthode du 
jackknife avec suppression d’une grappe peut présenter 
deux inconvénients : 1) lorsque le nombre total d’UPÉ 
échantillonnées, ,∑= hnn  est très élevé, R  est aussi très 
élevé parce que ;nR =  2) on ignore si l’estimateur 
jackknife de la variance avec suppression d’une grappe est 
convergent selon le plan de sondage dans le cas d’esti-
mateurs non lisses ,θ̂  par exemple, l’estimateur pondéré de 
la médiane. Pour l’échantillonnage aléatoire simple, on sait 
que le jackknife est non convergent pour la médiane ou 
d’autres quantiles. Il serait stimulant (sur le plan théorique) 
et pertinent (sur le plan pratique) de trouver les conditions 
de convergence de l’estimateur jackknife de la variance 
avec suppression d’une grappe d’un estimateur non lisse .θ̂  

La méthode BRR peut convenir à l’estimateur non lisse 
,θ̂  mais elle ne s’applique aisément qu’à un cas particulier 

important, celui de 2=hn  UPÉ par strate. On peut cons-
truire un ensemble minimal de demi-échantillons équilibrés 
à partir d’une matrice Hadamard RR ×  en sélectionnant H  
colonnes, à l’exclusion de la colonne des 1+ , où ≤+1H  

4+≤ HR  (McCarthy 1969). Les poids de sondage BRR 
)( r

id  égalent id2  ou 0  selon que i  se trouve ou non dans 
le demi-échantillon. Contrairement à la méthode BRR, une 
méthode BRR modifiée, due à Bob Fay, utilise toutes les 
unités échantillonnées lors de chaque répétition en dé-
finissant les poids de rééchantillonnage comme suit : 

=ε)()( r
id id)1( ε+  ou id)1( ε−  selon que i  se trouve ou 

non dans le demi-échantillon, où ;10 <ε<  un bon choix de 
ε  est .2/1  Les poids BRR modifiés sont alors rajustés pour 
la non-réponse et la post-stratification, ce qui donne les 
poids finaux )()( εr

iw  et l’estimateur ).(ˆ )( εθ r  L’estima-
teur BRR modifié de la variance est donné par (10) divisé 
par 2ε , )(ˆ rθ  étant remplacé par )(ˆ )( εθ r  (voir Rao et Shao 
(1999)). L’estimateur BRR modifié est particulièrement 
utile dans le cas d’une réimputation indépendante de ré-
ponses manquantes lors de chaque répétition, car il peut 
utiliser les donneurs de l’échantillon complet pour réaliser 
l’imputation, contrairement à l’estimateur BRR, qui utilise 
uniquement les donneurs du demi-échantillon.  

Contrairement à la méthode BRR, le bootstrap de Rao-
Wu est valide pour les )2(≥hn  arbitraires ainsi que pour 
les estimateurs non lisses .θ̂  On construit chaque répétition 
bootstrap en tirant un échantillon aléatoire simple d’UPÉ de 
taille 1−hn  à partir des grappes d’échantillon hn , indé-
pendamment d’une strate à l’autre. Les poids de sondage 
bootstrap )( r

id  sont donnés par −hh nn /([ i
r

hi dm )()]1  si i  

est dans la strate h et la répétition ,r  où )( r
him  est le nombre 

de fois que l’UPÉ échantillonnée )(hi  est sélectionnée, 
=∑ i

r
him )( .1−hn  Les poids )( r

id  sont alors rajustés pour la 
non-réponse totale et la post-stratification, ce qui donne les 
poids bootstrap finaux et l’estimateur .ˆ )( rθ  Souvent, on 
utilise 500=R  répétitions dans l’estimateur bootstrap de la 
variance (10). Plusieurs enquêtes récentes de Statistique 
Canada ont adopté la méthode bootstrap d’estimation de la 
variance en raison de sa souplesse dans le choix de R  et de 
sa grande applicabilité. Les utilisateurs des fichiers de 
microdonnées d’enquête de Statistique Canada semblent 
très satisfaits de la méthode bootstrap d’analyse des 
données. 

Les premiers travaux sur le jackknife et le BRR étaient 
en grande partie empiriques (cf. Kish et Frankel 1974). 
Krewski et Rao (1981) ont élaboré un cadre asymptotique 
formel approprié pour l’échantillonnage stratifié à plusieurs 
degrés et ont établi la convergence selon le plan de sondage 
des estimateurs jackknife et BRR de la variance lorsque θ̂  
peut être exprimé comme une fonction lisse des moyennes 
estimatives. Plusieurs ajouts à ces travaux de base ont été 
signalés dans la documentation récente, comme en témoigne 
l’ouvrage de Shao et Tu (1995, chapitre 6). Le soutien théo-
rique des méthodes de rééchantillonnage est essentiel pour 
leur utilisation dans la pratique. 

Dans l’exposé qui précède, θ̂  dénote l’estimateur d’un 
paramètre « de recensement ». Ordinairement, le paramètre 
de recensement Cθ  est motivé par un modèle sous-jacent de 
superpopulation et le recensement est considéré comme un 
échantillon produit par le modèle, ce qui donne des équa-
tions d’estimation de recensement dont la solution est .Cθ  
Les fonctions d’estimation de recensement )(θCU  sont 
simplement des totaux de population des fonctions )(θiu  
avec espérance nulle sous le modèle hypothétique, et les 
équations d’estimation de recensement sont données par 

0)( =θCU  (Godambe et Thompson 1986). Kish et Frankel 
(1974) ont soutenu que le paramètre de recensement est 
valable même si le modèle n’est pas correctement spécifié. 
Par exemple, dans le cas de la régression linéaire, le 
coefficient de régression de recensement pourrait expliquer 
dans quelle mesure la relation entre la variable réponse et les 
variables indépendantes est prise en compte par un modèle 
de régression linéaire. Comme les fonctions d’estimation de 
recensement sont simplement des totaux de population, on 
obtient les estimateurs pondérés )(ˆ θU  à partir de l’échan-
tillon complet et )(ˆ )( θrU  à partir de chaque pseudo-
répétition. Les solutions des équations d’estimation corres-
pondantes 0)(ˆ =θU  et 0)(ˆ )( =θrU  donnent respecti-
vement θ̂  et )(ˆ rθ . Il est à noter que les estimateurs de 
variance par rééchantillonnage ont pour objet d’estimer la 
variance de θ̂  comme un estimateur des paramètres de 
recensement, mais non des paramètres de modélisation. 
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Dans certaines conditions, on peut faire abstraction de la 
différence mais, en général, on est en présence d’une 
situation d’échantillonnage à deux phases où le recensement 
est l’échantillon de première phase tiré de la superpo-
pulation et l’échantillon est un échantillon probabiliste tiré 
de la population de recensement. Récemment, on a mené 
des travaux utiles sur l’estimation de la variance à deux 
phases lorsque les paramètres de modélisation sont les 
paramètres cibles (Graubard et Korn 2002; Rubin-Bleuer et 
Schiopu Kratina 2005), mais il faudrait approfondir ces 
travaux pour surmonter la difficulté de spécifier la structure 
de covariance des erreurs de modèle.  

Le bootstrap présente une difficulté : la solution )(ˆ rθ  
n’existe pas nécessairement pour certaines répétitions 
bootstrap r  (Binder, Kovacevic et Roberts 2004). Rao et 
Tausi (2004) ont utilisé la méthode du bootstrap avec 
fonction d’estimation, qui évite la difficulté. Selon cette 
méthode, on résout )ˆ(ˆ)(ˆ )( θ=θ rUU  pour θ  en utilisant 
une seule étape de l’itération de Newton-Raphson avec θ̂  
comme valeur de départ. On utilise alors dans (10) 
l’estimateur )(~ rθ  ainsi obtenu pour calculer l’estimateur 
bootstrap avec fonction d’estimation de la variance de θ̂  
qu’on peut facilement mettre en œuvre à partir du fichier de 
données qui fournit les poids de rééchantillonnage, en 
modifiant légèrement un progiciel qui tient compte des 
poids d’échantillonnage. Il est intéressant de noter que l’esti-
mateur bootstrap avec fonction d’estimation de la variance 
équivaut à un estimateur de sandwich par linéarisation de 
Taylor de la variance qui utilise l’estimateur bootstrap de la 
variance de )(ˆ θU  et l’inverse de la matrice d’information 
observée (dérivée de )),(ˆ θ− U  tous deux évalués à θ=θ ˆ  
(Binder et coll. 2004).  

Contrairement aux méthodes de rééchantillonnage, les 
méthodes de linéarisation de Taylor produisent des esti-
mateurs de variance asymptotiquement valides pour les 
plans d’échantillonnage généraux, mais elles nécessitent une 
formule distincte pour chaque estimateur θ̂ . Binder (1983), 
Rao, Yung et Hidiroglou (2002) et Demnati et Rao (2004) 
ont fourni des formules unifiées d’estimation de variance 
par linéarisation pour des estimateurs définis comme des 
solutions aux équations d’estimation.  

Pfeffermann (1993) a étudié le rôle des poids de sondage 
dans l’analyse des données d’enquête. Si le modèle de 
population est valable pour l’échantillon (c’est-à-dire s’il est 
sans biais d’échantillonnage), les estimateurs non pondérés 
fondés sur un modèle sont alors plus efficaces que les 
estimateurs pondérés et donnent des inférences valides, 
notamment pour des données où la taille des échantillons est 
faible et la variation des poids est élevée. Toutefois, pour les 
données ordinaires provenant d’enquêtes à grande échelle, 
le plan d’enquête est informatif et le modèle de population 
n’est pas nécessairement valable pour l’échantillon. Par 

conséquent, les estimateurs fondés sur un modèle peuvent 
être fortement biaisés et les inférences risquent d’être erro-
nées. Pfeffermann et ses collègues ont proposé une nouvelle 
approche de l’inférence sous échantillonnage informatif 
(voir Pfeffermann et Sverchkov 2003), qui semble donner 
des inférences plus efficientes que l’approche pondérée et 
mérite certainement l’attention des utilisateurs de données 
d’enquête. Toutefois, il reste beaucoup de travail à accom-
plir, surtout en ce qui concerne le traitement de données 
fondées sur l’échantillonnage à plusieurs degrés.  

Skinner, Holt et Smith (1989), Chambers et Skinner 
(2003) et Lehtonen et Pahkinen (2004) donnent d’excel-
lentes descriptions des méthodes d’analyse de données d’en-
quête complexes.  

7. Estimation sur petits domaines  
Dans les sections précédentes, nous avons abordé les 

méthodes traditionnelles qui utilisent des estimateurs directs 
par domaine fondés sur des observations d’échantillons spé-
cifiques aux domaines et sur des données auxiliaires sur la 
population. Toutefois, ces méthodes ne donnent pas néces-
sairement des inférences fiables lorsque la taille des 
échantillons du domaine est infime, voire nulle pour certains 
domaines. Dans la documentation, les domaines ou sous-
populations dont la taille est infime ou nulle sont appelés 
petits domaines. Au cours des dernières années, la demande 
de statistiques fiables sur les petits domaines a grandement 
augmenté en raison du recours croissant à la statistique des 
petits domaines dans la formulation des politiques et des 
programmes, la répartition des fonds et la planification 
régionale. Manifestement, il est rarement possible d’obtenir 
des échantillons dont la taille globale est assez grande pour 
soutenir des estimations directes fiables pour tous les do-
maines d’intérêt. De plus, dans la pratique, il n’est pas 
possible de prévoir toutes les utilisations des données d’en-
quête et « le client exige toujours plus qu’il n’est spécifié à 
l’étape de l’élaboration du plan de sondage » (Fuller 1999, 
page 344). Pour faire des estimations sur petits domaines 
avec un niveau suffisant de précision, il faut souvent utiliser 
des estimateurs « indirects » qui empruntent de l’infor-
mation à des domaines connexes par le biais de données 
auxiliaires, comme celles du recensement et les données 
administratives courantes, pour accroître la taille « ef-
fective » des échantillons à l’intérieur des petits domaines. 

Aujourd’hui, on s’entend à reconnaître que des modèles 
explicites liant les petits domaines par le biais de données 
auxiliaires et tenant compte de la variation résiduelle entre 
domaines par le biais des effets aléatoires des petits 
domaines sont nécessaires pour calculer des estimateurs in-
directs. Le succès des méthodes fondées sur un modèle 
dépend fortement de la disponibilité de données auxiliaires 
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fiables et d’une validation complète des modèles au moyen 
d’évaluations internes et externes. Bon nombre de méthodes 
axées sur les effets aléatoires et utilisées dans la théorie 
statistique courante sont pertinentes à l’estimation sur petits 
domaines, dont la méthode du meilleur prédicteur empirique 
(ou méthode de Bayes), celle du meilleur prédicteur linéaire 
sans biais empirique et celle du modèle hiérarchique 
bayésien fondé sur des lois de distribution a priori des para-
mètres de modélisation. Rao (2003) donne une description 
complète de ces méthodes. La pertinence (sur le plan pra-
tique) et l’intérêt (sur le plan théorique) de l’estimation sur 
petits domaines ont attiré l’attention de nombreux cher-
cheurs, d’où la réalisation de progrès importants dans l’esti-
mation ponctuelle et celle de l’erreur quadratique moyenne. 
Dans le monde entier, les « nouvelles » méthodes ont été 
appliquées avec succès à divers problèmes liés aux petits 
domaines. Aux États-Unis, on a utilisé récemment des mé-
thodes fondées sur un modèle pour produire des estimations 
par comté et par district scolaire relativement aux enfants 
pauvres d’âge scolaire. Chaque année, le département de 
l’Éducation des États-Unis accorde aux comtés des fonds de 
plus de sept milliards de dollars sur la base d’estimations par 
comté fondées sur un modèle. Les fonds alloués soutiennent 
des programmes d’éducation compensatoire pour répondre 
aux besoins des enfants défavorisés sur le plan scolaire. Le 
lecteur trouvera dans Rao (2003, exemple 7.1.2) des rensei-
gnements sur cette application. Au Royaume-Uni, le Office 
of National Statistics a mis sur pied un projet d’estimation 
sur petits domaines pour établir des estimations fondées sur 
un modèle au niveau des sections électorales (quelque 2 000 
ménages). Schaible (1996) décrit la pratique et les méthodes 
d’estimation des programmes statistiques fédéraux des 
États-Unis qui utilisent des estimateurs indirects pour pro-
duire des estimations publiées. Singh, Gambino et Mantel 
(1994) et Brackstone (2002) traitent de certains aspects pra-
tiques et stratégiques de la statistique des petits domaines.  

L’estimation sur petits domaines constitue un exemple 
frappant de l’interaction entre la théorie et la pratique. Les 
progrès de la théorie sont impressionnants, mais bon 
nombre de questions d’ordre pratique nécessitent une plus 
grande attention de la part des théoriciens, notamment les 
suivantes : a) des estimateurs d’étalonnage fondés sur un 
modèle pour concorder avec des estimateurs directs fiables 
au niveau des grands domaines; b) l’établissement et la 
validation de modèles de liaison appropriés et l’étude de 
questions comme les erreurs dans les variables, la spéci-
fication incorrecte du modèle de liaison et les variables 
omises; c) la mise au point de méthodes qui satisfont plu-
sieurs objectifs : de bonnes estimations spécifiques au 
domaine, de bons rangs et un bon histogramme des petits 
domaines.  

 

8. Certains aspects théoriques méritant 
       l’attention des praticiens et vice versa  

Dans la présente section, j’aborde brièvement quelques 
exemples d’aspects théoriques importants qui existent mais 
qui sont peu utilisés dans la pratique.   
8.1 Inférence par la vraisemblance empirique   

La théorie traditionnelle de l’échantillonnage portait dans 
une large mesure sur l’estimation ponctuelle et les erreurs-
types associées, faisant appel à des approximations nor-
males pour déterminer des intervalles de confiance à l’égard 
des paramètres d’intérêt. En statistique courante, l’approche 
de la vraisemblance empirique (VE) (Owen 1988) a beau-
coup attiré l’attention en raison de plusieurs propriétés 
souhaitables. Elle offre une vraisemblance non paramé-
trique, ce qui donne des intervalles de confiance de VE 
semblables aux intervalles de vraisemblance paramétrique. 
La forme et l’orientation des intervalles de VE sont entiè-
rement déterminées par les données; les intervalles pré-
servent l’étendue tout en respectant la transformation et, 
contrairement aux intervalles symétriques de la théorie 
normale, ils sont particulièrement utiles puisqu’ils donnent 
des taux d’erreur équilibrés de la queue. Comme je l’ai 
mentionné dans la section 3.1, Hartley et Rao (1968) ont été 
les premiers à proposer l’approche de la VE dans le contexte 
des enquêtes par sondage, mais leur démarche était axée sur 
des questions d’inférence liées à l’estimation ponctuelle. 
Chen, Chen et Rao (2003) ont obtenu des intervalles de VE 
sur la moyenne de population sous échantillonnage aléatoire 
simple et sous échantillonnage aléatoire stratifié pour des 
populations contenant bien des zéros. On trouve ces 
populations dans le contrôle par sondage, où y  dénote le 
montant d’argent dû à l’État et la moyenne arithmétique Y  
correspond au montant moyen des créances excessives. Des 
travaux antérieurs sur le contrôle par sondage ont utilisé des 
intervalles de vraisemblance paramétrique fondés sur des 
distributions de mélanges paramétriques pour la variable .y  
Ces intervalles donnent de meilleurs résultats que les inter-
valles-types de la théorie normale, mais les intervalles de 
VE donnent de meilleurs résultats en présence d’écarts par 
rapport au modèle hypothétique de mélanges, en donnant un 
taux de non-couverture inférieur à la borne inférieure plus 
proche du taux d’erreur nominal, ainsi qu’une borne 
inférieure plus grande. Pour les plans généraux, Wu et Rao 
(2004) ont utilisé une pseudo-vraisemblance empirique 
(Chen et Sitter 1999) pour obtenir des intervalles de pseudo-
VE rajustés sur la moyenne arithmétique et la fonction de 
distribution qui tiennent compte des caractéristiques du 
plan, et ils ont montré que les intervalles donnaient des taux 
d’erreur de la queue plus équilibrés que dans le cas des 
intervalles de la théorie normale. La méthode VE offre 
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également une approche systématique de l’estimation par 
calage et de l’intégration des enquêtes. Le lecteur est invité à 
consulter les articles de Rao (2004) et Wu et Rao (2005). 

Il reste encore à perfectionner ces notions, notamment en 
ce qui concerne la pseudo-vraisemblance empirique, mais la 
théorie de la VE dans le contexte des enquêtes mérite 
l’attention des praticiens.   
8.2 Analyses exploratoires des données d’enquête  

Dans la section 6, nous avons abordé les méthodes 
d’analyse confirmative de données d’enquête tenant compte 
du plan de sondage, comme l’estimation ponctuelle des 
paramètres de modélisation (ou de recensement) et des 
erreurs-types associées, ainsi que les tests formels d’hypo-
thèses. Les graphiques et les analyses exploratoires des don-
nées d’enquête sont aussi très utiles. Ces méthodes ont fait 
l’objet d’une foule d’études dans la documentation courante. 
Encore récemment, certains ajouts à ces méthodes modernes 
ont été signalés dans la documentation sur les enquêtes et ils 
méritent l’attention des praticiens. J’en aborde brièvement 
un certain nombre. Premièrement, on utilise couramment 
des estimations non paramétriques de densité du noyau pour 
présenter la forme d’un ensemble de données sans recourir à 
des modèles paramétriques. On peut aussi les utiliser pour 
comparer différentes sous-populations.  

Bellhouse et Stafford (1999) ont proposé des estimateurs 
de densité du noyau qui tiennent compte du plan d’enquête, 
en ont étudié les propriétés et ont appliqué les méthodes aux 
données de l’Enquête sur la santé en Ontario. Buskirk et 
Lohr (2005) ont étudié les propriétés asymptotiques et les 
propriétés de population finie des estimateurs de densité du 
noyau et ont obtenu des bandes de confiance. Ils ont appli-
qué les méthodes aux données de deux enquêtes améri-
caines, la National Crime Victimization Survey et la Nation-
al Health and Nutrition Examination Survey.  

Deuxièmement, Bellhouse et Stafford (2001) ont mis au 
point des méthodes de régression polynomiale locale qui 
tiennent compte du plan de sondage et qu’on peut utiliser 
pour étudier la relation entre une variable réponse et des 
variables prédictives sans faire d’hypothèses audacieuses au 
sujet d’un modèle paramétrique. Les graphiques ainsi ob-
tenus sont utiles pour comprendre les relations ainsi que 
pour comparer différentes sous-populations. À l’aide des 
données de l’Enquête sur la santé en Ontario, les auteurs ont 
illustré la régression polynomiale locale en montrant, par 
exemple, la relation entre l’indice de masse corporelle des 
femmes et leur âge. Bellhouse, Chipman et Stafford (2004) 
ont étudié des modèles additifs de données d’enquête au 
moyen de la méthode des moindres carrés pénalisée pour 
traiter plus d’une variable prédictive, et ont illustré les 
méthodes à l’aide des données de l’Enquête sur la santé en 
Ontario. Cette approche offre de nombreux avantages en ce 

qui concerne les graphiques, l’estimation, les tests et la sé-
lection de paramètres « de lissage » pour ajuster les 
modèles.   
8.3 Erreurs de mesure  

Habituellement, on suppose que les erreurs de mesure 
sont additives et que leur moyenne est nulle. Par consé-
quent, les estimateurs habituels du total et des moyennes 
restent sans biais ou convergents. Toutefois, cette caracté-
ristique positive n’est pas nécessairement valable pour des 
paramètres plus complexes comme la fonction de distri-
bution, les quantiles et les coefficients de régression. Dans 
ce dernier cas, les estimateurs habituels sont biaisés, même 
pour de grands échantillons, et peuvent donc produire des 
inférences erronées (Fuller 1995). Il est possible d’obtenir 
des estimateurs corrigés pour le biais si l’on dispose d’esti-
mations des variances de l’erreur de mesure. On peut ob-
tenir ces dernières en affectant des ressources, à l’étape de 
l’élaboration du plan de sondage, pour faire des observa-
tions répétées sur un sous-échantillon. Fuller (1975, 1995) a 
préconisé l’utilisation de méthodes appropriées en présence 
d’erreurs de mesure, et les méthodes corrigées pour le biais 
méritent l’attention des praticiens. 

Hartley et Rao (1978) et Hartley et Biemer (1978) ont 
établi des conditions d’affectation des intervieweurs et des 
codeurs qui permettent d’estimer les variances d’échantil-
lonnage et de réponse pour la moyenne arithmétique ou le 
total à partir d’enquêtes courantes. Malheureusement, le 
plan de sondage des enquêtes d’aujourd’hui satisfait rare-
ment ces conditions et, même si c’était le cas, on dispose 
rarement de l’information requise sur les affectations des 
intervieweurs et des codeurs à l’étape de l’estimation.  

On utilise souvent les composantes linéaires des modèles 
de variance pour estimer la variabilité des intervieweurs. 
Ces modèles sont appropriés pour la réponse continue, mais 
pas pour les réponses binaires. L’approche du modèle 
linéaire pour les réponses binaires peut entraîner une sous-
estimation des corrélations intra-intervieweurs. Scott et 
Davis (2001) ont proposé des modèles hiérarchiques pour 
les réponses binaires afin d’estimer la variabilité due aux 
intervieweurs. Comme les réponses sont souvent binaires 
dans bon nombre d’enquêtes, les praticiens doivent prêter 
attention à ces modèles pour effectuer des analyses perti-
nentes des données d’enquête avec réponses binaires.   
8.4 Imputation des données d’enquête manquantes  

Dans la pratique, on utilise couramment l’imputation 
pour remplacer des éléments manquants. On s’assure ainsi 
que les résultats d’analyses différentes de l’ensemble de 
données complété sont cohérents entre eux en utilisant le 
même poids d’échantillonnage pour tous les éléments. Bon 
nombre d’organismes statistiques utilisent des méthodes 
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d’imputation marginale comme celles du ratio, du plus 
proche voisin et du donneur aléatoire à l’intérieur des 
classes d’imputation. Malheureusement, on traite souvent 
les valeurs imputées comme s’il s’agissait de valeurs vraies, 
puis on calcule des estimations et des estimations de la vari-
ance. Les estimations ponctuelles imputées de paramètres 
marginaux sont généralement valides en présence d’un 
mécanisme de réponse ou d’un modèle d’imputation hypo-
thétique. Mais les estimateurs « naïfs » de la variance 
peuvent produire des inférences erronées, même pour de 
grands échantillons, notamment une forte sous-estimation 
de la variance de l’estimateur imputé, faute de prendre en 
compte la variabilité additionnelle due à l’estimation des 
valeurs manquantes. Les partisans de l’imputation multiple 
de Rubin (1987) soutiennent que l’estimateur de variance à 
imputation multiple peut régler ce problème parce qu’une 
somme des carrés entre estimateurs imputés est ajoutée à la 
moyenne des estimateurs naïfs de la variance obtenus au 
moyen des imputations multiples. Malheureusement, les 
estimateurs de variance à imputation multiple comportent 
certaines difficultés, comme en font état Kott (1995), Fay 
(1996), Binder et Sun (1996), Wang et Robins (1998), Kim, 
Brick, Fuller et Kalton (2004) et d’autres auteurs. En outre, 
on préfère souvent l’imputation simple pour des raisons 
d’efficacité opérationnelle et de rentabilité. Au cours des 
dernières années, on a fait des progrès impressionnants en 
réalisant des inférences efficientes et asymptotiquement 
valides à partir d’ensembles de données imputées une seule 
fois. Le lecteur est invité à consulter les articles de Shao 
(2002) et Rao (2000, 2005) sur les méthodes d’estimation 
de la variance au moyen de l’imputation simple. Kim et 
Fuller (2004) ont étudié l’imputation partielle en utilisant 
plus d’une valeur imputée au hasard et ont montré que cette 
méthode donnait également des inférences asymptoti-
quement valides; voir aussi Kalton et Kish (1984) et Fay 
(1996). L’imputation partielle offre l’avantage de réduire la 
variance due à l’imputation par rapport à l’imputation 
unique utilisant une seule valeur imputée au hasard. Les 
méthodes d’estimation de la variance susmentionnées mé-
ritent l’attention des praticiens.   
8.5 Enquêtes à bases multiples  

Les enquêtes à bases multiples emploient deux ou plu-
sieurs bases chevauchantes pour couvrir entièrement la 
population cible. Hartley (1962) a étudié le cas particulier 
d’une base complète B , d’une base incomplète A  et d’un 
échantillonnage aléatoire simple mené indépendamment 
dans les deux bases. Il a montré que par rapport à 
l’estimateur à base unique complète, un estimateur à double 
base « optimal » pouvait donner lieu à d’importants gains 
d’efficience pour le même coût, à condition que le coût par 
unité pour la base A  soit nettement inférieur au coût par 

unité pour la base .B  Les enquêtes à bases multiples 
conviennent particulièrement à l’échantillonnage de popula-
tions rares ou difficiles à joindre, comme les populations de 
sans-abri et de personnes atteintes du SIDA, lorsque des 
listes incomplètes contiennent de fortes proportions de 
personnes appartenant à la population cible. Dans un article 
marquant, Hartley (1974) a calculé des estimateurs à double 
base « optimaux » pour des plans d’échantillonnage géné-
raux et des unités d’observation pouvant être différentes 
dans les deux bases. Fuller et Burmeister (1972) ont proposé 
des estimateurs « optimaux » améliorés. Toutefois, les esti-
mateurs optimaux utilisent des ensembles de poids diffé-
rents pour chaque élément ,y  ce qui n’est pas souhaitable 
dans la pratique. Skinner et Rao (1996) ont calculé, pour les 
enquêtes à double base, des estimateurs du pseudo-maxi-
mum de vraisemblance (PMV) qui utilisent le même en-
semble de poids pour tous les éléments ,y  comme dans le 
cas des estimateurs « à base unique » (Kalton et Anderson 
1986), et qui maintiennent l’efficience. Lohr et Rao (2005) 
ont formulé une théorie unifiée des conditions des enquêtes 
à bases multiples en prolongeant les estimateurs optimal, 
PMV et à base unique. Lohr et Rao (2000, 2005) ont obtenu 
des estimateurs de variance jackknife asymptotiquement 
valides. Ces résultats généraux méritent l’attention des 
praticiens lorsqu’on travaille avec deux ou plusieurs bases. 
Les enquêtes téléphoniques à double base (téléphones cel-
lulaires et téléphones fixes) nécessitent l’attention des théo-
riciens, car on ignore comment pondérer dans le cas de 
l’enquête menée par téléphone cellulaire : certaines familles 
partagent un téléphone cellulaire, d’autres en possèdent un 
pour chaque personne.   
8.6 Échantillonnage indirect  

On peut utiliser la méthode de l’échantillonnage indirect 
lorsqu’on ne dispose pas de la base d’une population cible 

BU  mais qu’on emploie la base d’une autre population 
,AU  liée à ,BU  pour tirer un échantillon probabiliste. On 

utilise les liens entre les deux populations pour établir des 
poids appropriés qui peuvent donner des estimateurs sans 
biais et des estimateurs de variance. Lavallée (2002) a mis 
au point une méthode unifiée, appelée méthode généralisée 
du partage des poids (MGPP), inspirée de plusieurs mé-
thodes connues : la méthode du partage des poids d’Ernst 
(1989) pour l’estimation transversale à partir d’enquêtes-
ménages longitudinales, l’échantillonnage par réseau et 
l’estimation de la multiplicité (Sirken 1970), ainsi que 
l’échantillonnage en grappes adaptatif (Thompson et Seber 
1996). La théorie de Rao (1968) sur l’échantillonnage à 
partir d’une base contenant une quantité inconnue de 
doubles comptes peut être considérée comme un cas parti-
culier de la MGPP. On peut aussi employer la MGPP pour 
travailler avec des bases multiples; les estimateurs ainsi 
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obtenus sont simples, mais pas nécessairement efficients par 
rapport aux estimateurs optimaux de Hartley (1974) ou aux 
estimateurs du PMV. La méthode MGPP a une grande ap-
plicabilité et mérite l’attention des praticiens.  

 
9. Conclusion  

L’apport de Joe Waksberg à la théorie et aux méthodes 
des enquêtes par sondage reflète bien l’interaction entre la 
théorie et la pratique. Dans le cadre de son travail au Census 
Bureau des États-Unis, puis à Westat, il a fait face à de réels 
problèmes d’ordre pratique et a souvent trouvé des solutions 
théoriques judicieuses. Par exemple, dans un article mar-
quant (Waksberg 1978), il a décrit une ingénieuse méthode 
de composition aléatoire (CA) qui réduit considérablement 
les coûts d’enquête par rapport à la composition de numéros 
entièrement au hasard. Il a présenté des arguments théo-
riques solides pour en démontrer l’efficience. L’utilisation 
généralisée des enquêtes par CA est due pour une bonne 
part à l’argumentation théorique de Waksberg (1978) et à 
des perfectionnements ultérieurs. Joe Waksberg est un 
spécialiste de l’échantillonnage d’enquête que j’admire 
énormément et je suis très honoré d’avoir reçu le prix 
Waksberg 2005 pour les techniques d’enquête.  
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Imputation hot deck pour le modèle de réponse 

Wayne A. Fuller et Jae Kwang Kim 1 

Résumé 

L’imputation hot deck est une procédure qui consiste à remplacer les réponses manquantes à certaines questions par des 
valeurs empruntées à d’autres répondants. L’un des modèles sur lesquels elle s’appuie est celui où l’on suppose que les 
probabilités de réponse sont égales dans les cellules d’imputation. Nous décrivons une version efficace de l’imputation hot 
deck pour le modèle de réponse dans les cellules et donnons un estimateur de la variance dont le traitement informatique est 
efficace. Nous détaillons une approximation de la procédure entièrement efficace dans laquelle un petit nombre de valeurs 
sont imputées pour chaque non-répondant. Nous illustrons les procédures d’estimation de la variance dans une étude de 
Monte Carlo. 

                                                           
1. Wayne A. Fuller, Department of Statistics, Iowa State University, Ames, IA, 50011, États-Unis; Jae Kwang Kim, Department of Applied Statistics, 

Yonsei University, Séoul, 120-749, Corée. 

 
Mots clés : Non-réponse, imputation fractionnaire; probabilité de réponse; estimation de la variance par 

rééchantillonnage. 
 
 

 

1. Introduction  
 

Dans les enquêtes par sondage, l’imputation est utilisée 
comme méthode de traitement de la non–réponse partielle. 
Dans le cas de l’imputation hot deck, les valeurs imputées 
sont des fonctions des répondants compris dans l’échan-
tillon courant. Sande (1983) et Ford (1983) décrivent l’im-
putation hot deck. Kalton et Kasprzyk (1986), ainsi que 
Little et Rubin (2002) passent en revue diverses procédures 
d’imputation. 

Dans l’une des versions de l’imputation hot deck, la 
valeur imputée est celle donnée par un répondant appar-
tenant à la même cellule d’imputation, où les cellules 
d’imputation forment une subdivision exhaustive et dis-
jointe de la population. Dans le cas de l’imputation hot deck 
aléatoire, des valeurs provenant de répondants appartenant à 
la même cellule d’imputation sont attribuées au hasard aux 
non-répondants. L’enregistrement qui fournit la valeur est 
appelé le donneur et celui dans lequel la valeur manque est 
appelé le receveur.  

La variance est généralement plus grande pour l’esti-
mateur imputé que pour l’échantillon complet, parce que la 
non-réponse réduit la taille de l’échantillon et que l’estima-
teur imputé peut contenir une composante due à l’impu-
tation aléatoire. Rao et Shao (1992) ont proposé pour 
l’imputation hot-deck une méthode du jackknife ajusté où 
les unités de la première phase sont sélectionnées avec 
remise. Rao et Sitter (1995) discutent de la méthode d’esti-
mation de la variance par le jackknife ajusté pour l’imputa-
tion par le ratio. Rao (1996) et Sitter (1997) utilisent la 
méthode du jackknife ajusté dans le cas de l’imputation par 
la régression. Shao, Chen et Chen (1998) appliquent la 
notion de Rao et Shao (1992) à la méthode des répliques 

répétées équilibrées (BRR). Shao et Steel (1999) proposent 
une estimation de la variance pour les données d’enquête 
avec imputation composite, où plus d’une méthode d’impu-
tation est utilisée, et introduisent les fractions d’échantillon-
nage dans les expressions de la variance. Yung et Rao 
(2000) appliquent la méthode du jackknife ajusté à des esti-
mateurs imputés construits en utilisant un échantillon strati-
fié a posteriori. Rubin (1987), ainsi que Rubin et Schenker 
(1986) proposent des méthodes d’imputation multiples. 
Tollefson et Fuller (1992), ainsi que Särndal (1992) pro-
posent diverses méthodes d’imputation et les estimateurs 
correspondants de la variance. Kim et Fuller (2004) étudient 
l’utilisation de l’imputation fractionnée dans le cas du 
modèle où les observations dans une cellule d’imputation 
sont indépendantes et de même loi (iid). 

Dans le présent article, nous examinons l’imputation hot 
deck pour une population subdivisée en cellules d’impu-
tation. À la section 2, nous décrivons le modèle de réponse. 
À la section 3, nous introduisons l’imputation fractionnée 
entièrement efficace et présentons une méthode d’estimation 
de la variance pour l’estimateur par imputation, sous 
l’hypothèse que la probabilité de non-réponse est constante 
dans une cellule. À la section 4, nous proposons une modi-
fication de la méthode entièrement efficace avec utilisation 
d’un plus petit nombre de donneurs. À la section 5, nous 
donnons un exemple en vue d’illustrer la mise en œuvre de 
la méthode proposée. À la section 6, nous exposons les 
résultats d’une étude en simulation. Enfin, à la dernière 
section, nous résumons l’étude. 
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2. Conditions de base  
Considérons une population de N éléments identifiés par 

un ensemble d’indices }.,,2,1{ NU K=  À chaque unité i 
de la population est associée une variable étudiée iy  et un 
vecteur ix  de données auxiliaires. L’ensemble de vecteurs, 

),,( iiy x  ,,,2,1 Ni K=  est noté .F   
Soit A les indices des éléments d’un échantillon 

sélectionné d’après un ensemble de règles probabilistes 
appelées mécanisme d’échantillonnage. Soit Nθ  la quantité 
d’intérêt dans la population et θ̂  un estimateur de ,Nθ  pour 
l’échantillon complet, linéaire en y et écrivons que  

.ˆ ∑
∈

=θ
Ai

ii yw  (1) 

Si iw  est l’inverse de la probabilité de sélection, alors θ̂  est 
sans biais pour le total de population.  

Soit RA  et MA  les ensembles d’indices pour les répon-
dants et les non-répondants dans l’échantillon, respective-
ment. Définissons la fonction indicateur de réponse  

⎩
⎨
⎧

∈
∈

=
M

R
i Ai

Ai
R

si0

si1
 (2) 

et posons que }.);,{( AiRi i ∈=R  La loi de R  est appelée 
mécanisme de réponse. 

Supposons que la population finie U soit constituée de G 
cellules d’imputation, où l’ensemble d’éléments dans la 
cellule g est .gU  Soit gn  le nombre d’éléments de l’échan-
tillon compris dans la cellule d’imputation g et soit 

,0, >gg rr  le nombre de répondants dans la cellule d’impu-
tation g. Supposons que nous ayons le modèle de réponse 
uniforme dans les cellules, où les gr  réponses dans une 
cellule sont équivalentes à un échantillon de Poisson tiré 
avec probabilités égales à partir des gn  éléments. 

L’imputation fractionnaire est une méthode consistant à 
utiliser plus d’un donneur par receveur. Kalton et Kish 
(1984) ont proposé l’imputation fractionnaire comme 
méthode d’imputation efficace. Elle a été discutée par Fay 
(1996). Soit ijd  le nombre de fois que iy  est utilisé comme 
donneur pour la valeur manquante jy  et définissons 

}.,;{ MRij AjAid ∈∈=d  La loi de d  est appelée méca-
nisme d’imputation. Soit ∗

ijw  le facteur appliqué au poids 
original de l’élément j quand iy  est utilisé pour cet élément. 
Pour l’élément ,, MAjj ∈  

∑
∈

∗=
RAi

iijIj ywY  (3) 

est la moyenne pondérée des valeurs pour les répondants. Le 
facteur ∗

ijw  est appelé fraction d’imputation, c’est–à–dire la 
fraction de la réponse manquante jy  que fournit le donneur 
i. Notons que 1=∗

iiw  pour RAi ∈  et 0=∗
ijw  pour 

.,, RAjiji ∈≠  La somme des facteurs d’imputation pour 
une réponse manquante est contrainte d’être égale à 1, 

∑
∈

∗ ∈∀=
RAi

ij Ajw .,1  (4) 

Un estimateur ayant les valeurs imputées définies par (3) et 
un facteur 1<∗

ijw  est appelé estimateur par imputation 
fractionnaire. 

Nous pouvons écrire un estimateur par imputation 
linéaire en y sous la forme 

i
Ai Aj

ijjI yww
R

∑ ∑
∈ ∈

∗
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=θ̂  (5) 

∑
∈

α=
RAi

ii y ,:  (6) 

où la notation A =: B signifie que la définition de B est telle 
qu’il soit égal à A. La somme des jij ww∗  sur l’ensemble des 
receveurs pour lesquels i est un donneur (y compris pour 
lui–même), noté ,iα  est le poids total appliqué au donneur 
i. Si une unité répondante i n’est pas utilisée comme 
donneur, sauf pour elle–même, alors .ii w=α   

 
3. Imputation fractionnaire entièrement efficace  

Supposons que tous les éléments d’une cellule d’impu-
tation aient la même probabilité de répondre et supposons 
que les réponses soient indépendantes. Alors, nous pouvons 
obtenir la loi globale d’un estimateur imputé sous le modèle 
de réponse en utilisant la structure de probabilité de l’échan-
tillonnage à plusieurs phases, où le modèle de réponse est 
traité comme étant la deuxième phase du mécanisme 
d’échantillonnage. 

Si les probabilités de réponse dans une cellule sont 
uniformes, alors un estimateur raisonnable du total est la 
somme pondérée des estimateurs par le ratio 

.ˆ
1

FE ∑
∑

∑ ∑
∩∈

∩∈

= ∩∈ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=θ

gR

gR

g UAi i

UAi iiG

g UAi
i w

yw
w  (7) 

Dans le contexte de l’échantillonnage à deux phases, Kott et 
Stukel (1997) ont donné à l’estimateur (7) le nom d’estima-
teur avec facteur d’extension repondéré. L’estimateur (7) est 
dit entièrement efficace parce qu’il ne contient aucune 
variabilité due à la sélection aléatoire des donneurs. Si les 

iw  sont les mêmes pour tous les éléments d’une cellule, le 
ratio 

ii
UAi

i
UAi

yww
gRgR

∑∑
∩∈

−

∩∈ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
1

 (8) 

est une moyenne simple et, donc, sans biais pour la 
moyenne de cellule, sachant qu’il existe au moins un 
répondant dans la cellule. Si les iw  d’une cellule ne sont pas 
égaux, alors (8) présente un biais de ratio. Il est possible que 
le nombre d’éléments dans une cellule, ,gn  soit positif et 
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que le nombre de répondants, ,gr  soit nul. Quand cela se 
produit en pratique, les cellules sont regroupées. 

Nous pouvons obtenir les propriétés de grand échantillon 
de l’estimateur pour une série de populations et d’échan-
tillons. Supposons que la population soit composée de vG  
cellules disjointes et exhaustives, où v  est l’indice de la 
série. Supposons que la variance d’un estimateur de la 
moyenne pour l’échantillon complet soit ),( 1−

vnO  où vn  est 
la taille de l’échantillon sélectionné à partir de la ev  
population. Supposons que les réponses sont indépendantes. 
Alors, sous des conditions de régularité, nous pouvons nous 
servir des procédures utilisées par Kim, Navarro et Fuller 
(2005) dans la preuve de leur théorème 2.1 pour montrer 
que l’estimateur (7) satisfait 

∑ ∑
= ∈

−− +−π+θ=θ
Gv

g Ai
vvpivivgvivv

v gv

v
NnoeRw

1

2/11
FE ),()1(ˆˆ  (9) 

où gvgviviv AYye ,−=  est l’ensemble d’indices d’échan-
tillon dans la ge cellule pour le ev  échantillon, gvY  est la 
moyenne de population de la variable y dans la cellule gv  
de population gvvF π,  est la probabilité qu’un élément dans 
la cellule gv  réponde, et vF  représente la ev  population. 
En outre 
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(10)

 

où 

∑ ∑
= ∈

− −π+θ=θ
Gv

g Ai
ivivgvivvv

v gv

eRw
1

1
FE .)1(ˆ~

 

Nous pouvons appliquer l’estimateur (7) en utilisant une 
imputation fractionnaire dans laquelle chaque unité ré-
pondante figurant dans une cellule d’imputation est utilisée 
comme donneur pour chaque non-répondant compris dans 
la cellule. Alors, l’estimateur (7) peut s’écrire sous la forme 
de l’estimateur par imputation fractionnaire 

∑ ∑ ∑
= ∩∈ ∩∈

∗=θ
G

g UAj UAi
iijj

g gR

yww
1

FEFI ,ˆ  (11) 

où ∗
ijj ww  est le poids du donneur i pour le receveur j, ∗

ijw  
est la fraction d’imputation du donneur i pour le receveur j 
définie dans (3), et 
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L’estimateur (11) avec ∗
ijw  donné par (12), qui est 

algébriquement équivalent à (7), est appelé estimateur par 
imputation entièrement efficace (FEFI pour fully efficient 

fractionally imputed). L’estimateur par imputation fraction-
naire a l’avantage de permettre d’estimer directement des 
fonctions de y, telles que la fraction inférieure à un nombre 
donné, d’après l’ensemble de données imputées fraction-
naires. 

Afin d’examiner l’estimation de la variance par rééchan-
tillonnage, posons qu’un estimateur de la variance par ré-
échantillonnage pour l’échantillon complet est donné par 

,)ˆˆ()ˆ(ˆ 2)(

1

θ−θ=θ ∑
=

k
L

k
kcV  (13) 

où )(ˆ kθ  est la ke estimation de Nθ  d’après les observations 
incluses dans la ke réplique, L est le nombre de répliques, et 

kc  est un facteur associé à la réplique k déterminé par la 
méthode de rééchantillonnage. Pour une discussion de la 
répétition des échantillons d’enquête, voir Krewski et Rao 
(1981), ainsi que Rao, Wu et Yue (1992). Si l’estimateur 
original θ̂  est un estimateur linéaire de la forme (1), la ke 
estimation répétée de θ̂  peut s’écrire 

∑
∈

=θ
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i
k

i
k yw ,ˆ )()(  (14) 

où )(k
iw  est le poids de rééchantillonnage de la ei  unité de 

la ek  réplique. 
Nous proposons pour l’estimateur FEFIθ̂  la réplique 
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(15)

 

Si nous utilisons la réplique (15), nous pouvons écrire 
l’estimateur de la variance par rééchantillonnage sous la 
forme 

.)ˆˆ(ˆ
1

2
FEFI

)(
FEFIFEFI ∑

=
θ−θ=

L

k

k
kcV  (16) 

Les répliques données par (15) peuvent être calculées en 
deux étapes. Premièrement, nous créons la réplique habi-
tuelle en définissant les poids )(k

iw  pour chaque élément. 
Deuxièmement, pour un non-répondant, nous utilisons 
comme fraction d’imputation par rééchantillonnage du 
donneur i au receveur j  
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gR UAs
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Notons que la somme des poids de rééchantillonnage 
fractionnaire des enregistrements donneurs pour chaque 
receveur est égale au poids de rééchantillonnage de chaque 
unité dans un échantillon complet. 
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La méthode proposée est étroitement associée à l’esti-
mateur de la variance de Rao et Shao (1992). Voir aussi 
Yung et Rao (2000). Toutefois, l’utilisation de l’imputation 
fractionnaire simplifie beaucoup l’estimation de la variance. 
Dans la création des répliques, seuls les poids appliqués aux 
valeurs imputées changent. Il n’est pas nécessaire de 
recalculer les valeurs imputées et, une fois qu’ils sont 
calculés, les poids des répliques peuvent être utilisés pour 
n’importe quelle fonction lisse du vecteur y. En outre, les 
répliques fractionnaires rendent l’estimateur (16) approprié 
pour un vecteur de variables y. 

Nous pouvons utiliser le théorème 3.1 de Kim, Navarro 
et Fuller (2005) pour montrer que, étant donné une méthode 
de production de répliques de l’échantillon complet 
convergente, 
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où vFE
~θ  est défini dans (10), et où la loi a trait aux 

mécanismes d’échantillonnage et de réponse. 
Si l’on peut ignorer la correction pour population finie, 

l’estimateur (16) est convergent pour }.ˆ{ FEθV  Si la taille 
d’échantillon est grande comparativement à N, alors un 
estimateur de  

∑ ∑
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devrait être ajouté à (16). 
La méthode d’imputation et d’estimation de la variance 

décrite pour le modèle de réponse produit aussi des esti-
mateurs convergents pour le modèle de moyenne de cellule. 
Sous ce modèle, les éléments contenus dans une cellule de 
la population finie sont une réalisation de variables 
aléatoires indépendantes et de même loi. La méthode 
d’imputation fondée sur le modèle de réponse n’est pas 
nécessairement entièrement efficace pour la moyenne de 
population sous le modèle de moyenne de cellule, mais on 
peut montrer que l’estimateur de la moyenne et l’estimateur 
de la variance de la moyenne estimée sont convergents. 

 
4. Approximations de la méthode 

   entièrement efficace  
Aux sections précédentes, nous avons construit l’estima-

teur FEFIθ̂  de façon à ce que la variance due à l’imputation 
soit nulle. L’application de la méthode d’imputation 
fractionnaire, telle qu’elle est décrite en (11), pourrait 
nécessiter l’utilisation d’un grand nombre de donneurs pour 
chaque receveur. Par conséquent, nous décrivons une 

procédure comportant un nombre fixe de donneurs par 
receveur qui est entièrement efficace pour le total général, 
mais qui n’est pas forcément entièrement efficace pour les 
sous-populations. La méthode consiste à affecter des 
donneurs pour produire une variance faible des valeurs 
imputées entre receveurs et à modifier la pondération des 
donneurs pour arriver à l’efficacité complète pour le total. 

Supposons que M donneurs soient affectés à chaque 
receveur. Nous proposons d’affecter les donneurs aux 
receveurs de façon à approximer la distribution de tous les 
répondants dans la cellule. L’une des méthodes de sélection 
possibles consiste à tirer un échantillon stratifié pour chaque 
receveur. Une autre consiste à recourir à l’échantillonnage 
systématique avec probabilités proportionnelles aux poids 
pour sélectionner les donneurs pour chaque receveur. Les 
fractions initiales ∗

0ijw  sont affectées aux valeurs données. 
Dans le cas de l’échantillonnage systématique avec poids 
égaux, la fraction initiale ∗

0ijw  est .1−M   
Après avoir affecté les donneurs, nous corrigeons les 

fractions initiales, ∗
0ijw , de sorte que la somme des poids 

donne l’estimateur entièrement efficace de la moyenne de y 
et que la fonction de distribution cumulative estimée d’après 
les poids soit une approximation de l’estimateur entièrement 
efficace de la fonction de distribution cumulative. La modi-
fication de la pondération par la régression a été proposée 
par Fuller (1984, 2003). Chen, Rao et Sitter (2000) discutent 
d’une méthode d’imputation efficace où l’on modifie les 
valeurs imputées plutôt que les poids. Soit =gjz  

),,,( 21 αjgjgjg zzz K  un vecteur défini par  
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où αLLL ,,, 32 K  divisent la fourchette de valeurs 
observées de y dans la cellule g en 1−α  sections. Le 
nombre de sections que l’on peut utiliser dépend du nombre 
et du type d’observations dans la cellule, du nombre de 
receveurs et du nombre de donneurs par receveur. Si le 
nombre de donneurs par receveur est grand, il est possible 
d’ajuster l’ensemble de poids pour chaque receveur de façon 
à ce que la somme des ∗

ijw  sur i soit égale à l’unité pour 
chaque j et que la somme des iij yw∗  sur i soit l’estimateur 
entièrement efficace pour chaque j. Dans la plupart des cas, 
les poids sont ajustés de sorte que la somme des ∗

ijw  sur i 
soit égale à l’unité pour chaque j et que les moyennes de 
cellule des valeurs imputées soient égales à l’estimateur 
entièrement efficace. 
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Soit gFE,z  l’estimateur entièrement efficace pour la 
cellule g. Si nous utilisons des procédures de régression, les 

ijw∗  modifiés pour donner la moyenne de cellule entièrement 
efficace de ,z  sont 

,).()( ][0
1

,FE0 ′−−+= ∗−∗∗∗
jgjigijgggijij www zzSzz zz  (18) 
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gLA  est l’ensemble d’indices des receveurs dans la cellule 
g, gijg zz =[i]  est la valeur imputée d’après le donneur i au 
receveur j, et jg .z  est la moyenne pondérée des valeurs 
imputées pour le receveur j en utilisant le poids initial .0

∗
ijw  

Pour estimer la variance, nous créons des répliques de 
sorte que les poids appliqués aux donneurs reflètent l’effet 
de la suppression d’un élément sur l’estimateur entièrement 
efficace. Nous utilisons les mots « suppression » et « suppri-
mer » pour identifier l’élément choisi pour la modification 
principale du poids pour l’estimation de la variance par 
rééchantillonnage. 

Soit )(k
iw  le poids attribué à l’élément i pour la ke 

réplique pour l’estimation de la variance de l’estimateur 
pour l’échantillon complet. Alors, la réplique pour la 
moyenne entièrement efficace de y pour la cellule g est 
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Les fractions de rééchantillonnage sont attribuées aux 
donneurs dans la cellule g de sorte que l’estimation de la 
moyenne de cellule par rééchantillonnage soit .)(k

gz  Nous 
assignons les poids fractionnaires initiaux ( )

0 ,k
ijw∗  où )(

0
k

ijw∗  
est faible, mais positif, si i est une unité supprimée pour la 
réplique k. Nous calculons les poids fractionnaires finaux 

)(k
ijw∗  selon la procédure (18) en remplaçant g,FEz  par )(k

gz  
et 0ijw∗  par )(

0
k

ijw∗ . La procédure simule l’effet de la 
suppression d’un seul élément sur l’estimateur entièrement 
efficace.  

5. Un exemple artificiel 
  

Nous présentons ici un exemple fondé sur des données 
artificielles afin d’illustrer l’application de la méthode 

proposée. Supposons que nous observions deux variables 
d’intérêt, x et y, dans un échantillon de taille n = 10 obtenu 
par échantillonnage aléatoire simple. La variable x est une 
variable nominale comptant trois catégories, disons 1, 2 et 3, 
et la variable y est une variable continue. Il y a non–réponse 
partielle pour les deux variables et il existe un ensemble de 
cellules d’imputation pour chaque variable. Le tableau 5.1 
donne les observations sur l’échantillon, où la non–réponse 
est représentée par M. Nous utilisons un poids unitaire pour 
simplifier la présentation. Nous divisons par dix pour 
obtenir les poids pour la moyenne.  

Tableau 5.1 
Un ensemble de données illustratif 

 

Observation Poids Cellule 
pour x 

Cellule 
pour y 

x y 

1 1 1 1 1 7 
2 1 1 1 2 M 
3 1 1 2 3 M 
4 1 1 1 M 14 
5 1 1 2 1 3 
6 1 2 1 2 15 
7 1 2 2 3 8 
8 1 2 1 3 9 
9 1 2 2 2 2 

10 1 2 1 M M 

 
Comme la variable x est une variable nominale à trois 

catégories, l’utilisation de trois fractions pour l’imputation 
fractionnaire donne des estimateurs entièrement efficaces 
pour la distribution de la variable x. Donc, dans le tableau 
5.2, les poids pour les trois valeurs imputées de x pour la 
quatrième observation sont les fractions pour les trois 
catégories dans la cellule 1 pour x. 

Si l’on utilise un sous–ensemble de donneurs pour 
chaque receveur, nous suggérons une méthode contrôlée de 
sélection des donneurs, telle que l’échantillonnage systéma-
tique. Dans notre exemple simple, nous pourrions facile-
ment utiliser l’imputation fractionnaire avec les quatre 
réponses y dans la cellule 1, mais afin d’illustrer l’ajuste-
ment par la régression, nous n’en utilisons que trois. Voir le 
tableau 5.2. 

Dans la situation où les réponses à deux questions 
manquent, plusieurs approches sont possibles, y compris la 
définition d’un troisième ensemble de cellules d’imputation 
pour ce genre de cas. Étant donné la petite taille de l’échan-
tillon dans notre illustration, nous imputons sous l’hypo-
thèse que x et y sont indépendantes dans les cellules. Donc, 
nous imputons quatre valeurs pour l’observation 10. Pour 
chacune des deux valeurs possibles de x, nous imputons 
deux valeurs possibles de y. Nous choisissons l’une des 
paires de valeurs de y imputées de façon qu’elles soient 
inférieures à la moyenne des réponses et l’autre, de façon à 
ce qu’elle soit plus grande que la moyenne. Voir les valeurs 
imputées pour l’observation 10 au tableau 5.2.  
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Tableau 5.2 
Poids fractionnaires pour les moyennes 

 

Observation Poids Donneur 
pour y 

Cellule 
pour x 

Cellule 
pour y 

x y 

1 1,0000  1 1 1 7 
2 0,2886 1 1 1 2 7 
2 0,3960 6 1 1 2 15 
2 0,3154 8 1 1 2 9 
3 0,3333 5 1 2 3 3 
3 0,3333 7 1 2 3 8 
3 0,3334 9 1 2 3 2 
4 0,5000  1 1 1 14 
4 0,2500  1 1 2 14 
4 0,2500  1 1 3 14 
5 1,0000  1 2 1 3 
6 1,0000  2 1 2 15 
7 1,0000  2 2 3 8 
8 1,0000  2 1 3 9 
9 1,0000  2 2 2 2 

10 0,2247 8 2 1 2 9 
10 0,2753 4 2 1 2 14 
10 0,2095 1 2 1 3 7 
10 0,2905 6 2 1 3 15  

Nous attribuons une fraction initiale égale à un tiers aux 
trois valeurs imputées pour les observations 3 et 4, et une 
fraction initiale égale à un quart aux quatre valeurs imputées 
pour l’observation 10. Puis, nous ajustons les poids fraction-
naires en utilisant la méthode de régression de l’équation 
(18) pour donner la moyenne par imputation fractionnaire 
entièrement efficace (FEFI) de y comme estimateur, où 
l’estimateur entièrement efficace de la moyenne de y est 

∑
=

==
2

1
FE .4833,8

g
Rg

g y
n

n
y  

Nous contraignons les poids pour l’observation 10 de 
sorte que les fractions estimées pour les deux catégories de x 
soient les fractions de cellule. Alors, comme la moyenne 
pondérée de la variable nominale est contrôlée pour chaque 
individu, le vecteur z  contient uniquement la variable y. Le 
tableau 5.2 donne les poids fractionnaires finaux calculés 
sous pondération par la régression. 

Un analyste peut utiliser l’ensemble de données du 
tableau 5.2 et tout programme informatique pour échantillon 
complet pour calculer des estimations des fonctions de y et 
x, telles que la moyenne de y pour les catégories de x. 
L’ensemble de données fractionnaires est entièrement 
efficace pour toute fonction de la variable x  et est également 
entièrement efficace pour la moyenne de la variable y. 

Pour l’estimation de la variance par le jackknife, nous 
répétons le calcul des poids pour chaque réplique. Les esti-
mations répétées des moyennes de cellule de y sont données 
au tableau 5.3 et les estimations répétées des fractions pour 
les catégories de x sont données au tableau 5.4. Nous 
utilisons les valeurs des tableaux 5.3 et 5.4 comme totaux de 
contrôle g,FEz  dans la pondération par la régression. Nous 
prenons 1)(

0 3−∗ =k
ijw  comme valeur initiale des fractions de 

rééchantillonnage pour l’observation 2 et 1)(
0 4−∗ =k

ijw  pour 
l’observation 10. 

Le tableau 5.5 contient les poids jackknife pour 
l’ensemble de données obtenu par imputation fractionnaire 
du tableau 5.2. Les poids de rééchantillonnage sont utilisés 
de la même façon que les répliques pour un échantillon 
complet. Ils conviennent, avec les mises en garde de la 
section suivante, pour toute statistique pour laquelle le 
jackknife avec échantillon complet est approprié. Donc, la 
procédure est particulièrement séduisante pour un ensemble 
de données d’usage général, car l’analyste ne doit effectuer 
aucun calcul supplémentaire. 

Nous obtenons l’estimateur entièrement efficace de la 
moyenne de y en considérant que les répondants repré-
sentent la deuxième phase d’un échantillon à deux phases. 
Un estimateur de variance pour échantillon à deux phases 
peut s’écrire 
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où 2
Rgs  est la variance d’échantillon intracellulaire pour la 

cellule g. Si nous utilisons les poids de rééchantillonnage du 
tableau 5.5, l’estimation de la variance par rééchantillon-
nage pour la moyenne de y est 
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La différence entre l’estimateur de la variance linéarisé et 
l’estimateur de la variance par le jackknife est 
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Donc, l’estimateur de la variance par le jackknife surestime 
légèrement la variance réelle dans notre exemple. 

 
Tableau 5.3 

Répliques jackknife de la moyenne de cellule de la variable y 
 

Réplique Cellule 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12,67 11,25 11,25 10,33 11,25 10,00 11,25 12,00 11,25 11,25 
2 4,33 4,33 4,33 4,33 5,00 4,33 2,50 4,33 5,50 4,33 
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Tableau 5.4 
Répliques jackknife de la moyenne de cellule des variables nominales de la variable x 

 

Réplique Cellule Niveau de x 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,33 0,67 0,67 0,50 0,33 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 
2 0,33 0,00 0,33 0,25 0,33 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 1 
3 0,33 0,33 0,00 0,25 0,33 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
2 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,33 0,67 0,67 0,33 0,50 2 
3 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,67 0,33 0,33 0,67 0,50 

 
Tableau 5.5 

Poids jackknife pour l’imputation fractionnaire 
 

Réplique Obs. 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 
2 0,1664 0 0,3206 0,4205 0,3206 0,4563 0,3206 0,2392 0,3206 0,2724 
2 0,6559 0 0,4400 0,3002 0,4400 0,2500 0,4400 0,5540 0,4400 0,5075 
2 0,2888 0 0,3505 0,3904 0,3505 0,4048 0,3505 0,3179 0,3505 0,3312 
3 0,3706 0,3706 0 0,3706 0,3226 0,3706 0,5018 0,3706 0,2867 0,3706 
3 0,3697 0,3697 0 0,3697 0,5018 0,3697 0,0090 0,3697 0,6004 0,3697 
3 0,3708 0,3708 0 0,3708 0,2867 0,3708 0,6003 0,3708 0,2240 0,3708 
4 0,3703 0,7407 0,7407 0 0,3703 0,5556 0,5556 0,5556 0,5556 0,5556 
4 0,3704 0 0,3704 0 0,3704 0,2777 0,2777 0,2777 0,2777 0,2777 
4 0,3704 0,3704 0 0 0,3704 0,2778 0,2778 0,2778 0,2778 0,2778 
5 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 0 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 
6 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 0 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 
7 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 0 1.,111 1,1111 1,1111 
8 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 0 1,1111 1,1111 
9 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 1,1111 0 1,1111 
10 0,1624 0,2777 0,2777 0,3061 0,2777 0,2286 0,3474 0,3013 0,1520 0 
10 0,3931 0,2778 0,2778 0,2494 0,2778 0,1417 0,3934 0,4395 0,2185 0 
10 0,0932 0,2778 0,2778 0,3231 0,2778 0,4400 0,1483 0,0746 0,3171 0 
10 0,4623 0,2778 0,2778 0,2324 0,2778 0,3008 0,2220 0,2957 0,4235 0  

 
 
 
 

6. Études par simulation  
6.1 Paramètres d’intérêt  

Pour étudier les propriétés de la méthode d’imputation, 
nous avons réalisé une étude de Monte-Carlo. L’échantillon 
est stratifié, avec deux éléments par strate et deux cellules 
d’imputation, où les cellules recoupent les strates. La cellule 
1 comprend 20 % de la population des strates 1 à 25 et 80 % 
de la population des strates 26 à 50. La probabilité de 
réponse est 0,7 pour la cellule 1 et 0,5 pour la cellule 2. 
Nous examinons deux variables. La variable D est toujours 
observée et définit une sous-population. La probabilité que 
D = 1 est de 0,25 pour la cellule 1 et de 0,40 pour la cellule 
2. La variable y est sujette à la non–réponse avec 
probabilités de réponse dans les cellules constantes. La 
variable D est indépendante de y et de la probabilité de 
réponse. La variable y suit une loi normale, où les para-
mètres pour une population de 50 strates sont donnés au 
tableau 5.1. Dans le modèle de génération des données du 
tableau 6.1, il n’existe aucun effet de strate. Les paramètres 
d’intérêt sont : 1 moyenneθ =  de 2, moyenney θ =  de y 

pour =θ= 3,1D  fraction de Y  inférieure à deux, =θ4  
fraction de Y  inférieure à un.  

Tableau 6.1 
Ensemble de paramètres A 

 

   Cellule 1  Cellule 2 

Strates 
Poids de 
l’élément  Moyenne Variance  Moyenne Variance 

1 à 25 0,01  0,4 0,36  1,6 0,36 
26 à 50 0,01  0,4 0,36  1,6 0,36  

6.2 Méthodes d’estimation  
Dans la simulation, nous avons utilisé M = 5 et M = 3 

donneurs par receveur. Nous avons sélectionné des échan-
tillons systématiques à titre de donneurs pour chaque 
receveur. Si le nombre de répondants dans la cellule est 
inférieur à M, chaque répondant est utilisé comme donneur 
pour chaque receveur et les ∗

ijw  sont proportionnels au poids 

iw  original des répondants. Si le nombre de répondants 
dans la cellule est supérieur à M, nous classons les donneurs 
par taille et les numérotons de 1 à .gr  Puis, nous plaçons les 
donneurs dans l’ordre  , 3, 5, 2,,,,, 31 KK −− ggg rrr  pour les 
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valeurs impaires de gr  et dans l’ordre ,,,,5,3,1 1 gg rr −K  
2,,2 K−gr  pour les valeurs paires de gr . Ensuite, nous 

calculons les sommes cumulées des poids et sélectionnons 

gm  échantillons systématiques de taille M, où =gm  
.gg rn −  Les sommes cumulées sont normalisées de sorte 

que la somme générale soit égale à l’unité, le nombre ,NgR  
compris entre 0 et 0, 2 ,gm  est sélectionné aléatoirement et 
les gm  échantillons sont les échantillons systématiques de 
taille M définis par le donneur associé à +−+ )1(2,0 sRNg  

,)1( 1−− gmt 5,4,3,2,1=s  pour les receveurs ,1=t  
.,,2 gmK  Pour chaque donneur, la fraction d’imputation 

initiale est .1−∗ = Mwij  
Les fractions d’imputation initiale sont modifiées en 

utilisant la méthode de régression (18). Nous avons ordonné 
les donneurs dans une cellule du plus petit au plus grand et 
formé la somme cumulée des poids. Soit 

∑
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∈=
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i
Rgitwg AiwS

1
][, ,,  (20) 

où [ ] , 1, 2, , giw i r= K  est le poids de )(, igy  et les 

)(,)1(, ngg yy ≤≤K  sont les valeurs ordonnées de y dans la 
cellule g. Pour définir les bornes des groupes qu’il convient 
d’utiliser pour créer des fonctions indicateurs, posons que 

st∗  est le t pour lequel 

}2,0:{max ,, gwtwgtwg sSSS ≤  

pour s = 1, 2, 3, 4, où gwS  est le total des poids pour les 
donneurs compris dans la cellule g. Définissons 

, 1 ,( )1 si et

0 autrement
sgi s i g t Rgz y y i A
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(21)
 

pour s = 1, 2, 3, 4 et soit ).,,,( 521 gjgjgjgj zzy K=z  
L’estimateur par imputation, modifié par la régression, de la 
moyenne pour chacune des cinq variables comprises dans le 
vecteur z est l’estimateur entièrement efficace de la 
moyenne pertinente. 

L’estimateur entièrement efficace (FE) avec unité 
supprimée pour la réplique k de la moyenne de cellule de z  
est défini en (19). Le poids fractionnaire initial du donneur k 
à l’élément j est fixé à .01,0)(

0
∗∗ = kj

k
kj ww  Ce poids initial 

assure que le poids final soit faible, mais permet l’ajuste-
ment par la régression. Les poids finaux )(

0
k

ijw∗  sont calculés 
par la procédure de régression (18) en utilisant le poids 
initial .)(k

ijw∗    
6.3 Résultats de l’étude de Monte-Carlo  

Les résultats de Monte-Carlo pour les 5 000 échantillons 
générés par les paramètres du tableau 6.1 sont donnés aux 
tableaux 6.2 et 6.3. Nous présentons les résultats pour 
l’échantillon complet, pour l’imputation fractionnaire avec 
cinq donneurs, pour l’imputation fractionnaire avec trois 
donneurs et pour l’imputation multiple (MI) en utilisant le 

bootstrap bayésien approximatif (ABB) de Rubin et 
Schenker (1986) avec M = 5 et avec M = 3. Les procédures 
FI et MI sont toutes deux sans biais pour les quatre 
paramètres du tableau 6.2. La dernière colonne de ce tableau 
donne la variance de Monte-Carlo de l’estimateur divisée 
par la variance de Monte-Carlo de la procédure FI avec 
M = 5, exprimée en pourcentage. La procédure FI est de 
5 % à 10 % plus efficace que la procédure MI avec M = 5 et 
de 9 % à 13 % plus efficace que la procédure MI avec 
M = 3. 

Sous le modèle, la moyenne des valeurs observées n’est 
pas le meilleur estimateur de la moyenne de domaine. Dans 
cet exemple, l’estimateur FI est presque aussi efficace que 
l’estimateur pour l’échantillon complet. L’effet d’un nombre 
plus petit d’observations est compensé par l’utilisation d’un 
meilleur estimateur de la moyenne pour le domaine. Sous le 
modèle, l’indicateur de domaine est indépendant des valeurs 
de y, sachant la cellule. Par conséquent, il est efficace 
d’utiliser toutes les valeurs contenues dans la cellule comme 
donneurs, plutôt que simplement les répondants dans le 
domaine. 

Les propriétés des estimateurs de la variance sont 
données au tableau 6.3. La colonne intitulée « moyenne 
relative » donne la moyenne estimée de Monte-Carlo des 
variances estimées divisées par la variance estimée de 
Monte-Carlo, où cette dernière est donnée au tableau 6.2. 
Les deux méthodes d’estimation de la variance semblent 
être quasiment sans biais pour la variance de la moyenne. La 
variance relative de l’estimateur de variance MI pour M = 5 
est égale à près de deux fois celle de l’estimateur de 
variance FI pour M = 5. Pour M = 3, l’estimateur de 
variance MI vaut plus de trois fois l’estimateur de variance 
FI. La variance de l’estimateur de variance MI est grande, 
parce que la variance due aux observations manquantes est 
estimée avec quatre degrés de liberté pour M = 5 et avec 
deux degrés de liberté pour M = 3. 

L’estimateur de variance MI de la moyenne de domaine 
est gravement biaisé. Cette propriété a été reconnue pour la 
première fois par Fay (1991, 1992) et étudiée par Meng 
(1994), ainsi que par Wang et Robins (1998). L’estimateur 
de variance FI pour la moyenne de domaine présente aussi 
un biais positif, quoique nettement plus faible que celui de 
MI. Nous pouvons réduire le biais dans l’estimateur de 
variance FI en augmentant M, mais le biais de MI dépend 
peu de M. 

Tous les estimateurs de variance de 4θ̂  présentent un 
léger biais négatif. Nous pensons que l’estimateur FI est 
légèrement biaisé pour 4θ̂  parce que, bien que nous 
utilisions le vecteur z, les poids sont légèrement lissés par la 
procédure de régression. Il est connu que l’imputation 
multiple (MI) donne lieu à un biais de petit échantillon. Voir 
Kim (2002). 
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Tableau 6.2 
Moyenne et variance des estimateurs ponctuels sous les conditions A (5 000 échantillons de taille 100) 

 

Paramètre Scénario d’imputation Moyenne Variance Variance relative à FI (%) 
Moyenne Échantillon complet 1,00 0,00570 67 

)( 1θ  FI(3) 1,00 0,00849 100 

 ABB(3) 1,00 0,00926 109 
 FI(5) 1,00 0,00849 100 
 ABB(5) 1,00 0,00903 106 

Moyenne de domaine Échantillon complet 1,14 0,02020 99 
)( 2θ  FI(3) 1,14 0,02050 100 

 ABB(3) 1,14 0,02230 109 
 FI(5) 1,14 0,02040 100 
 ABB(5) 1,14 0,02170 106 

)2(Pr <Y  Échantillon complet 0,87 0,00104 51 

)( 3θ  FI(3) 0,87 0,00202 100 

 ABB(3) 0,87 0,00228 113 
 FI(5) 0,87 0,00202 100 
 ABB(5) 0,87 0,00223 110 

)1(Pr <Y  Échantillon complet 0,50 0,00208 66 

)( 4θ  FI(3) 0,50 0,00313 100 

 ABB(3) 0,50 0,00342 109 
 FI(5) 0,50 0,00313 100 
 ABB(5) 0,50 0,00329 105  

Tableau 6.3 
Moyenne relative, statistique t et variance relative pour les estimateurs de variance sous les conditions A 

(5 000 échantillons de taille 100) 
 

Paramètre Méthode Moyenne relative (%)** Statistique t* Variance relative (%) 
Moyenne FI(3) 100,1 0,05 5,66 

)( 1θ  ABB(3) 99,6  – 0,19 19,25 

 FI(5) 100,1 0,03 5,65 
 ABB(5) 98,2  – 0,89 9,95 

Moyenne de domaine FI(3) 115,9 7,54 13,88 
)( 2θ  ABB(3) 127,9 12,72 28,88 

 FI(5) 106,6 3,14 11,62 
 ABB(5) 128,4 13,43 20,03 

)2(Pr <Y  FI(3) 103,9 1,86 13,90 

)( 3θ  ABB(3) 100,8 0,36 48,42 

 FI(5) 101,7 0,82 12,07 
 ABB(5) 98,5  – 0,67 25,10 

)1(Pr <Y  FI(3) 98,5  – 0,75 4,67 

)( 4θ  ABB(3) 96,3  – 1,80 18,51 

 FI(5) 97,6  – 1,20 4,45 
 ABB(5) 96,7  – 1,65 10,17 

 

*   Statistique pour l’hypothèse selon laquelle la variance estimée est sans biais. 
** Moyenne de Monte-Carlo des estimations de variance divisée par la variance de Monte-Carlo des estimations, en pourcentage.  

 

Dans un deuxième ensemble de paramètres, noté C, les 
moyennes étaient les suivantes :  

4,0;25à1stratesdes1Cellule =μ  

0,3;50à26stratesdes1Cellule =μ  

6,1;25à1stratesdes2Cellule =μ  

.2,2;50à26stratesdes2Cellule =μ  
 

Tous les autres paramètres sont les mêmes que dans 
l’ensemble de paramètres A. Les propriétés des estimateurs 
sont données au tableau 6.4. L’imputation fractionnaire (FI) 
et l’imputation multiple (MI) produisent toutes deux des 
estimations sans biais des moyennes et de la moyenne de 
domaine. Comme pour l’ensemble de paramètres A, la 
procédure FI est de 8 % à 12 % plus efficace que la 
procédure MI pour M = 5 et de 14 % à 16 % plus efficace 
pour M = 3. 
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Les hypothèses requises pour l’estimation de variance MI 
ne sont pas satisfaites pour l’ensemble de paramètres C. Par 
conséquent, la variance MI estimée est fortement biaisée 
pour tous les paramètres. Voir le tableau 6.5. Pour M = 5, le 
biais dans la variance MI estimée est d’environ 17 % pour la 
variance de la moyenne globale et de près de 50 % pour la 
moyenne de domaine. Le biais de la variance MI de la 
moyenne est plus faible pour une variable binomiale que 
pour une variable continue, parce que l’effet de stratification 
est plus faible dans le premier cas. 

Les propriétés des variances estimées pour la procédure 
FI sont semblables à celles obtenues pour l’ensemble de 
paramètres A. La variance de la moyenne de domaine 
présente un biais positif d’environ 23 % pour M = 3 et 
d’environ 6 % pour M = 5. 

La variance de l’estimation de la variance MI est de 2,4 à 
3,5 fois plus élevée que la variance de l’estimation de la 
variance FI pour M = 5 et de 3 à 7 fois plus élevée pour 
M = 3, ce qui démontre la supériorité nette de l’estimateur 
de variance FI pour cette configuration. 

 

Tableau 6.4 
Moyenne et variance des estimateurs ponctuels sous les conditions C (5 000 échantillons de taille 100) 

 

Paramètre Scénario d’imputation  Moyenne Variance Variance relative à FI (%) 
Moyenne Échantillon complet 2,10 0,00500 48 

)( 1θ  FI(3) 2,10 0,01050 100 

 ABB(3) 2,10 0,01220 116 
 FI(5) 2,10 0,01050 100 
 ABB(5) 2,10 0,01150 110 

Moyenne de domaine Échantillon complet  0,02530 102 
)( 2θ  FI(3) 2,01 0,02510 101 

 ABB(3) 2,01 0,02850 115 
 FI(5) 2,01 0,02480 100 
 ABB(5) 2,01 0,02710 109 

)2(Pr <Y  Échantillon complet  0,00127 45 

)( 3θ  FI(3) 0,45 0,00281 100 

 ABB(3) 0,45 0,00322 115 
 FI(5) 0,45 0,00280 100 
 ABB(5) 0,45 0,00314 112 

)1(Pr <Y  Échantillon complet  0,00107 54 

)( 4θ  FI(3) 0,15 0,00199 100 

 ABB(3) 0,15 0,00226 114 
 FI(5) 0,15 0,00199 100 
 ABB(5) 0,15 0,00214 108 

 

Tableau 6.5 
Moyenne relative, statistique t et variance relative pour les estimateurs de variance sous les conditions C 

(5 000 échantillons de taille 100) 
 

Paramètre Méthode Moyenne relative (%) Statistique t* Variance relative (%) 
Moyenne FI(3) 100,9 0,41 6,42 

)( 1θ  ABB(3) 116,7 7,31 40,14 

 FI(5) 100,8 0,39 6,42 
 ABB(5) 117,1 7,99 22,29 

Moyenne de domaine FI(3) 122,7 10,78 16,23 
)( 2θ  ABB(3) 144,4 19,79 46,05 

 FI(5) 106,1 2,95 11,95 
 ABB(5) 148,7 22,51 32,49 

)2(Pr <Y  FI(3) 104,4 2,18 6,63 

)( 3θ  ABB(3) 114,7 6,54 42,32 

 FI(5) 101,8 0,89 6,42 
 ABB(5) 112,1 5,74 20,67 

)1(Pr <Y  FI(3) 102,3 1,13 11,08 

)( 4θ  ABB(3) 101,3 0,58 39,14 

 FI(5) 99,9  – 0,04 10,05 
 ABB(5) 102,2 1,04 23,60 

   * Statistique pour l’hypothèse selon laquelle la variance estimée est sans biais. 
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7. Résumé  
Dans l’imputation fractionnaire, plusieurs donneurs sont 

utilisés pour chaque valeur manquante et une fraction du 
poids du non-répondant est attribuée à chaque donneur. Si 
l’on utilise tous les donneurs, la procédure est entièrement 
efficace, sous le modèle, pour toutes les fonctions d’un 
vecteur y. Nous montrons que l’utilisation de l’imputation 
fractionnaire avec un petit nombre d’imputations par non- 
répondant peut donner un estimateur entièrement efficace de 
la moyenne. Les estimations d’autres paramètres, comme 
les estimations de la distribution cumulative sont presque 
entièrement efficaces. 

L’imputation fractionnaire permet de construire des 
répliques d’usage général pour l’estimation de la variance. Il 
est possible d’utiliser un seul ensemble de répliques pour 
estimer la variance dans le cas de variables imputées, de 
variables observées sur l’ensemble des répondants et, sous 
les hypothèses du modèle, pour des fonctions de deux types 
de variables. Les répliques donnent des estimations des 
variances des moyennes de domaine dont le biais est 
nettement plus faible que celui des estimations par impu-
tation multiple. Le biais tend vers zéro quand la valeur de M 
augmente et, dans la simulation, est modéré pour M = 5. 
L’estimateur de la variance par rééchantillonnage est facile à 
appliquer au moyen d’un logiciel de rééchantillonnage, tel 
que  Wesvar. 

L’imputation fractionnaire avec un nombre fixe de 
donneurs par receveur est un peu plus efficace pour la 
moyenne que l’imputation multiple avec le même nombre 
de donneurs. L’imputation fractionnaire donne des esti-
mations de variance dont le biais est plus faible et dont la 
variance est nettement plus faible que les estimateurs par 
imputation multiple avec le même nombre d’imputations. 
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Estimation de la variance avec imputation hot deck :  
Une étude par simulation de trois méthodes 

J. Michael Brick, Michael E. Jones, Graham Kalton et Richard Valliant 1 

Résumé 

Les méthodes d’estimation de la variance des estimations par sondage applicables à des données complètes sont biaisées 
lorsque certaines données sont imputées. Nous recourons à la simulation pour comparer l’efficacité de la méthode assistée 
par modèle, de la méthode du jackknife ajusté et de la méthode d’imputation multiple pour estimer la variance d’un total 
quand les réponses à certaines questions ont été imputées par la méthode hot deck. La simulation vise à étudier les propriétés 
des estimations de la variance des estimations imputées de totaux pour la population dans son ensemble et pour certains 
domaines provenant d’un plan d’échantillonnage stratifié non proportionnel à un degré quand les hypothèses sous-jacentes, 
comme l’absence de biais dans l’estimation ponctuelle et l’hypothèse des réponses manquantes au hasard dans les cellules 
hot deck, ne sont pas vérifiées. Les estimateurs de la variance des estimations pour l’ensemble de la population produisent 
des intervalles de confiance dont le taux de couverture s’approche du taux nominal, même en cas d’écarts modestes par 
rapport aux hypothèses, mais il n’en est pas ainsi des estimations par domaine. La couverture est surtout sensible au biais 
dans les estimations ponctuelles. Comme le démontre la simulation, même si une méthode d’imputation donne des 
estimations presque sans biais pour la population dans son ensemble, les estimations par domaine peuvent être fort biaisées. 

                                                           
1. J. Michael Brick, Michael E. Jones et Graham Kalton, Westat, 1650 Research Boulevard, Rockville, MD 20850; Richard Valliant, University of 

Michigan, 1218 Lefrak Hall, College Park, MD 20742. 

  
Mots clés : Jackknife ajusté; estimation par domaine; estimation de la variance assistée par modèle; imputation 

multiple; non-réponse. 
 
 

 

1. Introduction 
  

L’imputation est un moyen fréquemment utilisé dans les 
recherches par sondage pour remplacer les réponses man-
quantes à certaines questions, de façon à produire des 
ensembles de données complets pour la diffusion au grand 
public ou l’analyse générale. Il est généralement reconnu 
que traiter des valeurs imputées comme s’il s’agissait de 
valeurs observées produit un biais par défaut dans les esti-
mations de la variance des estimations par sondage. Par 
conséquent, le taux de couverture des intervalles de con-
fiance est inférieur au taux nominal. Le biais dans les 
estimations de la variance a tendance à croître avec le taux 
de non-réponse partielle et peut être considérables si ce taux 
est élevé. 

Nous étudions ici trois méthodes mises au point pour 
estimer la variance en présence de données imputées, à 
savoir une méthode assistée par modèle (Särndal 1992), une 
méthode du jackknife ajusté (Rao et Shao 1992) et une 
méthode d’imputation multiple (Rubin 1987). Chacune de 
ces méthodes a été évaluée théoriquement et par des mé-
thodes de simulation, principalement sous des conditions 
concordant avec les hypothèses des méthodes. Dans la 
présente étude, nous utilisons la simulation pour comparer 
les trois méthodes dans des conditions expérimentales iden-
tiques sous lesquelles certaines hypothèses que requièrent 
les méthodes ne tiennent pas. L’objectif est d’examiner la 

performance relative des méthodes dans des situations 
susceptibles de se produire en pratique. D’autres études en 
simulation des méthodes d’estimation de la variance avec 
données imputées ont généralement été plus limitées. Même 
l’étude par simulation de plus grande portée réalisée par 
Lee, Rancourt et Särndal (2001) était basée sur de petites 
populations et n’incluait pas l’imputation multiple.  

Nous utilisons un échantillon stratifié non proportionnel à 
un degré, sélectionné à partir d’un ensemble de données de 
population réelles, pour évaluer ces méthodes d’estimation 
de la variance dans des conditions réalistes. Nous attribuons 
les valeurs imputées par la méthode hot deck, qui est l’une 
des méthodes d’imputation les plus populaires en recherche 
par sondage. Puisque l’imputation hot deck est une forme 
d’imputation par la régression (Kalton et Kaspryzk 1986), 
restreindre l’étude par simulation à la méthode hot deck 
n’est pas une caractéristique critique en ce qui concerne 
l’étude des effets sur l’estimation de la variance. Nous 
étudions l’estimation pour les totaux de population, ainsi 
que pour les totaux de domaine. Dans le cas des estimations 
par domaine, nous supposons que l’indicateur de domaine 
est connu pour tous les membres de l’échantillon.  

Dans les simulations, nous utilisons trois combinaisons 
distinctes de mécanismes de génération de données man-
quantes et de formation de cellules hot deck pour évaluer les 
propriétés des méthodes d’estimation de la variance sous 
des conditions qui violent à des degrés divers les hypothèses 
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qui sous-tendent les méthodes. Les trois méthodes d’esti-
mation de la variance que nous étudions reposent chacune 
sur l’hypothèse que les données manquent au hasard dans 
chaque cellule hot deck. En outre, la méthode assistée par 
modèle (MA) et la méthode d’imputation multiple (MI) 
reposent sur l’hypothèse qu’un modèle simple avec 
moyenne et variance communes est vérifié dans chaque 
cellule. L’étude de la robustesse des méthodes d’estimation 
de la variance est un aspect important de la simulation, 
parce qu’en pratique, les hypothèses qui sous- tendent les 
méthodes ne sont pour ainsi dire jamais entièrement 
satisfaites. 

À la section suivante, nous décrivons brièvement trois 
méthodes d’estimation de la variance avec données impu-
tées par la méthode hot deck. À la troisième section, nous 
décrivons la population étudiée, le plan d’échantillonnage 
utilisé dans les simulations et les méthodes appliquées pour 
générer les données manquantes et mettre en œuvre les 
imputations hot deck. À la quatrième section, nous donnons 
les résultats des simulations. Enfin, à la dernière section, 
nous présentons certaines conclusions concernant les 
méthodes et leur applicabilité. 

 
2. Description des méthodes d’estimation 

de la variance  
Nous représentons l’échantillon complet par A, le sous- 

ensemble qui répond à une question par ,RA  et le sous- 
ensemble qui ne répond pas à la question par .MA  Pour les 
imputations, nous répartissons les unités en cellules hot deck 
portant l’indice ,,,1 Gg K=  où le sous-ensemble de Rgn  
répondants dans la cellule g est ,RgA  et le sous- ensemble 
de non-répondants est .MgA  Pour chaque unité pour laquelle 
une valeur manque, la méthode hot deck consiste à 
sélectionner aléatoirement dans la même cellule hot deck un 
répondant qui deviendra le donneur de la valeur imputée. 

Sous imputation hot deck, les donneurs sont souvent 
sélectionnés dans une cellule par échantillonnage aléatoire 
simple avec remise (easar), par échantillonnage aléatoire 
simple sans remise (eassr) ou par échantillonnage avec pro-
babilité proportionnelle au poids de sondage avec remise 
(epppsar). Puisque les résultats de la simulation obtenus en 
utilisant les méthodes easar et epppsar sont fort semblables, 
seuls les résultats pour la seconde – nommée hot deck 
pondérée – sont présentés ici. L’estimateur imputé d’un total 
de population est ∑∑ ∈

∗
∈ +=θ

MR Ai iiAi iiI ywyw ,ˆ  où iw  est le 
poids de sondage, iy  est la valeur déclarée et ∗

iy  est la 
valeur imputée pour l’unité i dans l’ensemble de non- 
répondants.      

2.1 Estimation de la variance assistée par modèle  
L’approche assistée par modèle (MA) avec imputation 

hot deck repose sur l’hypothèse que les données manquent 
aléatoirement dans les cellules et qu’un modèle pour la 
génération des y est vérifié. Un modèle naturel en cas 
d’imputation hot deck est que les iy  sont générés de façon 
indépendante et identique dans les cellules hot deck, 
c’est-à-dire, ),( 2iid

~ gggiy σμ  pour la cellule g. Sous 
l’approche assistée par modèle, les inférences dépendent de 
la validité des hypothèses du modèle. 

Särndal (1992) a décomposé la variance totale de l’esti-
mateur imputé en trois composantes notées ,SAMV  IMPV  et 

.MIXV  Les estimateurs utilisés pour ces composantes dans 
les simulations sont ceux donnés dans Brick, Kalton et Kim 
(2004). L’estimateur MA de la variance est égal à la somme 
des estimations composantes : .ˆ2ˆˆˆ

MIXIMPSAMMA VVVV ++=  
Les estimateurs IMPV̂  et MIXV̂  requièrent un estimateur de la 
variance élémentaire dans chaque cellule hot deck. Puisque 
les simulations ont indiqué que la différence entre les esti-
mateurs pondéré et non pondéré était faible, nous ne 
discutons que de l’estimateur pondéré de 2

gσ , c’est-à-dire 
×−−=σ ∑− 212 )()1(ˆ

RgA RgiiRgRgg yywnn ,)( 1−∑
RgA iw  avec 

.)( 1−∑∑=
RgRg A iA iiRg wywy   

2.2 Estimation de la variance par le jackknife ajusté  
L’estimateur de la variance par le jackknife ajusté (AJ) 

de Rao et Shao (1992) pour un échantillon stratifié avec 
imputation et facteurs de correction pour population finie 
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où hn  est le nombre d’unités échantillonnées dans la 
strate h,  
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est l’estimateur ajusté quand l’unité k est omise, 
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)(k
hiw  est le poids de l’unité hi ajusté pour tenir compte de 

l’omission de l’unité k. La notation (hi) ∈ B dénote que 
l’unité i dans la strate h fait partie de l’ensemble B. Cette 
procédure requiert le calcul de ∑ hn  estimations répétées, 

.ˆ )(k
Ihθ  Une stratégie utilisée fréquemment pour réduire les 

calculs consiste à combiner les unités en strates de variance 
(par exemple, voir Rust et Rao 1996). Soit ∗h  une strate de 
variance combinée et k un groupe d’unités d’échantil-
lonnage dans la strate combinée. Toutes les unités 
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échantillonnées sont affectées à l’un des groupes. Alors, 
l’estimateur de la variance par le jackknife ajusté groupé est  

∑∑
∗

∗

∗

∗

∗

=
θ−θ=

h

n

k
I

k
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h

kh
AJ

h

n

n
V
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où ∗h
n  est le nombre d’unités d’échantillonnage dans la 

strate de variance combinée 
)(

,
kh

nh ∗
∗  est le nombre 

d’unités retenues dans la strate ∗h  quand les unités du 
groupe k sont supprimées et, correspondant à )()( ˆ,ˆ k

Ih
k

Ih ∗θθ  est 
l’estimation imputée ajustée pour l’ensemble de la popu-
lation quand les unités du groupe k dans la strate ∗h  sont 
supprimées. Les unités retenues provenant de la strate de 
plan de sondage h qui figurent dans la strate de variance 
combinée ∗h  reçoivent un poids de rééchantillonnage 
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−=   
La méthode AJ repose sur l’hypothèse d’un modèle à 

probabilité de réponse uniforme dans chaque cellule 
hot deck, mais, contrairement à la méthode MA, ne 
nécessite pas d’hypothèse concernant la loi de distribution. 
Sous le modèle de probabilité de réponse uniforme sans 
hypothèse concernant la loi de distribution, l’utilisation 
d’une méthode hot deck pondérée est nécessaire pour 
produire des estimations imputées sans biais.  

Quand ils ont élaboré la théorie de la méthode AJ, Rao et 
Shao (1992) ont supposé que les facteurs fcpf étaient 
ignorables. Cependant, dans les simulations, ils ne le sont 
pas dans certaines strates, leur valeur variant d’environ 0,05 
à 0,24. Shao et Steel (1999), ainsi que Lee, Rancourt et 
Särndal (1995) donnent des méthodes pour tenir compte des 
fcpf non négligeables. Dans la simulation, nous avons utilisé 
l’ajustement pour les fcpf proposé par Lee, Rancourt et 
Särndal (1995) parce qu’il est facile à appliquer. Sans 
l’ajustement pour les fcpf, l’estimateur de la variance AJ 
surestime considérablement les variances dans les simu-
lations.  
2.3 Imputation multiple  

L’imputation multiple (MI) est décrite en détail dans 
Rubin (1987), ainsi que dans Little et Rubin (2002). Le 
résumé présenté ici a trait à son application en présence 
d’imputation hot deck. Comme pour l’approche assistée par 
modèle, nous supposons que, dans les cellules hot deck, les 
réponses manquent de façon aléatoire et que les y sont des 
variables aléatoires indépendantes de moyenne et variance 
communes. Pour chaque unité pour laquelle une valeur 
manque, M valeurs sont imputées, ce qui crée M ensembles 
de données complets.  

Pour éviter de sous-estimer les variances par la méthode 
MI, il faut modifier la méthode hot deck. Rubin et Schenker 
(1986) ont proposé le bootstrap bayesien approximatif 
(ABB) pour l’échantillonnage aléatoire simple avec impu-
tation hot deck en cas d’utilisation de la méthode MI. Pour 

les simulations, nous avons modifié l’ABB afin de tenir 
compte de l’échantillonnage pppsar des enregistrements 
donneurs. Nous avons créé un groupe d’enregistrements 
donneurs pour l’ABB dans chaque cellule en sélectionnant 
les répondants avec probabilité proportionnelle à .iw  
(Aucun article publié ne discute de l’application des 
méthodes ABB avec des poids inégaux. A posteriori, nous 
pensons qu’une méthode ABB non pondérée aurait été 
préférable. L’utilisation d’un ABB non pondéré avec une 
imputation hot deck pppsar produit des estimations 
ponctuelles sans biais des totaux de population sous le 
modèle de probabilité de réponse). 

 
3. Conception de l’étude par simulation  

3.1 Description de la population étudiée et du plan 
 d’échantillonnage  

La base de sondage pour les simulations est un sous- 
ensemble du fichier des districts scolaires publics extraits du 
Common Core of Data (CCD) de 1999 – 2000 assemblé par 
le U.S. National Center for Education Statistics. La base de 
sondage finale comprend 11 941 districts. 

Pour les simulations, nous avons sélectionné un échan-
tillon de 1 020 districts scolaires conformément à un plan 
d’échantillonnage aléatoire simple stratifié. Nous avons créé 
12 strates par croisement de 4 catégories de nombre d’élèves 
(taille du district) et 3 catégories de pourcentage d’élèves se 
trouvant au seuil de pauvreté ou sous celui-ci (situation de 
pauvreté). Les strates et les nombres de districts dans la base 
de sondage sont présentés au tableau 1. Celui-ci donne aussi 
les tailles d’échantillon de strate et les taux d’échantillon-
nage utilisés dans les simulations.  

Le tableau contient également les moyennes et les 
écarts-types de strate pour les deux variables étudiées, 
c’est-à-dire le nombre d’élèves dans le district et le nombre 
de district dont le niveau d’enseignement le plus faible est la 
prématernelle. Nous avons choisi d’étudier ces variables, 
parce qu’elles sont typiques de nombreuses estimations 
calculées d’après le genre de plan de sondage susmentionné.  

En plus des estimations pour la population dans son 
ensemble, nous avons estimé la valeur des deux variables 
étudiées pour deux domaines, définis comme étant les 
districts situés dans la région du Nord-Est et ceux situés 
dans des régions non métropolitaines. Les moyennes pour 
ces domaines sont très différentes des moyennes pour la 
population dans son ensemble pour les deux variables 
étudiées.  
3.2 Mécanismes de génération des données 
 manquantes et méthodes d’imputation  

Par construction, l’information sur les deux variables 
étudiées est disponible pour tous les districts compris dans 
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la base de sondage. Pour générer des valeurs manquantes, 
nous avons attribué des indicateurs de réponse aux unités 
échantillonnées comprises dans les « cellules de réponse ». 
Dans certains cas, ces dernières sont les strates d’échantil-
lonnage, et sont nommées cellules STR, tandis que dans 
d’autres, il s’agit de cellules nommées cellules HD. Ces 
dernières ont été définies par croisement de quatre régions 
géographiques et d’une catégorisation à quatre niveaux du 
nombre d’enseignants équivalent temps plein dans le 
district. Les cellules HD sont plus ou moins corrélées aux 
strates d’échantillonnage, mais chacune contient des unités 
provenant de plus d’une strate. 

Dans une cellule de réponse donnée, nous avons réparti 
aléatoirement les unités échantillonnées entre les catégories 
manquante ou non manquante selon un taux précisé. Pour 
chaque type de cellule de réponse, nous avons choisi trois 
scénarios pour attribuer les taux de réponses manquantes. 
Dans deux scénarios, ce taux variait selon la cellule de 
réponse, tandis que dans le troisième, il était constant dans 
toutes les cellules. 

Nous avons réalisé les simulations en tirant d’abord un 
échantillon aléatoire simple stratifié d’après les tailles 
d’échantillon de strate du tableau 1. Après avoir sélectionné 
l’échantillon, nous avons attribué aléatoirement la situation 
de réponse (répondant/non-répondant) à chaque unité 
échantillonnée conformément au scénario de réponse donné. 
Pour les méthodes MA et AJ, nous avons utilisé les 
procédures d’imputation hot deck pondérée décrites plus 
haut pour imputer les valeurs manquantes. Pour la méthode 
MI, nous avons d’abord créé un groupe de donneurs en 
utilisant l’ABB pondéré, puis nous avons utilisé la méthode 
hot deck pondérée pour chacun des M = 5 ensembles de 
données imputés. Nous avons calculé les nombres totaux 
estimés d’élèves et de districts avec prématernelle pour 
l’échantillon simulé avec valeur imputée, ainsi que les 

estimations de la variance de ces estimations selon les trois 
méthodes d’estimation de la variance. (Pour les simulations 
exécutées pour lesquelles il n’a pas été possible de calculer 
la variance estimée ou pour lesquelles la taille d’échantillon 
dans une cellule était inférieure à 2, l’échantillon a été 
supprimé. Le nombre maximal d’échantillons supprimés sur 
l’ensemble des 10 000 exécutions de chacune des simu-
lations était de 2 pour la méthode MA et de 28 pour la 
méthode AJ le nombre d’échantillons AJ supprimés n’a été 
de 28 que pour une seule exécution; le nombre le plus grand 
suivant était de 3). La méthode AJ portait sur 3 strates de 
variance combinées et 40 groupes d’unités par strate pour un 
total de 120 répliques. Les trois strates combinées, formées 
d’après des strates ayant environ les mêmes fcpf, étaient 
constituées des strates 1 à 6, 7 à 9 et 10 à 12. Pour vérifier le 
groupement, nous nous sommes assurés que la procédure 
d’estimation de la variance par le jackknife groupé donnait 
essentiellement les mêmes estimations moyennes de la 
variance et taux de couverture des intervalles de confiance 
que le jackknife non groupé dans le cas de la réponse 
complète. Le processus complet a été répété 10 000 fois 
pour chaque scénario de réponse. 

Une caractéristique de la conception des simulations est 
que les moyennes des deux domaines considérés diffèrent 
souvent beaucoup des moyennes de population complète 
selon la strate et la cellule HD. Une remarque importante en 
ce qui concerne les estimations par domaine est que les 
imputations ont été faites en sélectionnant des donneurs à 
partir de l’ensemble des répondants dans une cellule 
hot deck, sans reconnaître précisément le domaine comme 
cela pourrait être fait en pratique dans certains cas. Après 
avoir fait les imputations pour l’échantillon complet, nous 
avons estimé le total pour un domaine par =θ I

ˆ  
,∗

∈∈ δ+δ ∑∑ jjjAjAi iii ywyw
MR

 où 1=δi  si l’unité i est dans 
le domaine et 0 autrement. 

 
Tableau 1 

Définitions des strates, chiffres de population, tailles d’échantillon, taux d’échantillonnage,  
moyennes et écarts-types du nombre d’élèves et proportions de districts offrant une prématernelle 

 

Nombre d’élèves  
Strate 

Taille du 
district 

Situation de 
pauvreté 

 
Nh 

 
nh 

Taux 
d’échant. Moyenne é.-t. 

Proportion avec 
prématernelle 

1 1 1 615 32 0,0520 270,0 155,0 0,44 
2 1 2 1 147 59 0,0514 263,3 175,0 0,49 
3 1 3 1 292 66 0,0511 243,5 142,5 0,49 
4 2 1 1 720 111 0,0645 1 607,2 837,0 0,44 
5 2 2 2 305 149 0,0646 1 429,7 784,1 0,52 
6 2 3 1 893 122 0,0644 1 427,8 788,8 0,63 
7 3 1 692 75 0,1084 4 695,3 1 360,6 0,35 
8 3 2 579 63 0,1088 4 728,5 1 365,0 0,51 
9 3 3 527 57 0,1082 4591,8 1 380,3 0,63 

10 4 1 342 83 0,2427 16 003,4 12 670,2 0,51 
11 4 2 449 110 0,2450 17 577,3 14 246,7 0,58 
12 4 3 380 93 0,2447 19 331,8 16 142,7 0,68 

Total   11 941 1 020  3 237,9 6 770,5 0,52 
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Trois des quatre combinaisons possibles de mécanisme 
de réponse (cellules STR ou HD) et de formation de cellules 
hot deck (cellules STR ou HD) ont été étudiées dans les 
simulations. Nous nommons ces combinaisons STR/STR, 
HD/HD et STR/HD, où le premier ensemble de lettres 
désigne le mécanisme de réponse et le deuxième, le type de 
cellule hot deck. Les trois ensembles de valeurs du taux de 
réponse étaient de 0,2 à 0,6 espacées uniformément entre les 
cellules de réponse, une valeur constante de 0,7 dans toutes 
les cellules, et de 0,6 à 0,9 répartie uniformément entre les 
cellules. Les trois combinaisons cellule de réponse/cellule 
hot deck et les trois ensembles de taux de réponse ont 
généré neuf scénarios de simulation distincts pour chaque 
estimation.   
3.3 Hypothèses concernant les modèles de réponse et 
 la structure de la population  

Deux modèles interviennent dans les simulations. Le 
modèle de population repose sur l’hypothèse que les valeurs 
de y dans chaque cellule hot deck sont indépendantes et ont 
la même espérance. Le modèle de réponse repose sur 
l’hypothèse qu’il existe une probabilité de réponse uniforme 
dans chaque cellule hot deck. Si les deux modèles tiennent, 
alors l’utilisation d’une imputation hot deck non pondérée 
ou pondérée produira une estimation sans biais du total 
global de population. Par contre, si l’on suppose que seul le 
modèle de réponse est vérifié, alors l’utilisation d’une 
imputation hot deck pondérée est nécessaire pour produire 
une estimation sans biais de ce total. Puisque l’imputation 
hot deck pondérée est utilisée dans les simulations, il suffit 
que le modèle de probabilité de réponse soit satisfait pour 
obtenir une estimation ponctuelle sans biais du total global 
de population. Le modèle de probabilité de réponse est 
vérifié pour toutes les combinaisons STR/STR et HD/HD, 
ainsi que pour la combinaison STR/HD avec taux de 
réponse constant; cependant, il ne tient pas pour les deux 
autres combinaisons STR/HD. La théorie de la méthode AJ 
d’estimation de la variance des totaux de population a été 
élaborée en supposant seulement que le modèle de proba-
bilité de réponse est vérifié. Les théories MA et MI reposent 
sur l’hypothèse que les deux modèles sont vérifiés.  

La possibilité d’utiliser uniquement le modèle de proba-
bilité de réponse et l’imputation hot deck pondérée pour 
produire des estimations sans biais des totaux de population 
ne s’étend généralement pas à l’estimation des totaux de 
domaine. Si le domaine recoupe les cellules hot deck, il est 
nécessaire d’utiliser un modèle de population qui suppose 
que l’espérance des valeurs de domaine est la même que 
celle des valeurs hors domaine dans chaque cellule hot deck. 
Cependant, si les cellules hot deck sont définies de façon 
que chaque domaine comprenne la population complète 
dans un sous-ensemble des cellules hot deck, alors la 

situation pour l’estimation ponctuelle et l’estimation de la 
variance est la même que celle mentionnée plus haut pour 
les totaux globaux de population. 

De façon générale, nous avons construit les scénarios de 
simulation de sorte que les cellules hot deck n’englobent pas 
les domaines, afin de refléter le fait qu’en pratique, il est 
essentiellement impossible d’intégrer tous les domaines 
dans un schéma d’imputation. Plus précisément, dans les 
simulations, les districts de la région du Nord-Est (NE) et 
ceux des régions statistiques non métropolitaines (NMSA) 
ne sont pas reliés aux définitions de strate du tableau 1 (qui 
sont utilisées comme cellules hot deck dans certains cas). En 
outre, les districts compris dans le domaine NMSA peuvent 
se retrouver dans toutes les cellules HD. Cependant, le 
domaine NE est un sous-ensemble de quatre cellules HD. 
Donc, la définition des cellules HD concorde plus avec 
l’estimation des totaux de domaine NE que celles des totaux 
de domaine NMSA.   
3.4 Statistiques sommaires  

Le biais relatif d’une estimation ponctuelle est estimé par 
,/)ˆ(biais)ˆ(relbiais NII θθ=θ  où /)ˆ()ˆ(biais NIssI θ−θ=θ ∑  

Isθ̂,00010  est l’estimation d’après l’échantillon s, et Nθ  
est le paramètre de population finie. La variance empirique 
de Iθ̂  est ,00010/)ˆ()ˆ(Var 2∑ θ−θ=θ s IIsI  où =θI  
∑ θs Is /ˆ 10 000. L’estimation moyenne de la variance pour 
une méthode particulière est ∑= s svv ,00010/  où sv  est la 
variance estimée pour l’exécution de simulation s.  

Les pourcentages d’intervalles qui comprennent Nθ  sont 
fondés sur les intervalles de confiance à 95 % nominaux 

)ˆˆ( 2/1VtI ±θ  calculés pour chacune des 10 000 simulations 
pour chaque scénario de simulation. Un élément dont il faut 
tenir compte ici est la précision des estimations de la 
variance d’après un plan d’échantillonnage stratifié non 
proportionnel et son incidence sur la décision d’utiliser une 
approximation normale ou bien des intervalles t pour 
calculer les intervalles de confiance. Nous avons constaté 
que, dans la plupart des cas, l’utilisation de la loi t n’avait 
aucun effet important pour les méthodes MA et AJ, et nous 
avons par conséquent utilisé un multiplicateur de 1,96 pour 
les intervalles de confiance basés sur ces méthodes. Rubin et 
Schenker (1986) proposent d’utiliser une loi t avec λ  
degrés de liberté pour les intervalles de confiance pour la 
méthode MI où  
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Puisque l’utilisation de 1,96 avec la méthode MI a donné 
des intervalles dont la couverture est nettement trop faible, 
nous utilisons la loi t avec λ  degrés de liberté pour les 
intervalles de confiance MI. 
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4. Résultats des simulations  
À la présente section, nous présentons les principaux 

résultats des simulations, en commençant par la perfor-
mance des trois méthodes d’estimation de la variance des 
estimations pour l’ensemble de la population, puis nous 
donnons les résultats pour les estimations par domaine. Les 
résultats essentiels sont résumés graphiquement ici, mais les 
tableaux contenant les données détaillées peuvent être 
consultés dans Brick, Jones, Kalton et Valliant (2004). 
 

4.1 Estimations pour l’ensemble de la population 
 

La figure 1 illustre les résultats des simulations pour 
l’estimation du nombre total d’élèves et du nombre de 
districts offrant la prématernelle d’après les 10 000 échan-
tillons pour chacun des 9 scénarios de simulation. Y sont 
présentés le biais relatif de l’estimateur imputé, l’estimation 
moyenne de la variance en pourcentage de la variance empi-
rique et le taux de couverture de l’intervalle de confiance. 

Théoriquement, les estimations ponctuelles sont sans 
biais sous imputation hot deck pondérée si toutes les unités 
dans une cellule hot deck ont la même probabilité de 
réponse. Comme nous l’avons mentionné plus haut, cette 
condition est vérifiée pour les combinaisons STR/STR et 
HD/HD, ainsi que pour la combinaison STR/HD avec une 

probabilité de réponse globale uniforme. Le graphique des 
biais relatifs de la figure 1 concorde avec ce résultat 
théorique dans les limites de l’erreur de simulation. Bien 
que le biais relatif des estimations ponctuelles pour les deux 
autres scénarios STR/HD soit faible (systématiquement 
inférieur à 3 %), il peut néanmoins être important si les 
erreurs-types des estimations sont également faibles. 
Cochran (1977, page 12) montre que, si le ratio du biais à 
l’erreur-type est relativement grand, alors le taux de 
couverture peut être nettement plus faible que le taux 
nominal. Pour les estimations pour l’ensemble de la popu-
lation avec cette taille d’échantillon, les ratios ne sont jamais 
supérieurs à 0,4, mais prennent une valeur beaucoup plus 
grande pour les estimations par domaine, comme nous 
l’exposons plus loin. 

Le graphique des ratios de l’estimation moyenne de la 
variance à la variance empirique (v/Var dans les figures) 
pour les trois méthodes montre que ces estimations 
présentent un biais assez faible dans la plupart des cas, 
compris dans la fourchette de plus ou moins 8 % par rapport 
à la variance réelle simulée. Bien que les ratios pour toutes 
les méthodes varient entre les neuf scénarios, les ratios MI 
sont un peu plus variables que ceux calculés pour les deux 
autres méthodes. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Figure 1.  Biais relatifs, rapports des variances et couverture de l’intervalle de confiance à 95 % pour le nombre d’élèves (•) et le nombre  
 de districts offrant la prématernelle (∆). 
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0,2 et 0,6, dont le taux de couverture pour le nombre 
d’élèves peut être aussi faible que 86 %. 

Pour les scénarios STR/STR, la figure 2 indique que 
toutes les méthodes ont tendance à produire une couverture 
supérieure au taux nominal pour le nombre d’élèves et 
inférieure au taux nominal pour le nombre de districts 
offrant la prématernelle. L’écart entre les taux de couverture 
pour les deux variables est dû à la taille du biais relatif des 
estimations ponctuelles et des estimations de la variance.  

Si nous passons aux estimations pour le domaine NMSA 
à la figure 3, il convient de souligner que la situation de 
région métropolitaine n’est explicitement incluse ni dans la 
définition de STR ni dans celle de HD, bien qu’elle soit 
clairement corrélée à la taille et, donc, à STR. Pour tous les 
scénarios, les estimations ponctuelles du nombre d’élèves 
dans le domaine NMSA présentent un biais positif 
important. La couverture des intervalles de confiance MA 
est uniformément égale ou supérieure au taux nominal, 

principalement à cause du biais positif extrême dans les 
estimations de la variance. La couverture des intervalles AJ 
s’approche du taux nominal pour les scénarios HD/HD et 
STR/HD, mais est inférieure à ce taux pour les trois 
scénarios STR/STR. Les profils de couverture pour les 
intervalles de confiance MI sont semblables à ceux observés 
pour la méthode AJ, sauf que la couverture des intervalles 
MI est appréciablement inférieure au taux nominal pour le 
scénario HD/HD avec taux de réponse de 0,2 à 0,6. 

Les estimations ponctuelles du nombre de districts avec 
prématernelle dans le domaine NMSA ont un biais relatif 
négatif modéré pour chacun des neuf scénarios. Pour les 
trois méthodes d’estimation de la variance, la couverture des 
intervalles de confiance s’approche du taux nominal, sans la 
surcouverture observée pour les estimations pour le 
domaine NE. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.  Biais relatifs, rapports des variances et couverture des intervalle de confiance à 95 % pour le nombre d’élèves (•) et le nombre  
 de districts offrant la prématernelle (∆) dans le Nord-Est. 
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Figure 3.  Biais relatifs, rapports des variances et couverture des intervalles de confiance à 95 % pour le nombre d’élèves (•) et le nombre de 
districts offrant la prématernelle (∆) dans les régions non métropolitaines. 

 
 

5. Conclusion 
  

Nos simulations avaient pour but d’examiner les 
propriétés de trois estimateurs de la variance des estimations 
de totaux imputés d’après un plan d’échantillonnage stratifié 
sous divers mécanismes de réponse avec imputation 
hot deck pondérée. Les conditions des simulations reflètent 
celles auxquelles ont peut s’attendre en pratique en ce sens 
que les hypothèses qui sous-tendent les méthodes sont 
violées de diverses façons. Les trois méthodes produisent 
des estimations nettement meilleures que l’estimateur naïf 
de la variance. Elles donnent toutes trois de très bons 
résultats quand les estimations ponctuelles sont sans biais. 
Si le biais dans les estimations ponctuelles est important, 
aucune des méthodes ne produit des intervalles de confiance 
dont la couverture correspond au taux nominal. L’obtention 
de taux de couverture médiocres pour des estimations 
ponctuelles biaisées n’est pas inattendue, puisqu’il en est 
également ainsi quand il n’y a pas de données manquantes. 
Lorsque le biais des estimations ponctuelles est relativement 
faible, les taux de couverture réels obtenus pour les trois 
méthodes d’estimation de la variance sont parfois supérieurs 
et parfois inférieurs au taux nominal. Dans ce cas, la 
tendance des trois méthodes à surestimer la variance produit 
souvent des taux de couverture proches du taux nominal. 

Les faibles taux de réponse sont associés à un taux de 
couverture trop faible, dû en grande en partie aux biais plus 
importants dans les estimations ponctuelles. 

En général, les écarts entre les taux de couverture 
obtenus pour les trois méthodes sont faibles et ne permettent 
pas d’affirmer que l’une des méthodes est supérieure aux 
autres en général. Pour des taux de réponse très faibles, la 
longueur moyenne des intervalles de confiance pour la 
méthode MI est appréciablement plus grande que celle 
observée pour les méthodes MA et AJ, mais l’utilisation 
d’un plus grand nombre d’ensembles d’imputations avec la 
méthode MI pourrait corriger ce problème. Il convient 
toutefois de souligner que ces simulations ne portent que sur 
le cas de l’échantillonnage à un degré. Il pourrait exister des 
écarts entre les longueurs des intervalles de confiance 
produits par les diverses méthodes en cas d’échantillons en 
grappes. Cette possibilité devrait faire l’objet d’études 
futures. 

Les résultats de la présente étude donnent aux praticiens 
de l’imputation hot deck des preuves empiriques que toutes 
les méthodes d’estimation de la variance donnent de bons 
résultats en cas d’échantillonnage à un seul degré à 
condition que l’estimation ponctuelle soit sans biais, même 
si d’autres hypothèses sont violées. Les estimations pour des 
domaines qui ne sont pas pris en compte dans le scénario 
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d’imputation sont susceptibles de présenter un biais 
important. Si les estimations ponctuelles sont fortement 
biaisées, les méthodes peuvent produire des intervalles de 
confiance dont la couverture est de loin inférieure au taux 
nominal. Les analystes des ensembles de données imputées 
devraient déterminer si la méthode d’imputation qui a été 
utilisée produira vraisemblablement des estimations ap-
proximativement sans biais, particulièrement pour les 
estimations par domaine. Sinon, il pourrait être nécessaire 
qu’ils réimputent les réponses manquantes pour obtenir des 
estimations ponctuelles moins biaisées. Recommander aux 
imputeurs de tirer parti d’autant de variables explicatives 
que possible dans le processus d’imputation n’est pas un 
conseil nouveau, mais les conclusions qui se dégagent de 
nos simulations prouvent son importance.  
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La pondération pour la non-réponse 
augmente-t-elle la variance des moyennes de sondage? 

Roderick J. Little et Sonya Vartivarian 1 

Résumé 
La pondération pour la non-réponse est une méthode courante de traitement de la non-réponse totale dans les sondages. Elle 
vise à réduire le biais dû à la non-réponse, mais produit souvent un accroissement de la variance. Par conséquent, son 
efficacité est souvent considérée comme un compromis entre le biais et la variance. Cette vision est cependant simpliste, car 
la pondération pour la non-réponse peut, en fait, réduire le biais ainsi que la variance. Pour réduire le biais de non-réponse, 
une covariable de repondération doit avoir deux caractéristiques : elle doit être corrélée à la probabilité de réponse, d’une 
part, et à la variable d’intérêt, d’autre part. Si cette deuxième caractéristique existe, la repondération peut réduire plutôt 
qu’augmenter la variance d’échantillonnage. Nous présentons une analyse détaillée du biais et de la variance dans le cas 
d’une pondération pour l’estimation d’une moyenne de sondage au moyen de cellules d’ajustement. L’analyse donne à 
penser que la caractéristique la plus importante des variables à inclure dans la repondération est qu’elles soient prédictives 
des variables d’intérêt; la prédiction de la propension à répondre est un objectif secondaire, quoiqu’utile. Nous proposons 
des estimations empiriques de la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne pour déterminer dans quelles circonstances 
la repondération est efficace et nous les évaluons au moyen d’une étude en simulation. Un estimateur composite simple 
fondé sur la racine de l'erreur quadratique moyenne empirique donne de meilleurs résultats que l’estimateur pondéré dans 
les simulations. 
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1. Introduction  
Dans la plupart des enquêtes, certaines personnes échan-

tillonnées ne fournissent pas d’information parce qu’on n’a 
pas pu prendre contact avec elles ou qu’elles ont refusé de 
répondre (non-réponse totale). La méthode la plus courante 
de correction de la non-réponse totale est la pondération, où 
les répondants et les non-répondants sont classés dans des 
cellules d’ajustement d’après des données sur des cova-
riables dont les valeurs sont connues pour toutes les unités 
échantillonnées, et un poids de non-réponse est calculé pour 
les cas compris dans une cellule proportionnellement à 
l’inverse du taux de réponse dans la cellule. Souvent, on 
multiplie le poids de sondage par ces poids de non-réponse 
et on normalise le poids global de sorte que la somme des 
poids des cellules soit égale au nombre de répondants dans 
l’échantillon. Oh et Scheuren (1983) donnent une bonne vue 
d’ensemble de la pondération pour la non-réponse. Une 
approche apparentée est la post-stratification (Holt et Smith 
1979), qui s’applique lorsque la distribution de la population 
entre les cellules d’ajustement peut être déterminée d’après 
des sources externes, comme le recensement. Le poids est 
alors proportionnel au ratio du chiffre de population au 
nombre de répondants dans une cellule.  

La pondération pour la non-réponse, ou repondération, 
est considérée principalement comme un moyen de réduire 
le biais dû à la non-réponse totale. Ce rôle de la 

repondération est analogue à celui des poids de sondage et 
est relié à la propriété d’absence de biais par rapport au plan 
de sondage de l’estimateur du total d’Horvitz-Thompson 
(Horvitz et Thompson 1952), où les unités sont pondérées 
par l’inverse de leur probabilité de sélection. La pondération 
pour la non-réponse peut être considérée comme une 
extension naturelle de cette idée, où les unités comprises 
dans l’échantillon sont pondérées par l’inverse de leur pro-
babilité d’inclusion, estimée comme étant le produit de la 
probabilité de sélection et de la probabilité de réponse, 
sachant que l’unité a été sélectionnée; l’inverse de la 
seconde probabilité est le poids de non-réponse. Bien que 
certains modéliseurs soutiennent que la repondération en 
vue de corriger le biais n’est pas nécessaire dans les modèles 
où la pondération n’est pas associée aux variables d’intérêt, 
en pratique, peu d’entre eux sont prêts à émettre une 
hypothèse aussi forte. 

Les poids de sondage réduisent le biais au prix d’un 
accroissement de la variance, si la variance du résultat est 
constante. Étant donné l’analogie entre les poids de 
non-réponse et les poids de sondage, il paraît plausible que 
la pondération pour la non-réponse réduise aussi le biais au 
prix d’un accroissement de la variance des estimations par 
sondage. La notion de compris entre le biais et la variance 
est abordée dans certaines discussions de la repondération 
pour la non-réponse (Kalton et Kasprzyk 1986; Kish 1992; 
Little, Lewitzky, Heeringa, Lepkowski et Kessler 1997). 
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Kish (1992) présente une formule simple pour l’accroisse-
ment proportionnel de la variance dû à la pondération, 
disons L, sous l’hypothèse que la variance des observations 
est approximativement constante : 

,2cvL =  (1) 

où cv est le coefficient de variation des poids des 
répondants. 

L’équation (1) est une bonne approximation si la variable 
de cellule d’ajustement est faiblement associée aux variables 
d’intérêt. Cependant, puisqu’elle donne une approximation 
de la variance plutôt que de l’erreur quadratique moyenne, 
elle ne mesure pas la réduction possible du biais dû à la 
non-réponse qui est l’objectif principal de la repondération 
et elle ne s’applique pas aux résultats qui sont associés à la 
variable de cellule d’ajustement, pour lesquels la pondéra-
tion pour la non-réponse peut en fait réduire la variance. Le 
fait que la pondération pour la non-réponse puisse réduire la 
variance est implicite dans la formule de Oh et Scheuren 
(1983) et est mentionné dans Little (1986) lorsque des 
cellules d’ajustement sont créées par stratification visant à 
prédire la moyenne. Ce fait se dégage aussi de la méthode 
connexe de post-stratification pour correction de la non- 
réponse (Holt et Smith 1979).  

La variabilité des poids proprement dite ne se traduit pas 
nécessairement par des estimations ayant une plus forte 
variance : une estimation pour laquelle la valeur de L est 
élevée peut avoir une plus petite variance qu’une estimation 
dont la valeur de L est faible, comme l’illustrent les simu-
lations présentées à la section 3. En outre, les situations où 
la repondération réduit le plus efficacement le biais dû à la 
non-réponse sont précisément celles où elle a tendance à 
réduire, et non à accroître, la variance et où l’équation (1) ne 
s’applique pas. Ces situations diffèrent du cas des poids de 
sondage et sont reliées à la « superefficacité » que l’on peut 
obtenir lorsque les poids sont estimés à partir de l’échan-
tillon plutôt que d’être des constantes fixées; voir, par exem-
ple, Robins, Rotnitsky et Zhao (1994).  

Nous proposons un perfectionnement simple de l’équa-
tion (1), à savoir l’équation (14) données plus loin, qui 
reflète à la fois les composantes de biais et de variance, que 
la variable de cellule d’ajustement soit associée ou non aux 
résultats, et est, par conséquent, un indicateur plus précis de 
la valeur de la pondération des estimations et des variables 
de cellule d’ajustement. Dans les enquêtes polyvalentes 
comportant de nombreux résultats, l’approche type consiste 
à appliquer la même pondération pour la non-réponse à 
toutes les variables, en supposant implicitement que la 
valeur de la réduction du biais dû à la non-réponse pour 
certaines variables fait plus que compenser l’accroissement 
éventuel de la variance pour d’autres. Notre estimation 
empirique de l’erreur quadratique moyenne permet un 

simple perfectionnement de cette stratégie, à savoir la res-
triction de la repondération au sous-ensemble de variables 
pour lesquelles elle réduit l’erreur quadratique moyenne 
estimée. Nous évaluons cette stratégie composite dans 
l’étude en simulation présentée à la section 3 et montrons 
qu’elle présente certains avantages par rapport à la repondé-
ration de toutes les variables de résultat. Comme nous le 
mentions à la section 4, d’autres approches présentent 
d’encore meilleures propriétés statistiques, mais elles pro-
duisent des poids différents pour chaque variable, ce qui 
rend leur mise en œuvre et leur explication aux utilisateurs 
des données d’enquête plus fastidieuses. 

 
2. Repondération pour la non-réponse 

pour une moyenne  
Supposons qu’on sélectionne un échantillon de n unités. 

Nous envisageons l’inférence pour la moyenne de popu-
lation d’une variable étudiée Y sujette à la non-réponse. Par 
souci de simplicité et pour nous concentrer sur la question 
de la correction pour la non-réponse, nous supposons que 
les unités sont sélectionnées par échantillonnage aléatoire 
simple. En général, les remarques faites ici au sujet de la 
repondération pour la non-réponse s’appliquent aussi à des 
plans de sondage complexes, quoique les détails techniques 
deviennent plus compliqués. 

Nous supposons que les répondants et les non-répondants 
peuvent être classés dans C cellules d’ajustement d’après 
une covariable X. Soit M un indicateur de données 
manquantes dont la valeur est 0 pour les répondants et 1 
pour les non-répondants. Soit mcn  le nombre d’individus 
échantillonnés avec ,,,1;1,0;, CcmcXmM K====  

ccc nnn 10 +=+  représente le nombre d’individus échantil-
lonnés dans la cellule ∑ == C

c cnnc 1 00,  et =1n  ∑ =
C
c cn1 1 ,  

les nombres totaux de répondants et de non-répondants, et 
,/,/ 000 nnpnnp cccc == +  les proportions de cas échan-

tillonnés et répondants dans la cellule c. Nous comparons 
deux estimations de la moyenne de population μ  de Y, à 
savoir la moyenne non pondérée 

∑
=

=
C

c
cc ypy

1
000 ,  (2) 

où cy0  est la moyenne pour les répondants dans la cellule c, 
et la moyenne pondérée  

∑∑
==

==
C

c
ccc

C

c
ccw ypwypy

1
00

1
0 ,  (3) 

où les répondants dans la cellule c sont pondérés par 
l’inverse du taux de réponse ./ 0ccc ppw =  L’esti-
mateur (3) peut être considéré comme un cas particulier de 
l’estimateur par régression, où les valeurs manquantes sont 
imputées par la régression de Y sur les indicateurs pour les 
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cellules d’ajustement. Nous comparons le biais et l’erreur 
quadratique moyenne de (2) et (3) sous le modèle suivant, 
qui traduit les caractéristiques importantes du problème. 
Nous supposons que, sachant la taille d’échantillon n, les 
cas échantillonnés suivent une loi multinomiale sur le 
tableau de contingence )2( ×C basé sur la classification de 
M et X, avec les probabilités de cellule 

,)1(),1Pr(;),0Pr( 10 cc cXMcXM πφ−===φπ===  

où )0Pr( ==φ M  est la probabilité marginale de réponse. 
La loi conditionnelle de X sachant 0=M  et 0n  est multi-
nomiale avec les probabilités de cellule === )0|Pr( McX  

,0cπ  et la loi marginale de X sachant n est multinomiale 
avec l’indice n et les probabilités de cellule 

,)1()Pr( 10 ccccX π=πφ−+φπ==  

disons. Nous supposons que la loi conditionnelle de Y 
sachant cXmM == ,  est de moyenne mcμ  et de variance 
constante .2σ  Les moyennes de Y pour les répondants et les 
non-répondants sont 

∑∑
==

μπ=μμπ=μ
C

c
cc

C

c
cc

1
11

1
1000 ,,  

respectivement, et la moyenne globale de Y est +φμ=μ 0  
.)1( 1μφ−  

Sous ce modèle, la moyenne et la variance conditionnelles 
de wy  sachant }{ cp  sont, respectivement, ∑ = μC

c ccp1 0  et 
∑ =σ C

c 1
2 ./ 0

2
cc np  Donc, le biais de wy  est 

∑
=

μ−μπ=
C

c
cccwyb

1
0 ),()(  

où cπ  et cμ  sont la proportion et la moyenne de population 
de Y dans la cellule c. Cela peut s’écrire 

,~)( 0 μ−μ=wyb  (4) 

où cc
C
c 010

~ μπ=μ ∑ =  est la moyenne des répondants 
« corrigée » pour les covariables et cc

C
c μπ=μ ∑ =1  est la 

vraie moyenne de population de Y. La variance de wy  est 
égale à la somme de la valeur prévue de la variance condi-
tionnelle et de la variance de son espérance conditionnelle, 
et est approximativement 

∑
=

μ−μπ+σλ+=
C

c
ccw nnyV

1

2
000

2 ,/)~(/)1()(  (5) 

où ∑ = −πππ=λ C
c ccc1

2
00 ))1/((  est l’analogue de popula-

tion de la variance des poids de non-réponse },{ cw  qui est 
identique à L dans l’équation (1), puisque les poids sont 
rééchelonnés de sorte que leur moyenne soit égale à un. La 
formule de la variance de la moyenne pondérée dans Oh et 
Scheuren (1983), dérivée sous la perspective de quasi- 
randomisation, se réduit à (5) si l’on suppose que la variance 
dans les cellules est constante et que l’on ignore les 
corrections pour population finie et les termes d’ordre 

2/1 n . L’erreur quadratique moyenne (eqm) de wy  est alors 

).()()(eqm 2
www yVyby +=  (6) 

L’erreur quadratique moyenne de la moyenne non pondérée 
(2) est donnée par  

),()()(eqm 00
2

0 yVyby +=  (7) 

où 

,~)()( 000 μ−μ+= wybyb  (8) 

est le biais et  

∑
=

μ−μπ+σ=
C

c
cc nnyV

1
0

2
0000

2
0 ,/)(/)(  (9) 

est la variance. Donc, la différence (disons Δ ) entre les 
erreurs quadratiques moyennes est  
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l’équation (10) et son interprétation détaillée fournissent les 
résultats principaux de l’article; il convient de souligner que 
les termes positifs dans (10) favorisent l’estimateur pondéré 

.wy   
a) Le premier terme B représente l’effet sur l’erreur 

quadratique moyenne de la réduction du biais due à 
l’ajustement sur les covariables. Il est d’ordre un et 
domine de plus en plus la EQM à mesure qu’augmente 
la taille de l’échantillon. Si 00

~ μ<μ≤μ  ou <μ 0  
,~

0 μ≤μ  alors la repondération a réduit le biais de la 
moyenne des répondants et les deux composantes de B 
sont positives. En particulier, si les données man-
quantes le sont au hasard (Rubin 1976; Little et Rubin 
2002), en ce sens que les répondants constituent un 
échantillon aléatoire des cas échantillonnés dans 
chaque cellule c, alors μ=μ0

~  et la repondération 
élimine le biais de la moyenne non pondérée. La 
correction du biais est  

,))(1(~~
1

00000 ∑
=

μ−μ−π−μ−μ
C

c
ccc w  

si l’on ignore les différences entre les poids et leurs 
espérances. Il s’agit de zéro à )1(O  si la non-réponse 
n’est pas reliée aux cellules d’ajustement (auquel cas 

1≈cw  pour tout c) ou que le résultat n’est pas relié 
aux cellules d’ajustement (auquel cas 00 μ≈μ c  pour 
tout c). Donc, une réduction importante du biais 
nécessite des variables de cellules d’ajustement reliées 
à la fois à la non-réponse et au résultat d’intérêt, fait 
qui a été souligné par plusieurs auteurs. On pense 
souvent que le conditionnement sur les caractéristiques 
observées des non-répondants réduira le biais, mais il 
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convient de souligner que cela n’est pas garanti; il est 
possible que la moyenne corrigée s’écarte davantage, 
en moyenne, de la moyenne réelle que la moyenne non 
corrigée, auquel cas la repondération empire le biais.   

b) L’effet de la repondération sur la variance est 
représenté par .21 VV −    

c) Pour les résultats Y qui ne sont pas reliés aux cellules 
d’ajustement, 00 μ=μ c  pour tout c, ,01 =V  et la 
repondération accroît la variance, puisque 2V  est 
positive. L’équation (10) réduit alors la version en 
population de la formule (1) de Kish. Les variables 
d’ajustement de cellule qui sont de bons prédicteurs de 
la non-réponse font plus de tort que de bien dans cette 
situation, puisqu’elles accroissent la variance des poids 
sans réduire le biais; mais il n’existe aucun compromis 
entre le biais et la variance pour ces résultats, puisqu’il 
n’y aucune réduction du biais.   

d) Si la variable de cellule d’ajustement X n’est pas reliée 
à la non-réponse, alors λ  est )/1( nO  et, par con-
séquent, 2V  a un ordre de variabilité plus faible que 

.1V  Le terme 1V  a tendance à être positif, puisque 
∑ = −μ−μπC

c cc1
2

000
~)( ∑ = μ−μπC

c cc1
2

000 ,)~(  et le 
diviseur n dans le deuxième terme est plus grand que le 
diviseur 0n  dans le premier terme. Donc, dans ce cas, 
la repondération a tendance à n’avoir aucun effet sur le 
biais, mais elle réduit la variance dans la mesure où X 
est un bon prédicteur du résultat. Ceci contredit la 
notion selon laquelle la repondération accroît la 
variance. La « superefficacité » mentionnée plus haut 
qui résulte de l’estimation des poids de non-réponse à 
partir de l’échantillon est illustrée par le fait que, si les 
données sont manquantes complètement au hasard, 
alors le « vrai » poids de non-réponse est une constante 
pour toutes les unités répondantes. Par conséquent, la 
pondération au moyen des « vrais » poids produit (2), 
qui est moins efficace que la pondération par les poids 
« estimés », qui produit (3).  

e) Si la variable de cellule d’ajustement est un bon 
prédicteur du résultat et également un prédicteur de la 
non-réponse, alors la valeur de 2V  est de nouveau 
faible, parce que la variance résiduelle 2σ  est réduite 
et celle de 1V  est généralement positive en vertu d’un 
argument semblable à celui exposé au point d). Le 
terme ∑ = μ−μπC

c cc1
2

000 )(  peut s’écarter plus de 
∑ = μ−μπC

c cc1
2

00 )~( , parce que les poids sont moins 
semblables, mais cette différence pourrait être positive 
ou négative, et les différents diviseurs semblent plus 
susceptibles de déterminer le signe et la taille de 1V . 
Donc, la repondération a tendance à réduire à la fois le 
biais et la variance dans ce cas-ci.  

f) L’équation (9) peut être appliquée au cas de la 
post-stratification sur les chiffres de population, en 
posant que n représente la taille de la population plutôt 
que la taille d’échantillon. Si l’on suppose que la 
population est grande, le deuxième terme de 1V  dis-
paraît essentiellement, ce qui augmente la possibilité 
de réduction de la variance quand les variables formant 
les post-strates sont prédictives du résultat. Cette 
observation est une réplication de résultats antérieurs 
sur la post-stratification (Holt et Smith 1979; Little 
1993).  

Un sommaire qualitatif simple des résultats a) à f) de la 
section 2 est présenté au tableau 1, qui indique la direction 
du biais et la variance quand les associations entre les 
cellules d’ajustement et le résultat ainsi que l’indicateur de 
données manquants sont fortes ou faibles. De toute évi-
dence, la repondération n’est efficace que pour les résultats 
qui sont associés à la variable de cellule d’ajustement, 
puisque autrement, elle accroît la variance sans réduction 
compensatoire du biais. Pour les résultats qui sont associés à 
la variable de cellule d’ajustement, la repondération accroît 
la précision et réduit également le biais si les variables de 
cellule d’ajustement sont reliées à la non- réponse.  

Tableau 1 
Effet de la repondération sur le biais et sur la variance 

d’une moyenne, selon la force de l’association des variables 
de cellule d’ajustement avec la non-réponse et le résultat 

 

 Association avec le résultat 
Association avec la non-réponse Faible Forte 

Cellule 1 Cellule 3 

Biais :  --- Biais :  --- Faible 
Var : --- Var : ↓ 

Cellule 2 Cellule 4 

Biais :  --- Biais :  ↓ Forte 
Var : ↑ Var : ↓ 

 
Il est utile de disposer d’estimations de la EQM de 0y  et 

wy  qui peuvent être calculées d’après les données 
observées. Soit =2

0cs ∑ ∈ −−ci cci nyy )1/()( 0
2

0  la va-
riance d’échantillon des répondants dans la cellule c, 

)/()1( 0
2
01 0

2 Cnsns cc
C
c c −−= ∑ =  la variance globale à 

l’intérieur des cellules et /)(0
1

2
0

2
0 ∑ = −= n

i i yys )1( 0 −n  la 
variance d’échantillon totale des valeurs des réponses. Nous 
utilisons les expressions approximativement sans biais qui 
suivent, sous l’hypothèse que les données sont manquantes 
au hasard (MAR pour missing at random) : 

),(ˆ)(ˆ)(mq̂e 00
2

0 yVyBy +=  (11) 

où 0
2
00 /)(ˆ nsyV =  et 
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où ∑ == C
c cc ypy 1 01

)1(
0 ,  et dV  estime la variance de 

)( 0yyw −  et est inclus dans (12) comme correction du biais 
pour 2

0 )( yyw −  en tant qu’estimation de ),( 0
2 yB  en 

suivant l’exemple de Little et coll. (1997). En outre 
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Si nous soustrayons (11) de (13), l’écart entre les erreurs 
quadratiques moyennes de wy  et 0y  est alors estimé par 

∑
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(14)
 

Il s’agit du perfectionnement de (1) que nous proposons, qui 
est représenté par le premier terme du deuxième membre de 
(14). 
 

3. Étude en simulation  
Nous incluons des simulations pour illustrer le biais et la 

variance de la moyenne pondérée et non pondérée pour des 
ensembles de paramètres représentant chaque cellule du 
tableau 1. Nous comparons aussi les approximations analy-
tiques de l’erreur quadratique moyenne (MSE) dans les 

équations (6) et (7) et leurs estimations fondées sur un 
échantillon (11) et (13) à la MSE empirique sur des 
échantillons répétés.  
3.1 Paramètres de superpopulation  

Les spécifications de la simulation pour la loi conjointe 
de X et M sont décrites au tableau 2. L’échantillon suit 
approximativement une loi uniforme sur la variable de 
cellule d’ajustement X, qui compte 10=C  cellules. Nous 
choisissons deux taux de réponse marginaux, soit 70 %, qui 
correspond à une valeur de sondage typique et 52 %, qui est 
une valeur plus extrême pour accentuer les différences entre 
les méthodes. Nous simulons trois lois de M sachant X afin 
de modéliser une association forte, moyenne ou faible.  

Les lois simulées de la variable d’intérêt Y sachant 
cXmM == ,  sont présentées au tableau 3. Elles ont toutes 

la forme 

).,(~],|[ 2
10 σβ+β== XNcXmMY  

Trois ensembles de valeurs de ),( 2
1 σβ  sont simulés 

pour modéliser les associations forte, moyenne et faible 
entre Y et X. L’ordonnée à l’origine 0β  est choisie de sorte 
que la moyenne globale de Y soit 3625,26=μ  pour chaque 
scénario. 

Nous avons simulé un biais d’échantillon répété de taille 
n = 400 et n = 2 000 pour chaque combinaison de para-
mètres dans les tableaux 2 et 3. Les échantillons pour les-
quels 00 =cn  pour tout c ont été exclus, puisque l’esti-
mation pondérée ne peut être calculée; en pratique, certaines 
cellules seraient probablement groupées dans de tels cas. 
Les nombres de simulations exclues sont présentés au 
tableau 4.  

 
Tableau 2 

Pourcentage de cas échantillonnés dans la cellule d’ajustement X et la cellule d’indication de données manquantes M 
 

a. Taux de réponse global = 52 % 
 Association 

entre 
M et X 

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1. Forte M = 0 0,55 1,00 4,01 4,52 5,04 5,55 6,06 6,58 9,14 9,96 
  M = 1 8,69 9,00 6,01 5,53 5,04 4,54 4,04 3,54 1,02 0,20 
2. Moyenne M = 0 2,77 3,50 4,01 4,52 5,04 5,55 6,06 6,58 7,11 7,62 
  M = 1 6,47 6,50 6,01 5,53 5,04 4,54 4,04 3,54 3,05 2,54 
3. Faible M = 0 4,62 5,15 5,21 5,28 5,34 5,40 5,45 5,52 5,58 5,64 
  M = 1 4,62 4,85 4,81 4,77 4,73 4,69 4,65 4,60 4,57 4,52 

b. Taux de réponse global = 70 % 
 Association 

entre 
M et X 

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1. Forte M = 0 0,55 3,00 6,51 7,04 7,55 8,07 8,59 9,11 9,64 9,96 
  M = 1 8,69 7,00 3,51 3,02 2,52 2,02 1,52 1,01 0,51 0,20 
2. Moyenne M = 0 4,44 5,30 5,81 6,33 6,85 7,37 7,88 8,40 8,93 9,45 
  M = 1 4,80 4,70 4,21 3,72 3,22 2,72 2,22 1,72 1,22 0,71 
3. Faible M = 0 6,19 6,85 6,91 6,98 7,05 7,11 7,17 7,24 7,31 7,37 
  M = 1 3,05 3,15 3,11 3,07 3,02 2,98 2,93 2,88 2,84 2,79 
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Tableau 3 
Paramètres pour ),(~],|[ 2

10 σβ+β== cNcXmMY  
 

Association entre 
Y et X 

1β  2σ  2ρ  

1. Forte 4,75 46 ≈ 0,80 
2. Moyenne 3,70 122 ≈ 0,48 
3. Faible 0,00 234 0,00  
Nous avons simulé un biais d’échantillon répété de taille 

n = 400 et n = 2 000 pour chaque combinaison de para-
mètres dans les tableaux 2 et 3. Les échantillons pour 
lesquels 00 =cn  pour tout c ont été exclus, puisque l’esti-
mation pondérée ne peut être calculée; en pratique, certaines 
cellules seraient probablement groupées dans de tels cas. 
Les nombres de simulations exclues sont présentés au 
tableau 4.   

Tableau 4 
Nombre de répliques exclues parce qu’une cellule 

ne contenait aucun répondant 
 

  Taux de réponse 
Association 
entre M et X 

Association 
entre Y et X 

52% 70% 

Forte Forte 134 113 
 Moyenne 120 117 
 Faible 131 104 

Moyenne Faible 1 0  
3.2 Comparaisons du biais, de la variance et de la 
 racine de l’erreur quadratique moyenne,  
 et leurs estimations  

Les résultats sommaires du calcul empirique du biais et 
de la racine de l’erreur quadratique moyenne (REQM) sont 
présentés au tableau 5. Nous pouvons comparer la valeur 
empirique de la REQM de la moyenne pondérée aux 
estimations suivantes, présentées au tableau 5, qui corres-
pondent à la moyenne sur 1 000 répliques, à savoir la 
REQM estimée d’après l’équation (1) empirique de Kish, 
c’est-à-dire  

∑
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i
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(15)

 

la REQM analytique provenant des équations (6) et (7), et la 
REQM estimée d’après les équations (11) et (13).  

Comme l’ont suggéré Oh et Scheuren (1983), nous in-
cluons dans les deux dernières colonnes du tableau 5 le biais 
et la REQM empirique moyens d’une moyenne composite 
basée sur le choix, entre wy  et ,0y  de celle dont l’esti-
mation de l’erreur quadratique moyenne fondée sur l’échan-
tillon est la plus faible. Le biais empirique relativement au 
paramètre de population est présenté pour tous les esti-
mateurs. Nous incluons aussi le biais et la RMSE de la 
moyenne avant suppression des cas de non-réponse. 

Le tableau 5a donne les résultats des simulations pour un 
taux de réponse de 52 %. Les lignes sont étiquetées d’après 
les quatre cellules du tableau 1, où les associations moyenne 
et forte sont combinées. Pour chaque ligne, la plus faible des 
REQM pour les moyennes des répondants non pondérée et 
pondérée figure en caractères gras, indiquant la supériorité 
de la méthode correspondante. 

Les quatre premières lignes du tableau 5a correspondent 
à la cellule 4 du tableau 1, avec une association moyenne/ 
forte entre Y et X, et une association moyenne/forte entre M 
et X. Dans ces cas, la REQM de wy  est beaucoup plus 
faible que celle de ,0y  témoignant du fait qu’une part 
importante du biais de 0y  est éliminée par la repondération.  

Les deux lignes suivantes du tableau 5a correspondent à 
la cellule 3 du tableau 1, avec une association moyenne/ 
forte entre Y et X, et une association faible entre M et X. 
Dans ces cas, le biais de 0y  n’est plus important, mais la 
précision de wy  s’est améliorée, particulièrement quand 
l’association entre Y et X est forte. Il s’agit de cas où la 
repondération réduit la variance au lieu de l’accroître. Les 
estimations analytiques de la RMSE et les estimations sur 
échantillon s’approchent des estimations empiriques de la 
RMSE, tandis que l’équation de Kish la surestime, comme 
le prédit la théorie exposée à la section 2. 

Les deux lignes suivantes du tableau 5a correspondent à 
la cellule 2 du tableau 1, où l’association entre Y et X est 
faible et l’association entre M et X est moyenne ou forte. 
Dans ces cas, la MSE de wy  est plus grande que celle de 

.0y  Ces cas illustrent des situations où la repondération 
accroît la variance, sans réduction compensatoire du biais. 
La dernière ligne correspond à la cellule 1 du tableau 1, avec 
des associations faibles entre M et X et entre Y et X. La 
moyenne non pondérée a une REQM plus faible dans ces 
conditions, mais l’accroissement de la REQM dû à la 
repondération est négligeable. Pour les trois dernières lignes 
du tableau 5a, la REQM pour l’équation de Kish est 
semblable à celle produite au moyen de la formule analy-
tique de la section 2 et aux estimations empiriques fondées 
sur cette formule, et toutes ces estimations s’approchent de 
la REQM empirique. 

Les deux dernières colonnes du tableau 5a donnent le 
biais et la REQM empiriques avec la méthode composite 
consistant à choisir wy  ou 0y  d’après la REQM estimée. 
Pour les simulations des six premières lignes, l’estimateur 
composite est le même que wy  et, par conséquent, détecte 
et élimine le biais de la moyenne non pondérée. Pour les 
simulations dans la cellule 1 (dernière ligne), l’estimateur 
composite donne les mêmes résultats que wy  ou ,0y  
comme il fallait s’y attendre puisque wy  et 0y  donnent des  
résultats très semblables dans ce cas. Pour les simulations 
dans la cellule 2 qui ne sont pas favorables à la pondération, 
la racine de l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur 
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composite est plus faible que celle de ,wy  mais considéra-
blement plus élevée que celle de ,0y  ce qui donne à penser 
que, pour les conditions de cette simulation, la EQM empi-
rique donne la capacité limitée de choisir le meilleur esti-
mateur dans des échantillons individuels.  

Néanmoins, l’estimateur composite est, dans l’ensemble, 
le meilleur des trois pris en considération dans cette simu-
lation.  

Le tableau 5b donne les résultats pour le taux de réponse 
de 70 %. Le profil des résultats est fort semblable à celui du 
tableau 5a. Comme prévu, les différences entre les méthodes 
sont plus petites, quoiqu’elles demeurent considérables pour 
nombre de lignes du tableau.  

 

Tableau 5a 
Résultats sommaires des estimateurs basés sur 1 000 échantillons répétés pour C = 10 cellules d’ajustement, limitées aux 

échantillons répétés pour lesquels 00 >cn  pour tout c. Le taux de réponse est de 52 %. Les valeurs sont multipliées par 1 000 
 

Association avec les cellules 
d’ajustement basée sur X 

 Moyenne 
non pondérée 

 Moyenne 
pondérée 

 Moyenne avant 
suppression 

 Moyenne 
composite 

Cellule (M, X) (Y, X) n  Biais 
emp. 

REQM 
emp. 

REQM 
analytique1 

REQM 
est.2 

 Biais 
emp. 

REQM 
emp. 

REQM 
Kish3 

REQM 
analytique4 

REQM 
est.5 

 Biais 
emp. 

REQM 
emp. 

 Biais 
emp. 

REQM 
emp. 

4 Forte Forte 400  6 955 7 024 7 055 6 974 0 1 057 1 410 956 988   – 38 795  0 1 057 
   2 000  7 008 7 020 7 006 7 015  – 2 424 608 427 434  12 342   – 2 424 
4 Forte Moyenne 400  5 376 5 471 5 536 5 404  – 33 1 264 1 510 1 216 1 297   – 21 776   – 33 1 264 
   2 000  5 424 5 441 5 466 5 466  – 41 561 650 545 559   – 30 338   – 41 561 
4 Moyenne Forte 400  3 664 3 794 3 809 3 754  – 4 816 1 071 835 842  6 741   – 4 816 
   2 000  3 703 3 731 3 700 3 712 7 369 473 373 374  4 337  7 369 
4 Moyenne Moyenne 400  2 838 3 006 3 042 2 991  – 18 938 1 095 954 970   – 9 747   – 18 938 
   2 000  2 864 2 900 2 898 2 893  – 2 426 483 426 428  6 335  -2 426 
3 Faible Forte 400  476 1 148 1 113 1 178 40 823 1 050 823 828  30 764  40 823 
   2 000  376 587 614 595  – 11 361 465 368 368   – 3 333   – 11 361 
3 Faible Moyenne 400  350 1 106 1 095 1 134 13 927 1 063 925 939   – 16 762  13 927 
   2 000  287 565 563 559  – 20 429 470 413 414   – 22 353   – 20 429 
2 Forte Faible(0) 400  56 1 070 1 056 1 275 96 1 658 1 613 1 518 1 631  28 793  83 1 410 
   2 000   – 11 464 473 567  – 26 698 698 679 699   – 19 337   – 25 620 
2 Moyenne Faible(0) 400  9 1 042 1 053 1 077  – 27 1 122 1 112 1 097 1 125  21 772   – 12 1 074 
   2 000   – 4 474 471 480  – 11 491 491 491 493  11 340  -9 481 
1 Faible Faible(0) 400   – 30 1 038 1 050 1 055  – 30 1 053 1 064 1 050 1 076   – 30 752   – 30 1 040 
   2 000   – 2 472 469 469  – 1 474 470 469 471   – 8 343   – 1 472 

 
1 Calculée en utilisant l’équation (7) 
2 Calculée en utilisant l’équation (11) 
3 Calculée en utilisant l’équation (15) 
4 Calculée en utilisant l’équation (6) 
5 Calculée en utilisant l’équation (13) 

 

Tableau 5b 
Résultats sommaires des estimateurs basés sur 1 000 échantillons répétés pour C = 10 cellules d’ajustement, limitées aux 

échantillons répétés pour lesquels 00 >cn  pour tout c. Le taux de réponse est de 70 %. Les valeurs sont multipliées par 1 000 
 

Association avec les cellules 
D’ajustement basée sur X 

 Moyenne 
non pondérée 

 Moyenne 
pondérée 

 Moyenne avant 
suppression 

 Moyenne 
composite 

Cellule (M, X) (Y, X) n  Biais 
emp. 

REQM 
emp. 

REQM 
analytique6 

REQM 
est.7 

 Biais 
emp. 

REQM 
emp. 

REQM 
Kish8 

REQM 
analytique9 

REQM 
est.10 

 Biais 
emp. 

REQM 
emp. 

 Biais 
emp. 

REQM 
emp. 

4 Forte Forte 400  4 692 4 810 4 893 4 860  – 133 1 129 1 192 889 894   – 129 998   – 133 1 129 
   2 000  4 827 4 841 4 839 4 854  – 20 400 529 398 405   – 5 334   – 20 400 
4 Forte Moyenne 400  3 581 3 716 3 855 3 733  – 133 1 266 1 250 1 075 1 097   – 128 917   – 127 1 284 
   2 000  3 763 3 784 3 778 3 777  – 9 501 554 481 490  11 343   – 9 501 
4 Moyenne Forte 400  2 666 2 812 2 878 2 837  – 58 803 910 794 796   – 49 772   – 58 803 
   2 000  2 732 2 760 2 767 2 761  – 6 353 406 355 355   – 9 333   – 6 353 
4 Moyenne Moyenne 400  2 104 2 282 2 315 2 291  – 28 833 924 854 861   – 43 751   – 28 833 
   2 000  2 146 2 180 2 170 2 165 13 370 411 382 382  10 334  13 370 
3 Faible Forte 400  217 906 954 980  – 81 797 911 790 793   – 77 771   – 81 797 
   2 000  312 513 506 502 2 365 405 353 353  4 349  2 365 
3 Faible Moyenne 400  251 922 942 960 15 804 916 845 852  26 727  15 804 
   2 000  224 454 472 471  – 14 370 408 378 379   – 15 327   – 14 370 
2 Forte Faible(0) 400  0 952 915 1 131 35 1 445 1 349 1 298 1 358  1 807  26 1 292 
   2 000   – 11 416 409 485  – 41 608 598 580 599   – 4 347   – 31 535 
2 Moyenne Faible(0) 400  22 911 910 920 24 942 936 930 946  2 757  21 925 
   2 000  23 418 407 411 20 425 416 416 417  15 344  19 420 
1 Faible Faible(0) 400  1 914 914 912 2 917 916 914 926   – 5 751  1 914 
   2 000  4 402 408 408 4 403 409 408 410  6 331  4 402 

 

6 Calculée en utilisant l’équation (7) 
7 Calculée en utilisant l’équation (11) 
8 Calculée en utilisant l’équation (15) 
9 Calculée en utilisant l’équation (6) 
10 Calculée en utilisant l’équation (13) 
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4. Discussion  
Les résultats des sections 2 et 3 ont des incidences 

importantes en ce qui concerne l’utilisation de la pondé-
ration comme outil de correction pour la non-réponse totale. 
Les enquêtes comptent souvent de nombreuses variables de 
résultat auxquelles est habituellement appliquée la même 
pondération. L’analyse de la section 2 et les simulations de 
la section 3 donnent à penser que l’on pourrait obtenir de 
meilleurs résultats en estimant l’erreur quadratique moyenne 
des moyennes pondérée et non pondérée, et en limitant la 
pondération aux cas pour lesquels cette relation est im-
portante. Une approche plus perfectionnée consiste à appli-
quer des modèles à effets aléatoires pour réduire les 
coefficients de pondération, de telle façon que la réduction 
soit plus importante pour les résultats qui ne sont pas 
fortement corrélés aux covariables (par exemple, Elliott et 
Little 2000). Une autre option souple est l’imputation 
fondée sur les modèles de prédiction, puisque ces derniers 
permettent d’utiliser des prédicteurs échelonnés par inter-
valles ainsi que des prédicteurs catégoriques, et de laisser 
tomber les interactions afin d’intégrer un plus grand nombre 
d’effets principaux. L’imputation multiple (Rubin 1987) 
peut être utilisée pour propager l’incertitude.  

Quand on dispose de beaucoup d’information sur les 
covariables, une façon intéressante d’aborder la générali-
sation à des corrections par catégorie de pondération con-
siste à créer un score de propension pour chaque répondant 
d’après une régression logistique de l’indicateur de non- 
réponse sur les covariables, puis de créer des cellules 
d’ajustement de ce score. Les méthodes axées sur le score 
de propension ont été élaborées au départ dans le contexte 
des cas appariés et des témoins dans les études par obser-
vation (Rosenbaum et Rubin 1983), mais sont appliquées 
assez fréquemment aujourd’hui dans le contexte de la 
non-réponse totale (Little 1986; Czajka, Hirabayashi, Little 
et Rubin 1987; Ezzati et Khare 1992). Ici, l’analyse laisse 
entendre que, pour que cette approche soit productive, le 
score de propension doit être prédicteur des résultats. 
Vartivarian et Little (2002) considèrent des cellules d’ajuste-
ment basées sur la classification conjointe en fonction de la 
propension à répondre, ainsi que des prédicteurs sommaires 
des résultats afin de tirer parti des associations résiduelles 
entre les covariables et le résultat après correction pour tenir 
compte du score de propension. L’exigence que les vari-
ables de cellule d’ajustement prédisent les résultats étaye 
cette approche. 

L’analyse présentée ici pourrait être étendue de plusieurs 
façons. Les termes de deuxième ordre figurant dans l’ex-
pression de la variance sont ignorés ici; s’ils étaient inclus, 
ils pénaliseraient la repondération fondée sur un grand 
nombre de petites cellules d’ajustement. Les corrections 
pour population finie pourraient être incluses, mais il semble 
peu probable qu’elles aient une incidence sur les principales 
conclusions. Il serait intéressant de voir dans quelle mesure 

les résultats peuvent être généralisés à des plans d’échan-
tillonnage complexes comportant une mise en grappe et une 
stratification. En outre, il serait utile d’analyser minutieuse-
ment les effets de la pondération pour la non-réponse sur le 
biais et la variance d’autres statistiques que les moyennes, 
comme les moyennes de sous-classe ou les coefficients de 
régression. Nous nous attendons à ce que nombre de ces 
analyses indiquent aussi qu’il est important que les variables 
de cellule d’ajustement prédisent le résultat, mais d’autres 
points intéressants pourraient également s’en dégager. 
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Fonctions de variance-covariance pour les moyennes de domaine 
des questions avec valeurs ordonnées 

Alistair James O’Malley et Alan Mark Zaslavsky 1 

Résumé 
De nombreuses analyses statistiques, particulièrement l’analyse multiniveaux, requièrent l’estimation d’une matrice des 
variances-covariances d’échantillonnage. Dans le cas de problèmes univariés, des fonctions reliant la variance à la moyenne 
ont été utilisées pour obtenir des estimations de la variance, en regroupant l’information sur l’ensemble des unités ou des 
variables. Nous présentons des fonctions de variance et de corrélation pour des moyennes multivariées de questions 
d’enquête avec valeurs ordonnées, pour des données complètes, ainsi que pour des données avec non-réponse structurée. 
Nous élaborons aussi des méthodes permettant d’évaluer l’ajustement du modèle et de calculer des estimateurs composites 
qui combinent des prédictions directes et fondées sur un modèle. Nous utilisons des données d’enquête provenant de la 
Consumer Assessments of Health Plans Study (CAHPS®) pour illustrer l’application de la méthodologie. 

                                                           
1. Alistair James O’Malley et Alan Mark Zaslavsky, Department of Health Care Policy, Harvard Medical School, 180 Longwood Avenue, Boston, MA 
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Mots clés : Fonction de variance; fonction de corrélation; modèle hiérarchique; réponse ordonnée, non-réponse; 

enchaînement de questions. 
 
 

 

1. Introduction  
Les données d’enquête sont souvent utilisées pour obte-

nir des mesures permettant de faire des comparaisons entre 
domaines d’estimation. Dans notre exemple pratique, des 
enquêtes sont réalisées pour recueillir des déclarations sur 
les expériences vécues en ce qui concerne les régimes 
d’assurance-maladie (entités qui administrent les soins de 
santé) auprès des membres inscrits; de même, une enquête 
pourrait être conçue pour évaluer les écoles en faisant passer 
des tests à un échantillon d’élèves. 

Une part essentielle de l’analyse des données d’enquête 
est le calcul des variances d’échantillonnage ou de la ma-
trice des covariances d’échantillonnage d’un estimateur 
multivarié. L’approche type en échantillonnage consiste à 
calculer les variances directement pour chaque estimateur 
dans chaque domaine. Les estimations directes de la va-
riance peuvent être instables si le nombre de répondants à 
une question est faible parce que la taille de l’échantillon 
pour un domaine est petite, vu que la question s’applique 
seulement à une fraction des répondants (comme les 
utilisateurs d’équipement spécialisé dans les enquêtes sur la 
santé), ou parce que nous souhaitons calculer les moyennes 
pour un petit sous-groupe (comme les personnes atteintes de 
maladie chronique). 

En modélisant les estimations de la variance sous forme 
de fonctions des moyennes d’unité (domaine), nous pou-
vons regrouper l’information sur l’ensemble des unités pour 
obtenir des estimations plus stables. Bien que la modé-
lisation puisse introduire un biais, pour les petites unités, ce 
problème est compensé par la réduction de la variation 

d’échantillonnage. On peut aussi envisager de généraliser 
les estimations de la variance sur l’ensemble des questions 
en plus des domaines, ou à la place de ceux-ci. Cette 
approche convient lorsqu’il existe des groupes de questions 
pour lesquelles il est probable que la même relation 
moyenne-variance soit vérifiée. Cependant, si le nombre de 
domaines est beaucoup plus grand que celui des questions, 
l’amélioration éventuelle la plus importante s’obtient en 
généralisant sur l’ensemble des domaines plutôt que sur 
l’ensemble des questions. 

Une fonction de variance généralisée (FVG) est un 
modèle mathématique qui décrit la relation entre la variance 
ou la variance relative d’un estimateur et son espérance. Si 
plusieurs estimations sont produites d’après le même échan-
tillon, Wolter (1985, chapitre 5) propose le modèle 

,// 10
2 MMV θ+θ=  

où M et V représentent la valeur prévue et la variance de 
l’estimateur, respectivement. Une forme de ce genre 
pourrait convenir pour des variables, comme le revenu ou la 
richesse, pour lesquelles un coefficient de variation quasi 
constant serait plausible, parce que la moyenne et l’écart- 
type sont proportionnels à la longueur de la période de 
référence. La modélisation du coefficient de variation est 
donc pertinente surtout dans les situations où les variables 
ont un contenu semblable, mais des échelles différentes 
d’étendue non restreinte (par exemple, données sur le 
revenu recueillies mensuellement et annuellement). Dans 
notre problème, les questions ont des valeurs ordonnées, si 
bien qu’un modèle du coefficient de variation n’est pas un 
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choix naturel. D’autres FVG proposées ont également une 
forme simple (Woodruff 1992; Otto et Bell 1995). 

Trouver une FVG appropriée peut simplifier les calculs 
et rendre les estimations de la variance plus stables. En 
outre, résumer les estimations de la variance d’échantillon-
nage sous la forme d’une fonction facilite la présentation de 
grandes quantités de statistiques (Wolter 1985, pages 201 –

 202). Enfin, modéliser les variances sous forme de fonc-
tions des moyennes facilite la réestimation itérative des 
variances d’échantillonnage en cas de modélisation hiérar-
chique. En pratique, la décision d’utiliser des fonctions de 
variance dans un contexte de modélisation hiérarchique 
dépend de la qualité de l’ajustement de la FVG; l’utilisation 
de cette dernière ne vaut la peine que si l’ajustement est 
suffisamment bon. 

Les études antérieures sur les FVG sont assez rares. 
Wolter (1985, chapitre 5) donne un aperçu, mais ne fournit 
que quelques références, comme le font aussi Valliant, 
Dorfman et Royall (2000, pages 344 à 348). Valliant 
(1992a, 1992b) utilise des FVG pour lisser des indices 
variables en fonction du temps dans les analyses de séries 
chronologiques. Woodruff (1992) utilise des FVG pour 
estimer la variance de la variation de l’emploi dans la 
Current Employment Survey, et Wolter (1985, pages 208 à 
217) illustre l’utilisation des FVG au moyen de données 
provenant de la Current Population Survey. Des FVG sont 
également utilisées dans la National Health Interview 
Survey (Valliant et coll. 2000, page 344). 

Huff, Eltinge et Gershunskaya (2002), ainsi que Cho, 
Eltinge, Gershunskaya et Huff (2002) considèrent l’utili-
sation de FVG pour la Current Employment Survey et la 
Consumer Expenditure Survey réalisées aux États-Unis. 
Eltinge (2002) utilise des FVG pour estimer une matrice des 
covariances d’échantillonnage complète, lorsque les échan-
tillons sont trop petits pour produire des estimations stables 
pour toutes les régions, et estime les composantes de 
l’erreur quadratique moyenne (MSE pour mean squared 
error) du modèle de FVG. Otto et Bell (1995) ajustent des 
FVG au revenu médian, au revenu par habitant et au taux de 
pauvreté selon le groupe d’âge dans la Current Population 
Survey, en supposant que l’interdépendance des taux au 
cours du temps est autorégressive et que les matrices des 
covariances d’échantillonnage suivent une loi de Wishart. 

Notre étude prolonge les travaux antérieurs sur les FVG 
dans quatre directions. En premier lieu, nous utilisons la 
FVG pour faire une généralisation sur l’ensemble des 
domaines plutôt que sur l’ensemble des questions. Donc, 
nous ne supposons pas que les diverses questions ont la 
même FVG, bien qu’il pourrait être raisonnable d’ajuster 
des modèles de la même forme pour les questions ayant des 
catégories de réponses semblables. En deuxième lieu, nous 
élaborons des FVG pour la matrice des covariances 

complète, qui doivent être estimées pour une inférence 
conjointe sur plusieurs résultats. En troisième lieu, nous 
nous concentrons sur la relation entre les moyennes et les 
variances des questions à format de réponse ordonné 
souvent utilisées dans les questionnaires d’enquête, plutôt 
que sur des réponses continues homoscédastiques. Enfin, 
nous tenons compte explicitement des profils de non- 
réponse due à des enchaînements de questions structurés. 
Alors qu’on peut ignorer la non-réponse partielle structurée 
(sauf son effet sur la taille d’échantillon) dans le cas de 
l’estimation univariée, il faut en tenir compte explicitement 
pour modéliser les relations bivariées, parce qu’elle a une 
incidence sur la covariance d’échantillonnage des moyennes 
des questions. De surcroît, comme le nombre de réponses 
varie selon la question, nous ne pouvons modéliser les 
covariances d’échantillonnage au moyen de la loi de 
Wishart, qui ne possède qu’un seul paramètre pour la taille 
d’échantillon. 

Nous commençons par décrire l’estimation directe des 
variances et des covariances, y compris le cas où des 
données manquent à cause d’enchaînements de questions. À 
la section 3, nous présentons des modèles pour les fonctions 
de variance et de covariance généralisées (FVCG) et nous 
exposons nos stratégies d’ajustement et d’évaluation de 
modèles, et de combinaison d’estimations directes et de 
prédictions par modèle. À la section 4, nous appliquons nos 
méthodes à une grande enquête sur les soins de santé. À la 
section 5, pour conclure, nous décrivons des applications et 
des extensions de nos méthodes. 

 
2. Estimations directes des variances 

    d’échantillonnage des moyennes de domaine   
Nous indiçons les observations par domaine (indice h), 

par question (indices i et j) et par répondant (indices k et l); 

ikhy ,  et ikhr ,  représentent le résultat et l’indicateur de 
réponse du sujet k dans le domaine h pour la question i. 
Nous supprimons l’indice inférieur de question quand nous 
faisons référence à l’ensemble des questions pour un répon-
dant ou un domaine, et nous n’avons pas besoin d’utiliser 
d’indice inférieur de répondant quand nous discutons des 
moyennes, des variances et des corrélations de questions. 

L’estimation directe de la matrice des covariances 
d’échantillonnage des moyennes de domaine (donc, « esti-
mation de variance ») débute par l’expression des moyennes 
sous forme de fonctions des totaux des résultats et des 
indicateurs de réponse. Nous remplaçons ikhy ,  par 0 pour 
les observations manquantes, de sorte que les totaux soient 
définis en présence d’enchaînements de questions. Suivant 
la notation de Särndal, Swenson et Wretman (1992, 
pages 24 à 28; 36 à 42), soit hU  et hS  la population et 
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l’échantillon, respectivement, pour le he domaine, =ihY ,  
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Un développement en série de Taylor de premier ordre 
de )ˆ,ˆ( hh RYf  autour de ),( hh RYf  produit l’approximation 
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où ),( hh RYf ′  est le Jacobien de ).,( hh RYf  Souvent, il est 
informatiquement plus facile de commencer par calculer 
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où 1, =khI  si hSk ∈  (indiquant que le ke membre du 
domaine h est échantillonné) et 0 autrement, =Δ lkh,  

,,,, lhkhlkh ππ−π  et ).,(pr, hklh Slk ∈=π  Un estimateur de 

hV  est 

,ˆ
,,,

,

T
lhkhlkh

Slk
h uuV

h

(((
Δ= ∑

∈
 (1) 

où ./ ,,, lkhlkhlkh πΔ=Δ
(

 
Pour décrire l’évaluation de hV̂ , nous ne devons consi-

dérer qu’un seul élément diagonal (c’est-à-dire, variance) et 
un seul élément hors diagonale (c’est-à-dire, covariance). La 
sous-matrice du Jacobien formée par les ie et je questions est 
donnée par 
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où ihihih RYM ,,, /=  est le résultat moyen de la ei  question 
dans le domaine h. Donc, 

))((
1ˆ

,,,,,,,
,

2
,

, ilhihilhkihihkihlkh
Slkih

iih rMyrMy
R

V
h

(((((
−−Δ= ∑

∈
(2) 

et 

.)(

)(
1ˆ

,,,

,,,,
,,,

,

jlhjhjlh

ikhihikhklh
Slkjhih

ijh

rMy

rMy
RR

V
h

((

(((

−×

−Δ= ∑
∈  

(3)

 

Pour évaluer (2) et (3), nous faisons une autre approxima-
tion en substituant ikhSih rR

h ,,
ˆ (

∑=  et /ˆ
,, ikhSih yM

h

(
∑=  

)( , ikhS r
h

(
∑  à ihR ,  et ., ihM  

Si les taux d’échantillonnage sont faibles ou que nous 
souhaitons faire des prédictions pour une grande super-
population (par exemple, tous les participants possibles à un 
régime d’assurance-maladie plutôt que ceux couramment 
inscrits seulement), 11 ,, ≈π−=Δ khklh

(
 si 0, , ≈Δ= klhlk

(
 

si ,1≠k  et le plan d’échantillonnage s’approche de l’échan-
tillonnage avec remise. Sous le plan d’échantillonnage avec 
remise, les estimateurs approximativement sans biais sont 
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Ces estimateurs peuvent être généralisés pour prendre en 
compte la mise en grappes. 

En cas d’échantillonnage avec probabilités égales dans 
les domaines, (4) et (5) se réduisent à 
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où 
ihSR

,

ˆ  est le nombre de répondants à la question i dans le 
domaine h. 
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3. Modèles pour les fonctions de variance  
À la présente section, nous proposons des spécifications 

de modèle pour les variances et pour les corrélations 
d’échantillon pour les réponses complètes ou pour celles 
avec enchaînements de questions structurés. Puis, nous 
discutons des stratégies d’ajustement et d’évaluation des 
modèles. Nous supposons que ces domaines sont des strates 
non chevauchantes, de sorte que les erreurs d’échantil-
lonnage pour divers domaines soient indépendantes. 

Nous transformons les évaluations ordonnées pour les 
amener à l’intervalle 1][0,  par la transformation =ihp ,  

),/()( ,,,, ihihihih ABMB −−  où ihA ,  et ihB ,  sont les caté-
gories de réponse minimale et maximale pour la question i 
dans le domaine h, respectivement. Nous nous concentrons 
sur la modélisation des variances pour les grandes valeurs 
de ihM ,  (petites valeurs de ihp , ) parce que, dans l’exemple 
que nous avons choisi, les résultats moyens sont habituel-
lement proches de l’extrémité supérieure de l’échelle.  
3.1 Fonctions de variance  

Afin de tenir compte du nombre variable de répondants 
sur les domaines et les questions, et des différences 
d’échelle, nous normalisons les estimateurs de variance 
donnés par (6) pour la taille d’échantillon et faisons un 
rééchelonnement : 

.
)(

ˆˆ~
2

,,

,

,
,

ihih

iihS

iih AB

VR
V ih

−
=  

Sous échantillonnage avec probabilités inégales dans les 
domaines, nous pourrions utiliser un facteur de normali-
sation qui tient compte des pondérations. Une normalisation 
possible consiste à multiplier iihV ,

ˆ  par /)(ˆ 2
,

*
, ikhS rR
ih

(
∑=  

),( 2
,ikhr
(

∑  où ikhr ,
(  est l’indicateur de réponse à la question i 

pour le ke sujet dans le he domaine, à la place de .ˆ
, ihSR  Cette 

approximation, proposée par Kish (1965), possède une 
justification fondée sur un modèle (Gabler, Haeder et Lahiri 
1999). Elle donne de bons résultats si les probabilités 
d’échantillonnage varient moyennement dans l’échantillon, 
mais peut être inefficace si la variation est excessive (Korn 
et Graubard 1999, page 173; Spencer 2000). 

Comme, dans notre exemple, les questions ont des 
valeurs ordonnées, la variance doit tendre vers 0 quand 

0, →ihp  ou .1, →ihp  Un prédicteur ayant manifestement 
cette propriété est la fonction de variance de la loi de 
Bernoulli, ).1( ,, ihih pp −  Celle-ci est vérifiée exactement 
pour les questions dichotomiques et pourrait être une 
approximation utile pour les questions comportant au moins 
trois catégories de réponse. 

Comme autres solutions que le modèle de variance de 
Bernoulli, nous considérons des modèles contenant diverses 
fonctions polynomiales et autres des moyennes comme 

prédicteur. De tous les modèles envisagés, la famille de 
modèles quadratiques a donné des résultats d’ajustement 
aussi bons que n’importe quelle autre. Nous nous 
concentrons sur les modèles quadratiques qui suivent. 

,
~

:1VModèle ,1, ihiiih pV β=  (8) 

,)1(
~

:V2Modèle ,,2, ihihiiih ppV −β=  (9) 

.)1(
~

:V3Modèle ,,2,1, ihihiihiiih pppV −β+β=  (10) 

Donc, nous considérons un modèle de variance linéaire V1, 
un modèle de type binomial V2 et un modèle de variance 
quadratique général V3. Tous ces modèles assurent 
correctement que 0

~
, =iihV  quand ,0, =ihp  mais seul V2 

assure que 0
~

, =iihV  quand .1, =ihp  La logique qui sous- 
tend V1 est que les relations sont souvent approxi-
mativement linéaires sur de petits intervalles. Aussi bien V1 
que V2 sont des sous-modèles du modèle quadratique à 
deux paramètres V3. Nous avons également considéré des 
modèles pour ),

~
log( , iihV  mais ceux-ci n’ont pas donné un 

aussi bon ajustement. 
Le modèle V3 est équivalent au modèle proposé par 

Wolter (1985, chapitre 5); l’équivalence se voit en 
exprimant le deuxième membre de V3 en fonction de ihp ,  
et de ,2

, ihp  puis en divisant les deux membres par 2
, ihp  pour 

obtenir la variance relative. Cependant, les estimations des 
paramètres obtenues par ajustement des deux formes du 
modèle peuvent différer selon les hypothèses de 
modélisation utilisées.  
3.2 Fonctions de corrélation avec données complètes  

Comme les corrélations sont indépendantes de l’échelle 
des données, nous les modélisons et nous dérivons les 
covariances d’échantillonnage, au lieu de modéliser directe-
ment les covariances. Nous modélisons les corrélations 
d’échantillon 

,
)ˆˆ(

ˆ
ˆ

2/1
,,

,
,

jjhiih

jih
ijh

VV

V
=ρ  

par la voie des valeurs transformées non contraintes =ijhZ ,  
)}.ˆ1/()ˆ1log{( ,, ijhijh ρ−ρ+  Contrairement aux modèles de 

variance, les modèles de corrélation peuvent inclure une 
ordonnée à l’origine non contrainte, puisque la corrélation 
n’est sujette à aucune contrainte naturelle quand ihp ,  ou 

jhp ,  s’approche de 0 ou de 1. 
Puisque ijh,ρ̂  est une fonction des premier et deuxième 

moments des questions i et j, il semble raisonnable de se 
concentrer d’abord sur les modèles linéaires et quadratiques 
pour ., ijhZ  Comme pour les fonctions de variance, nous 
constatons qu’une gamme plus étendue de modèles 
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(par exemple, les modèles avec logarithme des moyennes 
comme prédicteur) n’améliorent pas considérablement 
l’ajustement. En dernière analyse, nous retenons la série de 
modèles emboîtés qui suit. 

,:C1Modèle 0, ijijhZ α=  (11) 

,:C2Modèle ,,30, jhihijijijh ppZ α+α=  (12) 

,

)(:C3Modèle

,,3

,,10,

jhihij

jhihijijijh

pp

ppZ

α+

+α+α=
 

(13)
 

,

:C4Modèle

,,3

,2,10,

jhihji

jhijihijjijih

pp

ppZ

α+

α+α+α=
 

(14)
 

,

:C5Modèle
2
,5

2
,4,,3

,2,10,

jhijihijjhihji

jhijihijijijh

pppp

ppZ

α+α+α+

α+α+α=
 

(15)
 

Le modèle C3 est le modèle C4 avec la contrainte 
.21 ijij α=α  

 
3.3 Prédiction des covariances avec données 

manquantes structurées  
Lorsque les données comportent des enchaînements de 

questions, les corrélations d’échantillon des évaluations 
pour l’ensemble des répondants qui ont répondu aux deux 
questions peuvent être modélisées au moyen des modèles 
(11) à (15), comme dans le cas de la réponse complète. Il est 
facile d’estimer les covariances d’échantillon correspon-
dantes en utilisant les fonctions de variance ajustées pour 
rééchelonner les corrélations prévues. Cependant, comme la 
covariance d’échantillonnage reflète la variabilité dans 
l’ensemble du processus d’échantillonnage, et non simple-
ment la variabilité dans la sous-population de répondants 
qui ont répondu aux deux questions, la relation entre la 
covariance d’échantillon et la covariance d’échantillonnage 
est plus complexe que si les données étaient complètes. À la 
présente section, nous dérivons la relation entre la cova-
riance d’échantillon pour l’ensemble de répondants qui ont 
répondu aux deux questions et la covariance d’échantillon-
nage. Cela nous permet d’appliquer des modèles de 
corrélation tels que (11) à (15) à des données avec en-
chaînements de questions. 

Pour toute paire de questions, il existe quatre schémas de 
données, à savoir une réponse aux deux questions, une 
réponse et une question sautée (deux schémas), et deux 
questions sautées. Nous étendons notre notation en intro-
duisant un indice supérieur représentant la situation de 
réponse à une deuxième question. Soit =1

,
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Dans le cas de l’échantillonnage avec probabilités égales, 
le remplacement de ihM ,

ˆ  par l’expression susmentionnée 
dans (7) donne 
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où .ˆˆˆ 0
,

1
,, ijhijhijh MMD −=  Ici, =1

,
ˆ

ijhC 1
,,

ˆ( ijhikhS My −∑
(  

1
,,

1
,,,

ˆ/)ˆ)( ijhjkhjihikhikh RrMyr ((( −  est la covariance d’échan-
tillon normalisée des évaluations pour l’ensemble des 
répondants qui ont répondu aux deux questions (que l’on 
peut prédire en utilisant les fonctions de corrélation et de 
variance et, dans le cas de l’échantillonnage avec proba-
bilités inégales, en appliquant un facteur de normalisation). 
Lorsque les probabilités d’échantillonnage ne sont pas 
égales, l’équation (16) n’est vérifiée exactement que si 

.0)ˆ( ,
1

,,, =−∑ ikhikhikhjkhS rMyr (((  Par conséquent, nous pou-
vons nous attendre à ce que (16) donne une bonne 
approximation si les probabilités d’échantillonnage pour une 
question ne sont pas fortement corrélées aux résidus d’une 
autre question. En général, il convient de vérifier s’il est 
approprié d’utiliser (16) pour les plans d’échantillonnage 
avec probabilités inégales. 

Les différences estimées entre les moyennes ijhD ,
ˆ  déter-

minent la contribution du schéma de réponse à la covariance 
d’échantillonnage. Nous pouvons modéliser ijhD ,

ˆ  ou 

jihijh DD ,,
ˆˆ  dans le processus d’obtention d’estimations 

lissées de .
~

, ijhV  Dans notre application, les ijhD ,
ˆ  sont 

généralement petites. Comme le deuxième terme de (16) est 
un produit de deux facteurs de petite taille ijhD ,

ˆ(  et ),ˆ
, jihD  

la contribution de ijhD ,
ˆ  à (16) est faible et il suffit d’utiliser 

un modèle simple pour ,ˆ
, ijhD  comme une constante pour 

chaque paire de questions. Cependant, une constante propre 
devrait être estimée pour chaque paire de questions.  
3.4 Ajustement et évaluation des modèles  

Nous estimons les paramètres de la fonction de variance 
ou de la fonction de corrélation par régression par les 
moindres carrés repondérée itérativement. La pondération 
est importante quand le nombre de réponses varie consi-
dérablement d’un domaine à l’autre, comme dans le cas de 
notre exemple. 

À la présente section, nous utilisons un indice pour les 
domaines (h) et pour les répondants (k), mais non pour les 
questions, car la même méthodologie s’applique à chaque 
modèle de variance et de corrélation. Des calculs exacts sont 
faits pour le cas de l’échantillonnage avec probabilités 
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égales et des approximations sont notées pour le cas de 
l’échantillonnage avec probabilités inégales. De façon géné-
rique, les estimateurs directs ,

~
hf  les valeurs réelles hf  et 

les prédictions de modèle hf̂  sont reliés au moyen du 
modèle hiérarchique 

,
~

:INiveau hhh ff ∈+=  (17) 

,ˆ:IINiveau hhh eff +=  (18) 

où ,],0[~,]ˆ/,0[~ 22 τσ∈ hShh eR
h

 et ],[ 2σμ  indiquent une 
loi d’espérance μ  et de variance 2σ , mais de forme non 
précisée. Dans le cas de l’échantillonnage avec probabilités 
inégales, nous remplaçons 

hSR̂  par .ˆ*
hSR  Ici, h∈  représente 

l’erreur d’échantillonnage et he , l’erreur de modélisation. 
Marginalement, += hh ff ˆ~

 hhe ∈+ , de sorte que, dans la 
régression, nous pondérons l’observation pour le domaine h 
par ,)ˆ/( 122 −σ+τ=

hShh Rw  qui est l’inverse de la variance 
marginale. Sous échantillonnage avec probabilités égales, la 
variance de l’estimation directe de 22 ]

~
[ hhh ffE −=σ  est 

donnée par 

varianceuneestsi
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et par 

e.transforméncorrélatiouneestsi
3ˆ

4
)

~
(ˆ 2 f

R
f

hS
hh −

=σ  (20) 

Dans le cas de l’échantillonnage avec probabilités égales, 
l’équation (19) est exacte et ne dépend pas des hypothèses 
paramétriques (Seber 1977, page 14). L’approximation 
asymptotique (20) de la variance de la corrélation trans-
formée hZ  (Freund et Walpole 1987, page 477) se détériore 
à mesure que diminuent les tailles d’échantillon et elle 
échoue entièrement pour .3ˆ ≤

hSR  Cependant, les domaines 
pour lesquels les échantillons sont de petite taille ont peu 
d’effet sur les modèles ajustés; nous excluons donc les 
domaines pour lesquels 3ˆ ≤

hSR  de la modélisation des 
corrélations. 

Lorsque les probabilités d’échantillonnage ne sont pas 
égales, nous pouvons utiliser la grande contrepartie d’échan-
tillon de (19), donnée par 
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où ,ˆ)/)( 2
,,, hlhSlhlhSh Mrryw −= ∑∑
(((  En cas d’échantillon-

nage avec probabilités égales, 0=hw  et l’expression sus-
mentionnée se réduit à une version non corrigée pour le 
biais de (19). Si les probabilités d’échantillonnage ne sont 
pas égales, nous proposons de remplacer (20) par l’estima-
teur corrigé pour l’effet de plan. 
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La variance de l’erreur de modélisation 2τ  est estimée 
par : 
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où ,ˆ/ˆ,)ˆ~
(EŜM 2

hh ShShhhhh RRNqfVq ∑∑ =−=  et =N  
).0ˆ( >∑

hSh RI  Nous réestimons alors les poids selon 
l’expression 

2 -1ˆˆ ˆw = (τ + σ ( )/ )%
h

2
h h h Sf R  et nous rajustons les 

modèles de FVCG par itération jusqu’à la convergence. 
Nous suggérons de nouveau de remplacer 

hSR̂  par *ˆ
hSR  si 

les probabilités d’échantillonnage ne sont pas égales. 
Nous avons comparé l’exactitude prédictive des modèles 

en utilisant ,VŜM/EŜM12 −=R  où EŜM  est l’erreur 
quadratique moyenne de la régression et VŜM  est la 
moyenne, pondérée par la taille de l’échantillon, des 
variances d’échantillonnage des estimateurs directs 
(variances ou corrélations transformées) pour chaque 
domaine. Notons que nous pourrions avoir 02 <R  pour un 
modèle dont l’ajustement est très médiocre.  
3.5 Estimateurs combinés  

Pour les domaines dont l’échantillon est petit, les estima-
tions directes de la variance de sondage sont trop imprécises 
pour être utiles, tandis que, pour les domaines plus grands 
dans la même étude, les estimations peuvent être assez 
fiables. Fay et Herriot (1979), ainsi que Ghosh et Rao 
(1994) ont montré que réduire les estimations directes vers 
une valeur lissée fondée sur un modèle peut améliorer 
considérablement la précision. Ils proposent des estimateurs 
bayésiens composites ou empiriques qui sont des moyennes 
pondérées des estimateurs directs et d’estimateurs fondés 
sur un modèle. Autrement dit, au lieu d’utiliser les estima-
tions directes ou celles obtenues par modélisation généra-
lisée de la variance/covariance, nous utilisons une moyenne 
pondérée des deux estimateurs pour éventuellement obtenir 
d’encore meilleures estimations. 

Nous pouvons construire de tels estimateurs pondérés 
pour les variances de domaine en utilisant le modèle spécifié 
en (17) et (18). Une approche naturelle consiste à appliquer 
aux estimateurs directs fondés sur un modèle une pondé-
ration inversement proportionnelle aux variances d’échantil-
lonnage et d’erreur de modélisation correspondantes, 
respectivement (notées 2

hσ  et ,2τ  respectivement, pour le 
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domaine h). L’estimateur résultant pour le domaine h (pour 
les variances et les corrélations transformées) est : 

( ),~~
ˆˆ

ˆ~
ˆˆ

~
ˆ

~
ˆ~ dirmod

22

2
dir

22

mod2dir2

hh
h

h
h

h

hhh
h fff

ff
f −

σ+τ
σ+=

σ+τ
σ+τ=  

où dir~
hf  et mod~

hf  représentent les estimateurs directs et 
fondé sur un modèle. Cette formule générique s’applique 
aux estimations de la variance pour l’ensemble des ques-
tions et aux estimations des corrélations pour toutes les 
paires de questions. L’expression la plus à droite a la forme 
d’un estimateur bayésien empirique. 

Si l’estimateur de variance direct et celui fondé sur un 
modèle sont indépendants, la variance de l’estimateur com-
biné résultant est }.,min{)/( 222222

hhh στ≤σ+τστ  Donc, 
l’estimateur composite est, au moins, aussi précis que l’un 
ou l’autre des deux estimateurs qui le constituent, donc 
représente une amélioration par rapport au choix ponctuel 
entre la prédiction directe et celle fondée sur un modèle. 
Cette stratégie est utile, surtout quand les prédictions fon-
dées sur un modèle sont meilleures que les estimations 
directes pour certains domaines, mais non tous. 

 
4. Exemple : Ensemble de données de la CAHPS®  

La Consumer Assessments of Health Plans Study 
(CAHPS®) (Goldstein, Cleary, Langwell, Zaslavsky et 
Heller, 2001) a été conçue principalement pour recueillir les 
évaluations et les déclarations des consommateurs au sujet 
des régimes d’assurance-maladie. Les scores moyens des 
régimes (peut-être après recodage) pour les diverses 
questions du sondage sont calculés et communiqués aux 
consommateurs, aux régimes d’assurance-maladie et aux 
acheteurs. Chaque domaine d’analyse comprend les per-
sonnes inscrites à un régime d’assurance-maladie (ou une 
partie géographiquement définie d’un régime) durant une 
année particulière; la plupart des régimes sont échan-
tillonnés pour plusieurs années. La strate est l’unité 
déclarante (régime ou partie de celui-ci) durant une année 
donnée; les unités déclarantes correspondent à des régimes 
sauf dans le cas de quelques régimes très importants 
comptant plusieurs unités déclarantes. Par conséquent, le 
nombre d’unités pour l’estimation des fonctions de variance 
et de covariance est grand. 

Nous illustrons notre méthode au moyen d’un ensemble 
de données de la CAHPS pour les bénéficiaires des régimes 
de soins américains gérés par Medicare, c’est-à-dire un 
système d’entités privées, mais financées par les deniers 
publics qui ont desservi de 5,7 à 6,9 millions de béné-
ficiaires âgés ou handicapés chaque année de la période 
couverte par l’étude (1997 à 2001). Nos données repré-
sentent 381 domaines déclarants, chacun échantillonné dans 

une à cinq années, pour aboutir à un total de 932 domaines 
distincts correspondant à une unité déclarante par année, 
avec 705 848 réponses. Comme les échantillons sont tirés 
indépendamment chaque année, les patients peuvent être 
échantillonnés pour plusieurs années. Cependant, l’échan-
tillonnage répété est rare et nous pouvons omettre d’en tenir 
compte dans notre analyse. Par conséquent, les domaines 
sont des strates dans chacune desquelles est effectué un 
échantillonnage d’éléments avec probabilités égales. Il 
convient de souligner que, dans les analyses de la CAHPS, 
aucune correction n’est faite pour l’échantillonnage en 
population finie, puisque les données sont recueillies pour 
orienter les choix faits lors d’années ultérieures plutôt que 
pour enregistrer les expériences vécues par la population 
sondée durant une année particulière. 

Les questions de la CAHPS comportent divers formats 
de réponse ordonnée comportant 11, 4, 3 ou 2 options de 
réponse. L’évaluation globale des médecins, des spécia-
listes, des soins et des régimes est faite au moyen d’une 
échelle de 0 à 10 allant du « pire possible » au « meilleur 
possible ». D’autres questions comportent une échelle de 
« fréquence » ordonnée de quatre points (jamais/parfois/ 
habituellement/toujours), ou une échelle d’« intensité du 
problème » ordonnée de trois points (pas un problème/plus 
ou moins un problème/un gros problème), ou sont 
dichotomiques (non/oui). La réponse à de nombreuses 
questions est fournie uniquement par les répondants utilisant 
des services particuliers ou ayant des besoins particuliers, 
qui sont dépistés au moyen des questions filtres. Par 
exemple, une question visant à savoir si la personne a réussi 
à obtenir des conseils par téléphone n’est posée qu’aux 
répondants qui ont d’abord déclaré qu’ils avaient essayé 
d’obtenir des conseils de cette façon.  
4.1 Statistiques descriptives  

Le tableau 1 présente la répartition des réponses et celle 
des moyennes de domaine selon le type de question. Les 
observations manquantes à cause d’un enchaînement de 
questions structuré surviennent souvent en blocs, le nombre 
de questions sautées pouvant aller jusqu’à 11 sur la base 
d’une seule question filtre. La proportion de non-réponses 
n’étant pas due à un enchaînement de questions structuré est 
très faible (moins de 2 % pour presque toutes les questions). 
Dans la présente analyse, nous traitons tous les types de 
non-réponse de la même façon. 

Les taux les plus faibles de réponse à une question (aussi 
faibles que 4 %) sont ceux enregistrés pour les questions à 
échelle d’intensité de problème, dont plusieurs ont trait à des 
services spécialisés, comme des traitements ou des soins de 
santé à domicile dont ont besoin un assez petit nombre de 
répondants seulement. Certaines questions à échelle de 
fréquence et à réponse oui/non produisent des taux de 
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réponse assez faibles. La variation la plus forte des pro-
portions de questions sautées s’observe pour les questions à 
réponse oui/non, le taux allant de 96,7 % pour « une plainte 
ou un problème concernant le régime » à 12,5 % pour 
« l’obtention d’une prescription par l’entremise du régime ». 
Les moyennes de domaine sont généralement concentrées 
vers l’extrémité supérieure des échelles respectives, indi-
quant que la plupart des réponses sont favorables.  

Tableau 1 
Distribution des réponses et des évaluations pour des questions de 

même type (n = 705 848 répondants) 
 

Statistique Numérique Fréquence Problème Oui/non 
 Nombre de questions 4 11 11 9 

Pourcentage de réponses     
 Moyenne 74,97 62,56 30,32 57,26 
 Minimum 50,90 27,70 4,00 12,50 
 Maximum 95,00 74,50 64,40 96,70 

Moyenne de questions     
 Moyenne 8,76 3,57 2,70 1,78 
 Minimum 8,57 3,09 2,49 1,62 
 Maximum 8,88 3,84 2,86 1,97 

Distribution des évaluations (entre les questions de même type) 
0 0,5    
1 0,4 2,0 5,7 19,5 
2 0,4 6,3 12,1 80,5 
3 0,7 23,9 82,2  
4 0,9 67,8   
5 4,6    
6 3,0    
7 6,2    
8 16,1    
9 17,8    
10 49,5    

Les questions comportent une échelle numérique 0 – 10 allant de « pire 
possible » à « meilleur possible », une échelle de « fréquence » or-
donnée de quatre points 1 – 4 (jamais/parfois/habituellement/ toujours), 
une échelle d’« intensité de problème » ordonnée de trois points 1 – 3 
(pas un problème/plus ou moins un problème/un gros problème) ou 
sont dichotomiques 1 – 2 (non/oui).  

Nous présentons aussi dans le tableau 1 la moyenne, le 
minimum et le maximum de domaine pour l’ensemble des 
questions de même type. Ces données montrent que les 
questions à échelle 0 – 10 sont celles pour lesquelles la 
variation totale est la plus faible (après rééchelonnement 
pour produire la fourchette 0 – 1 commune), tandis que les 
questions à échelle 1 – 2 sont celles dont la variation totale 
est la plus importante entre les domaines et entre les 
questions. Ces observations se dégagent aussi de la figure 1, 
où nous observons que la distribution des questions à 
échelle 1 – 2 varie considérablement d’une question à l’autre, 
tandis que celle des questions à échelle 0 – 10 est plus 
homogène. 

Le tableau 2 donne les statistiques sommaires pour les 
moyennes et les écarts-types des évaluations moyennes de 
domaine, calculées sur l’ensemble des questions de même 
type. Ces données complètent celles de la figure 1 en 
résumant les différences entre les distributions des questions 

pour une échelle donnée. Les questions comportant un plus 
grand nombre de catégories de réponse sont concentrées 
vers l’extrémité supérieure de l’échelle et ont donc une 
variance plus faible. Par exemple, l’écart-type moyen pour 
les questions à échelle 1 – 2 (0,36) est égal au double de celui 
des questions à échelle 0 – 10 rééchelonnées (0,172). À part 
les questions à échelle 0 – 10, les distributions des éva-
luations moyennes de domaine varient fortement entre les 
questions de même type. Par exemple, l’écart-type des 
moyennes des questions à échelle 1 – 2 sur l’ensemble des 
questions est de 0,30 comparativement à un écart-type 
rééchelonné de 0,03 pour les questions à échelle 0 – 10. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 1. Sommaire de cinq points des moyennes d’échantillon de 

domaine pour chaque type de question. Le sommaire de 
cinq points comprend le minimum, le 10e centile, la 
moyenne, le 90e centile et le maximum.  

Tableau 2 
Statistiques sommaires des moyennes et des écarts-types de 

domaine évalués sur les domaines et sur les questions 
 

Type Statistiques sommaires pour : 
 Moyennes des questions  É.-T. des 

questions 
 Min Max Moy. É.-T.  Moy. É.-T. 
Numérique 0 –10 6,82 9,52 8,76 0,30  1,72 0,26 
Fréquence 1– 4 2,86 3,90 3,57 0,12  0,66 0,09 
Problème 1–3 1,88 2,99 2,70 0,14  0,57 0,13 
Oui/non 1–2 1,34 1,96 1,78 0,08  0,36 0,06 

 

Nota : Les colonnes 2 à 5 donnent le minimum, le maximum, la 
moyenne et l’écart-type des moyennes des questions de 
domaine sur l’ensemble des questions d’un type donné. Les 
colonnes 6 et 7 donnent la moyenne et l’écart-type des 
écarts-types des questions de domaine sur l’ensemble des 
questions d’un type donné. 
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Les corrélations d’échantillon varient également beau-
coup d’une paire de questions à l’autre (figure 2), quoique la 
plupart soient positives. Le plus souvent, les corrélations 
entre questions de même type sont plus fortes que celles 
entre questions de types différents. Les évaluations 
numériques à échelle 0 – 10 sont celles dont les corrélations 
sont les plus importantes (moyenne = 0,49) et, en général, 
les évaluations comportant un grand nombre de catégories 
ont tendance à produire des corrélations plus fortes que 
celles comportant un moins grand nombre de catégories. 
Bien que la plupart des paires de questions à échelle 1 – 4 
donnent des corrélations moyennes s’approchant de 0,5, 
l’une des questions est négativement corrélée aux autres 
(révélé par la grappe de corrélations moyennes inférieures à 
0); ce résultat est dû au codage inverse d’une question dont 
la moyenne globale d’échantillon ne se situait pas dans la 
moitié supérieure de l’échelle. Les distributions des 
corrélations des paires de questions dichotomiques 1 – 2 sont 
centrées autour de 0, ce qui signifie que ces corrélations sont 
souvent négatives. L’énoncé complet des questions et des 
statistiques sommaires supplémentaires figure dans 
Zaslavsky, Beaulieu, Landon et Cleary (2000) et dans 
Zaslavsky et Cleary (2002). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

Figure 2. Sommaire de cinq points des corrélations d’échantillon de 
domaine entre les questions de même type. Le sommaire de 
cinq points comprend le minimum, le 10e centile, la 
moyenne, 90e centile et le maximum. 

 

Nous présentons les modèles ajustés aux variances et aux 
corrélations dans la suite de la section. Des vérifications 
approfondies des modèles les mieux ajustés ont montré que 
les résidus ne présentaient aucune régularité discernable.  
4.2 Fonctions de variance  

Lors de travaux préliminaires non présentés ici, nous 
avons ajusté deux modèles pour les groupes de questions 
ayant la même échelle de réponse, l’un avec les mêmes 
paramètres de régression pour toutes les questions et l’autre 
avec des paramètres de régression différents pour chaque 
question, à l’ensemble de données comprenant toutes les 
questions. Les comparaisons des ajustements globaux des 
modèles (au moyen de critères tels que le Cp de Mallow, le 
R2 et le R2 corrigé) et les tests de signification des inter-
actions effet-question ont montré que permettre aux 
paramètres de varier selon la question améliore de façon 
significative l’ajustement du modèle. Par exemple, pour les 
évaluations numériques rééchelonnées, pondérées par la 
taille d’échantillon du domaine, les racines des erreurs 
quadratiques moyennes des deux modèles étaient de 0,446 
contre 0,402, et les valeurs de 2R  étaient de 0,783 contre 
0,825. D’après ces résultats, nous avons décidé d’ajuster des 
modèles distincts pour chaque question. 

Nous avons ajusté les fonctions de variance (8) à (10) à 
chaque question, sauf celles à réponse oui/non, qui suivent 
la fonction de variance binomiale dans le cas de l’échan-
tillonnage avec probabilités égales. La procédure itérative 
décrite à la section 3.4 a convergé presque précisément en 
exactement deux itérations. Ce résultat tient au fait que les 
poids des observations ne varient qu’en fonction de l’esti-
mation de ,2τ  de sorte que leur variation est très faible 
après la première itération. 

Le tableau 3 donne la variation d’échantillonnage 
moyenne, la variation moyenne de l’erreur de modélisation 
(ModErr) et R2 pour la valeur moyenne de chaque modèle 
calculés sur l’ensemble des questions correspondant à 
chaque type d’échelle. La variation d’échantillonnage, 
calculée selon (19), ne dépend pas du modèle. 

Pour les questions ne comportant qu’un petit nombre de 
catégories (celles qui ressemblent le plus à la loi binomiale), 
la composante quadratique de la fonction de variance a 
tendance à dominer la composante linéaire, ce qui produit 
un meilleur ajustement des modèles V2 et V3 que du 
modèle V1. Comme V2 impose une contrainte en un point 
très en dehors de la fourchette de valeurs des moyennes de 
domaine, il n’est pas aussi bien ajusté aux données quand le 
nombre de catégories augmente et que les données 
s’écartent par conséquent davantage de la loi binomiale. Les 
réponses aux questions à échelle 0 – 10 sont moins 
dispersées que celles aux questions à échelle 1 – 4 ou 1 – 3, de 
sorte que le modèle linéaire est mieux ajusté. Les valeurs de 
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2R  pour le modèle V3 s’approchent de 0,75 pour les 
questions à échelle numérique (0 – 10), de 0,85 pour les 
questions à échelle de fréquence (1 – 4) et de 0,95 pour les 
questions à échelle d’intensité de problème (1 – 3).  

Tableau 3 
Statistiques de qualité d’ajustement du modèle  

pour les fonctions de variance 
 

Échelle d’évaluation 0 – 10 1 – 4 1 – 3 
Variation 
d’échantillonnage 

0,1460 0,3511 3,1703 

 ModErr 2R ModErr 2R ModErr 2R
Modèle V1 0,020 0,741 0,066 0,824 0,069 0,916
Modèle V2 0,043 0,710 0,036 0,835 0,000 0,940
Modèle V3 0,016 0,750 0,024 0,847 0,000 0,947

Prob(ModErr < Variation 
d’échantillonnage) 

Modèle V1 0,968 0,916 0,996 
Modèle V2 0,858 0,967 0,996 
Modèle V3 0,981 0,983 0,996 
 

ModErr est la composante de la variance due au manque d’ajustement, 
2R  est la statistique définie à la section 3.4, Prob(ModErr < Variation 

d’échantillonnage) est la proportion de domaines pour lesquels l’erreur 
de modélisation est plus faible que la variation d’échantillonnage. 
Toutes les évaluations sont rééchelonnées sur une échelle de 0 – 1 et les 
erreurs de modélisation sont multipliées par 104.  

La partie inférieure du tableau 3 donne, pour chaque 
question, la proportion de domaines (parmi ceux comptant 
au moins deux réponses à la question considérée) pour 
lesquels la variation d’échantillonnage est supérieure à la 
variation de l’erreur de modélisation. Pour plus de 90 % des 
domaines, la variation de l’erreur de modélisation est plus 
faible que la variation d’échantillonnage de l’estimation 
directe de la variance. 

La figure 3 illustre l’ajustement de V3 pour deux 
questions de chacun des groupes 0 – 10, 1 – 4 et 1 – 3. Les 
illustrations pour les autres questions sont semblables, mais 
ne sont pas présentées ici faute d’espace. Les courbes 
ajustées sont contraintes de passer par la valeur 0 à l’éva-
luation maximale. Pour évaluer l’effet de cette contrainte sur 
la fonction de variance ajustée, nous ajustons également une 
fonction de variance quadratique (à trois paramètres) non 
contrainte. Celle-ci atteint une valeur très proche de 0 à 
l’évaluation maximale et s’approche de très près de la 
courbe ajustée d’après les modèles avec contraintes, ce qui 
appuie encore davantage le modèle V3. 

Les estimations moyennes des paramètres et de leurs 
écarts-types sur l’ensemble des questions de même type 
sont présentées au tableau 4. La valeur des paramètres  varie 
considérablement selon la question, ce qui soutient la 
décision d’estimer des coefficients de régression distincts. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Figure 3. Fonction de variance quadratique (V3) de deux questions pour chaque 
type d’évaluation. Chaque point est la moyenne de 60 domaines. Les 
lignes verticales joignent les 10e et 90e centiles de la distribution des 
variances. Pour ces tracés et les suivants, la direction de l’axe horizontal 
a été inversée afin qu’elle concorde avec celle des variables originales. 
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Dans la plupart des cas, les coefficients pour les termes ihp ,  
ainsi que )1( ,, ihih pp −  de V3 sont significatifs, ce qui 
indique que ces termes sont nécessaires pour la modélisation 
généralisée de la variance. Dans certains cas (particulière-
ment pour les questions à échelle 0 – 10), le coefficient du 
terme )1( ,, ihih pp −  est négatif, ce qui donne une fonction 
de variance estimée convexe plutôt que concave (forme de 
la fonction de variance binomiale). Cette situation peut se 
produire si les moyennes d’échantillon des évaluations sont 
concentrées sur une petite partie de l’échelle de réponse, sur 
laquelle le terme linéaire explique une grande part de la 
variation des données. Comme nous l’avons mentionné plus 
haut, l’ajout de fonctions polynomiales ou logarithmiques 
d’ordre plus élevé de ihp ,  n’améliore pas significativement 
l’ajustement du modèle.  

Tableau 4 
Estimations moyennes des paramètres de la fonction de variance 

pour chaque type de question et écart-type entre les questions 
(entre parenthèses) 

 

Modèle Type de question 
 0 – 10 1 – 4 1 – 3 
 1β̂  2β̂  1β̂  2β̂  1β̂  2β̂  

V1 0,236 – 0,354 – 0,569 – 
 (0,016) – (0,039) – (0,068) – 
V2 – 0,271 – 0,421 – 0,711 
 – (0,020) – (0,034) – (0,069) 
V3 0,334 – 0,114 0,151 0,241 0,239 0,420 
 (0,143) (0,155) (0,104) (0,132) (0,112) (0,110) 

 

Voir le tableau 1 pour une description des questions de type 0 – 10, 1 – 4 
et 1 – 3.  
4.3 Fonctions de corrélation  

Les modèles sont classés du plus simple (C1, modèle 
constant) au plus complexe (C5, contenant tous les termes 
linéaires et quadratiques). Comme pour les modèles de 
variance, les tests statistiques indiquent des effets d’inter-
action entre questions hautement significatifs, qui sous- 
entendent que des modèles distincts devraient être ajustés 
pour chaque paire. Nous ne nous attendions pas à ce que 
toutes les paires de questions présentent les mêmes corréla-
tions, puisque, intentionnellement, les questions sont 
réparties en groupes intérieurement cohérents, qui mesurent 
chacun un aspect distinct des expériences vécues par les 
patients, comme les interactions avec le médecin ou celles 
avec les agents des services à la clientèle (Hays, Shaul, 
Williams, Lubalin, Harris-Kojetin, Sweeny et Cleary 1999). 

Les ajustements des modèles de corrélation pour les 
paires de questions de même type sont résumés au tableau 5. 
Pour la gamme de modèles considérée, les améliorations les 
plus importantes de l’efficacité des modèles (mesurées par 

2R ) sont celles observées entre C1 et C2, et entre C3 et C4. 
Par exemple, le 2R  moyen pour les évaluations numériques 
à échelle 1 – 10 dans les modèles C3 à C5 est de 0,0391, 
0,1494 et 0,1508, respectivement, et le 2R  moyen pour les 

évaluations à échelle 1 – 4 pour les modèles C1 à C3 est de 0, 
0,0700 et 0,0789, respectivement. Ces résultats donnent à 
penser que C2 et C4 sont les meilleurs modèles pour différ-
entes paires de questions, affirmation qui est appuyée par les 
tests de vérification d’hypothèse concernant la signification 
des améliorations marginales de l’ajustement des modèles. 

La variation d’échantillonnage la plus élevée s’observe 
pour les échelles d’évaluation 1 – 3, du moins en partie parce 
que les taux élevés de non-réponses dues à des enchaîne-
ments de questions ont réduit les tailles d’échantillon. 
L’erreur de modélisation et le 2R  des modèles de corré-
lation pour les questions de types différents sont semblables 
à ceux des modèles pour les questions de même type. 

Les valeurs de 2R  des modèles de corrélation sont com-
prises entre 0,029 et 0,15 pour toutes les paires de questions. 
Bien qu’il n’existe aucune preuve que C4 soit un modèle 
inapproprié pour les corrélations, ces résultats indiquent 
qu’une variation importante des corrélations ne peut être 
expliquée par les moyennes de question. 

Les variances d’échantillonnage des estimations directes 
sont souvent inférieures aux variances de l’erreur de modé-
lisation correspondante (partie inférieure des tableaux 5 et 6, 
particulièrement pour les questions à échelle 0 – 10. Sous C4, 
les variances de l’erreur de modélisation ne sont plus faibles 
que pour 13 %  des domaines pour les évaluations de type 
0 – 10, 40 % des domaines pour les évaluations de type 1 – 4 
et environ 81 % des domaines pour les évaluations de 
type 1 – 3 ou 1 – 2. 

La figure 4 donne les corrélations observées et la 
fonction ajustée C4 pour un exemple de paire de questions 
pour chacune des dix combinaisons de type de question, 
représentant les 595 paires de questions distinctes. Pour 
illustrer les modèles de corrélation ajustés, nous rajustons 
les corrélations observées et ajustées sur la moyenne de 
l’une des questions et représentons graphiquement les 
valeurs résultantes dans un espace bidimensionnel. Nous 
répétons le processus pour l’autre question, ce qui nous 
donne deux tracés pour chaque corrélation. 

La figure 4 illustre la relation généralement faible entre 
les corrélations et les moyennes des questions observées aux 
tableaux 5 et 6. L’analyse de ces deux tableaux révèle que la 
relation entre la corrélation et le résultat moyen est plus 
faible pour les questions comportant un petit nombre de 
catégories et pour les corrélations de questions de différents 
types. En particulier, les évaluations numériques à échelle 
0 – 10 sont le seul groupe pour lequel il existe une relation 
claire corrélation-moyenne. 

Bien que les courbes ajustées pour les fonctions de 
corrélation soient presque plates, la variation des estimations 
des paramètres sous le modèle C4 pour 4α  sont grandes et 
évoquent une instabilité. La très forte variabilité des 
estimations des paramètres est une conséquence de la 
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colinéarité entre les prédicteurs dans le modèle C4. Dans de 
nombreux cas, la valeur estimée de 4α  contrebalance les 
estimations des paramètres des prédicteurs linéaires, ce qui 
donne une courbe ajustée pratiquement plate.  
4.4 Fonctions de différence de moyennes  

La différence ijhD ,
ˆ  semble ne dépendre ni de la 

moyenne marginale ni de son carré, ce qui implique qu’un 
modèle analogue à V3 pourrait être approprié. Cependant, 
comme ijhD ,

ˆ  est habituellement suffisamment faible pour 
que jihijh DD ,,

ˆˆ  ait un effet minime sur (16), nous ajustons 
un modèle constant.  
4.5 Estimateur composite  

Le tableau 7 donne les valeurs moyennes, calculées sur 
l’ensemble des questions (ou paires de questions) de même 
type, des quantiles de la distribution des poids /2

hσ  
)( 22

hσ+τ  pour l’estimation fondée sur un modèle utilisée 
dans l’estimateur composite de la section 3.5. La proportion 
de domaines pour lesquels l’erreur-type des prédictions 
fondées sur un modèle est plus faible que celle des 
estimations directes est également présentée. Comme nous 
l’avons mentionné plus haut, les prédictions fondées sur un 

modèle ont plus de poids dans les estimations composites de 
la variance que dans celles des corrélations. La médiane 
moyenne (sur les questions ou les paires de questions) des 
poids de l’estimateur fondé sur un modèle varie de 0,892 à 
1,000 pour les variances, de 0,256 à 0,709 pour les 
corrélations de questions de même type, et de 0,468 à 0,738 
pour les corrélations de questions de types différents. En 
outre, tant pour les variances que pour les corrélations, le 
poids des prédictions fondées sur un modèle est plus 
important pour les questions comportant un petit nombre de 
catégories de réponses. Par exemple, les poids médians de 
l’estimateur fondé sur un modèle sont de 0,256, 0,468, 
0,540 et 0,647 sur les estimations composites des 
corrélations quand les évaluations numériques de type 0 – 10 
sont appariées aux évaluations de type  0 – 10, 1 – 4, 1 – 3 et 
1 – 2, respectivement. Cependant, même pour les paires 
d’évaluation numérique à échelle 0 – 10, pour lesquelles 
l’erreur d’échantillonnage de l’estimateur direct n’est 
supérieur à l’erreur de modélisation que pour 3,81 % de 
domaines, ces résultats indiquent que le poids médian de 
l’estimateur fondé sur un modèle est de 0,256, valeur non 
triviale. 
 

Tableau 5 
Diagnostics d’ajustement de modèle pour les fonctions de corrélation pour les questions de même type, moyenne  

sur les paires de questions de même type 
 

Échelle d’évaluation 0 – 10 1 – 4 1 – 3 1 – 2 
Variation d’échantillonnage 0,0124 0,0178 0,1482 0,0325 
 ModErr 2R ModErr 2R ModErr 2R ModErr 2R
Modèle C1 0,060 0,000 0,028 0,000 0,112 0,000 0,018 0,000 
Modèle C2 0,060 0,013 0,025 0,070 0,103 0,048 0,017 0,014 
Modèle C3 0,057 0,039 0,024 0,079 0,102 0,054 0,017 0,018 
Modèle C4 0,047 0,150 0,023 0,100 0,100 0,068 0,016 0,029 
Modèle C5 0,044 0,151 0,023 0,105 0,096 0,080 0,015 0,034 

Prob(ModErr < Variation d’échantillonnage) 
Modèle C1 0,033 0,339 0,461 0,788 
Modèle C2 0,033 0,400 0,498 0,795 
Modèle C3 0,034 0,411 0,502 0,796 
Modèle C4 0,038 0,435 0,516 0,799 
Modèle C5 0,065 0,440 0,530 0,802 

Voir le tableau 1 pour une description des questions de type 0 – 10, 1 – 4, 1 – 3 et 1 – 2, et le tableau 3 pour une explication des  
en-têtes  de colonne.  

Tableau 6 
Diagnostics d’ajustement de modèle pour les fonctions de corrélation pour C4 selon  

le type de question. Moyenne sur les questions de même type. 
 

Type 0 – 10 1 – 4 1 – 3 1 – 2 
 ModErr 2R  ModErr 2R  ModErr 2R  ModErr 2R
0 – 10 0,047 0,149 0,021 0,104 0,040 0,094 0,013 0,059
1 – 4   0,023 0,100 0,038 0,076 0,013 0,039
1 – 3     0,100 0,068 0,028 0,031
1 – 2      0,016 0,029
Prob(ModErr < Variation d’échantillonnage) 
0 – 10 0,038 0,358 0,523 0,784 
1 – 4   0,435 0,605 0,790 
1 – 3    0,516 0,827 
1 – 2     0,799 

Voir le tableau 1 pour une description des questions de type 0 – 10, 1 – 4, 1 – 3 et 1 – 2, et le 
tableau 3 pour une explication des en-têtes de colonne. 
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Figure 4. Fonctions de corrélation pour une paire de questions pour chaque combinaison  
d’échelle d’évaluation.  

Nota : Les tracés pour chaque question intervenant dans la corrélation sont côte à côte. 
Consulter la figure 3 pour une description du contenu et des axes du tracé.  

Tableau 7 
Distribution des poids pour la composante fondée sur un modèle de l’estimateur composite, 

moyenne sur les questions de même type 
 

Modèle Type de question Prob(ModErr < Quantiles 
 1 2 Variation 

d’échantillonnage) 
   10 %  Médiane  90 % 

Variance 0 – 10 – 0,981 0,778 0,892 0,948 
 1 – 4 – 0,983 0,948 0,966 0,974 
 1 – 3 – 0,996 1,000 1,000 1,000 
Corrélation 0 – 10 0 – 10 0,038 0,141 0,256 0,335 
 0 – 10 1 – 4 0,358 0,301 0,468 0,562 
 0 – 10 1 – 3 0,523 0,357 0,540 0,654 
 0 – 10 1 – 2 0,784 0,531 0,695 0,767 
 1 – 4 1 – 4 0,435 0,324 0,497 0,591 
 1 – 4 1 – 3 0,605 0,404 0,587 0,699 
 1 – 4 1 – 2 0,853 0,584 0,738 0,805 
 1 – 3 1 – 3 0,516 0,349 0,540 0,675 
 1 – 3 1 – 2 0,827 0,584 0,737 0,817 
 1 – 2 1 – 2 0,799 0,541 0,709 0,780 

 

 La distribution des poids est résumée au moyen des 10e, 50e et 90e centiles. Voir le tableau 3 pour la définition de ModErr. 
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4.6 Prédiction conjointe  
Comme nous avons modélisé indépendamment les corré-

lations pour chaque question, nos matrices de corrélations 
ajustées ne satisfont pas nécessairement la contrainte de 
définie positive, qui peut être importante pour les inférences 
multivariées. Dans le cadre de travaux supplémentaires, 
nous avons déterminé qu’à condition de limiter l’analyse 
multivariée aux questions de même type, les corrélations 
ajustées d’après les modèles C2 et C4 donnent des estima-
tions définies positives des matrices de corrélation pour 
presque tous les domaines. Cependant, pour les analyses 
portant sur des questions de types différents (par exemple, 
les questions à échelle numérique 0 – 10 et les questions à 
réponse oui/non 1 – 2), les prédictions fondées sur C4 
donnent des matrices de corrélations qui sont indéfinies 
pour de nombreux domaines, tandis que celles fondées sur 
C2 sont plus stables et donnent presque systématiquement 
des matrices définies positives. Ceci donne à penser que, si 
C4 peut être légèrement supérieur en ce qui concerne 
l’ajustement du modèle univarié, C2 pourrait être plus 
approprié pour l’inférence multivariée. 

Un moyen de contourner le problème des matrices de 
corrélations prédites indéfinies consiste à utiliser une 
moyenne pondérée de la matrice de corrélations prédite 
pour un domaine et de la matrice de corrélations moyenne 
estimée (MCME) sur l’ensemble de domaines. Nous pou-
vons construire la MCME par pondération des estimations 
directes (chacune étant au moins semi-définie positive) par 
la taille totale de l’échantillon pour chaque domaine. Puis, 
nous remplaçons toute matrice de corrélations prédite indé-
finie par la moyenne pondérée de la matrice de corrélations 
prédite et de la MCME, en accroissant le poids utilisé pour 
chaque domaine jusqu’à ce que nous obtenions une matrice 
définie positive. Comme pour un estimateur bayésien empi-
rique, ce processus stabilise les estimations en réduisant 
effectivement les coefficients du modèle vers ceux d’un 
modèle plus simple (constant). 

Lors de l’analyse simultanée des 35 questions de la 
CAHPS, la MCME avait un poids moyen sur l’ensemble 
des domaines de 0,65 pour le modèle C4, mais de 0,01 
seulement pour le modèle C2, puisque les corrélations 
prédites sous C2 sont habituellement définies positives. Lors 
de l’analyse des questions de type 0 – 10, 1 – 4 ou 1 – 3 
seulement, la MCME avait un poids moyen de 0,28 et de 
0,00 pour C4 et C2, respectivement, tandis que lors de 
l’analyse des questions de type 0 – 10 ou 1 – 4 seulement, les 
poids moyens correspondants étaient de 0,06 et de 0,00. 
Lors de l’analyse de divers types de questions séparément, 
le poids moyen de la MCME avec le modèle C4 était de 
0,00 pour les questions de type 0 – 10 ou 1 – 4, de 0,01 pour 
les questions de type 1 – 3 et 0,17 pour les questions de type 
1-2. La MCME n’est donc pas nécessaire pour analyser les 

questions de type 0 – 10 ou 1 – 4, parce que les matrices de 
corrélations prédites sont définies positives pour chaque 
domaine. 

 
5. Conclusion  

Nous présentons la méthodologie pour estimer les 
fonctions de variance et de covariance pour les moyennes de 
domaine de questions d’enquête ordonnées. Notre métho-
dologie peut également s’appliquer aux questions d’enquête 
comportant une échelle de mesure continue. Nous 
présentons une décomposition de l’erreur de modélisation 
qui permet de séparer la variation due à l’échantillonnage de 
celle due à l’ajustement du modèle. La décomposition 
permet aussi d’éviter le surajustement du modèle, parce 
qu’elle estime la proportion de la variation des données qui 
peut être modélisée et, donc, le moment où les prédicteurs 
courants suffisent. 

La procédure d’ajustement des modèles de variance et de 
corrélation est la même que les données contiennent ou non 
des enchaînements structurés de questions. L’exposé analy-
tique de la section 3.3 montre que, s’il existe des enchaîne-
ments de questions, il faut connaître les différences 
moyennes entre les questions selon la situation de réponse à 
d’autres questions afin d’estimer la covariance d’échan-
tillonnage. Cependant, nous soutenons que ces quantités ont 
vraisemblablement un effet minime sur les résultats et que, 
par conséquent, on pourrait utiliser un modèle constant, 
argument qui est appuyé par nos résultats empiriques. 

Une fonction de variance quadratique dont la valeur est 
contrainte d’être nulle pour l’évaluation maximale et un 
modèle pour les corrélations transformées comportant le 
produit, mais non le carré des moyennes sont les meilleurs 
prédicteurs des estimations directes dans l’application que 
nous avons choisie comme exemple. En général, les 
erreurs-types des estimations modélisées de la variance sont 
beaucoup plus faibles que celles des estimations directes; 
toutefois, il n’en est pas ainsi des estimations des corré-
lations. Il est intéressant et rassurant de constater que notre 
fonction de variance quadratique peut être exprimée sous la 
forme du modèle de variance relative très répandu de 
Wolter (1985). 

Pour nos données ordonnées, les évaluations moyennes 
de domaine contiennent des informations minimales 
concernant la corrélation entre les évaluations. Donc, la 
relation moyenne-covariance est principalement un artefact 
de la relation moyenne-variance. Cependant, pour les 
questions comportant un grand nombre de catégories de 
réponse, l’association entre les corrélations et les résultats 
moyens pour les questions de même type est plus forte, 
surtout pour les paires de questions à échelle 0 – 10. À part 
les évaluations de type 0 – 10 et, éventuellement, celles de 
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type 1 – 4, les corrélations pourraient tout aussi bien être 
modélisées par des constantes, ce qui permet aussi de 
garantir plus facilement le caractère défini positif de la 
matrice de corrélations prédite. Cependant, il est important 
que les paramètres du modèle de corrélation puissent varier 
selon la paire de questions. 

Un estimateur composite, résultant de la combinaison 
pondérée des estimateurs direct et fondé sur un modèle 
proportionnellement à leur précision, a une variance plus 
faible que l’un et l’autre estimateur pris individuellement, 
surtout quand les composantes ont des poids presque égaux. 
L’estimateur fondé sur un modèle est celui dont l’influence 
sur les estimations pour les petits domaines pour lesquels 
ont dispose de peu d’information est la plus forte. L’in-
fluence de l’estimateur fondé sur un modèle est, par ordre 
décroissant d’importance, la plus forte sur les estimations de 
la variance, les corrélations des questions de même type et, 
enfin, les corrélations des questions de types différents. Les 
estimateurs fondés sur un modèle et les estimateurs com-
posites peuvent les uns et les autres êtres calés (ajustement 
par le quotient) de sorte que les moyennes sur l’ensemble 
des domaines concordent avec les estimations directes, bien 
que cela n’ait pas été nécessaire dans notre exemple. 

Les fonctions de variance et de covariance généralisées 
(FVCG) ont plusieurs applications dans nos travaux de 
recherche en cours. Nous élaborons des méthodes fondées 
sur la quasi-vraisemblance d’estimation des matrices de 
covariance pour les moyennes de domaines des questions 
ordonnées d’enquête, avec représentation de la covariance 
de deuxième niveau (structurelle) au moyen d’un modèle 
hiérarchique (O’Malley et Zaslavsky 2004). Les modèles de 
FVCG sont nécessaires pour obtenir des estimations des 
variances et des covariances d’échantillonnage, ainsi que 
pour modifier ces estimations lorsque les moyennes sont 
réestimées durant la procédure d’ajustement de modèle. Si 
la variabilité d’échantillonnage des estimations des FVCG 
est minimale parce que le nombre de domaines est grand, 
les variances et les covariances prévues des FVCG peuvent 
être considérées comme étant connues. Cependant, si 
l’erreur d’échantillonnage des estimations fondées sur les 
FVCG est importante, il convient d’utiliser un modèle 
permettant à ces erreurs de se propager tout au long de 
l’analyse. Dans le cadre de travaux connexes, Fay et Train 
(1997) ont utilisé un modèle binomial avec un effet de plan 
pour chaque domaine dans l’estimation bayésienne empi-
rique des taux binomiaux. Notre étude étend cette approche 
à l’estimation multivariée et à des formats de réponse plus 
généraux. 

Une autre application des FVCG est le calcul des esti-
mations de la variance pour les combinaisons linéaires de 
moyennes de question afin de faciliter l’estimation de la 
variance de scores composites, comme ceux utilisés dans la 

publication des résultats de la CAHPS. Les méthodes 
décrites à la section 2 sont applicables à l’estimation de la 
variance de toute fonction de totaux, y compris les fonctions 
de moyennes, d’autres ratios ou des coefficients de 
régression. 

La méthodologie des FVCG peut être étendue de plu-
sieurs façons. Outre les mesures sommaires des résultats, les 
fonctions de variance et covariance généralisées (FVCG) 
peuvent dépendre d’autres variables indépendantes, en 
particulier celles qui prédiraient mieux les corrélations. 
Nous avons considéré des variables résumant les profils de 
réponse, comme la proportion de répondants dans un 
domaine, mais celles-ci n’ont pas amélioré le modèle. Les 
FVCG pourraient aussi être étendues à l’échantillonnage à 
plusieurs degrés. 
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Modèles spatio-temporels pour l’estimation pour petits domaines  

Bharat Bhushan Singh, Girja Kant Shukla et Debasis Kundu 1 

Résumé 
Nous proposons un modèle de régression spatial dans un cadre général de modèles à effets mixtes pour résoudre le problème 
de l’estimation pour petits domaines. L’utilisation d’un paramètre d’autocorrélation commun à l’ensemble de petits 
domaines permet de produire de meilleures estimations pour petits domaines. Ce paramètre s’avère fort utile dans les cas où 
l’utilisation de variables exogènes améliore peu ces estimations. Nous élaborons également une approximation de deuxième 
ordre de l’erreur quadratique moyenne (EQM) du meilleur prédicteur linéaire sans biais empirique (MPLNBE). En suivant 
l’approche des filtres de Kalman, nous proposons un modèle spatio-temporel. Dans ce cas également, nous obtenons une 
approximation de deuxième ordre de la EQM du MPLNBE. À titre d’étude de cas, nous utilisons les données de la série 
chronologique sur les dépenses de consommation mensuelles par habitant (DCMH) provenant de la National Sample Survey 
Organisation (NSSO) du ministère de la Statistique et de la Mise en œuvre des programmes du gouvernement de l’Inde pour 
valider les modèles. 
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1. Introduction  
La planification au niveau local nécessite des données 

fiables de niveau approprié. La réalisation de recensements 
complets ou de grandes enquêtes par sondage auprès d’un 
échantillon de taille adéquate est coûteuse et longue. Les 
recensements sont généralement réalisés une fois tous les 
dix ans, tandis que les enquêtes par sondage sont souvent 
planifiées pour fournir des estimations à un niveau 
beaucoup plus élevé d’agrégation. L’une de ces grandes 
enquêtes par sondage est l’enquête socioéconomique de la 
National Sample Survey Organisation (NSSO). Ici, les 
estimations par sondage directes sont disponibles au niveau 
du petit domaine (district), car la plupart des districts repré-
sentent une strate dans la procédure d’échantillonnage 
adoptée par la NSSO. Cependant, ces estimations sont très 
peu fiables, à cause d’erreurs-types inacceptablement 
grandes. Il est donc nécessaire de les renforcer à l’aide 
d’information provenant de petits domaines semblables ou 
de variables exogènes avec lesquelles un lien peut être 
établi, faciles à obtenir et reliées à la variable étudiée. 

Diverses approches fondées sur un modèle ont été pro-
posées pour améliorer les estimateurs directs. L’approche 
fondée sur un modèle facilite la validation au moyen de 
données d’échantillon. Le modèle simple caractéristique du 
domaine qui est proposé est le modèle à deux degrés de Fay 
et Herriot (1979). 

,)|(Var,0)|(, 2
iiiiiiii Ey σ=θε=θεε+θ=  (1.1) 

.,,2,1,)(Var,0)(, 2 mivvEzvX viiii
T
ii K=σ==+β=θ (1.2) 

 

Ici, les iy  sont des estimateurs directs par sondage des 

iθ  des caractéristiques étudiées. Les iθ  peuvent être les 
moyennes de petit domaine dans la population. Les  =iX  

T
ipi XX ),,( 1 K  sont des variables exogènes qui sont 

disponibles et que l’on suppose être étroitement liées aux iθ  
et les ,iz  sont des constantes positives connues. )1( ×β p  
est le vecteur des paramètres de régression. 

La première équation (1.1) est le modèle fondé sur le 
plan de sondage, tandis que la deuxième (1.2) est le modèle 
de lien. Les iε  sont les erreurs d’échantillonnage. Les esti-
mateurs iy  sont sans biais par rapport au plan de sondage et 
les variances d’échantillonnage 2

iσ  sont connues. En outre, 
les iε  et les iv  sont des variables aléatoires indépendantes 
et de même loi (iid). On suppose souvent que les erreurs et 
les effets aléatoires suivent une loi normale. Pour ce modèle, 
nous proposons le meilleur prédicteur linéaire sans biais 
(MPLNB) selon le modèle du meilleur estimateur linéaire 
sans biais (MELB). L’estimation est convergente par 
rapport au plan et sans biais par rapport au modèle (Ghosh 
et Rao 1994). Il s’agit typiquement de la moyenne pondérée 
de l’estimateur par sondage direct iy  et de l’estimateur 
synthétique par la régression .βT

iX  L’estimateur MPLNB 
dépend de la composante de la variance 2

vσ  qui est 
inconnue dans les applications pratiques. Diverses méthodes 
d’estimation des composantes de la variance 2

vσ  dans le 
modèle linéaire à effets mixtes général existent (Cressie 
1992). En remplaçant 2

vσ  par un estimateur asymptotique-
ment convergent ,ˆ 2

vσ  nous obtenons également un meilleur 
prédicteur linéaire sans biais empirique (MPLNBE). 
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Dans le contexte de l’Inde, le principal problème que 
posent les données est l’absence de données de registre 
administratives ou de l’état civil au niveau du petit domaine. 
Souvent, il est difficile de trouver des variables exogènes 
étroitement liées à la variable étudiée (coefficient de 
corrélation multiple ).5,02 >R  

Dans le présent article, nous envisageons l’exploitation 
d’une autocorrélation spatiale entre les petits domaines sous 
la forme d’un modèle spatial afin d’améliorer les estima-
teurs pour petits domaines. En outre, pour les données 
chronologiques, nous utilisons un modèle spatio-temporel 
du genre filtres de Kalman pour améliorer encore davantage 
les estimateurs. Nous étudions les données chronologiques 
sur les dépenses de consommation mensuelles par habitant 
(DCMH) estimées d’après une grande enquête par sondage 
réalisée par la National Sample Survey Organisation 
(NSSO). Dans le présent article, nous proposons des mo-
dèles appropriés dans le cadre du modèle linéaire à effets 
mixtes afin d’obtenir de meilleurs estimateurs des DCMH 
au niveau du petit domaine. 

La présentation de la suite de l’article est la suivante. À la 
section 2, nous considérons un modèle spatial du genre du 
modèle linéaire à effets mixtes général avec introduction 
d’une autocorrélation spatiale entre les petits domaines. 
Nous présentons le meilleur prédicteur linéaire sans biais 
(MPLNB) et le meilleur prédicteur linéaire sans biais empi-
rique (MPLNBE) des effets mixtes. Nous obtenons égale-
ment une approximation de deuxième ordre de l’erreur 
quadratique moyenne (EQM) du MPLNBE et de l’esti-
mateur de l’EQM. À la section 3, nous décrivons l’exten-
sion du modèle spatial aux séries chronologiques sous la 
forme d’un modèle spatio-temporel, suivant l’approche des 
filtres de Kalman. Nous discutons du MPLNB et du 
MPLNBE des effets mixtes, ainsi que d’une approximation 
de deuxième ordre de l’EQM du MPLNBE et de 
l’estimateur de l’EQM. À la section 4, nous présentons et 
analysons les estimations des DCMH provenant d’une 
grande enquête par sondage réalisée périodiquement en 
Inde. Enfin, à la section 5, nous présentons les conclusions 
de l’analyse des données. Toutes les preuves sont données 
en annexe. 

 
2. Modèle spatial  

Habituellement, les caractéristiques des petits domaines 
présentent une dépendance spatiale en ce qui concerne les 
similarités de quartier. Cressie (1990) a utilisé la dépen-
dance spatiale conditionnelle pour les effets aléatoires dans 
le contexte de l’ajustement du sous-dénombrement au 
recensement. Ici, nous utilisons une dépendance spatiale 
simultanée (Cliff et Ord 1981) pour les effets aléatoires, qui 
présente certains avantages par rapport à la dépendance 

conditionnelle (Ripley 1981). Nous essayons donc de rendre 
compte d’une partie de l’erreur aléatoire non expliquée par 
les variables indépendantes afin d’améliorer les estimateurs 
par sondage directs. Le modèle proposé est un modèle à 
trois degrés caractéristique du domaine (Ghosh et Rao 
1994). 

),,0(~, RNy mεε+θ=  (2.1) 

,uX +β=θ  (2.2) 

),,0(~, 2 INvvuWu vm σ+ρ=  (2.3) 

où θ  est un vecteur de dimension m (correspondant au 
nombre de petits domaines) pour la caractéristique étudiée 
et y est son estimateur par sondage direct obtenu au moyen 
de données recueillies auprès d’un petit échantillon. Dans le 
modèle susmentionné, la première équation (2.1) montre le 
modèle fondé sur le plan de sondage (échantillonnage), la 
deuxième (2.2) montre le modèle de régression et la 
troisième (2.3), le modèle spatial sur les résidus, les deux 
dernières étant liées dans la première équation. Le modèle 
susmentionné peut s’exprimer sous la forme 

,)(, 1−ρ−=ε++β= WIZvZXy  (2.4) 

où )( pmX ×  est la matrice d’expérience de plein rang 
colonne p, )1( ×β p  est un vecteur-colonne de paramètres 
de régression et )( mmZ ×  représente les coefficients des 
effets aléatoires v. )( mmW ×  est une matrice de poids 
spatiaux connue qui montre le degré d’interaction dans toute 
paire de petits domaines. Les éléments de ][ ijWW ≡  avec 

iWii ∀= 0  peuvent dépendre de la distance entre les 
centres des petits domaines ou de la longueur de leur 
frontière commune. À titre de solution de rechange simple, 
elle peut avoir des valeurs binaires 1=ijW  (non éche-
lonnées) si le ej  domaine est physiquement contigu au ei  
domaine et ,0=ijW  autrement. Nous avons normalisé la 
matrice de façon qu’elle satisfasse 11 =∑ = ij

m
j W  pour 

.,,2,1 mi K=  La constante ρ  est une mesure du niveau 
global d’autocorrélation spatiale et sa grandeur reflète la 
mesure dans laquelle W est appropriée sachant y et X. En 
outre, nous supposons que v et ε  sont indépendantes l’une 
de l’autre. R est une matrice diagonale d’ordre m que l’on 
peut exprimer sous la forme ),,,(diag 22

2
2

mlR σσσ= K  où 
les 2

iσ  sont les variances d’échantillonnage connues corres-
pondant au ei  domaine. Le vecteur de paramètres 

T
v ],[ 2σρ=ψ  contient deux éléments. 

Ce modèle est renforcé par l’emprunt de données à des 
petits domaines similaires grâce à deux paramètres 
communs, c’est-à-dire le paramètre de régression β  et le 
paramètre d’autocorrélation .ρ  Notons que le présent 
modèle est plus général et qu’il permet d’obtenir le modèle 
de Fay et Herriot (1979) en prenant .0=ρ  

En adoptant l’approche du modèle linéaire à effets mixtes 
(Henderson 1975), nous pouvons obtenir le meilleur 
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prédicteur linéaire sans biais (MPLNB) et ZvX +β=θ  et 
l’erreur quadratique moyenne (EQM) du MPLNB comme 
suit 

),(ˆ)()()(

)](ˆ[)()(ˆ)(ˆ

1112 ψβψΣ+ψΣψσ=

ψβ−ψΛ+ψβ=ψθ
−−− XRyA

XyX

v

 
(2.5)

 

),()(]))(ˆ)()(ˆ[(

])(ˆEQM[

21 ψ+ψ=θ−ψθθ−ψθ

=ψθ

ggE T
 

(2.6)
 

,)()()( 1
1 RRRRg ψΣ−=ψΛ=ψ −  (2.7) 

,)())(()()( 1111
2 RXXXXRg TT ψΣψΣψΣ=ψ −−−−  (2.8) 

).()()(),()()(

,)()(

,)(])([)(ˆ

112

12

111

WIWIAA

RA

yXXX

T
v

v

TT

ρ−ρ−=ψψΣψσ=ψΛ

+ψσ=ψΣ

ψΣψΣ=ψβ

−−

−

−−−

 

Ici Σβ,ˆ  et A sont tous des fonctions de ψ  et sont 
habituellement exprimés sous la forme )(),(ˆ ψΣψβ  et 

)(ψA , respectivement. Cependant, dans certains cas, pour 
abréger, le suffixe ψ  est omis. Le premier terme, )(1 ψg , 
dans l’expression de l’EQM, montre la variabilité de θ̂  
quand tous les autres paramètres sont connus et est d’ordre 

).1(O  Le deuxième terme, ),(2 ψg  dû à l’estimation des 
effets fixes ,β  est d’ordre )( 1−mO  pour les grandes valeurs 
de m. En outre, avec ,0=ρ  le modèle susmentionné se 
réduit au modèle de régression linéaire à effets mixtes 
standard, tandis que, pour ,μ=βX  nous obtenons un 
schéma purement spatial avec un terme d’ordonnée à 
l’origine uniquement. 

En pratique, le paramètre ψ  est inconnu et estimé 
d’après les données. Nous obtenons l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance (EMV) du paramètre ψ  en maxi-
misant la fonction de log-vraisemblance de ψ  suivante 

])(ˆ[)(])(ˆ[ 
2

1

]|)([|log 
2

1
const

1 ψβ−ψΣψβ−−

ψΣ−=

− XyXy

l

T

 
(2.9)

 

par rapport au paramètre .ψ  Nous obtenons le meilleur 
prédicteur linéaire sans biais empirique (MPLNBE), )(ˆ ψθ  
et l’estimateur naïf de l’EQM d’après les équations (2.5) et 
(2.6), respectivement, en remplaçant le vecteur de para-
mètres ψ  par son estimateur .ψ̂  

),ˆ(ˆ)ˆ()ˆ()ˆ()ˆ(ˆ 1112 ψβψΣ+ψΣψσ=ψθ −−− XRyAv  (2.10) 

).ˆ()ˆ()ˆ(et

)ˆ(ˆ)ˆ(où

),ˆ()ˆ()]ˆ(ˆEQM[
12

21

WIWIA

RA

gg

T

v

ρ−ρ−=ψ

+ψσ=ψΣ

ψ+ψ=ψθ
−  

(2.11)

 

Cette expression de la EQM du MPLNBE sous-estime 
gravement la EQM réelle, car nous n’avons pas tenu compte 

de la variabilité due à l’estimation des paramètres d’après 
les données. Nous obtenons une approximation de deuxième 
ordre de  ])ˆ(ˆEQM[ ψθ  dans le cas où ψ̂  est l’estimateur du 
maximum de vraisemblance (EMV) ou l’estimateur du 
maximum de vraisemblance restreint (EMVR) de ψ , en 
supposant que la valeur de m est grande et en négligeant 
tous les termes d’ordre ),( 1−mo  sous les conditions de 
régularité qui suivent. Nous avons calculé l’approximation 
en nous inspirant des méthodes de Prasad et Rao (1990) et 
de Datta et Lahiri (2000) qui sont de nature heuristique.  
Conditions de régularité 1  
a) Les éléments de X sont bornés uniformément de sorte 

que ,])([)(1
pp

T mOXX ×
− =ψΣ  où 12[)( −σ=ψΣ Av  

];)( R+ψ   
b) m est fini;  
c) ,])1([)( pmOX ×=ψΛ  ,])1([)])/()([( pmd OX ×=ψ∂ψΛ∂  

mmed O ×=ψ∂ψ∂ψΛ∂ ])1([)])/()([( 2  pour ;2,1, =ed   
d) ψ̂  est l’estimateur de ψ  qui satisfait =ψ−ψ̂  

p
p RhyxhyyymO ∈∀ψ=+ψψ=−ψ− )(ˆ)(ˆ),(ˆ)(ˆ),( 2/1  et 
.y∀   

Ces conditions de régularité sont satisfaites dans ce cas. 
La forme normalisée spéciale de la matrice de poids W 
satisfait la condition (c) pour 1|| <ρ , car elle ne contient 
qu’un nombre fini d’éléments non nuls et la somme des 
lignes est égale à 1. Il convient de mentionner ici que la 
matrice 112 −− Σσ Av  contient un nombre fini d’éléments non 
nuls et que l’ordre de ),(, WIW ρ−  1,),( −ΣΣρ− WIW  ou 
toute combinaison additive ou multiplicative de ces entités 
et de leurs dérivées mentionnées à la condition (c) 
n’augmente pas. En outre l’EMV et l’EMVR satisfont la 
condition (d). Nous montrons au théorème A.1 qu’une 
approximation de deuxième ordre de l’EQM du MPLNBE 
est 

).()( )()(

]))ˆ(ˆ)()ˆ(ˆ[)]ˆ(ˆ[EQM
1

321
−+ψ+ψ+ψ=

θ−ψθθ−ψθ=ψθ

moggg

E T

 
(2.12)

 

Ici, le troisième terme )(3 ψg  provient de l’estimation du 
vecteur de paramètres inconnu provenant des données 
d’échantillon et est de même ordre )( 1−mO  que ).(2 ψg  En 
outre, )(3 ψg  peut s’exprimer sous la forme 

),(])()([)()(
1

3 ψψΣ⊗ψψ=ψ
−

ψ LILg T  (2.13) 
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est la matrice d’information et ⊗  représente le produit de 
Kronecker. En outre, )(3 ψg  peut aussi s’écrire 

)).(()(où

)()()()()(
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1

2

1
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ψ≡ψ

ψψψΣψ=ψ

−−
ψ

−

==
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ed

ed

II

ILLg
 

(2.14)
 

En pratique, il est courant d’estimer l’EQM du MPLNBE 
en remplaçant les paramètres inconnus, y compris les 
composantes de la variance, par leurs estimateurs respectifs. 
Cette méthode peut donner lieu à une sous-estimation grave 
de l’EQM réelle (Prasad et Rao 1990; Singh, Stukel et 
Pfeffermann 1998). Nous obtenons l’estimateur de l’EQM 
du MPLNBE au théorème A.2 en annexe pour une grande 
valeur de m, en négligeant tous les termes d’ordre ).( 1−mo  
Par conséquent, nous avons les expressions 

),()()]ˆ()ˆ()ˆ()ˆ([ 1
15431

−+ψ=ψ−ψ−ψ+ψ mogggggE  (2.15) 

),()()]ˆ([et
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1
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−
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+ψ=ψ
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(2.16)
 

et, enfin, l’estimateur de l’EQM de )ˆ(ˆ ψθ  sous la forme 

).()]ˆ(ˆEQM[))]ˆ(ˆ[eqm(où

),(])ˆ()ˆ()ˆ(2)ˆ()ˆ([

)]ˆ(ˆeqm[

1

1
54321

−

−

+ψθ=ψθ
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=ψθ

moE

moggggg  (2.17) 

De toute évidence, les termes supplémentaires, ),ˆ(3 ψg  
)ˆ(4 ψg  et )ˆ(5 ψg  sont les contributions dues à l’estimation 

du vecteur de paramètres inconnu ψ  au moyen de .ψ̂  Les 
expressions pour )(4 ψg  et )(5 ψg  jusqu’à l’ordre )( 1−mo  
sont données par 
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Ici, )(ψ̂ ψb  est le biais de ψ̂ , c’est-à-dire ψ−ψ)ˆ(E  
jusqu’à l’ordre )( 1−mo  et )/())(( 1 ψ∂ψ∂g  est une matrice 
partitionnée T

vg ])/())((,)))/((g[( 2
11 σ∂ψ∂ρ∂ψ∂  de dimen-

sions )2( mm×  ayant deux matrices de dimension mm ×  
dans une colonne. De la même façon, )/())(( 2 Tψ∂ψ∂ψΣ∂  
est une matrice partitionnée de dimension )22( mm ×  ayant 
deux partitions, en ce qui concerne les lignes et les colonnes, 
avec à l’intérieur, 2( ( )) /( ),d e∂ Σ ψ ∂ψ ∂ψ  une sous-matrice 
générale de dimensions mm × . ,)(Trace 2

1 ddd BB =∑=  où B 
est une matrice carrée partitionnée en sous-matrices carrées 

de dimensions semblables. En outre, )(4 ψg  et )(5 ψg  
peuvent aussi s’écrire 
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L’expression (2.17) donne la matrice de l’estimateur de 
l’EQM du MPLNBE, )ˆ(ˆ ψθ  et l’EQM des estimateurs sur 
petit domaine individuels est donnée par les éléments 
diagonaux respectifs. Nous pouvons obtenir des expressions 
similaires pour un modèle simple sans autocorrélation 
spatiale. Cependant, dans ce cas, 5 ( )g ψ  devient nulle. 

 
3. Modèle spatio-temporel  

À la présente section, nous utilisons des modèles d’es-
pace d’états, obtenus au moyen de filtres de Kalman, pour 
exploiter les données chronologiques, ainsi que le paramètre 
de régression commun et le paramètre d’autocorrélation 
commun en vue de renforcer les estimateurs par sondage 
directs en tout point dans le temps. Cette approche est 
particulièrement avantageuse dans le cas où les estimations 
par sondage antérieures sont plus fiables. Les modèles 
utilisés dans cette catégorie sont les suivants 

,)(),,0(, 1
ind

~ −ρ−=εε++β= WIZRNZvXy tmttttt  (3.1) 

ind
2

1 , (0, ) 1, 2, , et

et sont indépendantes l'une de l'autre.
~t t t t m v

t t

v kv N I t T−= + η η σ =
ε η

K

 (3.2)
 

 
Ici, les paramètres ont la signification habituelle décrite à 

la section précédente. La matrice de poids )( mmW ×  et les 
matrices d’expérience )( pmX t ×  sont connues, )( mmZ ×  
est une matrice de coefficients des effets aléatoires et ρ  est 
un coefficient d’autocorrélation inconnu. tR  est une matrice 
diagonale de dimension m qui peut être exprimée sous la 
forme ),,,(diag 22

2
2
1 mttttR σσσ= K , où les 2

itσ  sont les 
variances d’échantillonnage connues correspondant au ei  
petit domaine et au et  point dans le temps. β  est un vecteur 
inconnu d’effets fixes et T

v k],,[ 2σρ=ψ  est un vecteur de 
trois paramètres inconnus. Ces paramètres sont indé-
pendants du temps t. Il convient de souligner que les effets 
aléatoires tv  peuvent varier conformément à (3.2) et que k 
est un paramètre temporel autorégressif. Pour la station-
narité, .1|| <k  
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Les estimateurs des effets fixes et aléatoires et de la 
EQM de ces estimateurs sont obtenus par étape, en partant 
de l’hypothèse d’une approche par modèle linéaire à effets 
mixtes au temps ,1=t  et en prenant ),0(~ 2

1 INv vm σ  
(Sallas et Harville 1994). Sous la forme standard, nous 
écrivons le modèle comme suit 

,],[diag,, 1 mpttttttt kIITTUy =ζ+α=αε+α= −  (3.3) 

.],[],,[

],0[diag),,0(~ 2

T
ttttt

mvpmpt

vZXU

IQQN

β=α=

σ=ζ +
 

(3.4)
 

Ici, mI  et m0  sont la matrice unité et la matrice nulle de 
dimension m, et ],[diag mp kII  représente la matrice 

.
0

0
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

××

××

mmpm

mppp

kI

I
 

Si l’on suppose que β  est fixe, mais qu’il dépend du temps, 
le modèle ne change pas, sauf que ].,0[diag mp kIT =  

Les estimations initiales des effets tα  et de leur variance 
(basées sur 1=t ) sont obtenues comme suit 

,,
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12
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111
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11
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1
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111
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⎤
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−
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−
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ARH

XyHZyHXXHX TTT

 

1 1
11 1 1 1

2 1 1 1
12 21 1 1 1 1 1

2 4 1
22 1

4 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ,

( ) ( )

et ( )

( ) .

T

T T T

T
m

T T T

p p X H X

p m X H X X H Z

m m I Z H Z

Z H X X H X X H Z

− −

− − −
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−
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ν

Σ × =
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Les équations des filtres de Kalman récurrentes pour la 
mise à jour des estimateurs aux étapes subséquentes sont 

1|
1

1|1|

1|
1

1|1|

1|11|11|
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−
−
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−
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ΣΣ−Σ=Σ
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tttt
T
tttttt

ttttt
T
tttttt

T
ttttttttt

T
ttt

UHU

UyHU
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où les 1|ˆ −α tt  sont les estimateurs des effets tα  sachant les 
observations ],,,[ 121 −tyyy K  et les 1| −Σ tt  sont les erreurs 
quadratiques moyennes de .ˆ 1| −α tt  tH  représente la matrice 
des variances-covariances conditionnelle de ty  sachant 

].,,,[ 121 −tyyy K  À l’aide des équations de filtre 
récurrentes, nous pouvons obtenir le meilleur prédicteur 
linéaire sans biais (MPLNB) de ,ttt vZX +β=θ  et l’erreur 
quadratique moyenne (EQM) du MPLNB comme suit  

),()()(ˆ)(

])(ˆ)([) (

)(ˆ)()(ˆ
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1|
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ψψΛ+ψαψ=

ψαψ−ψ−=

ψαψ=ψθ
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−
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ttt

eU
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(3.5)

 

),()()()()]ˆ(ˆEQM[ 12 ψψΣψ=ψ=ψθ T
ttttt UUg  (3.6) 

1
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Soulignons que )(12 ψtg  est l’analogue spatial de 
).()( 21 ψ+ψ gg  Comme il est fréquent en pratique, le 

vecteur de paramètres ψ  est inconnu et ses estimateurs du 
maximum de vraisemblance restreint (EMVR) peuvent être 
obtenus en maximisant la fonction de log-vraisemblance 
suivante, d’après les données d’échantillon couvrant tous les 
points dans le temps. 
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(3.7)

 

en ce qui concerne le paramètre .ψ  À l’aide de l’équation 
qui précède, nous obtenons l’estimateur ψ̂ , et le MPLNBE 
de tθ  et l’estimateur naïf de l’EQM du MPLNBE sont 
donnés par 

),ˆ()ˆ()ˆ(ˆ)ˆ()ˆ(ˆ)ˆ()ˆ(ˆ
1| ψψΛ+ψαψ=ψαψ=ψθ − tttttttt eUU (3.8) 

).ˆ()ˆ()ˆ()ˆ(])ˆ(ˆ[EQM 12 ψψΣψ=ψ=ψθ T
ttttt UUg  (3.9) 

Comme nous l’avons expliqué plus haut à la section 2, 
l’EQM du MPLNBE sous-estime l’EQM réelle car elle ne 
tient pas compte de la variabilité due au remplacement des 
paramètres par leurs estimations. Au théorème A.3 en an-
nexe, nous obtenons une approximation de deuxième ordre 
de l’ ])ˆ(ˆEQM[ ψθt  pour une grande valeur de m et en 
négligeant tous les termes d’ordre ),( 1−mo  sous les condi-
tions de régularité qui suivent satisfaites par notre modèle. 
Ces conditions sont analogues aux conditions de 
régularité 1.  
Conditions de régularité 2  
a) Les éléments de TtX t ,,2,1, K=  sont bornés uni-

formément de sorte que =ψΣ −
tt

T
t XX )(1  ,])([ ppmO ×  

où ];)([)( 12
v tt RA +ψσ=ψΣ −   

b) m et T sont finis;  
c) =ψ∂ψψΛ∂=ψψΛ × )/())]()([(,])1([)()( dttpmtt UOU  

,1,])1([)/()])([(,])1([ 2 ==ψ∂ψ∂ψΛ∂ ×× tOO mmedtpm

 T,,2 K  et ;3,2,1, =ed   
d) ψ̂  est l’estimateur de ψ  qui satisfait =ψ−ψ̂  

),(ˆ)(ˆ),( 2/1 yymOp ψ=−ψ−  pRhyxhy ∈∀ψ=+ψ )(ˆ)(ˆ  
et ∀  y.  
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L’approximation de deuxième ordre de l’EQM du 
MPLNBE est 

.)()()(
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Ici, )(3 ψtg  est le biais dû à l’estimation des paramètres 
d’après des données d’échantillon qui est d’ordre )( 1−mO  et 
est donné par 
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En outre, 
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Sous une forme correcte, nous pouvons écrire )(3 ψtg  
comme suit 
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L’expression pour la matrice d’information intervenant ici 
peut être donnée par 
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Nous avons également obtenu l’estimateur de l’EQM du 
MPLNBE sous l’hypothèse d’une grande valeur de m et en 
négligeant tous les termes d’ordre )( 1−mo  dans le théo-
rème A.4 en annexe sous la forme 
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où )(),( 431 ψψ tt gg  et )(5 ψtg  sont donnés par 
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4. Analyse des données de la NSSO  

La National Sample Survey Organisation (NSSO) du 
ministère de la Statistique et de la Mise en œuvre des 
programmes (gouvernement de l’Inde) réalise de grandes 
enquêtes par sondage quinquennales (EQ) sur les dépenses 
de consommation des ménages et l’emploi, presque tous les 
cinq ans en Inde. Le champ d’observation de ces enquêtes 
compte plus de 100 000 ménages répartis entre plusieurs 
villages et îlots urbains. Afin de combler les lacunes 
statistiques entre les EQ successives, la NSSO réalise une 
enquête sur les dépenses de consommation (EDC) annuelle 
lors de presque chaque cycle (équivalant à une période de 
six mois ou d’un an). La série annuelle ne couvre que de 
10 000 à 30 000 ménages selon le nombre de villages et 
d’îlots urbains visés par l’enquête dans l’ensemble du pays. 
Chaque cycle de la NSSO porte généralement sur plus d’un 
thème. Chaque enquête annuelle porte sur un thème 
principal différent. Cependant, le questionnaire 1.0 de ces 
enquêtes est conçu en vue de recueillir des données sur les 
dépenses de consommation des ménages parmi d’autres 
caractéristiques de l’emploi. 

La NSSO utilise un plan d’échantillonnage stratifié à 
deux degrés, où les unités de premier degré sont les villages 
de recensement dans le secteur rural sélectionnés par échan-
tillonnage circulaire systématique avec probabilité propor-
tionnelle à la taille (PPT) et les unités de deuxième degré 
sont les ménages sélectionnés par échantillonnage circulaire 
systématique avec des points de départ aléatoires 
indépendants. L’Inde est subdivisée en États et les districts 
sont les unités administratives de deuxième degré dans les 
États. Les enquêtes annuelles et quinquennales diffèrent 
peu, à l’exception du fait que, normalement, dans la série 
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annuelle, l’enquête est réalisée auprès d’un petit échantillon 
comptant quatre ménages par unité de premier degré, tandis 
que dans la série quinquennale, l’enquête est réalisée auprès 
d’un échantillon de 10 à 12 ménages par unité de premier 
degré. À part cela, les enquêtes de la NSSO comportent 
deux échantillons, c’est-à-dire un échantillon central réalisé 
par les chercheurs de la NSSO et un échantillon d’État 
effectué par les autorités de l’État. En ce qui concerne la 
procédure d’estimation, les unités de premier degré sont 
sélectionnées sous forme de deux sous-échantillons indé-
pendants. L’estimation de la moyenne de population et de sa 
variance est calculée séparément d’après les deux sous- 
échantillons. La moyenne groupée =iy  2/)ˆˆ( 21 ii yy +  et 

4/)ˆˆ( 2
21 iii yyR −=  pour ,,,2,1 mi K=  où ii yy 21 ˆ,ˆ  sont 

les moyennes de sous-échantillon, estiment, respectivement, 
la moyenne de population et sa variance pour un district 
(petit domaine) particulier. Dans le cas du cycle 55, les 
unités de premier degré ont été sélectionnées sous la forme 
de huit sous-échantillons indépendants et l’estimation de la 
moyenne de population et celle de sa variance ont été 
calculées d’après ces sous-échantillons. Étant donné les 
problèmes que posent les estimations des iR  avec un degré 
de liberté, le iR  pour chaque petit domaine a été analysé et 
comparé au cours du temps. Toute valeur anormale de ,iR  a 
été lissée par calcul de la moyenne des iR  sur les points 
dans le temps voisins et, dans certains cas, sur les petits 
domaines avoisinants également. Les estimations par 
sondage iy  sont les estimations directes et les iR  lissés sont 
les éléments diagonaux de la matrice des variances- 
covariances d’échantillonnage R dans nos équations mo-
délisées (2.1), (2.4) et (3.1). 

Nous n’utilisons ici que les données provenant de 
l’échantillon central. Nous avons calculé les estimations des 
dépenses de consommation mensuelles par habitant 
(DCMH) et des erreurs-types (e.-t.) des estimateurs sous 
divers modèles à effets mixtes pour les 63 districts (petits 
domaines) ruraux d’un grand État de l’Inde, à savoir l’Uttar 
Pradesh. Nous avons utilisé les données provenant de six 
cycles de la NSSO, c’est-à-dire le cycle 50 (juillet 1993 à 
juin 1994), le cycle 51 (juillet 1994 à juin 1995), le cycle 52 
(juillet 1995 à juin 1996), le cycle 53 (janvier à 
décembre 1997), le cycle 54 (janvier à juin 1998) et le 
cycle 55 (juillet 1999 à juin 2000). De ceux-ci, les cycles 50 
et 55 sont fondés sur des enquêtes quinquennales. Les 
variables exogènes choisies pour être utilisées dans les 
modèles sont i) le nombre de ménages, ii) la superficie brute 
ensemencée et iii) la superficie nette ensemencée par 
habitant dans les district. Les données agricoles sont 
disponibles sur une base annuelle, tandis que les estimations 
des ménages et de la population ont été obtenues par une 
méthode d’interpolation d’après les données des recen-
sement décennaux de 1971, 1981 et 1991. Ces variables 

exogènes ont été sélectionnées par analyse des covariances 
parmi une foule de variables allant des variables du 
Recensement de 1991 à celles couvertes par les données 
annuelles sur l’agriculture. Nous avons examiné diverses 
matrices de poids, comme la longueur de la frontière 
commune entre deux districts, la distance entre les centres 
de district ou les poids binaires. Comme ces derniers 
donnent une estimation plus grande du coefficient d’auto-
corrélation spatiale, nous les avons utilisés pour poursuivre 
l’analyse présentée ici (après les avoir normalisés en rendant 
la somme des éléments de chaque ligne de la matrice des 
poids égale à un). Dans tout l’exercice, nous avons procédé 
à la maximisation de la fonction de log-vraisemblance et à 
l’estimation des paramètres par la méthode simplex de 
Nelder et Mead au moyen du logiciel MATLAB. 

Divers modèles à effets mixtes utilisés pour trouver des 
estimations améliorées des DCMH sont présentés au 
tableau 1. Les paramètres de ces modèles ont la signification 
habituelle mentionnée aux sections 2 et 3. En outre, dans le 
cas de chaque modèle, nous supposons que la variance 
d’échantillonnage R ou tR  (dans le cas du modèle tem-
porel) est connue.  

Tableau 1 
Modèles à effets mixtes 

 

Modèle – 1 Estimations directes  
Modèle – 2 Modèle de régression ε++β= vXy  
Modèle – 3 Modèle spatial ε++β= vZXy  
Modèle –3A Modèle spatial (ordonnées à 

l’origine) 
ε++μ= vZy  

Modèle – 4 Modèle de régression 
temporel 

ttttttt kvvvXy η+=ε++β= −1,  

Modèle – 5 Modèle spatio-temporel 
ttttttt kvvZvXy η+=ε++β= −1,  

 

  
Le tableau 2 présente les estimations du modèle de 

régression simple et des modèles spaciaux à effets mixtes. 
La valeur du coefficient de corrélation multiple 2R  entre les 
estimations des DCMH et les variables auxiliaires est 
également présentée pour chaque cycle. Les erreurs-types 
(e.-t.) des estimations des paramètres sont indiquées entre 
parenthèses. Notons que ),( 21 λλ=λ  est la statistique du 
test du rapport des vraisemblances (LRT pour likelihood 
ratio test) défini comme étant ,~log2 2

kL χ−  où L est le 
ratio entre les vraisemblances emboîtées et les valeurs 
hypothétiques des paramètres pour deux modèles 
concurrents sous diverses hypothèses, et k est la différence 
entre le nombre de paramètres sous les deux modèles. Ici, 

1λ  compare le modèle de régression et le modèle spatial, 
sous 0:0 =ρH  contre 0:1 ≠ρH  et suit la loi de 2

1χ  sous 
,0H  et 2λ  compare le modèle spatial et le modèle spatial 

(avec ordonnée à l’origine), sous 0:0 =βH  contre 
β≠β [0:1H  n’inclut pas le terme d’ordonnée à l’origine 

]0β  et suit la loi de 2
3χ  sous .0H  
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Lorsque nous comparons le modèle de régression simple 
(modèle 2) et le modèle spatial (modèle 3) au moyen de la 
statistique LRT, nous constatons que, sous ),0(0 =ρH  pour 
le modèle 3, l’autocorrélation spatiale ρ  est hautement 
significative pour les cycles 52 et 55; de toute évidence, 
pour ces deux cycles, l’utilisation du modèle spatial 
améliore considérablement les estimations des DCMH. Par 
ailleurs, dans le cas des cycles 50 et 53, et pour ceux-ci 
uniquement, les coefficients de régression β  sont presque 
significatifs pour le modèle 3 comparativement au 
modèle 3A, ce qui indique que le modèle spatial avec le 
terme d’ordonnée à l’origine pourrait améliorer les 
estimations pour ces cycles sans qu’on ait besoin de 
variables exogènes. 

Le tableau 3 donne les estimations des paramètres et leur 
erreur-type dans le cas du modèle de régression temporel et 
du modèle spatio-temporel. 

Dans le cas du modèle 4, le processus de maximisation 
itérative sans contrainte a convergé pour une valeur de k 
supérieure à 1, ce qui est inadmissible sous l’hypothèse de 
stationnarité. Pour ce cas, nous avons obtenu les estimations 
en prenant 1=k  et le modèle 4 a été modifié en 
conséquence. Le tableau 3 donne les résultats pour 1=k  
dans le cas du modèle de régression temporel. Le modèle 
spatio-temporel produit une valeur plus élevée du coeffi-
cient d’autocorrélation commun et une valeur nettement 

plus faible de l’estimation de .2
vσ  Au tableau 4, nous 

résumons les estimations moyennes par cycle des DCMH 
(fondées sur l’ensemble des 63 districts), leurs erreurs-types 
(e.-t.) estimées et le coefficient de variation (c.v.) sous 
chaque modèle. 

Nous résumons les résultats du tableau 4 ci-après. 
Les estimations directes par sondage sont moins précises 

et tous les modèles comprenant des termes d’effets mixtes 
les améliorent. Les estimations pour les cycles 50 et 55 
(fondées sur de grands échantillons) sont plus précises que 
celles obtenues pour les autres cycles. Le modèle spatial, qui 
dépend de la valeur de ρ , améliore considérablement les 
estimations. Dans le cas des cycles 52 et 55, où l’auto-
corrélation s’avère significative, la réduction de l’e.-t. 
moyenne des estimations est importante comparativement 
aux modèles sans autocorrélation spatiale. Le modèle 3A 
avec effet spatial et sans variables auxiliaires est tout aussi 
bon. Le modèle spatio-temporel améliore encore davantage 
les estimations en tirant parti des considérations d’espace 
d’états. Il convient de souligner que, pour le cycle 52 (très 
forte autocorrélation spatiale), les estimations au moyen des 
modèles temporels sont moins bonnes que celles ne tenant 
pas compte du temps. Peut-être parce que les paramètres de 
régression et d’autocorrélation sont fixes, les estimations 
tendent vers la moyenne des cinq cycles. 

 
Tableau 2 

Estimations des paramètres pour les estimations par petits domaines des DCMH  
sous le modèle de régression et les modèles spatiaux 

 

Cycle 2R  Modèle 2 Modèle 3 LRT Modèle 3A LRT 

  2
vσ  ρ  2

vσ  1λ  ρ  2
vσ  2λ  

50 0,27 1 724,48 0,30 1 635,70 1,80 0,59 1 724,68 6,64 
  (356,19) (0,18) (346,45)  (0,13) (378,66)  
51 0,27 3 424,21 0,48 3 156,90 0,66 0,67 3 022,32 4,54 
  (820,89) (0,19) (815,24)  (0,13) (824,54)  
52 0,17 2 150,54 0,87 714,96 13,46 0,86 768,11 0,90 
  (540,23) (0,07) (257,15)  (0,07) (272,27)  
53 0,13 6 312,99  – 0,39 5 822,99 1,56 0,09 7 141,60 7,66 
  (1 397,92) (0,27) (1 374,70)  (0,23) (1 561,72)  
54 0,22 3 437,67 0,61 2 793,24 1,30 0,66 2 888,66 3,00 
  (806,87) (0,14) (742,35)  (0,13) (768,84)  
55 0,31 2 989,73 0,87 1 060,21 20,30 0,86 1 186,58 1,56 
  (712,28) (0,06) (362,40)  (0,07) (394,27)  

1λ  et 2λ  comparent les modèles 2, 3 et les modèles 3, 3A respectivement. 841,32
05,.1 =χ  pour 1λ  et 

815,72
05,.3 =χ  pour .2λ   

Tableau 3 
Estimation des paramètres de l’estimation par petits domaines des DCMH 

sous le modèle de régression temporel et le modèle spatio-temporel 
 

 ρ  2
vσ  k 

Modèle Estimation E.-T. Estimation E.-T. Estimation E.-T. 
Modèle 4 – – 4 715,64 431,00 – – 
Modèle 5 0,79 0,04 2 163,50 245,50 0,53 0,07 
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Afin d’évaluer les propriétés des estimateurs sous divers 
modèles comparativement au modèle le plus général 
(modèle spatio-temporel), nous avons simulé des données 
sous le modèle spatio-temporel et avons calculé les EQM 
réelles des estimations répétées sous chacun des modèles 
étudiés. Pour ce faire, nous avons exécuté la simulation en 
prenant les paramètres estimés d’après le modèle spatio- 
temporel présenté au tableau 2 et avons calculé la moyenne 
réelle de petit domaine répété )(bθ  pour la be réplique 

),,2,1( Bb K=  ainsi que les observations simulées )(by  
pour un grand nombre de répliques. Sur cet ensemble de 
données simulées, pour chaque réplique, nous avons 
appliqué divers modèles, y compris le modèle spatio- 
temporel et avons calculé les estimateurs de la moyenne de 
petit domaine sous chacun. 

Lors de l’ajustement du modèle de régression temporel et 
du modèle spatio-temporel aux ensembles de données si-
mulés, nous avons exécuté le processus de maximisation 

itérative avec la contrainte .1<=k  Ici, nous avons utilisé 
0005=B  répétitions. Nous pouvons définir l’EQM réelle 

de l’estimateur pour le ei  petit domaine sous un modèle 
particulier )42( −=k  comme étant 

.,,2,1,])()(ˆ[
1

)(EQM 2

1
mibb

B i
k
i

B

k

k
i K=θ−θ=θ ∑

=
 

Nous avons évalué l’efficacité relative des estimateurs 
sous le modèle spatio-temporel (modèle 5) comparative-
ment aux estimateurs sous les modèles 2 à 4 au moyen du 
ratio de leurs erreurs quadratiques moyennes (EQMR) 
donné par  

)ˆ(EQM

)ˆ(EQM
100)Temp,(EQMR

Temp
1

1

i
m
i

k
i

m
ik

θ
θ=

∑
∑

=

=  

 

 
Tableau 4 

MPLNBE moyens pour les DCMH (R), leur e.-t. estimée et leur c.v.  
sous les modèles de régression, spatial, de régression temporel et spatio-temporel 

 

Cycle de la NSSO 
Modèle 50 51 52 53 54 55 

 Estimations moyennes par petits domaines 
Modèle 1 276,10 321,26 373,07 408,52 411,25 482,00 
Modèle 2 272,87 312,53 354,45 397,52 400,87 471,99 
Modèle 3 272,98 313,14 351,51 398,21 400,78 471,09 
Modèle 3A 273,56 314,19 352,01 396,40 399,91 471,91 
Modèle 4 274,13 305,62 345,54 383,53 399,56 463,32 
Modèle 5 273,75 312,21 351,79 391,61 399,50 473,57 
 Erreurs-types moyennes (e.-t.) 
Modèle 1 25,09 66,06 64,18 74,19 53,87 45,45 
Modèle 2 17,10 33,65 29,09 39,85 32,68 30,59 
Modèle 3 16,88 32,84 21,51 39,98 30,87 24,84 
Modèle 3A 16,56 31,29 20,79 40,03 30,23 24,37 
Modèle 4 19,51 34,91 35,19 37,79 35,14 33,15 
Modèle 5 17,18 28,99 28,33 30,02 28,76 28,10 
 Coefficients de variation moyens (c.v.) (%) 
Modèle 1 9,09 20,56 17,20 18,16 13,10 9,43 
Modèle 2 6,27 10,79 8,21 10,01 8,15 6,48 
Modèle 3 6,18 10,49 6,12 10,04 7,70 5,27 
Modèle 3A 6,05 9,96 5,91 10,10 7,56 5,17 
Modèle 4 7,12 11,42 10,18 9,85 8,79 7,15 
Modèle 5 6,28 9,29 8,05 7,67 7,20 5,93  

Tableau 5 
Efficacité relative [EQMR] en pourcentage des modèles temporels 

comparativement aux autres modèles pour les DCMH 
 

Cycle de la NSSO 
  50 51 52 53 54 55 

 Modèle spatio-temporel [Modèle 5] 
Modèle 2 123,63 170,54 193,68 203,55 204,72 169,76 
Modèle 3 100,24 133,82 149,70 165,46 165,85 154,23 
Modèle 4 125,81 141,50 141,93 137,55 139,11 129,88 
 Modèle de régression temporel [Modèle 4] 
Modèle 2 100,71 134,50 156,35 165,30 163,13 152,56 
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où « Temp » dénote le modèle spatio-temporel et k, le 
modèle 2, 3 ou 4. De même, nous avons déterminé l’effi-
cacité relative du modèle de régression temporel (modèle 4) 
par rapport au modèle de régression simple (modèle 2) en 
simulant des données au moyen des estimations des para-
mètres du tableau 3, sous le modèle de régression temporel. 
Les résultats sont présentés au tableau 5. 

Pour ces paramètres, les résultats confirment la supério-
rité du modèle spatio-temporel comparativement aux autres. 
Le modèle de régression temporel s’avère également 
meilleur que le modèle de régression simple. 

 
5. Conclusion  

L’utilisation d’un modèle pour petits domaines, 
caractéristique du domaine, améliore considérablement les 
estimations directes par sondage, car elle permet d’exploiter 
l’autocorrélation spatiale entre les domaines voisins. Cepen-
dant, il ne faut appliquer le modèle qu’après avoir déterminé 
si la corrélation entre les petits domaines en vertu de leurs 
effets de voisinage est significative. Si la relation entre la 
variable dépendante et les variables exogènes est faible, le 
modèle spatial simple avec ordonnée à l’origine seulement 
peut améliorer tout autant les estimations. Ce modèle ne tire 
parti que de l’autocorrélation spatiale pour renforcer les 
estimations par petits domaines et ne requiert pas l’utili-
sation de variables exogènes. Les modèles spatiaux, grâce à 
l’utilisation de la matrice de poids W appropriée, ou d’une 
combinaison de matrices W, peuvent améliorer considéra-
blement les estimations. La matrice de poids devrait 
s’appuyer sur des considérations logiques et est parfois utile 
dans les cas où, pour certaines raisons, on ne dispose pas de 
variables exogènes fiables. Cet aspect peut aussi être 
exploité pour obtenir les estimations par petits domaines 
pour les domaines qui ont été créés/délimités récemment. 

Il faut faire attention à l’accroissement de l’erreur qua-
dratique moyenne (EQM) causé par la variabilité due au 
remplacement des paramètres par leurs estimations. Cet 
aspect, que reflète l’approximation de deuxième ordre de 
l’EQM examinée dans le présent article, est la raison pour 
laquelle, très souvent, le simple modèle spatial (avec 
ordonnée à l’origine) donne de meilleurs résultats que le 
modèle spatial comprenant un plus grand nombre de 
paramètres. L’utilisation de données chronologiques avec 
des paramètres de régression constants au cours du temps 
améliore encore davantage les estimations par petits do-
maines, particulièrement pour les points dans le temps où la 
EQM des estimations directes par sondage est grande. Les 
modèles spatio-temporels présentent des avantages par 
rapport aux modèles temporels qui ne tiennent pas compte 
des effets spatiaux, grâce à l’inclusion d’une autocorrélation 

spatiale constante entre les petits domaines. Cependant, pour 
certains points dans le temps pour lesquels ρ  peut être fort 
différente de celle des autres points, cet avantage n’est pas 
nécessairement vérifié, parce que les estimations tendent 
vers la moyenne des cinq cycles. Dans ce cas, on peut 
choisir un premier point dans le temps approprié pour 
commencer à tenir compte des effets temporels. Enfin, les 
variables exogènes X et la matrice de poids W se complètent 
par la voie du paramètre de régression β  et du paramètre 
d’autocorrélation ,ρ  et l’utilisation judicieuse de ces para-
mètres peut donner lieu à une amélioration importante des 
estimations par petits domaines. 
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Annexe  

Théorème A.1 : Sous les conditions de régularité 1 

.)()()()(])ˆ(ˆ[EQM 1
321

−+ψ+ψ+ψ=ψθ moggg  (5.1) 

Pour prouver le théorème, nous utilisons les résultats sui-
vants bien connus (Srivastawa et Tiwari 1976). Soit 

),0(~ ΣNU , alors pour les matrices symétriques A, B et C 
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Preuve du théorème A.1  
Kackar et Harville (1984) ont montré que =ψθ ])ˆ(ˆ[EQM  

.]))(ˆ)ˆ(ˆ())(ˆ)ˆ(ˆ[(])(ˆ[EQM TE ψθ−ψθψθ−ψθ+ψθ  Il est 
facile de montrer que ).()(])(ˆ[EQM 21 ψ+ψ=ψθ gg  Nous 
devons prouver que −ψθψθ−ψθ=ψ )ˆ(ˆ())(ˆ)ˆ(ˆ[()(3 Eg  

).(]))(ˆ 1−+ψθ moT  Le développement en série de Taylor de 
)ˆ(ˆ ψθ  autour de ψ  et l’utilisation de )()ˆ( 2/1−=ψ−ψ mOp  
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et de /))(ˆ( 2 ψθ∂ )1(|)( *ψ̂ψ ped O=ψ∂ψ∂ =  quand <ψ−ψ ||ˆˆ|| *  
||ˆ|| ψ−ψ  nous donnent 
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m  (5.2) 
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α =ψ∂ψβ∂ mOpd  (Cox et Reid 1987), nous 
tirons de ce qui précède 
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En utilisant les conditions de régularité 1 et le fait que 
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En outre, si nous utilisons le développement en série de 
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nous obtenons 
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Maintenant, nous pouvons écrire la vraisemblance et sa 
dérivée sous la forme 
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L’espérance d’un élément type des termes les plus à 
l’intérieur dans l’expression (5.4) devient 
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et, en appliquant les résultats de Srivastawa et Tiwari 
(1976), elle devient 
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En introduisant cette expression par substitution dans (5.4) 
et étant donné que la deuxième expression est d’ordre 

),( 1−mO  nous pouvons obtenir l’expression suivante 
jusqu’à l’ordre )( 1−mo  
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Théorème A.2 : Sous les conditions de régularité 1 
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Preuve du théorème A.2  
Le développement en série de Taylor de )ˆ(1 ψg  autour de 
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En nous fondant sur le fait que )(ψΣ  et ses dérivées sont 
symétriques, nous obtenons, pour le deuxième terme de 
l’expression, la forme 
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où )(Var)(1 ψ=ψ−
ψI  est une matrice d’information, la 

variance asymptotique de .ψ  Le premier terme de l’ex-
pression )(])ˆ[( 1 ψ∇⊗ψ−ψ gIm

T  se réduit à )(4 ψg  parce 
que )()ˆ( ψ̂ ψ=ψ−ψ bE  jusqu’à l’ordre )( 1−mo  (Peers et 
Iqbal 1985). 
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Preuve du théorème A.3  
La preuve est essentiellement du même type que celle du 
théorème A.1 en utilisant les résultats de Srivastawa et 
Tiwari (1976) qui y sont mentionnés 
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En outre, du développement en série de Taylor de l’équation 
de vraisemblance 0)ˆ( =ηS  et de l’orthogonalité de β  et 

,ψ  il découle que 
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où  
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En utilisant l’expression pour les dérivés de la vraisem-
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En tenant compte de ce que 0),(Corr),,0(~ =jitt eeHNe  
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nous obtenons l’espérance des termes les plus intérieurs de 
l’expression (5.13) sous la forme 
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Les trois termes médians de l’expression étant d’ordre 
)1(O , ce qui, conjugué à )(1

ψ ψ−I  dans l’expression donnée 
ci-dessous, les rend d’ordre ),( 1−mo  
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Preuve du théorème A.4  
La preuve est essentiellement du même type que celle du 
théorème A.2. Par développement en série de Taylor de 
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Compte tenu du fait que )(ψΣ  et ses dérivées sont 
symétriques, nous obtenons le deuxième terme de l’ex-
pression sous la forme 
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où )(Var)(1
ψ ψ=ψ−I  est la variance asymptotique de .ψ  Le 

premier terme de l’expression )(])ˆ[( 12 ψ∇⊗ψ−ψ tm
T gI  se 

réduit à )(4 ψtg , parce que )()ˆ( ψ̂ ψ=ψ−ψ bE  jusqu’à 
l’ordre )( 1−mo  (Peers et Iqbal 1985). 
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Méthodes de modélisation et d’estimation de la taille du ménage en 
présence de non-réponse non ignorable appliquées à l’Enquête 

sur les dépenses de consommation de la Norvège 

Liv Belsby, Jan Bjørnstad et Li-Chun Zhang 1 

Résumé 
Nous considérons le problème de l’estimation, en présence de non-réponse non ignorable importante, du nombre de 
ménages privés de diverses tailles et du nombre total de ménages en Norvège. L’approche est fondée sur un modèle de 
population pour la taille du ménage, sachant la taille enregistrée de la famille. Nous tenons compte du biais de non-réponse 
éventuel en modélisant le mécanisme de réponse sachant la taille du ménage. Nous évaluons divers modèles, ainsi qu’un 
estimateur du maximum de vraisemblance et une poststratification fondée sur l’imputation. Nous comparons les résultats à 
ceux d’une poststratification pure avec la taille enregistrée de la famille comme variable de stratification et des méthodes 
d’estimation employées pour la production de statistiques officielles d’après l’Enquête sur les dépenses de consommation de 
la Norvège. L’étude indique que la modélisation de la réponse, la poststratification et l’imputation sont des éléments 
importants d’une approche satisfaisante. 
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1. Introduction  
La présente étude a été motivée par le taux élevé de 

non-réponse à l’Enquête sur les dépenses de consommation 
(EDC) de la Norvège réalisée auprès des ménages privés, 
qui était de 32 % pour l’enquête de 1992. La non-réponse 
comprend les impossibilités de prendre contact et les refus 
de participer. Nous nous concentrons sur le problème de la 
non-réponse non ignorable qui se pose lorsqu’on estime le 
nombre de ménages de diverses tailles et le nombre total de 
ménages.  

Nous considérerons une approche entièrement fondée sur 
un modèle, à savoir la modélisation et l’estimation de la 
distribution de la taille des ménages sachant la taille 
enregistrée de la famille et du mécanisme de réponse 
sachant la taille du ménage. Ce modèle tient compte du fait 
que le mécanisme de non-réponse pourrait être non 
ignorable, en ce sens que la probabilité de réponse peut 
dépendre de la taille du ménage. Le modèle de réponse sert 
à corriger pour la non-réponse. Les approches fondées sur 
un modèle avec non-réponse incluse, parfois appelées 
approches prédictives, ont été considérées, entre autres, par 
Little (1982), Greenlees, Reece et Zieschang (1982), Baker 
et Laird (1988), Bjørnstad et Walsøe (1991), Bjørnstad et 
Skjold (1992), ainsi que Forster et Smith (1998).  

Pour divers modèles de taille du ménage et de réponse, 
nous examinons principalement deux approches fondées sur 
un modèle, c’est-à-dire un estimateur du maximum de 
vraisemblance et la poststratification basée sur l’imputation 

en fonction de la taille enregistrée de la famille. Nous 
comparons ces méthodes à la poststratification pure et aux 
méthodes utilisées à l’heure actuelle pour l’EDC. 

La grande question ici est de comparer des modèles et 
des méthodes dont le problème principal est le biais 
d’estimation. En outre, nous estimons par une méthode 
bootstrap les erreurs-types des estimations et des différences 
entre les estimations, sachant les tailles des strates 
a posteriori déterminées d’après la taille de la famille. En 
plus d’évaluer l’incertitude statistique des estimateurs, ceci 
nous permet de déterminer dans quelle mesure les dif-
férences entre les estimateurs proposés sont attribuables à 
l’erreur d’échantillonnage, au biais de non-réponse ou aux 
deux. Cependant, dans cette évaluation, nous gardons à 
l’esprit la citation qui suit, tirée de Little et Rubin (1987, 
page 67) : [traduction] « Il importe d’insister sur le fait que, 
dans de nombreuses applications, le problème du biais de 
non-réponse est souvent plus crucial que celui de la 
variance. En fait, d’aucuns ont soutenu que fournir une 
estimation valide de la variance d’échantillonnage est pire 
que ne pas fournir d’estimation si l’estimateur présente un 
biais important, qui domine l’erreur quadratique moyenne. » 

À la section 2, nous décrivons la structure des données et 
le plan de sondage de l’EDC, et à la section 3, nous 
examinons les problèmes de modélisation. À la section 3.1, 
nous présentons les divers modèles de taille du ménage et de 
réponse à prendre en considération pour l’EDC de 1992, à la 
section 3.2, nous décrivons la méthode du maximum de 
vraisemblance pour l’estimation des paramètres et à la 
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section 3.3, nous évaluons les modèles. Le meilleur 
ajustement des modèles considérés s’obtient avec un modèle 
de groupe de tailles de la famille pour la taille du ménage et 
un lien logistique pour la probabilité de réponse en utilisant 
la taille du ménage comme variable nominale. À la section 
3.4, nous donnons les distributions estimées de la taille du 
ménage pour diverses tailles de famille et les probabilités de 
réponse estimées pour diverses tailles de ménage.  

À la section 4, nous examinons l’estimation fondée sur 
un modèle, la méthode d’imputation, les estimateurs basés 
sur l’imputation et la méthode d’estimation de la variance. 
Nous montrons que, pour le modèle choisi pour la taille du 
ménage à la section 3.3, l’estimateur du maximum de 
vraisemblance et l’estimateur poststratifié basé sur l’impu-
tation sont identiques.  

À la section 5, nous abordons l’objectif principal, 
c’est-à-dire l’estimation des nombres totaux de ménages de 
diverses tailles d’après l’EDC de 1992 en utilisant les 
estimateurs décrits à la section 4. Le modèle produisant le 
meilleur ajustement semble donner de bons résultats pour 
notre problème d’estimation. Nous concluons que la 
poststratification, la modélisation de la réponse et l’impu-
tation sont des éléments essentiels à l’élaboration d’une 
méthode satisfaisante.   

2. Enquête sur les dépenses de consommation  
     de la Norvège  

Les totaux de population selon la catégorie de taille du 
ménage fournissent des nombres plus corrects de logements 
que les totaux pour les catégories de taille de la famille 
déterminées d’après le Registre norvégien des familles. En 
outre, les autorités chargées de l’évaluation des inter-
ventions publiques dans le domaine de la construction de 
logements se basent sur le nombre estimé de ménages. Par 
conséquent, estimer les totaux selon la taille du ménage est 
une question importante en planification sociale. L’esti-
mation est invariablement affectée par la non-réponse non 
ignorable, quel que soit le genre d’enquête utilisé, de sorte 
qu’il s’agit d’une bonne illustration de la façon de traiter le 
biais de non-réponse. Nous fonderons notre estimation sur 
les données de l’Enquête sur les dépenses de consommation 
(EDC) de la Norvège, pour laquelle il est important d’obte-
nir des renseignements sur la composition des ménages, 
puisque la taille du ménage influence la consommation.  

L’EDC réelle, c’est-à-dire l’enquête sur les variables de 
dépenses, est réalisée auprès d’un échantillon de ménages 
privés représentatifs de l’ensemble des ménages privés de la 
Norvège. Cet échantillon est obtenu en sélectionnant un 
échantillon de personnes et en incluant tous les membres des 
ménages auxquels elles appartiennent. Les personnes de 
plus de 80 ans sont exclues, car elles vivent souvent en 

établissement. Aux fins de l’étude, les unités d’intérêt de 
l’enquête sont les personnes de 16 à 80 ans vivant dans les 
ménages privés et la variable d’intérêt est la taille du 
ménage auquel la personne appartient, qui est observée 
uniquement dans l’échantillon de personnes sélectionnées 
répondantes.  

Le plan de sondage est un plan d’échantillonnage de 
personnes autopondéré à trois degrés. Autrement dit, chaque 
personne faisant partie de la population a la même 
probabilité d’inclusion dans l’échantillon total. Aux deux 
premiers degrés, des régions géographiques sont sélec-
tionnées de façon stratifiée, tandis qu’au troisième, des 
personnes sont sélectionnées aléatoirement à partir des 
régions géographiques sélectionnées. Au premier degré, les 
unités primaires d’échantillonnage (UPE) sont les munici-
palités de la Norvège. Celles comptant moins de 3 000 
habitants sont regroupées, de sorte que chaque UPE soit 
constituée d’au moins 3 000 personnes. Les UPE sont 
d’abord regroupées en dix régions, puis, dans chaque région, 
elles sont stratifiées d’après la taille (nombre d’habitants) et 
le type de municipalité (c’est-à-dire, structure industrielle et 
centralité). En tout, nous avons obtenu 102 strates. Les villes 
de plus de 30 000 habitants représentent leur propre strate et, 
par conséquent, sont sélectionnées avec certitude au premier 
degré. Pour les autres strates, une UPE est sélectionnée avec 
probabilité proportionnelle à la taille. Au deuxième degré, 
les UPE sélectionnée sont réparties en trois régions plus 
petites (unités secondaires d’échantillonnage, USE) et l’une 
de celles-ci est sélectionnée au hasard. Enfin, au troisième 
degré, dans chacune des USE sélectionnée, nous tirons un 
échantillon aléatoire de personnes. Pour chaque USE 
sélectionnée, la taille de l’échantillon est déterminée de 
façon que l’échantillon total résultant de personnes soit 
autopondéré. 

Notre application est fondée sur les données de l’EDC de 
1992. L’EDC est une enquête annuelle et, depuis 1992, on 
utilise un estimateur d’Horvitz-Thompson modifié, compor-
tant une correction pour la non-réponse par estimation des 
probabilités de réponse sachant la taille du  ménage (voir 
Belsby 1995). Les poids sont égaux à l’inverse de la 
probabilité de sélection multiplié par la probabilité condi-
tionnelle de réponse sachant que l’unité est sélectionnée. 
Depuis 1993, la probabilité de réponse est estimée au moyen 
d’un modèle logistique dont les variables auxiliaires sont le 
lieu de résidence (région rurale/urbaine) et la taille du 
ménage. Pour la plupart des non-répondants, on utilise la 
taille de la famille comme substitut de la taille du ménage.  

Par ménage, nous entendons les personnes ayant un 
logement commun et partageant au moins un repas par jour 
(c’est-à-dire logeant sous le même toit). Pour une 
description complète de l’EDC, consulter Statistics Norway 
(1996). Dans l’EDC, les variables auxiliaires connues pour 
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l’échantillon total, y compris les non-répondants, sont la 
taille de la famille, le moment de l’enquête (été/pas l’été) et 
le lieu de résidence (région urbaine/rurale). Les familles sont 
inscrites dans le Registre norvégien des familles (RNF) et 
peuvent différer du ménage auquel appartiennent les 
membres de la famille, par définition ou à cause de change-
ments qui n’ont pas encore été enregistrés. Donc, la taille 
enregistrée de la famille selon le RNF diffère, dans une 
certaine mesure, de la taille du ménage. Au départ, d’après 
l’expérience des enquêtes antérieures, nous supposons que 
toutes les variables auxiliaires et la taille du ménage influent 
sur le taux de réponse.  

Le tableau 1 montre les données pour l’EDC de 1992 
avec un échantillon total de 1 698 personnes. Les ménages 
dont la taille est égale ou supérieure à cinq sont regroupés à 
cause de leur faible fréquence dans l’échantillon de mé-
nages. Nous basons notre modélisation et notre estimation 
sur deux tableaux correspondants, l’un pour les personnes 
vivant dans les régions rurales et l’autre pour celles vivant 
dans les régions urbaines. Les données sont présentées au 
tableau A1 à l’annexe A1. 

Par exemple, le chiffre 48 dans la cellule (1,2) signifie 
que, des 162 personnes enregistrées comme vivant seules 
dans l’échantillon répondant, 48 vivent effectivement dans 
un ménage de deux personnes. Cette situation tient en 
grande partie au fait que les jeunes gens ont tendance à co-
habiter sans être mariés; voir Keilman et Brunborg (1995). 

 
3. Modélisation de la taille du ménage  

        et de la non-réponse  
Nous considérons un modèle de population hypothétique 

pour la taille du ménage, sachant les variables auxiliaires, 
autrement dit, nous modélisons la probabilité conditionnelle. 
Pour tenir compte de la non-réponse dans l’analyse sta-
tistique, nous devons modéliser le mécanisme de réponse, 
c’est-à-dire la distribution de la réponse sachant la taille du 
ménage et les variables auxiliaires. Le mécanisme d’échan-
tillonnage des personnes est ignorable pour l’enquête que 
nous envisageons, autrement dit, est indépendant du vecteur 
population de tailles du ménage. Par conséquent, nous 

faisons l’analyse statistique sachant l’échantillon total, 
suivant le principe de vraisemblance (voir Bjørnstad 1996), 
de sorte que les considérations relatives aux probabilités 
fondées sur le plan d’échantillonnage sont sans importance. 
Il s’agit de l’approche dite de prédiction. Cependant, lorsque 
nous évaluons l’incertitude statistique des méthodes d’esti-
mation, nous le faisons sous un angle commun de randomi-
sation décrit à la section 4.3. 

Pour l’EDC, le vecteur de variables auxiliaires comprend 
la taille de la famille, le lieu de résidence subdivisé en 
régions rurale et urbaine et le moment de la collecte des 
données.  
3.1 Les modèles  

Considérons d’abord un modèle simple de la taille du 
ménage, noté Y. Soit x toutes les variables auxiliaires. Nous 
supposons que la taille du ménage dépend uniquement de la 
taille de la famille x et, par conséquent, qu’il s’agit d’un 
modèle avec fonction de lien paramétrique contrainte, mais 
sans autres hypothèses,  

,)|()|( , ixyiii pxyYPyYP ==== ix
 

(3.1) 

où 

 .  de possible valeur chaquepour  , 1 , i
y

xy xp
i

=∑  

Le modèle (3.1) est souple en ce sens qu’il ne comprend 
aucune contrainte sur la fonction hypothétique de .ix  
L’inconvénient est le nombre élevé de paramètres compa-
rativement à un modèle de type logistique avec fonction de 
lien linéaire en x  (la fonction reliant ).à)( xyYP =  Si 
l’on ignore la non-réponse, dans le cas de ce modèle, les 
estimations seront simplement les taux observés.  

La taille du ménage définit des catégories ordonnées. 
Donc, un choix naturel est le modèle logit cumulatif, appelé 
modèle à odds proportionnels (voir McCullagh et Nelder 
1991), en supposant (avec yθ  croissant en )y  que 
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Tableau 1 

Tailles de la famille et du ménage pour l’Enquête sur les dépenses de  
consommation de la Norvège de 1992 

 

Taille du ménage 

Taille de la famille 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 
 

≥ 5 
 

Total 
 

Non-réponse 
 

Taux de réponse 
1 83 48 20 9 2 162 153 0,514 
2 9 177 37 4 3 230 160 0,590 
3 10 25 131 40 6 212 91 0,700 
4 2 13 37 231 17 300 123 0,709 
≥  5 1 4 4 17 181 207 60 0,775 

Total 105 267 229 301 209 1 111 587 0,654 
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Cependant, un test de qualité de l’ajustement, avec x  
représentant la taille de la famille et le lieu de résidence, 
indique que ce modèle est mal ajusté aux données. Nous 
choisissons donc de le rejeter. 

Nous supposons que la probabilité de non-réponse peut 
dépendre de la taille du ménage. Par exemple, les ménages 
d’une personne sont moins susceptibles de répondre que les 
ménages de plus grande taille, puisqu’il est plus facile de 
« trouver quelqu’un à la maison » dans le cas de ces 
derniers. La non-réponse est indiquée par la variable ,R  où 

1=iR  si la personne i  répond et 0 autrement. Soit sR  le 
vecteur de ces indicatrices dans l’échantillon total. D’après 
Bjørnstad (1996), nous définissons le mécanisme de réponse 
(MR), c’est-à-dire la loi conditionnelle de sR  sachant les 
valeurs de x  dans la population et les valeurs de y  dans 
l’échantillon total, comme étant ignorable s’il peut être 
écarté dans une analyse fondée sur la vraisemblance. Cela 
signifie que le mécanisme de réponse est ignorable si cette 
loi conditionnelle de sR  ne dépend pas des valeurs inob-
servées de ,y  ce qui coïncide avec la définition utilisée par 
Little et Rubin (1987, pages 90, 218). Ici, nous supposons 
que toutes les paires ),( ii RY  sont indépendantes. Alors, le 
mécanisme de réponse MR est ignorable si iY  et iR  sont 
indépendants. Par conséquent, le mécanisme de réponse non 
ignorable est équivalent à  

).|(  de différentssont deux   tousalors, et,

)1,|()0,|(

iii

iiiiiiii

yYP

ryYPryYP

x

xx

=
==≠==

 

Donc, estimer les paramètres du modèle pour =YP(  
)| xy  en utilisant uniquement l’échantillon de répondants et 

en ne tenant pas compte du fait que la probabilité de réponse 
dépend de la taille du ménage produirait fort probablement 
des estimations biaisées des paramètres inconnus. En outre, 
l’estimateur par poststratification produirait des estimations 
biaisées, parce qu’il repose sur l’hypothèse que la distri-
bution de R dépend uniquement des variables auxiliaires .x  
Par exemple, le taux de réponse observé plus faible chez les 
familles d’une personne indique qu’il pourrait en être de 
même des ménages d’une personne. Le cas échéant, la 
probabilité estimée pour un ménage de taille unitaire, fondée 
uniquement sur les répondants, serait trop faible. La post-
stratification en fonction de la taille de la famille ne cor-
rigerait fort probablement qu’une partie de ce biais.  

Nous supposons que le modèle de la probabilité de 
réponse, sachant les variables auxiliaires et la taille du 
ménage ,iy  est logistique. Il dépend des variables auxi-
liaires ,iz  qui incluent une partie de ,ix  ce qui est exprimé 
par  
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Ici, α  et γ  sont des paramètres scalaires et ψ  est un 
vecteur. La variable iy  possède un ordre. Motivé par ce 
fait, et pour éviter d’introduire de nombreux paramètres, 
nous utilisons iy  dans (3.2) comme variable ordinale plutôt 
que comme variable de classe. Donc, la fonction logit, 
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est linéaire en .iy  Pour éviter l’hypothèse de fonction logit 
linéaire en ,iy  nous considérons également un modèle où 

iy  est une variable nominale, c’est-à-dire, 
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 (3.3) 

où la variable indicatrice )( iy yI  est égale à 1 si yyi =  et 
0 autrement. L’inconvénient de ce modèle est qu’il 
comprend trois paramètres de plus que le modèle (3.2).  
3.2 Estimation des paramètres par la méthode du 

maximum de vraisemblance  
Toutes les personnes sélectionnées dans l’échantillon 

proviennent de ménages différents (les unités d’échantillon-
nage en double ont été éliminées), de sorte que le modèle de 
population suppose que les tailles de ménage iY  sont statis-
tiquement indépendantes. Pour cette variable, l’effet d’inter-
viewer ou de mise en grappes ne joue aucun rôle. 

Considérons la fonction de vraisemblance pour estimer 
les paramètres inconnus, en supposant que toutes les paires 

),( ii RY  sont indépendantes et que le modèle de réponse 
RM1 est donné par (3.2). Pour simplifier la notation, nous 
ré-annotons les observations de sorte que les observations 1 
à rn  soient les répondants et les observations 1+rn  à n  
soient les non-répondants. Dans le cas du modèle de réponse 
RM2, l’expression de la vraisemblance est de la même 
forme avec (3.2) remplacé par (3.3).  

Pour les répondants, soit =∩== iiii RyYPL (  
).|1 ix  Alors, pour le modèle (3.1)  
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Pour les non-répondants, soit ).|0( iii RPL x==  Alors 
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La fonction de vraisemblance pour l’échantillon complet 
de personnes pour les divers ménages est donnée par  

.),,,,(
1∏ =

=ψγαβθ n

i iLL  (3.6) 
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Pour ir Lni ,...,,1=  est donnée par (3.4) et pour =i  

ir Lnn ,...,,1+  est donnée par (3.5). 
Nous obtenons les estimations en maximisant la fonction 

de vraisemblance (3.6). La maximisation a été faite nu-
mériquement à l’aide du logiciel TSP (1991) (voir Hall, 
Cummins et Schnake 1991). L’algorithme d’optimisation 
est celui de la méthode type du gradient utilisant les dérivés 
première et seconde analytiques. Celles-ci sont calculées par 
le logiciel, ce qui nous évite un travail de programmation 
considérable. L’ajustement du modèle est fondé sur la 
statistique du chi carré et sur les valeurs de ,t  fournies par 
TSP, où les erreurs-types sont calculées d’après les dérivées 
secondes analytiques. Les valeurs de t  doivent être inter-
prétées avec une certaine prudence, puisque l’absence de 
biais dans les erreurs-types estimées dépend de la qualité de 
la spécification du modèle, ainsi que du nombre d’observa-
tions comparativement au nombre de paramètres.   
3.3 Évaluation des modèles de la taille du ménage et 

de la réponse  
Nous présentons l’évaluation de l’ajustement des mo-

dèles au moyen de la statistique de qualité de l’ajustement 
de Pearson. L’étude de modélisation est fondée sur les 
données de l’EDC de 1992. Nous considérons que les pa-
ramètres sont significatifs si la valeur absolue de t  est su-
périeure à 2. Cependant, nous ne voulons pas d’un modèle 
trop restrictif et, par conséquent, nous gardons certaines va-
riables même si leur valeur de t  absolue est inférieure à 2. 

Dans les modèles de réponse RM1 et RM2, nous 
utilisons la variable ,z=z  lieu de résidence. Soit 0=z  s’il 
s’agit d’une région rurale et ,1=z  s’il s’agit d’une région 
urbaine. On a observé lors de l’EDC de 1986 – 1988 et de 
l’EDC de 1992 – 1994, voir Statistics Norway (1990, 1996), 
que la non-réponse est plus fréquente durant l’été. Par 
conséquent, nous avons également inclus le moment de 
l’enquête dans le modèle, c’est-à-dire une variable indiquant 
si les données ont été recueillies ou non entre le 21 mai et le 
12 août. Toutefois, nous avons constaté que le moment de la 
réalisation de l’enquête n’était pas significatif, la valeur de t 
étant clairement inférieure à 2. Nous avons également noté 
que l’effet de la taille de la famille n’était pas significatif. 
Par contre, si l’on omet la variable de taille du ménage dans 
le modèle de réponse, alors l’effet de la taille de la famille 
devient significatif. 

Idéalement, nous aimerions examiner la fonction logit 
empirique de la réponse en fonction de la taille du ménage. 
Cependant, cette dernière est inconnue pour les non- 
répondants. Par conséquent, nous représentons graphique-
ment la fonction logit en fonction de la taille de la famille; 

voir la figure 1. Si la taille de la famille passe de un à deux, 
les fonctions pour les familles rurales et urbaines aug-
mentent à peu près parallèlement. Cependant, pour une taille 
de famille de trois et de quatre, les fonctions logit cessent 
d’être linéaires et parallèles. Donc, nous pensons que le 
codage de la taille du ménage sous forme de variable no-
minale, comme dans le modèle RM2, donnera un meilleure 
ajustement que la contrainte obligeant les fonctions logit à 
être parallèles pour les régions rurale et urbaine et linéaires 
en fonction de la taille du ménage, comme dans le modèle 
RM1.  

Afin de tester la qualité de l’ajustement des modèle, nous 
considérons la statistique du chi carré de Pearson, sachant 
les variables auxiliaires ., zx  Compte tenu du type rural ou 
urbain du lieu de résidence et de la taille enregistrée de la 
famille, il existe six résultats possibles, c’est-à-dire des 
ménages de taille 5...,,1  et la non-réponse. En tout, nous 
avons dix essais multinomiaux et soixante cellules. Pour les 
tailles de familles (1,2) et (4,5), les tailles de ménage ex-
trêmes (4,5) et (1,2), respectivement, sont combinées, parce 
que les tailles attendues sous les modèles sont trop petites. 
Ceci réduit le nombre de cellules à 52. Le nombre de degrés 
de liberté (d.d.l.) est calculé comme suit : nombre de 
cellules – nombre d’essais – moins nombre de paramètres. 
Pour le modèle (3.1) et RM1 ),,( zy  d.d.l. = −52 −10  
(20 + 3) = 19, et pour (3.1) et RM2 ),,( zy  d.d.l. = −52  

−10 (20 + 6) = 16. Pour le modèle (3.1) et RM1 ),,( zy  la 
statistique 2χ  de Pearson est égale à 26,35 et la valeur p  
est 0,121. Pour le modèle (3.1) et RM2 ),,( zy 2χ  est  
21,77 et la valeur p  est 0,151.  

En étudiant les résidus standardisés, (observé- 
attendu) / ,)observéar(V̂  nous constatons que la raison 
principale du meilleur ajustement est que le modèle (3.1) 
avec RM2 ),( zy  prédit mieux les dénombrements obser-
vés pour la région urbaine où le taux de réponse est le plus 
faible (voir l’annexe A1). Donc, les données indiquent que 
le codage de la taille du ménage sous forme de variable 
nominale, comme dans RM2, améliore l’ajustement compa-
rativement à l’utilisation d’une variable ordinale. Le modèle 
(3.1), avec la fonction de lien paramétrique contrainte, com-
biné à RM2 est le meilleur des modèles que nous avons exa-
minés jusqu’à présent. 
 
3.4 Distribution estimée de la taille du ménage et 

probabilités de réponse   
Le tableau 2 donne les estimations pour le modèle de 

population (3.1) combiné au modèle de réponse logistique 
RM2 donné par (3.3). 
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Figure 1.  Fonction logit pour le taux de réponse empirique par rapport à une taille de la famille de 1, ..., 5 dans les 
régions urbaine et rurale, respectivement. Le calcul est fondé sur les répondants et les non-répondants du 
tableau 1 à l’annexe A1. 

 
Tableau 2 

EDC de 1992. Estimation des paramètres, en pourcentage, pour le modèle de population avec fonction de lien  
paramétrique contrainte, ,, xyp  combinée au modèle de réponse logistique RM2 ).,( zy  Les estimations  

pour le modèle de population en ignorant le mécanisme de réponse figure entre parenthèses  
 

Taille du ménage 
Taille de la famille, x 1 2 3 4 5 ou plus 
1 60,01 (51,23) 26,75 (29,63) 8,35 (12,35) 4,09 (5,56) 0,80 (1,23) 
2 5,27 (3,91) 79,80 (76,98) 12,48 (16,09) 1,47 (1,74) 0,98 (1,30) 
3 7,53 (4,72) 14,45 (11,79) 56,67 (61,79) 18,85 (18,87) 2,50 (2,83) 
4 1,06 (0,67) 5,31 (4,33) 11,38 (12,33) 77,20 (77,00) 5,05 (5,67) 
5 ou plus 0,84 (0,48) 2,60 (1,93) 1,96 (1,93) 9,05 (8,21) 85,55 (87,44) 

 
 
 
 
 

Interprétons certaines valeurs obtenues au moyen du 
modèle fondé sur le ménage. C’est pour les familles à une 
seule personne que la prise en compte du mécanisme de 
réponse a l’effet le plus important sur la distribution estimée 
de la taille du ménage. La probabilité estimative que la taille 
d’un ménage soit égale à un, sachant que la taille de la 
famille est de un, est égale à 60,01 %. L’estimation fondée 
sur l’approche habituelle, en ne tenant pas compte de la non- 
réponse, est de 51,23 %. Le modèle de réponse « ajuste » le 
taux observé chez les répondants pour produire une valeur 
plus élevée, ce qui semble raisonnable, puisque le taux de 
non-réponse est plus élevé pour les ménages de petite taille. 
La probabilité estimée que la taille d’un ménage soit de cinq 
ou plus, sachant que la taille de la famille est égale ou 
supérieure à cinq, est de 85,55 %, valeur qui diffère peu du 
taux observé chez les répondants, soit de 87,44 %. Ce ré-
sultat indique que, pour une taille de la famille égale ou su-
périeure à cinq, la distribution de la taille du ménage est à 
peu près la même chez les répondants que chez les non- 
répondants. 

Le tableau 3 donne les probabilités de réponse estimées 
en combinant le modèle de réponse RM2 au modèle de 
population (3.1). En outre, nous présentons les probabilités 

de réponse estimées basées sur un modèle saturé, avec 
ajustement parfait, décrit à la section 4.2. Le modèle, défini 
par (4.9), suppose que la probabilité de réponse des 
personnes faisant partie d’un ménage de même taille dans 
une région rurale ou urbaine, respectivement, est identique 
pour différentes tailles de familles. De surcroît, le modèle de 
la taille du ménage dépend du lieu de résidence et de la taille 
de la famille, mais sans contraintes sur la fonction de lien. 
Nous notons que RM2 ),( zy  satisfait (4.9b), mais est plus 
restrictif. Le modèle (4.9) offre plus de liberté que le modèle 
(3.1) combiné à RM2 ).,( zy  
 

Tableau 3 
Probabilité estimée de réponse basée sur le modèle logistique  

RM2 combiné à (3.1), et sur le modèle saturé (4.9). 
Les estimations sont données en pourcentage 

 

Taille du ménage 
Lieu de résidence 1 2 3 4 5 ou plus 
 Probabilités de réponse estimées pour 

le modèle RM2 
Région rurale 47,77 60,90 79,16 73,26 81,52 
Région urbaine 38,92 52,04 72,44 65,62 75,46 
 Probabilités de réponse estimées pour 

le modèle saturé 
Région rurale 50,79 62,37 76,90 70,57 83,07 
Région urbaine 35,17 50,85 74,79 70,68 72,89  
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Les probabilités de réponse estimées reflètent le taux de 
réponse plus faible des ménages d’une seule personne et le 
taux de réponse plus faible dans les régions urbaines. Les 
ménages de cinq personnes et plus sont ceux dont le taux de 
réponse est le plus élevé. D’après les modèles, la probabilité 
estimée de réponse est, curieusement peut-être, plus élevée 
pour les ménages de trois personnes que pour ceux de quatre 
personnes. Ce résultat pourrait tenir au fait que les femmes 
choisissent souvent d’avoir deux enfants et que les ménages 
de trois personnes sont, pour la plupart, constitués d’une 
mère, d’un père et d’un petit enfant. Ce genre de famille a 
tendance à rester à la maison et, donc, à être plus accessible 
qu’une famille de quatre personnes typiques avec deux 
enfants plus âgés. 

Le taux estimé de réponse plus élevé pour les ménages 
de trois personnes que pour ceux de quatre personnes 
équivaut à ce que le ratio ==== RYPRYP |3(/)1|3(  

)0  soit plus grand que le ratio === YPRYP (/)1|4(  
).0|4 =R  Ceci concorde avec la distribution de la taille des 

ménages du tableau 2, où nous estimons que ≈= )4(YP  
),1|4( == RYP  c’est-à-dire ≈== )0|4( RYP =YP(  

)1|4 =R . Par ailleurs, les estimations du tableau 2 in-
diquent que )3()1|3( =>== YPRYP , ce qui signifie 
que ).0|3()1|3( ==>== RYPRYP  

Nous voyons que le modèle logistique RM2 combiné au 
modèle de population avec fonction de lien paramétrique 

xyp ,  contrainte a un effet de lissage sur les estimations 
fondées sur le modèle saturé donné par le modèle (4.9), à 
cause de l’hypothèse supplémentaire de parallélisme des 
fonctions logit des probabilités de réponse pour les régions 
urbaine et rurale. 

 
4. Estimateurs des totaux selon  

      la taille du ménage   
À la présente section, nous présentons les estimateurs des 

totaux selon la taille du ménage, ainsi que la méthode 
d’estimation de la variance. Nous utilisons un estimateur du 
maximum de vraisemblance avec la fonction de lien para-
métrique contrainte donnée par (3.1) comme modèle de po-
pulation. Nous montrons que cet estimateur est identique à 
un estimateur poststratifié basé sur l’imputation, qui de nou-
veau, s’avère être un estimateur par poststratification stan-
dard si l’on ne tient pas compte du mécanisme de réponse. 
De surcroît, nous présentons un estimateur poststratifié 
imputé, basé sur un modèle saturé pour la taille du ménage 
et la probabilité de réponse.   
4.1 Estimateurs fondés sur une fonction de lien 

paramétrique contrainte comme modèle de 
population   

Si yN  représente le nombre total de personnes vivant 
dans un ménage de taille ,y  le nombre de ménages de taille 

y  est égale à ./yNH yy =  Le nombre total de ménages est 
représenté par ∑= y yHHH .,  

Le problème statistique consiste à estimer yH  pour 
Jy ...,,1=  et .H  Nous choisissons la taille la plus grande 

J  de façon que les ménages de taille supérieure à J  soient 
peu nombreux. Strictement parlant, JH  est le nombre de 
ménages de taille égale ou supérieure à ,J  et il en est de 
même pour .JN  Pour notre application, nous choisissons 

5=J  car la fréquence des ménages de plus de cinq 
personnes est faible dans l’échantillon. Nous pouvons écrire 

,)(1∑ = == N
i iy yYIN  où la fonction indicatrice =iYI (  

1) =y  si ,yYi =  et 0 autrement. Donc, avec =x  
),...,,( 1 Nxx  

.)|(
1

)|(
1
∑

=
==

N

i
iiy yYP

y
HE xx  

Nous pouvons obtenir un estimateur par la méthode du 
maximum de vraisemblance pour yH  en estimant 

),|( xyHE  c’est-à-dire en remplaçant )|( ii yYP x=  par 
l’estimateur du maximum de vraisemblance ).|(ˆ

ii yYP x=  
Les données sont stratifiées en fonction de la taille de la 
famille ,...,,1 K  où la dernière catégorie contient les 
personnes appartenant aux familles de taille .K≥  Si nous 
utilisons le modèle avec la fonction de lien paramétrique 
contrainte définie par (3.1), nous supposons que Y  dépend 
uniquement de la taille de la famille ,x  et l’estimateur 
prend la forme 

∑ = == K

x xy xyYPM
y

H
1

)|(ˆ1ˆ  (4.1) 

où )( Kx MM  représente le nombre de personnes dans la 
population dont la taille enregistrée de la famille est 

).( Kx ≥  Les xM  sont des données auxiliaires connues 
provenant du Registre norvégien des familles.   

Une approche courante pour corriger pour la non-réponse 
consiste à imputer les valeurs manquantes dans l’échan-
tillon. En nous fondant sur la distribution estimée de Y  pour 
une taille de famille et un lieu de résidence donnés pour les 
non-répondants, ,|(ˆ xyYP = ),0, =rz  nous affectons les 
non-répondants aux valeurs 5...,,1  dans les proportions 
données par )0,,|(ˆ == rzxyYP  pour .5...,,1=y  Soit 

)0(*
xyn ))1(( *

xyn  le nombre de valeurs imputées pour la 
taille de famille x  et la taille de ménage ,y  pour les régions 
rurales (urbaines) et soit )0(xum ))1(( xum  le nombre d’ob-
servations manquantes pour les personnes dans les régions 
rurales (urbaines) dont la taille de la famille est .x  Alors 

1.0,   ,)0,,|(ˆ)()(* ===⋅= zrzxyYPzmzn xuxy  (4.2) 

et 
)1()0( ∗∗∗ += xyxyxy nnn  

est le nombre total de valeurs imputées pour lesquelles la 
taille de la famille est x  et la taille du ménage est ,y  
c’est-à-dire, ∗

xyn  est le nombre prévu estimé de ménages de 
taille ,y  sachant la taille de la famille x  et .0=r  
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Le résultat général suivant tient, ce qui montre qu’avec le 
modèle de population (3.1), l’estimateur du maximum de 
vraisemblance (4.1) est identique à un estimateur poststrati-
fié basé sur l’imputation.   
Théorème. Supposons que Y  est donné par le modèle 
(3.1). Autrement dit, == ),|( zxyYP xyp ,  est indépen-
dant de ,z  mais par ailleurs les xyp ,  sont complètement 
inconnues, la seule contrainte étant ,1, =∑ y xyp  pour toutes 
les valeurs de .x  Le mécanisme de réponse est paramétrisé 
arbitrairement, c’est-à-dire qu’aucune  hypothèse n’est faite 
au sujet de ).,,|1( zxyYRP ==  Alors, les estimations 
du maximum de vraisemblance pour xyp ,  sont données, 
pour ,...,,1 Kx =  par 

xux

xyxy
xy mm

nn
p

+
+

=
∗

,ˆ , 

où xyn  est le nombre de répondants appartenant à une 
famille de taille x  et à un ménage de taille )(, Kx mmy  est 
le nombre de répondants appartenant à une famille de taille 

),( Kx ≥  et ).1()0( xuxuxu mmm +=    
Preuve. Voir l’annexe A2.  
Le théorème implique que l’estimateur peut s’écrire sous 
forme de l’estimateur poststratifié basé sur l’imputation, en 
utilisant la taille de la famille comme variable de strati-
fication, 

.
1ˆ

1post, ∑ =

∗

+
+

= K

x
xux

xyxy
x

I
y mm

nn
M

y
H  (4.3) 

Si nous supposons que le mécanisme de réponse est 
ignorable et que nous utilisons le modèle (3.1), la fonction 
de vraisemblance est donnée par ).|(1 iii

n
i xyYPr =∏ =  

Alors, la fonction du maximum de vraisemblance =YP (ˆ  
)| xy  est simplement le taux observé chez les répondants 

dont la taille du ménage est ,y  sachant la taille x  de la 
famille. Donc, l’estimateur du maximum de vraisemblance 
s’avère être identique à l’estimateur poststratifié standard, 
avec la taille de la famille comme variable de stratification, 

.
1ˆ

1post, ∑ == K

x
x

xy
xy m

n
M

y
H  (4.4) 

Pour une étude générale de la poststratification, voir, par 
exemple, Holt and Smith (1979) et Särndal, Swensson et 
Wretman (1992, chapitre 7.6). 

Afin d’illustrer les effets de la modélisation de la 
non-réponse et de la poststratification, nous présentons aussi 
des estimations fondées sur l’estimateur par expansion 
ordinaire, donné par  

r

y
ey n

n
N

y
H ⋅= 1ˆ

,  (4.5) 

et par l’estimateur par expansion basé sur l’imputation 
donné par  

.
1ˆ

, n

nn
N

y
H

yyI
ey

∗+
⋅=  (4.6) 

Ici, yn  est le nombre de répondants dans les ménages de 
taille rny ,  est le nombre total de répondant, et =∗

yn  
.∑ ∗

x xyn  L’estimateur (4.5) ne vise pas à corriger pour la 
non-réponse ni n’utilise la distribution de la population de 
familles comme outil de poststratification pour améliorer 
l’estimation, tandis que l’estimateur (4.6) essaye de tenir 
compte du mécanisme de non-réponse, mais ne peut fournir 
une correction pour les échantillons non représentatifs.  
4.2 Poststratification basée sur l’imputation avec un 

modèle saturé  
Nous passons maintenant à une méthode intuitive 

d’imputation qui a été utilisée pour estimer les probabilités 
de réponse pour un estimateur d’Horvitz-Thompson modifié 
pour la production des statistiques officielles d’après les 
données de l’EDC de 1992 (décrite dans Belsby 1995). 
Nous utilisons cette méthode d’imputation pour l’estimateur 
poststratifié (4.3). 

La méthode d’imputation consiste à répartir, dans une 
région rurale/urbaine, les )( zmxu  unités non-répondantes 
sur les ménages de taille 5...,,1  de telle façon que, sachant 
la taille du ménage, le taux de non-réponse soit le même 
pour toutes les tailles de familles. Cette méthode repose sur 
l’hypothèse implicite que la probabilité de réponse des 
personnes dont la taille du ménage est la même dans une 
région rurale/urbaine est identique pour diverses tailles de 
familles. Soit )( zhxy  le nombre de non-répondants dont la 
taille de la famille est ,x  la taille du ménage est y  et le lieu 
de résidence est .z  Le nombre correspondant de répondants 
est ).( znxy  Les valeurs de )( zhxy  sont déterminées au 
moyen des équations 

1.0,  ,
)()(

)(

)()(

)(
=

+
=

+
z

znzh

zh

znzh

zh

iyiy

iy

xyxy

xy

 

(4.7) 

Si ,0)( =znxy  nous posons que .0)( =zhxy  L’équation 
(4.7) est résolue sous les conditions  

1.0,  et5 4, 3, 2, 1,   );()( ===∑ zxzmzh
y

xuxy  (4.8) 

La résolution des équations (4.7) et (4.8) nécessite, pour 
chaque valeur de ,z  une ligne ...,),(),(( 21 znzn xx  

))(5 znx  de valeurs non nulles, ce qui est vérifié dans notre 
cas. Les valeurs imputées )( zhxy  déterminées par (4.7) et 
(4.8) correspondent à la méthode d’imputation décrite par 
(4.2) pour le modèle suivant : 

zxypzxyYP ,,  ) ,|( ==  sans contraintes (4.9a) 

zyqzxyYRP ,  ) ,  ,|1( === , indépendant de .x  (4.9b) 

Nous pouvons le montrer comme suit : 
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Pour les dix essais multinomiaux déterminés par les 
différentes valeurs ),,( zx  nous avons 50 probabilités de 
cellule inconnues ).,|1,(, zxRyYPzyx ===π  En l’ab-
sence de contraintes sur les probabilités de cellule, les esti-
mations du maximum de vraisemblance (evm) sont données 
par les fréquences relatives observées,  

.
)()(

)(
ˆ , zmzm

zn

xux

xy
zyx +

=π  

Ce résultat tient aussi quand .0)( =zn xy  Maintenant, 
nous pouvons montrer qu’il existe une correspondance 
biunivoque entre =π ),( 10 ππ  et ,),,,( 1100 qpqp  où 

=π= yzyxz :( ,π ,)5...,,1;5...,,1 =x == yp zyxz :( ,p  
)5...,,1;5...,,1 =x  et .)...,,( ,5,1 zzz qq=q  Puisque 

,,,, yzzxyzyx qp ⋅=π  les emv de zyxp ,  et de zyq ,  doivent 
satisfaire 

)()(

)(
ˆˆ ,, zmzm

zn
qp

xux

xy
zyzyx +

=⋅
 

(4.10) 

et sont déterminées de façon unique par .ˆ , zyxπ  
Considérons ),( zhxy  donné par (4.5) et (4.6). Soit 

∑= x xyy zhzh )()(  et .)()( ∑= x xyy znzn  D’après (4.7), 

0. )(si,
)()(

)(

)()(

)(
>

+
=

+
zn

znzh

zh

znzh

zh
xj

xjxj

xj

jj

j

 

(4.11) 

De (4.10) et (4.11), il découle que les estimations 
intuitives suivantes sont aussi des emv. 

)()(

)(
ˆ , zhzn

zn
q

yy

y
zy +

=  (4.12) 

)()(

)()(
ˆ ,, zmzm

zhzn
p

xux

xyxy
zxy +

+
=  (4.13) 

(aussi quand ).0)()( == zhzn xyxy   

(Nous pouvons aussi montrer (4.12) et (4.13) en maximisant 
directement la log-vraisemblance.) Puis, nous montrons que 
les valeurs imputées (4.2) pour le modèle (4.9) sont égales à 

).( zhxy  D’après (4.2), nous avons ⋅=∗ )()( zmzn xuxy  
).0,,|(ˆ == rzxyYP  Sous le modèle (4.9) et les estima-

tions (4.12) et (4.13), nous trouvons que 
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et il s’ensuit que )()( zhzn xyxy =∗ . Si ,0)( =zn xy  alors 
,0ˆˆ ,,, =π= zyxzxyp  et .0)( =∗ zn xy  Nous notons que le 

modèle (4.9) est saturé et donnera, d’après (4.10), un 
ajustement parfait. 

Les estimations par expansion basée sur l’imputation 
(4.6), avec le modèle (4.9), sont identiques aux estimations 
d’Horvitz-Thompson modifiées avec /)(ˆ , znq yzy =  

)]()([ znzn yy
∗+  (provenant de (4.12)) pour les probabi-

lités estimées de réponse utilisées pour la production des sta-
tistiques officielles d’après les données de l’EDC de 1992. 
Ceci découle du fait que l’estimateur d’Horvitz-Thompson 
modifié de yN  est donné par 

,
)(ˆ

HT, ∑
∈ π

=
=

rsi i

i
y

yYI
N  

où Pi =π (que la personne i  soit sélectionnée dans 
l’échantillon et réponde). Donc, 

izyiiiii q
N

n
yYzxRP

N

n
,ˆ),,|1(ˆ ====π  
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Ici, 
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Donc, cet estimateur d’Horvitz-Thompson modifié 
souffre de la même caractéristique négative que l’estimateur  
par expansion basé sur l’imputation (4.6); il ne peut corriger 
le biais dans un échantillon non représentatif. Pour une des-
cription générale de la méthode d’Horvitz-Thompson modi-
fiée, consulter, par exemple, Särndal et coll. (1992, chapitre 
15).  
4.3 Estimation de la variance  

Nous estimons la variance des diverses estimations par la 
méthode du bootstrap. Cette estimation peut se faire sous le 
cadre de référence de la modélisation ou de la quasi- 
randomisation (Little et Rubin 1987). Par exemple, pour 
estimer la variance sous le modèle (3.1) et le mécanisme de 
réponse RM1 (3.2), nous pouvons appliquer le bootstrap 
paramétrique avec les paramètres estimés (Efron et 
Tibshirani 1993). Cependant, la façon de comparer les 
variances estimées sous les divers modèles n’est pas claire. 
Nous avons, par conséquent, choisi d’estimer les variances 
des divers estimateurs sous un cadre commun de quasi-
randomisation. Nous supposons que nous avons affaire à un 
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échantillonnage aléatoire simple conditionnel, sachant la 
taille de la famille, la seule hypothèse que nous faisons pour 
l’estimation de la variance. Inconditionnellement, nous 
avons un échantillon autopondéré, mais pas aléatoire simple 
et, par conséquent, il s’agit d’une approximation assez 
grossière du plan de sondage conditionnel réel. Cependant, 
pour une étude comparative des estimateurs, l’appro-
ximation suffira. L’indicateur de non-réponse ir  est con-
sidéré comme étant une constante associée à la personne .i  
Nous tirons l’échantillon bootstrap, en rééchantillonnant 

),1,,( =iii rzy )0,( =ii rz  aléatoirement avec remise, 
comme il l’est décrit dans Shao et Sitter (1996, section 5), 
dans chaque poststrate de };{ xxi ï = . Bien que les tailles 
des poststrates de l’échantillon soient fixes, aussi bien le 
nombre de non-répondants que le nombre de personnes 
provenant d’une région urbaine ou rurale varie d’un 
échantillon bootstrap à l’autre. Nous calculons les esti-
mations bootstrap de la même façon que celles fondées sur 
les données observées. En particulier, nous imputons les 
données bootstrap de la même façon que les données 
originales si l’estimateur est basé sur l’imputation. Enfin, 
nous obtenons les variances et les erreurs-types estimées par 
l’approximation habituelle de Monte Carlo fondée sur 500 
échantillons bootstrap indépendants. 

 
5. Nombres estimés de ménages de tailles 

      différentes d’après l’Enquête sur les  
      dépenses de consommation de la  

      Norvège de 1992   
Nous présentons ici les nombres estimés de ménages de 

taille un à cinq et plus, et le nombre total de ménages dans la 
population norvégienne de moins de 80 ans. L’estimation 
est faite d’après les données de l’EDC de 1992 et fondée sur 
les estimateurs décrits à la section 4. Pour calculer les 
estimations, nous devons connaître les nombres de familles 
des différentes tailles dans la population, c’est-à-dire ,xM  
au moment de l’enquête de 1992. Le nombre réel au 
moment de l’enquête n’a pas été enregistré. À titre d’ap-
proximation, nous utilisons les nombres au 1er janvier 1993. 
Ils sont donnés au tableau 4.   

Tableau 4 
Nombre de familles et de personnes de moins de 80 ans  

en Norvège le 1er janvier 1993 
 

Nombre de personnes dans la famille Familles Personnes 
1 personne 793 869 793 869 
2 personnes 408 440 816 880 
3 personnes 261 527 784 581 
4 personnes 266 504 1 066 016 
5 personnes ou plus 127 653 670 528 
Total 1 857 993 4 131 874 

Notons que la taille moyenne de la famille pour les 
familles de 5 personnes ou plus est égale à 670 528/ 
127 653 = 5,25. Nous utilisons 5,25 comme estimation de la 
taille moyenne du ménage pour les ménages de 5 personnes 
ou plus et nous divisons par 5,25 au lieu de 5 dans toutes les 
estimations de .5H   
5.1 Estimation du maximum de vraisemblance et 

poststratification  
Les distributions estimées des ménages sont présentées 

au tableau 5. Les estimations sont fondées sur l’estimateur 
du maximum de vraisemblance (emv) (4.1) en utilisant le 
modèle de population avec la fonction de lien paramétrique 
contrainte xyp ,  combinée aux modèles de réponse 
RM1 ),( zy  et RM2 ).,( zy  Pour illustrer l’effet de la 
modélisation de la non-réponse par opposition à celui de la 
poststratification, nous présentons aussi l’estimateur post-
stratifié standard (4.4). Rappelons qu’il s’agit de l’estima-
teur du maximum de vraisemblance lorsqu’on ne tient pas 
compte du mécanisme de non-réponse. En outre, nous 
présentons la distribution estimée de la taille des ménages 
d’après la poststratification basée sur l’imputation (4.3) avec 
le modèle saturé (4.9). Pour évaluer la variabilité d’échan-
tillonnage des divers estimateurs, nous incluons aussi les 
estimations des erreurs-types. 

Les trois modèles qui tiennent compte du mécanisme de 
réponse donnent des nombres totaux de ménages plus 
élevés. Ils produisent aussi des nombres considérablement 
plus élevés de ménages d’une seule personne. Ce résultat 
nous paraît raisonnable, puisque nous nous attendons à ce 
que le taux de non-réponse le plus élevé soit celui observé 
pour cette catégorie de ménages. Et, par conséquent, c’est la 
prise en compte du mécanisme de non-réponse qui a le plus 
d’influence sur ces estimations. Nous notons que le modèle 
à fonction de lien paramétrique contrainte (3.1) conjugué au 
modèle de réponse logistique RM2 ),( zy  donne pratique-
ment les mêmes estimations poststratifiées que le modèle 
(4.9), ainsi qu’approximativement les mêmes erreurs-types. 
Étant donné le niveau de liberté du modèle (4.9), avec un 
ajustement parfait, il semble que le modèle (3.1) et le mé-
canisme de réponse RM2 ),( zy  donnent de bons résultats 
pour estimer le nombre de ménages de diverses tailles. En 
ce qui concerne l’incertitude des estimations, nous consta-
tons, comme on pourrait s’y attendre, que les erreurs-types 
semblent typiquement augmenter avec le nombre de para-
mètres inconnus dans le modèle sous-jacent. En outre, le 
nombre total de ménages est estimé de façon assez précise, 
si l’on ne tient pas compte du biais éventuel, tandis qu’il est 
manifestement plus difficile d’estimer le nombre de mé-
nages d’une personne.  

Afin de déterminer dans quelle mesure les différences 
entre les estimations sont dues à l’erreur d’échantillonnage 
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ou au biais de non-réponse, nous examinons les erreurs- 
types estimées des différences entre les estimations ponc-
tuelles. Certaines de celles-ci sont données au tableau 6, en 
utilisant principalement la poststratification basée sur 
l’imputation avec le modèle saturé comme référence. 
Brièvement, nous utilisons les termes Est1 à Est4 pour les 
estimations définies de la façon dont elles figurent au 
tableau 5 : 
 

Est1 : Estimateur du maximum de vraisemblance 
fondé sur le modèle de population xyp ,  

et le 
modèle de réponse RM1 

 

Est2 : Estimateur du maximum de vraisemblance 
fondé sur le modèle de population xyp ,  

et le 
modèle de réponse RM2 

 

Est3 : Poststratification basée sur l’imputation fondée 
sur le modèle saturé (4.9) 

 

Est4:  Estimateur poststratifié sans imputation.  
L’examen des tableaux 5 et 6 nous permet de conclure 

que les valeurs prévues de Est4 et Est3 diffèrent lorsqu’on 
estime .et,, 531 HHHH  En ce qui concerne les autres 
comparaisons, nous constatons que, lors de l’estimation de 

,3H  l’écart entre Est1 et Est2/Est3 est significatif et nous 
notons, d’après les discussions antérieures présentées à la 
section 3.3, que RM2 donne un meilleur ajustement aux 
données que RM1.  

Les estimations basées sur l’estimateur par expansion 

eyH ,
ˆ  donné par (4.5), exprimées en centaines, sont 

390 500, 496 500, 283 900, 279 900, 148 000 et 1 598 800, 
et les erreurs-types estimées sont égales à 33 100, 21 700, 
14 600, 11 600, 6 100 et 23 700 pour ,et...,, 51 HHH  
respectivement. Les erreurs-types des différences entre ces 
estimations et les estimations Est3 sont 52 800, 30 900, 
19 100, 10 800, 5 400 et 32 000 pour ,et...,, 51 HHH  
respectivement. Ces estimations par expansion témoignent 
d’un biais important dû à la non-réponse, particulièrement 
celles de ,et, 51 HHH  avec correction d’une part du 
biais par poststratification (probablement de l’ordre de 50 % 
pour les estimations de ).et1 HH  Nous notons aussi que 
les erreurs-types de l’estimateur poststratifié et de cet 
estimateur par expansion simple sont à peu près les mêmes. 
Donc, en réduisant le biais par poststratification, on réduit 
simultanément l’erreur totale. 

La poststratification corrige pour le biais causé par la 
divergence entre les distributions de la taille de la famille 
dans l’échantillon de répondants et dans la population. 
D’après les tableaux 1 et 4, nous voyons que ces distri-
butions de la taille de la famille (en pourcentage), pour 

,5...,,1=x  sont  

Éch. répondants : 14,6 – 20,7 – 19,1 – 27,0 – 18,6 
Population : 19,2 – 19,8 – 19,0 – 25,8 – 16,2. 

Puisque le nombre de familles d’une seule personne est 
beaucoup trop faible dans l’échantillon de répondants, il en 
sera de même de l’estimation par expansion de .1H  Si les 
poststrates sont déterminées d’après la taille de la famille, la 
poststratification corrige le biais lié à la taille de la famille 
dans l’échantillon de répondants, mais ne suppose pas 
implicitement que la distribution des tailles de ménage est la 
même pour les non-répondants que pour les répondants, 
pour une taille de famille donnée. Autrement dit, les 
répondants sont traités comme un sous-échantillon aléatoire 
d’unités échantillonnées ayant la même taille de famille, 
comme le mentionne Little (1993), ce qui n’est fort pro-
bablement pas le cas en réalité. Rappelons que l’effet de la 
variable de taille de la famille n’est pas significatif quand la 
variable de taille du ménage est incluse dans les modèles de 
réponse. Donc, il semble raisonnable de supposer, comme 
dans nos modèles de réponse, que les taux de réponse 
varient en fonction de la taille réelle du ménage plutôt qu’en 
fonction de la taille enregistrée de la famille. Habituel-
lement, les estimations du nombre de ménages d’une 
personne seront biaisées si l’on ne tient pas compte des 
non-répondants. 

Après correction pour le biais de non-réponse en 
complétant l’échantillon au moyen de valeurs imputées, 
l’échantillon proprement dit peut être asymétrique compara-
tivement à la population. Afin d’illustrer l’effet de la post-
stratification pour corriger cette asymétrie, nous comparons, 
en utilisant le modèle saturé (4.9), les estimations post-
stratifiées basées sur l’imputation Est3 aux estimations par 
expansion basées sur l’imputation données par (4.6) : 
583 900, 567 700, 244 300, 259 300, 122 400 et 1 777 600 
pour ,et...,, 51 HHH  respectivement. Comme nous 
l’avons mentionné à la section 4.2, voir (4.14), ces 
estimations sont identiques aux estimations d’Horvitz- 
Thompson modifiées. Leurs erreurs-types sont pratiquement 
les mêmes que celles de Est3. Donc, les méthodes d’esti-
mation poststratifiées de rechange fondées sur des modèles 
de réponse non ignorables donnent des erreurs-types qui ne 
sont, au moins, pas pires que celles données par l’estimateur 
d’Horvitz-Thompson modifié. Donc, si l’on réduit le biais 
en recourant aux méthodes de rechange, on réduit aussi 
l’erreur totale. Les erreurs-types des différences entre Est3 
et cet estimateur d’Horvitz-Thompson modifié pour les 
estimations de HHH et...,, 51  sont 3 500, 2 200, 1 100, 
600 200 et 2 100, respectivement. Manifestement, ces deux 
méthodes donnent des estimations significativement diffé-
rentes pour tous les totaux selon la taille du ménage. Dans 
cette comparaison, une caractéristique ressort. L’estimation 
par expansion du nombre de ménages de deux personnes, 
567 700, est clairement trop élevée, comme le montre la 
comparaison des distributions de la taille de la famille dans 
l’échantillon total et dans la population (en pourcentage), 
pour :5...,,1=x  

 
 
 



226 Belsby, Bjørnstad et Zhang : Méthode de modélisation et d’estimation de la taille du ménage 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-XIF au catalogue 

 

Tableau 5 
Nombres totaux estimés de ménages pour les personnes de moins de 80 ans en Norvège au 1er janvier 1993, exprimés en centaines.  

Erreur-type estimée des estimations entre parenthèses 
 

 Estimateur du maximum de vraisemblance avec mécanisme 
de réponse non ignorable 

Poststratification basée sur 
l’imputation 

Mécanisme de réponse 
ignoré 

Taille du 
ménage, y  

Modèle de 
population xyp ,  

et modèle de 
réponse 

RM1 ),( zy  

% Modèle de 
population xyp ,  

et modèle de 
réponse 

RM2 ),( zy  

% Modèle de population 
et de réponse saturé 

% Estimateur 
poststratifié 

% 

1 558 800 
(38 900) 

32 595 400 
(48 000) 

34 596 600 
(53 500) 

34 486 000 
(35 800) 

29 

2 520 200 
(20 600) 

30 525 800 
(27 400) 

30 523 600 
(29 800) 

30 507 800 
(20 000) 

30 

3 278 900 
(13 800) 

16 249 100 
(20 300) 

14 250 000 
(19 800) 

14 286 200 
(14 100) 

17 

4 258 900 
(9 800) 

15 269 000 
(11 600) 

15 268 900 
(11 500) 

15 270 600 
(10 100) 

16 

≥ 5 125 800 
(4 700) 

7 126 000 
(5 100) 

7 126 200 
(5 000) 

7 131 300 
(4 700) 

8 

Total 1 742 600 
(25 600) 

100 1 765 300 
(29 700) 

100 1 765 300 
(31 900) 

100 1 681 900 
(23 300) 

100 

 
Tableau 6 

Erreurs-types estimées des différences entre les estimations ponctuelles du tableau 5 
 

Taille du ménage Est1 – Est2 Est1 – Est3 Est2 – Est3 Est4 – Est3 
1 29 700 37 000 16 600 42 400 
2 19 300 22 200 8 800 23 100 
3 15 400 15 200 5 300 15 500 
4 6 700 6 500 1 800 6 600 
≥ 5 1 700 1 700 500 1 900 
Total 15 300 18 800 8 900 23 300  

 

Population : 19,2 – 19,8 – 19,0 – 25,8 – 16,2  
Échantillon : 18,6 – 23,0 – 17,8 – 24,9 – 15,7.  

La proportion, dans l’échantillon, de personnes apparte-
nant à une famille de deux personnes est beaucoup trop 
élevée et, bien que nous ayons corrigé pour le biais de non- 
réponse, l’estimateur par expansion, et donc aussi l’estima-
teur d’Horvitz-Thompson modifié, ne peut corriger la non- 
représentativité d’un échantillon. Ceci produira néces-
sairement des estimations biaisées de .2H  Nous devons 
recourir à la poststratification pour corriger l’asymétrie d’un 
échantillon. Nous pouvons considérer la différence entre les 
valeurs prévues de ces estimateurs de 2H  comme étant 
proche du biais de l’estimateur d’Horvitz-Thompson mo-
difié, et nous notons qu’un intervalle de confiance à 95 % 
approximatif pour cette différence est (39 800, 48 400). 

Pour des raisons de robustesse, nous présentons aussi les 
estimations d’après le modèle logit cumulatif mentionné à la 
section 3.1 combiné au modèle de réponse RM1 ),( zy  qui, 
nous le savons, est mal ajusté aux données. Ces estimations 
sont exprimées en centaines : 591 800, 501 000, 265 200, 
267 300, 128 200 et 1 753 500 pour ,et...,, 51 HHH  
respectivement. Comparativement au tableau 5, ces valeurs 

semblent indiquer qu’un modèle raisonnable pour la réponse 
joue un rôle plus important qu’un bon modèle de po-
pulation. Il est également évident que la modélisation de la 
non-réponse importe, comme le montre la comparaison à la 
poststratification et à l’expansion simple.  
 
5.2 Comparaison avec les estimations utilisées à 

l’heure actuelle pour l’EDC, l’Enquête sur la 
qualité du Recensement de 1990 et une étude de 
projection  

Depuis 1993, un estimateur d’Horvitz-Thompson 
modifié de type (4.14), dont le calcul est plus simple, est 
utilisé pour produire les statistiques officielles d’après les 
données de l’EDC (voir Belsby 1995). Nous avons indiqué 
à la section 2 que les poids sont les inverses des probabilités 
d’échantillonnage des ménages, multipliés par la probabilité 
de réponse estimée. Les probabilités de réponse sont 
estimées au moyen d’un modèle logistique semblable à 
RM2 ),( zy  en utilisant le lieu de résidence et la taille du 
ménage comme variables explicatives. Pour les non- 
répondants dont on ne connaît pas la taille du ménage, on 
utilise la taille enregistrée de la famille, en remplaçant (3.5). 
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Donc, nous pouvons considérer les poids comme étant une 
approximation de l’utilisation de (3.5). Évidemment, (3.5) 
n’est possible que si l’on envisage un modèle de population, 
ce qui n’a pas été fait dans le cas de l’EDC. Le tableau 7 
donne la distribution estimée des ménages d’après cet 
estimateur d’Horvitz-Thompson modifié pour l’EDC.  

L’Enquête sur la qualité du Recensement de 1990, 
appelée EEP 1990, compte 8 280 répondants et repose sur 
pratiquement la même définition du ménage que l’EDC. Le 
taux de réponse était de 95 %. Les estimations de yH  sont 
calculées par poststratification en fonction de la taille du 
ménage au recensement. Cependant, aucun effort n’a été fait 
pour corriger le biais de non-réponse éventuel en ce qui a 
trait à la taille réelle du ménage. L’EEP porte sur l’ensemble 
de la population. Le tableau 7 donne les estimations pour le 
groupe de personnes de 0 à 79 ans calculées selon la même 
méthode de poststratification que pour l’EEP. 

Le tableau 7 présente aussi les estimations basées sur 
l’étude de projection des ménages réalisée par Keilman et 
Brunborg (1995). Cette étude simule la structure des 
ménages pour la période allant de 1990 à 2020. Les sources 
des données sont 28 384 individus provenant du Recen-
sement de la population et du logement de 1990 et de 

l’Enquête sur la famille et la profession de 1988. Keilman et 
Brunborg calculent des projections pour l’ensemble de la 
population en 1992. Nous avons ajusté leurs estimations au 
groupe des 0 à 79 ans.  

Les estimations présentées au tableau 7 renforcent notre 
impression que les estimations fondées sur la modélisation 
du mécanisme de réponse donne des résultats moins biaisés 
que ceux obtenus en ne tenant pas compte de ce mécanisme, 
comme dans la simple poststratification ou la simple 
expansion. Il en est particulièrement ainsi pour les ménages 
d’une personne et pour le total. L’« estimateur officiel » 
courant, c’est-à-dire l’estimateur d’Horvitz-Thompson 
modifié, semble produire des estimations dont l’ordre de 
grandeur est correct et qui, en fait, s’approchent plus des 
résultats de l’EEP de 1990 que les estimations fondées sur 
un modèle. Cependant, ces résultats sont plus accidentels 
qu’autre chose. En tant que méthode, l’estimateur modifié 
présente certains problèmes même dans le cas d’un 
échantillon représentatif. Nous pouvons les étudier en 
estimant les probabilités de réponse. Le tableau 8 donne les 
résultats ainsi que les estimations fondées sur RM2 ),( zy  et 
(3.1) tirés du tableau 3. 
 

 
 
 

Tableau 7 
Totaux estimés selon la taille du ménage pour les personnes de moins de 80 ans en Norvège au 1er janvier 1993  
d’après l’estimateur d’Horvitz-Thompson modifié pour l’EDC, l’EEP de 1990 et les projections, en centaines 

 

Taille du ménage Horvitz-Thompson modifié pour l’EDC % EEP 1990 % Projections % 

1 622 900 35 626 000 35 668 300 37 

2 518 500 29 494 200 28 549 000 30 

3 259 900 15 291 500 16 211 900 12 

4 258 500 15 250 000 14 221 500 12 

≥ 5 124 600 7 115 300 6 97 500 5 

Inconnue     78 500 4 

Total 1 784 400 1 1 777 000 99 1 826 700 100 
 
 

Tableau 8 
Probabilité estimée de réponse basée sur la méthode utilisée  

dans l’EDC depuis 1993, en pourcentage 
 

Taille du ménage 

Lieu de résidence 1 2 3 4 5 ou plus 

 Méthode EDC 

Région rurale 44,53 66,24 74,55 73,54 80,07 

Région urbaine 36,01 57,90 67,25 66,09 73,80 

 Modèle xyp ,  dans (3.1)  combiné à RM2( y, z) 

Région rurale 47,77 60,90 79,05 73,26 81,52 

Région urbaine 38,92 52,04 72,44 65,62 75,46 
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Comparativement aux probabilités de réponse estimées 
d’après le modèle RM2 ),( zy  avec (3.1), nous voyons que 
le remplacement de la taille du ménage par la taille de la 
famille dans le groupe de non-répondants n’est pas une ap-
proximation satisfaisante. Donc, si l’on fait une compa-
raison avec l’estimateur d’Horvitz-Thompson modifié de la 
section 5.1 fondé sur le modèle saturé (4.9), ce dernier serait 
le modèle privilégié. Dans le cas de l’EDC, l’approche 
adoptée officiellement surestime la probabilité de réponse 
des ménages de deux personnes, ce qui, dans un échantillon 
représentatif, produirait une sous-estimation de .2H  Les 
probabilités de réponse estimées seront le plus probablement 
biaisées si nous utilisons la taille de la famille à la place de 
la taille du ménage dans le groupe de non-répondants pour 
estimer les paramètres du modèle de réponse. Ce biais est un 
problème qui s’ajoute à celui mentionné antérieurement, à 
savoir que l’estimateur d’Horvitz-Thompson modifié pro-
duit des estimations semblables à celles produites par l’esti-
mateur par expansion basées sur l’imputation et ne peut 
corriger pour les échantillons non représentatifs (problème 
qui se pose dans le cas de l’EDC depuis 1993). Toutefois, 
pour l’EDC de 1992, l’échantillon est asymétrique et 
contient une proportion trop élevée de familles de deux 
personnes, et l’ordre de grandeur de l’estimation de .2H  
sera correcte par accident.  

 
6. Conclusions  

Nous avons étudié les problèmes de modélisation et de 
méthodologie que pose l’estimation du nombre total de 
ménages de diverses tailles en Norvège d’après les données 
de l’Enquête sur les dépenses de consommation (EDC) de la 
Norvège. Le problème principal est de savoir comment 
corriger le biais dû à la non-réponse non ignorable. La 
méthode d’estimation appliquée à l’heure actuelle pour 
l’EDC est l’utilisation d’un estimateur d’Horvitz-Thompson 
modifié qui comprend une correction pour la non-réponse 
par estimation des probabilités de réponse. Nous avons 
fondamentalement examiné deux approches fondées sur un 
modèle, à savoir un estimateur du maximum de vrai-
semblance et une poststratification basée sur l’imputation 
d’après la taille enregistrée de la famille. Avec un modèle de 
population correspondant à un modèle de groupe d’après la 
taille de la famille uniquement, ces deux estimateurs sont 
identiques. Ce modèle de groupe de famille, pour la taille du 
ménage et une fonction de lien logistique pour la probabilité 
de réponse avec la taille du ménage comme variable 
catégorique nominale semblent donner de bons résultats 
pour notre problème d’estimation. 

Lors de l’analyse des données de l’EDC de 1992, nous 
observons un biais de non-réponse important, particu-
lièrement dans les estimations de ,et1 HH  biais qui est 

corrigé en partie (probablement environ 50 % pour les 
estimations de )et1 HH  par la poststratification pure 
(sans imputation). Cependant, la poststratification ne tient 
pas compte du biais de non-réponse éventuel en fonction de 
la taille du ménage. Nos modèles de réponse supposent que 
les taux de réponse varient selon la taille réelle du ménage 
plutôt que selon la taille enregistrée de la famille, et il est 
assez évident que ce genre de modélisation de la non- 
réponse a de l’importance et donne lieu à des estimations 
moins biaisées que la simple poststratification ou la simple 
expansion, particulièrement pour .et1 HH  

Les estimations d’Horvitz-Thompson modifiées utilisées 
pour produire les statistiques officielles d’après l’EDC 
correspondent aux estimations par expansion basées sur 
l’imputation. Donc, elles ne permettent pas de corriger 
l’erreur due à la non-représentativité des échantillons. 
L’étude décrite ici montre qu’en plus d’utiliser un modèle 
de réponse non ignorable, il est nécessaire de poststratifier 
d’après la taille de la famille, c’est-à-dire d’utiliser un 
modèle de population sachant la taille de la famille. Par 
conséquent, la poststratification, la modélisation de la 
réponse et l’imputation sont des éléments essentiels à une 
approche satisfaisante.  

Dans le cas de toute estimation de totaux en sondage, il 
faut être conscient du fait qu’un estimateur d’Horvitz- 
Thompson ne peut corriger le biais dû aux échantillons 
asymétriques, même s’il est modifié au moyen de bonnes 
estimations de la réponse. La poststratification devrait 
toujours être envisagée, ainsi que l’imputation fondée sur un 
modèle de réponse, non ignorable au besoin. 

 
Annexe A1  

Les données pour les régions rurale et urbaine sont 
présentées séparément au tableau A1. 

 
Annexe A2  

Théorème. Supposons que Y  suit le modèle (3.1), 
c’est-à-dire que xypzxyYP ,),|( ==  est indépendant de 

,z  mais que, par ailleurs, les xyp ,  sont complètement 
inconnues, la seule contrainte étant que ∑ =y xyp ,1,  pour 
toutes les valeurs de ,x  pour tout .k  Le mécanisme de 
réponse est paramétrisé arbitrairement, autrement dit aucune 
hypothèse n’est faite au sujet de ).,,|1( zxyYRP ==  
Alors, les estimations du maximum de vraisemblance pour 

xyp ,  sont données par  

xux

xyxy
xy mm

nn
p

+
+

=
∗

,ˆ . 

Preuve. Soit ).,,|1(, zxyYRPq zyx ===  La log- 
vraisemblance est donnée par 
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Tableau A1 
Tailles de la famille et du ménage pour l’Enquête sur les dépenses de consommation de la Norvège 

de 1992, selon la région rurale ou urbaine. L’entrée supérieure est pour le groupe urbain 
 

Taille du ménage 
Taille de la famille 1 2 3 4 ≥  5 Réponse totale Non-réponse Total Taux de réponse 

 1 urbain 
 rural 

28 
55 

24 
24 

7 
13 

2 
7 

0 
2 

61 
101 

78 
75 

139 
176 

0,439 
0,574 

 2 urbain 
 rural 

6 
3 

70 
107 

12 
25 

3 
1 

0 
3 

91 
139 

84 
76 

175 
215 

0,520 
0,647 

 3 urbain 
 rural 

4 
6 

8 
17 

57 
74 

11 
29 

3 
3 

83 
129 

40 
51 

123 
180 

0,675 
0,717 

 4 urbain 
 rural 

0 
2 

3 
10 

15 
22 

80 
151 

5 
12 

103 
197 

43 
80 

146 
277 

0,705 
0,711 

 ≥ 5 urbain 
 rural 

0 
1 

1 
3 

0 
4 

6 
11 

66 
115 

73 
134 

28 
32 

101 
166 

0,723 
0,807 

Total urbain 
Total rural 

38 
67 

106 
161 

91 
138 

102 
199 

74 
135 

411 
700 

273 
314 

684 
1 014 

0,601 
0,690 
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Nous utilisons la méthode de Lagrange et maximisons 
+= lG ).1( 5

1 ,
5

1 ∑∑ == −λ y xyx x p  
Posons que les solutions sont )(ˆ , xxyp λ  et déterminons 

les xλ  tels que ,1)(ˆ ,∑ =λy xxyp  pour tout .x  Quelle que 
soit la façon dont les zyxq ,  sont paramétrisés, l’emv xyp ,ˆ  
doit satisfaire, en résolvant les équations ,0/ , =∂∂ xypG  
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Nous déterminons xλ  par sommation sur :y  
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Il découle de (A1) que xyp ,ˆ  satisfait la relation suivante :  
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Les valeurs imputées sont données par, tiré de (4.2), 
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Annexe A3  
Tableau A2 

Échantillon complété, contenant les valeurs imputées, subdivisé en deux groupes, rural et urbain.  
L’entrée supérieur est pour le groupe urbain et l’entrée inférieure, pour le groupe rural.  

Fondé sur le Modèle (3.1) et RM1 ),( zy  
 

Taille du ménage   
Taille de la famille 1 2 3 4  ≥ 5 Total 

1 urbain 
 rural 

77,8 
103,6 

44,1 
43,1 

12,9 
18,4 

3,9 
8,7 

0,3 
2,3 

139 
176 

2 urbain 
 rural 

10,8 
7,5 

137,9 
168,6 

22,1 
33,9 

3,8 
1,7 

0,4 
3,3 

175 
215 

3 urbain 
 rural 

7,5 
10,7 

14,3 
25,3 

81,3 
104,8 

16,4 
35,6 

3,6 
3,7 

123 
180 

4 urbain 
 rural 

0,8 
3,5 

6,4 
16,7 

21,9 
35,1 

110,3 
206,9 

6,6 
14,8 

146 
277 

≥ 5 urbain 
 rural 

0,5 
1,6 

2,4 
4,7 

1,0 
5,2 

9,0 
14,4 

88,2 
140,1 

101 
166 

Total / urbain 
rural 

97,4 
126,9 

205,1 
258,4 

139,2 
197,4 

143,4 
267,3 

99,1 
164,2 

684 
1 014 

 
Tableau A3 

Échantillon complété, contenant les valeurs imputées, subdivisé en deux groupes, rural et urbain. 
L’entrée supérieur est pour le groupe urbain et l’entrée inférieure, pour le groupe rural. 

Fondé sur le modèle (3.1) et RM2 ),( zy  
 

Taille du ménage 
Taille de la famille 1 2 3 4  ≥ 5 Total 

1 urbain 
 rural 

81,6 
107,5 

42,7 
41,5 

10,4 
15,9 

4,0 
8,8 

0,3 
2,3 

139 
176 

2 urbain 
 rural 

11,9 
8,6 

140,4 
170,9 

18,3 
30,3 

3,9 
1,8 

0,5 
3,4 

175 
215 

3 urbain 
 rural 

9,4 
13,4 

16,1 
27,7 

75,2 
96,5 

18,6 
38,5 

3,7 
3,9 

123 
180 

4 urbain 
 rural 

0,8 
3,7 

6,2 
16,2 

18,9 
29,2 

113,5 
213,1 

6,6 
14,8 

146 
277 

≥ 5 urbain 
 rural 

0,5 
1,7 

2,3 
4,6 

0,6 
4,6 

9,3 
14,9 

88,3 
140,2 

101 
166 

Total / urbain 
rural 

104,2 
134,9 

207,7 
260,9 

123,4 
176,5 

149,3 
277,1 

99,4 
164,6 

684 
1 014 

 

Annexe A4  
Table A4 

Échantillon complété, contenant les valeurs imputées, subdivisé en deux groupes, rural et urbain.  
L’entrée supérieur est pour le groupe urbain et l’entrée inférieure, pour le groupe rural.  

Fondé sur le modèle (4.9), c’est-à-dire imputations déterminées par (4.7) et (4.8) 
  

Taille du ménage 
Taille de la famille 1 2 3 4 ≥ 5 Total 

1 urbain 
 rural 

79,6 
108,3 

47,2 
38,5 

9,4 
16,9 

2,8 
9,9 

0,0 
2,4 

139 
176 

2 urbain 
 rural 

17,1 
5,9 

137,7 
171,6 

16,0 
32,5 

4,2 
1,4 

0,0 
3,6 

175 
215 

3 urbain 
 rural 

11,4 
11,8 

15,7 
27,3 

76,2 
96,2 

15,6 
41,1 

4,1 
3,6 

123 
180 

4 urbain 
 rural 

0,0 
3,9 

5,9 
16,0 

20,0 
28,6 

113,2 
214,0 

6,9 
14,5 

146 
277 

≥ 5 urban 
 rural 

0,0 
2,0 

2,0 
4,8 

0,0 
5,2 

8,5 
15,6 

90,5 
138,4 

101 
166 

Total /urbain 
rural 

108,1 
131,9 

208,5 
258,2 

121,6 
179,4 

144,3 
282,0 

101,5 
162,5 

684 
1 014 
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Tableau A5 
Nombres totaux selon la taille de la famille et du ménage pour l’échantillon complété imputé.  

Fondé sur le modèle (4.9) 
 

Taille du ménage 
Taille de la famille 1 2 3 4  ≥ 5      Total 

1 187,9 85,7 26,3 12,7 2,4 315 
2 23,0 309,2 48,6 5,7 3,6 390 
3 23,2 43,0 172,4 56,7 7,7 303 
4 3,9 21,9 48,7 327,2 21,3 423 
≥ 5 2,0 6,8 5,2 24,1 229,0 267 
Total 240,0 466,6 301,1 426,3 264,0 1 698 
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Analyse bayésienne des données catégoriques manquantes non ignorables :  
Une application à la densité minérale osseuse et au revenu familial 

Balgobin Nandram, Lawrence H. Cox et Jai Won Choi 1 

Résumé 
 

Le problème que nous considérons nécessite l’analyse de données catégoriques provenant d’un seul tableau à double entrée 
avec classification partielle (c’est-à-dire avec non-réponses partielle et totale). Nous supposons qu’il s’agit de la seule 
information disponible. Une méthode bayésienne nous permet de modéliser divers scénarios de données manquantes sous 
les hypothèses d’ignorabilité et de non-ignorabilité. Nous construisons un modèle de non-réponse non ignorable que nous 
obtenons par extension du modèle de non-réponse ignorable au moyen d’une loi a priori dépendante des données; 
l’extension au modèle de non-réponse non ignorable rend le modèle de non-réponse ignorable plus robuste. Nous utilisons 
un modèle Dirichlet-Multinomial, corrigé pour la non-réponse, pour estimer les probabilités de cellule et un facteur de 
Bayes pour vérifier l’hypothèse d’association. Nous illustrons notre méthode à l’aide de données sur la densité minérale 
osseuse et sur le revenu familial. Une analyse de sensibilité nous permet d’évaluer l’effet du choix de la loi a priori 
dépendante des données. Nous comparons les modèles de non-réponse ignorable et non ignorable au moyen d’une étude par 
simulation et constatons qu’il existe des différences subtiles entre ces modèles. 

                                                           
1. Balgobin Nandram, Department of Mathematical Sciences, Worcester Polytechnic Institute, 100 Institute road, Worcester MA 01609, Courriel : 

balnan@wpi.edu; Lawrence H. Cox et Jai Won Choi, Office of Research and Methodology, National Center for Health Statistics, 3311 Toledo Road, 
Hyattsville, MD 20782. Courriel : lgc9@cdc.gov, jwc7@cdc.gov. 

  
Mots clés : Facteur de Bayes; statistique du chi-carré; fonction d’importance; simulation de Monte Carlo à chaînes de 

Markov; modèle Dirichlet-Multinomial; robuste; tableau de contingence à double entrée. 
 
 

 

1. Introduction 
  

En pratique, il est courant d’utiliser des tableaux de 
contingence à double entrée pour présenter les données 
d’enquête. Souvent, des données manquent, si bien que la 
classification des individus échantillonnés n’est que 
partielle. Donc, les tableaux à double entrée contiennent à la 
fois des non-réponses partielles (cas où l’une des deux 
caractéristiques manque) et des non-réponses totales (cas où 
les deux caractéristiques manquent); voir Little et Rubin 
(2002, section 1.3) pour les définitions des trois mécanismes 
donnant lieu aux données manquantes (MCAR – manquent 
entièrement au hasard, MAR – manquent au hasard, 
MNAR – ne manquent pas au hasard). Il peut donc exister 
quatre types de tableau (un tableau où tous les cas sont 
complets et, éventuellement, trois tableaux contenant, res-
pectivement, les cas avec classification (données) ligne 
uniquement, les cas avec classification colonne uniquement 
et les cas sans classification ligne ni colonne). Il se peut que 
l’on ne connaisse pas le mécanisme produisant les données 
manquantes. Donc, nous utilisons un modèle dans lequel la 
fonction de vraisemblance tient compte des différences entre 
les données observées et les données manquantes (c’est- 
à-dire données manquantes non ignorables); voir Rubin 
(1976), ainsi que Little et Rubin (2002) pour la relation entre 
l’ignorabilité ou la non-ignorabilité et les trois mécanismes 
de production des données manquantes. Comme la méthode 
bayésienne offre des avantages bien connus par rapport à 

l’approche non bayésienne pour ce genre de problème, nous 
proposons une analyse bayésienne d’un tableau de 
contingence général ,cr ×  constitué d’un tableau avec cas 
complets et de trois tableaux supplémentaires. Plus 
précisément, nous élaborons une méthode pour estimer les 
probabilités de cellule et pour tester l’association entre les 
deux variables catégorielles. 

Nous supposons que les seules données dont dispose 
l’analyste sont les cas complets et les trois tableaux supplé-
mentaires. Plus précisément, nous posons qu’il n’existe 
aucune donnée (provenant de covariables ou d’information 
a priori) sur la non-ignorabilité. Notre approche bayésienne 
ne tient pas compte des caractéristiques du plan de sondage 
(c’est-à-dire pas de poids de sondage, et pas de mise en 
grappe ni de stratification). Pour présenter les données 
d’enquête au public, il arrive qu’on supprime les données 
sur certaines caractéristiques par souci de commodité et 
pour assurer la protection des renseignements personnels. 
Nous sommes conscients que le modèle de non-réponse 
ignorable et le modèle de non-réponse non ignorable 
pourraient l’un et l’autre être incorrects s’ils ne tiennent pas 
compte de ces caractéristiques. Cependant, les paramètres 
du modèle de non-réponse ignorable peuvent être identifiés 
et estimés, et nous tirons parti de ce fait pour construire un 
modèle de non-réponse non ignorable qui est relié au 
modèle de non-réponse ignorable. En outre, dans le modèle 
de non-réponse ignorable, nous supposons que la 
non-réponse est produite selon un mécanisme MAR et que 



234 Nandram, Cox et Choi : Analyse bayésienne des données catégoriques manquantes non ignorables 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-XIF au catalogue 

les cas incomplets pourraient contenir de l’information 
(c’est-à-dire les deux tableaux contenant les effectifs 
marginaux de ligne et de colonne observés, respectivement). 
Si l’on ne dispose d’aucun renseignement sur le degré de 
non-ignorabilité, il est raisonnable de généraliser le modèle 
de non-réponse ignorable. C’est cette approche que nous 
adoptons ici. 

L’article comprend cinq sections. À la section 1, nous 
décrivons le problème plus en détail et nous examinons la 
méthodologie connexe. À la section 2, nous décrivons un 
tableau 33×  de la densité minérale osseuse (DMO) et du 
revenu familial (RF) tiré de la troisième National Health and 
Nutrition Examination Survey (NHANES III), que nous 
utilisons principalement à titre d’exemple. À la section 3, 
nous décrivons la méthode suivie pour estimer les proba-
bilités de cellule et nous utilisons le facteur de Bayes pour le 
test d’association des deux attributs. Pour atteindre ces 
objectifs, nous commençons par construire un modèle de 
non-réponse ignorable et nous montrons comment étendre 
ce modèle en un modèle de non-réponse non ignorable. À la 
section 4, nous analysons les données de la NHANES III 
pour démontrer nos méthodes. Nous décrivons aussi une 
étude par simulation réalisée pour faire une comparaison 
supplémentaire des modèles de non-réponse ignorable et 
non ignorable, ainsi qu’une analyse de sensibilité montrant 
que l’inférence n’est pas trop sensible au choix d’une loi 
a priori importante. Enfin, à la cinquième section, nous 
présentons nos conclusions.   
1.1 Discussion du problème  

Nous ne savons pas s’il convient d’utiliser un modèle de 
non-réponse ignorable ou un modèle de non-réponse non 
ignorable, mais il vaut la peine de souligner que Cohen et 
Duffy (2002) font remarquer que les enquêtes sur la santé 
sont un bon exemple de situations où il semble plausible que 
la propension à répondre dépende de l’état de santé. Donc, 
les modèles de non-réponse non ignorable sont des can-
didats importants pour l’analyse des données provenant 
d’enquêtes sur la santé. Pour un tableau de contingence 
général cr ×  (deux variables catégorielles, l’une comptant 
r  catégories et l’autre, c  catégories) en présence de 
non-réponse, nos objectifs sont de montrer comment a) faire 
une inférence au sujet des probabilités de cellule et 
b) vérifier l’hypothèse d’absence d’association entre les 
deux caractéristiques en utilisant le facteur de Bayes. Alors 
que (a) découle directement de la modélisation, (b) nécessite 
une étape supplémentaire.  

Soit iI  l’indicateur de cellule pour le ei  individu dans un 
tableau cr ×  pour ni ,,1 K=  individus. Alors, il est bien 
connu que, si les iI  sont indépendants et de même loi, la 
statistique du chi-carré de Pearson suit une loi .2

)1()1( −−χ cr  
Sinon, la distribution de cette statistique n’est pas ,2

)1()1( −−χ cr  

ce qui est vérifié lorsque des données manquent et que les 
répondants et les non-répondants diffèrent. Le cas échéant, 
des ajustements doivent être faits à la statistique du chi-carré 
de Pearson. Dans le cadre non bayésien, Chen et Fienberg 
(1974) ainsi que Wang (2001) proposent des corrections 
pour les tableaux à double entrée incomplets. Bien que cela 
ne soit pas directement pertinent ici, il mérite d’être 
mentionné que des ajustements semblables ont été faits pour 
l’échantillonnage en grappes et l’échantillonnage aléatoire 
stratifié (Rao et Scott 1981, 1984). Essentiellement, les 
travaux de Chen et Fienberg (1974) et ceux de Wang (2001) 
ne permettent de traiter que la non-réponse partielle; la 
non-réponse totale est exclue, parce que la modélisation 
s’inspire des modèles de non-réponse ignorable (par 
exemple, voir la discussion dans Kalton et Kasprzyk 1986). 

La méthode bayésienne nous permet d’utiliser une 
procédure qui ne repose pas sur la théorie asymptotique, 
d’intégrer le cas de données manquantes non ignorables 
dans la modélisation et d’obtenir une solution de remplace-
ment de la statistique du chi-carré de Pearson pour vérifier 
l’hypothèse d’absence d’association; voir Little (2003) pour 
une discussion des avantages bien connus de l’approche 
bayésienne en échantillonnage. Notre solution de rechange 
pour la statistique du chi-carré de Pearson est basée sur le 
facteur de Bayes (Kass et Raftery 1995). Ce facteur est une 
statistique qui compare un modèle avec association à un 
modèle sans association par le ratio de leurs vraisemblances 
marginales respectives sous les modèles de non-réponse 
ignorable et de non-réponse non ignorable séparément.  

Little et Rubin (2002, chapitre 15) discutent du problème 
de la non-réponse non ignorable. Par exemple, Rubin, Stern 
et Vehovar (1995) (également discuté dans Little et Rubin 
2002, page 345) donnent une analyse intéressante du son-
dage d’opinion réalisé en Slovénie en novembre/ 
décembre 1990 durant lequel des données sur trois variables 
dichotomiques ont été recueillies auprès de 2 074 partici-
pants éventuels au référendum; le taux de non-réponse était 
de 12 %. Ils ajustent des modèles de non-réponse ignorable 
ainsi que non ignorable (loglinéaires avec toutes les inter-
actions) aux données et jugent que le modèle de non- 
réponse ignorable est satisfaisant. Ils déclarent toutefois que, 
naturellement, cela ne signifie pas qu’un mécanisme MAR 
devrait s’appliquer automatiquement à tous les cas. Les 
analyses reposant sur l’hypothèse que le mécanisme est 
MAR ne seront vraisemblablement pas adéquates si le taux 
de non-réponse à une enquête est élevé, si l’information sur 
les covariables est limitée ou s’il existe des cas pour lesquels 
le mécanisme de production des données manquantes est de 
toute évidence non ignorable (par exemple, données 
censurées).  
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1.2 Méthodes connexes  
Notre méthode diffère de celle de Rubin, Stern et 

Vehovar (1995). Nous partons de l’approche de Nandram et 
Choi (2002 a, b) selon laquelle un paramètre γ  centre 
(peut-être considéré comme un indice) le modèle de 
non-réponse non ignorable sur le modèle de non-réponse 
ignorable. Si ,1=γ  le modèle de non-réponse non ignorable 
coïncide avec le modèle de non-réponse ignorable et, donc, 
le modèle de non-réponse non ignorable « dégénère » en le 
modèle de non-réponse ignorable quand ;1=γ  voir aussi 
Forster et Smith (1998). Cette approche est utile, car le 
modèle de non-réponse non ignorable contient le modèle de 
non-réponse ignorable en tant que cas particulier, exprimant 
de ce fait l’incertitude quant à l’ignorabilité. Draper (1995) a 
donné à cette approche le nom d’extension continue de 
modèle et a recommandé son utilisation de préférence à une 
extension discrète de modèle (c’est-à-dire mélanges finis) 
dans la mesure du possible. Nous appelons simplement 
l’extension continue de modèle un modèle à facteur 
d’extension. Nandram et Choi (2002 a, b) obtiennent le 
centrage en prenant ),(Gamma~| νννγ  avec ,1)|( =γ vE  

./1)|(var vv =γ  
Nandram et Choi (2002 a) analysent des données binaires 

sur les crimes domestiques provenant de la National Crime 
Survey et, dans Nandram et Choi (2002 b), des données 
binaires sur les visites chez le médecin provenant de la 
National Health Interview Survey. Alors que Nandram et 
Choi (2002 a) contient plus de comparaisons, Nandram et 
Choi (2002 b) comprend un plus grand nombre d’analyses 
de sensibilité. Nandram, Han et Choi (2002) décrivent 
deux modèles bayésiens hiérarchiques, soit un modèle de 
non-réponse ignorable et un modèle de non-réponse non 
ignorable, pour l’analyse des données de dénombrement 
provenant de plusieurs régions, les dénombrements étant 
décrits pour chaque région par une loi multinomiale. Dans 
tous ces travaux, la question de l’association est sens objet, 
car il n’existe qu’une seule variable nominale.  

L’approche de Nandram et Choi (2002 a, b) est sédui-
sante, mais elle ne peut s’appliquer directement au problème 
considéré ici du tableau de contingence .cr ×  Plus 
précisément, Nandram et Choi (2002 a, b) n’ont eu besoin 
que d’un seul paramètre de centrage. Pour étendre leur 
méthode, nous avons besoin de rc  paramètres de centrage. 
La distribution de chacun de ces paramètres doit être centrée 
sur la valeur 1 pour permettre la dégénération en le modèle 
de non-réponse ignorable. Des contraintes d’inégalité 
doivent également être incluses dans le modèle de non- 
réponse non ignorable. Par conséquent, bien que l’idée soit 
intéressante, la méthodologie nécessaire pour appliquer les 
travaux de Nandram et Choi (2002 a, b) dépasse de loin le 
cadre du présent article. 

Nandram, Liu, Choi et Cox (2005) étendent les travaux 
de Nandram, Han et Choi (2002) dans deux directions 
importantes afin a) de considérer plusieurs tableaux de 
contingence à deux variables au lieu de tableaux à une seule 
variable et b) d’élaborer une méthode permettant d’étudier 
l’association entre les deux variables catégorielles. 
Nandram, Liu, Choi et Cox (2005) analysent les données sur 
la relation entre la densité minérale osseuse (DMO) et l’âge 
recueillies pour 35 comtés dans le cadre de la troisième 
National Health and Nutrition Examination Survey. Dans 
chaque comté, les données sont ventilées en deux catégories 
d’âge et trois catégories de DMO (autrement dit, il existe 
35 tableaux de contingence 32× ). Il convient de souligner 
que l’âge est observé pour chaque individu, mais que les 
valeurs de la DMO manquent pour un grand nombre d’entre 
eux. Donc, pour chaque comté, il existe un tableau 
contenant les cas complets et un tableau contenant les totaux 
de ligne (c’est-à-dire les cas pour lesquels l’âge est connu, 
mais non la valeur de la DMO). Ici, l’objectif est d’étendre 
les travaux de Nandram, Liu, Choi et Cox (2005) à un 
tableau de contingence cr ×  général. Il s’agit d’un progrès 
important, puisque nous avons trois tableaux supplé-
mentaires (un tableau avec la classification ligne unique-
ment, un avec la classification colonne uniquement et un 
troisième ne contenant ni classification ligne ni classifica-
tion colonne) au lieu d’un seul avec les totaux de ligne 
comme dans Nandram, Liu, Choi et Cox (2005). 

 
2. Données sur la densité minérale osseuse et 

       le revenu familial   
Nous décrivons brièvement le tableau de contingence 
33×  de la densité minérale osseuse (DMO) et du revenu 

familial (RF). RF est une variable discrète comportant 
trois niveaux : faible, moyen et élevé. Bien que DMO soit 
une variable continue, l’Organisation mondiale de la santé 
l’a classée en trois niveaux : normal, ostéopénie et ostéo-
porose; voir Looker, Orwoll, Johnston, Lindsay, Wahner, 
Dunn, Calvo et Harris (1997, 1998). DMO est utilisée pour 
diagnostiquer l’ostéoporose, maladie qui se manifeste chez 
les femmes âgées, et, dans la NHANES III, elle est évaluée 
chez des individus ayant au moins 20 ans (autrement dit, 
nous utilisons les données sur les femmes blanches unique-
ment, ayant plus de 20 ans et présentant des problèmes de 
santé chroniques).  

Parmi celles ayant participé à la phase d’examen 
physique, des données sur le RF ainsi que sur la DMO ont 
été recueillies auprès d’environ 62 %, des données sur la 
DMO uniquement auprès de 8 %, des données sur le revenu 
uniquement auprès de 29 %; enfin, aucune donnée sur le 
revenu ni sur la DMO n’ont été recueillies auprès de 1 %. 
L’ensemble de données utilisé pour notre étude est présenté 
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au tableau 1 sous forme de tableau de contingence 33×  de 
la DMO et du RF. Notre problème consiste à estimer la 
proportion d’individus pour chaque niveau, ou cellule, 
DMO-RF et de vérifier l’hypothèse d’une association entre 
DMO et RF. Dans la NHANES III, le taux de réponse 
augmente jusqu’à l’âge de 20 ans, puis se stabilise après cet 
âge; la race, le sexe et les poids de sondage jouent un rôle 
mineur (voir Nandram et Choi 2005). Donc, ici, nous 
supposons que les seules données disponibles sont les quatre 
tableaux regroupant la DMO et le RF, et nous élaborons une 
méthode applicable à cette situation.  

Tableau 1 
Classification de la densité minérale osseuse (DMO) et du revenu 

familial (RF) pour 2 998 femmes blanches ayant au moins 
20 ans (20+) 

 

 RF   

DMO 0 1 2 Manquant Somme 
0 621 290 284 135 1 330 
1 260 131 117 69 577 
2 93 30 18 27 168 
Manquante 456 156 266 45 923 

Somme 1 430 607 685 276 2 998 
 

Nota : DMO : 0 (> 0,82g/cm2; normale), 1 (> 0,64, ≤ 0,82g/cm2; 
ostéopénie), 2 (≤ 0,64g/cm2; ostéoporose); RF : 0 
(< 20 000 $), 1 (≥ 20 000 $, < 45 000 $), 2 (≥ 45 000 $); la 
DMO est mesurée uniquement pour les femmes de 20 ans et 
plus.   

Il est difficile d’évaluer une association entre DMO et RF 
quand la classification est incomplète (c’est-à-dire données 
manquantes) pour de nombreux individus. Comme il est 
discuté dans la littérature ne portant pas nécessairement sur 
la NHANES III, il existe plusieurs variables éventuellement 
confusionnelles importantes, comme l’âge, l’usage du tabac, 
l’apport alimentaire de calcium, l’oestrogénothérapie sub-
stitutive, l’activité physique, le niveau de scolarité, l’état de 
santé et la consommation d’alcool (voir Ganry, Baudoin et 
Fardellone 2000). Selon Farahmand, Persson, Michaelsson, 
Baron, Parker et Ljunghall (2000), chez les femmes 
ménopausées de 50 à 81 ans de six comtés de la Suède, un 
revenu du ménage élevé est associé à une diminution du 
risque de fracture de la hanche. Au moyen de l’ensemble 
complet de données provenant de la NHANES III, 
Lauderdale et Rathouz (2003) étudient la régression de la 
teneur minérale osseuse sur les indicateurs économiques 
(par exemple, le niveau de scolarité et le ratio 
pauvreté-revenu). Ils font une correction pour tenir compte 
d’autres facteurs comme l’âge, la taille et le poids. Ils 
concluent que la densité osseuse ne reflète pas les conditions 
économiques aussi fortement ou uniformément que la 
stature. Malheureusement, les auteurs de tous ces travaux 
n’abordent pas la question de la non-ignorabilité des 
données manquantes; ces dernières ne font l’objet d’aucune 

discussion. En outre, le taux de réponse aux questions sur le 
revenu est habituellement faible.  

Nous avons examiné de plus près les données pour les 
cas complets. Nous avons ajusté un modèle Dirichlet- 
Multinomial avec association et un autre sans association. 
Le modèle avec association est )( leMultinomia~| ppn n,  
et ~p Dirichlet ).1,,1( K  Notons que, par absence d’asso-
ciation, nous entendons que ,,,1,)2()1( rjppp kjjk K==  

,,,1 ck K=  où ∑ = =r
j jp1

)1( 1  et .11
)2(∑ = =c

k kp  Donc, pour le 
modèle sans association, ~),le(Multinomia~| )1(pppn n,  

),1,,1(Dirichlet K  et indépendamment Dirichlet~2p  
1),,(1, K  où )1(p  et )2(p  possèdent r  et c  compo-

santes, respectivement. Il est facile de montrer que la vrai-
semblance marginale avec association (as) est =)(as np  

)!1/(!)!1( −+− rcnnrc  et que la vraisemblance marginale 
sans association (nas) est 

.
!

!..!

)!1()!1(

)!1(

)!1(

)!1()!1(
)()(

1 1

1 1

asnas

∏ ∏
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= =

= =
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−
−−=

r

j

c

k jk

r

j

c

k kj

n

nn

cnrn

rcn

rc
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pp nn

 

Revenons à nos données du tableau 1. Sous l’hypothèse 
d’indépendance (c’est-à-dire pas d’association), la statis-
tique du chi-carré observée est 12,7 pour quatre degrés de 
liberté avec une valeur p de 0,013 et nous rejetons l’hypo-
thèse d’absence d’association. Sur l’échelle logarithmique, 
les vraisemblances marginales sont =)(nas np 46, 2−  et 

6,49)(as −=np menant à un logarithme du facteur de Bayes 
de 3,40 pour la preuve d’une absence d’association 
relativement à une association. Par conséquent, alors que le 
test du chi-carré indique fortement qu’il faut rejeter 
l’hypothèse d’absence d’association, le logarithme du 
facteur de Bayes indique fortement qu’il faut l’accepter. 
Donc, les données concernant l’absence d’association sont 
contradictoires. Voir Mirkin (2001) pour une revue des 
interprétations de la statistique du chi-carré en tant que 
mesure d’association ou d’indépendance.  

À quel point le facteur de Bayes est-il sensible au choix 
des lois a priori? En premier lieu, notons que la densité 
a priori que toute personne raisonnable choisirait pour 
résoudre le présent problème est la loi de Dirichlet. Pour le 
modèle avec association, nous choisissons comme lois 
a priori ),(Dirichlet~ γp  et pour le modèle sans asso-
ciation, )(Dirichlet~)1( αp  et indépendamment ~)2(p  

).(Dirichlet β  Soit ∑ == c
k jkj nn 1

)1(
. ,  rj ,,1 K=  et =)2(.kn  

∑ = =r
j jk ckn1 .,,1, K  Alors, il est facile de montrer que le 

facteur de Bayes (FB) pour un test d’association contre 
absence d’association est 

,
)()(/)(

).().(/)(
FB

)2()1(

βαγ
βαγ

crrc

crrc

DDD

DDD +++= nnn
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où (.)rD  représente la fonction de Dirichlet avec r  
composantes, etc.; voir la section 3.1 pour la notation. Puis, 
nous choisissons chacune des composantes de βα,  et γ  
comme étant κ  (par exemple, dans )(as np  et ),(nas np  

).1=κ  Nous pouvons étudier la sensibilité du choix des lois 
a priori en fonction de .κ  Ici 1=κ  correspond aux lois 
a priori qui sont habituellement utilisées dans le modèle 
Dirichlet-Multinomial et =κ  0,50 correspond à la loi 
a priori de Jeffreys. Donc, nous avons choisi =κ  0,25, 0,5, 
1,0, 1,5 et 2,3 et les facteurs de Bayes correspondants 
(échelle logarithmique) sont 4,7, 3,6, 3,4, 3,9, 4,7 et 6,6. Par 
conséquent, le facteur de Bayes est sensible au choix des 
lois a priori, mais pas excessivement. Naturellement, s’il 
existe des données a priori informatives, pour lesquelles la 
valeur de κ  est fort grande, le problème est différent. 

La statistique du chi-carré de Pearson est dominée par les 
cellules (3, 1) et (3, 3) pour lesquelles les carrés des résidus 
de Pearson sont 4,61 et 6,15, respectivement (la statistique 
du chi-carré observée est 12,7). Il est intéressant de noter 
que le facteur de Bayes a tendance à lisser cet effet. Nous 
avons regroupé les deux catégories, ostéopénie et ostéopo-
rose, en une seule. Pour ce tableau de contingence 2 3,×  la 
valeur de la statistique du chi-carré est 1,7 pour deux degrés 
de liberté avec une valeur p  de 0,42. Les vraisemblance 
marginales sont 2,28)(nas −=np  et ,0,32)(as −=np  ce qui 
donne un logarithme du facteur de Bayes de  – 3,81. Par 
conséquent, les deux tests donnent à penser qu’il n’existe 
pas d’association pour ce tableau .32×  Donc, si l’on s’en 
tient à ces données, il est difficile de croire qu’il existe une 
association entre la DMO et le RF. La question qui se pose 
maintenant est celle de savoir si cette conclusion change 
quand on tient compte des données incomplètes. 

 
3. Méthodologie et modèles de non-réponse  

Premièrement, nous décrivons la notation. Deuxième-
ment, nous décrivons le modèle de non-réponse ignorable. 
Troisièmement, nous construisons un modèle de non- 
réponse non ignorable en étendant le modèle de non-réponse 
ignorable. Quatrièmement, nous discutons du facteur de 
Bayes. Enfin, nous décrivons la façon de spécifier une loi 
a priori importante.  
3.1 Notation  

Pour un tableau de contingence ,r c×  soit  esi1 ll =jkI  
individu se situe sur la ej  ligne et dans la ek  colonne, et 0 
autrement. En outre, soit 1=lsJ  si le el  individu se 
trouvent dans le tableau :1( =ss cas complets; :2=s  
tableau avec les totaux de ligne; :3=s  tableau avec les 
totaux de colonne; :4=s  tableau avec les individus non 
classés), et 0=lsJ  autrement, 4,3,2,1=s  avec 

.14
1 =∑ = ss J l  Le vecteur ),,,(, 4321 ′= lllll JJJJJ  est 

celui dont les composantes correspondent aux quatre 
tableaux.  

Soit jkp  la probabilité qu’un individu appartienne à la 
cellule ),( kj  du tableau ,cr ×  et soit sjkπ  la probabilité 
qu’un individu appartienne au es  tableau, sachant la 
situation de cette cellule ).,( kj  Pour le modèle de non- 
réponse ignorable, =πsjk  ,sπ  mais pour un modèle de non- 
réponse non ignorable, sjkπ  dépend au moins d’une valeur 
de j  ainsi que de .k  Nous supposons aussi que p  est le 
vecteur ,,,1,,,1, ckrjp jk KK ==  et que jkπ  est un 
vecteur dont les composantes sont },4,,1,{ K=π ssjk  

.,,1,,,1 ckrj KK ==  
Alors, nous prenons  

},le{1,Multinomia| ~
iid

ppIl  (1) 

où .,,1,,,1,0,111 ckrjpp jkjk
c
k

r
j KK ==≥=∑∑ ==  Pour 

les paramètres ,p  nous prenons 

∑∑
= =

=≥
r

j

c

k
jkjk pp

1 1

.1,0),1,1,Dirichlet(~ Kp  (2) 

Désormais, nous utiliserons la notation qu’un vecteur de 
dimension )(Dirichlet ~, tk cx  signifie /}{)(

1−∏= tc
j

k
j

jxf x  
∑ = =≥ k

j jjk xxtD 1 ,1,0),(c  où )( tDk c /)},({ 1 tck
j Γ∏ = )(tΓ  

est la fonction de Dirichlet avec ∑ = => k
j jj cc 1 .1,0  

Les hypothèses (1) et (2) sont les mêmes pour les 
modèles de non-réponse ignorable et non ignorable, et sont 
les hypothèses types lorsqu’il n’y a pas de données 
manquantes.  

Soit 4,3,2,1,1 == ∑ = sJIy sjk
n

sjk lll  les effectifs de 
cellule pour les quatre cas. Ici, les valeurs jky1  sont 
observées et les valeurs 4,3,2, =sysjk  manquent (c’est- 
à-dire, variables latentes). Pour jky1  nous savons que 

∑∑ == =c
k jk

r
j ny1 011 ,  le nombre d’individus pour lesquels les 

données sont complètes; pour 2 ,jky  nous savons que 
,21 jjk

c
k uy =∑ =  où les totaux de ligne rju j ,,1, K=  sont 

observés; pour 3 ,jky  nous savons que ,31 kjk
r
j vy =∑ =  où 

les totaux de colonnes ckvk ,,1, K=  sont observés, et 
pour jky4  nous savons que .411 wy jk

c
k

r
j =∑∑ ==  Partout, 

nous supposons que toute inférence est faite sachant 
vu,,0n  et ,w  et nous supprimerons cette notation chaque 

fois que cela est sous-entendu. Lorsque cela est commode, 
nous utiliserons les notations telles que ≡∑ sjkkjs y,,  

,11
4

1 sjk
c
k

r
js y∑∑∑ ===  sjk

c
k

r
jssjkkjs π≡π ∏∏∏∏ === 11

4
1,,  et 
),,(),,,( 431)2(432)1( yyyyyyyy ==  etc., où =sy  

.4,3,2,1),,,1,,,1,( === sckrjysjk KK  En outre, 
.,,4

,, nysjk
cr
kjs =∑  Nous utiliserons aussi == ⋅⋅⋅ ∑ jksjkkjs yyy ,,  

sjks y∑  et ).,,,( 4321 yyyyy =   
3.2 Modèle de non-réponse ignorable   

Pour le modèle de non-réponse ignorable, nous prenons  

}.le{1,Multinomia| ~
iid ππlJ  (3) 
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Autrement dit, il n’existe aucune dépendance à l’égard de la 
situation de cellule d’un individu.  

Alors, la fonction de vraisemblance augmentée pour 
|,, (1)yp π  wn ,,,, 01 vuy  est 
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sous les contraintes ∑ ∑= = =r
j

c
k jk ny1 1 01 ,  ∑ = =c

k jjk uy1 2 ,  
,,,1 rj K=  ∑ = ==r

j kjk ckvy1 3 ,,,1, K  et ∑ ∑= =
r
j

c
k1 1  

.4 wy jk =  L’équation (4) possède trois caractéristiques 
intéressantes. En premier lieu, sous l’hypothèse d’ignora-
bilité, la fonction de vraisemblance est subdivisée en deux 
éléments, l’un contenant les sπ  uniquement et l’autre, les 

,jkp  et les inférences au sujet de ces deux paramètres sont 
indépendantes. En deuxième lieu, l’inférence au sujet de sπ  
est fondée uniquement sur les ⋅⋅sy observés (c’est-à-dire que 
les statistiques suffisantes pour 321 ,, πππ  et 4π  sont 
essentiellement les proportions de cas dans les premier, 
deuxième, troisième et quatrième tableaux, respectivement). 
En troisième lieu, sous le modèle de non-réponse ignorable, 
les ju  et les kv  contiennent de l’information au sujet de 

wp jk ;  ne contient aucune information au sujet des .jkp  Il 
est facile de le démontrer; en notant T l’ensemble ,,{( 32 yy  
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r
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Enfin, pour les paramètres π,  nous prenons 

∑
=

=π≥π
4

1

.1,0),1,1,Dirichlet(~
s

ssKπ  (5) 

Notons qu’il s’agit d’une densité de probabilité uniforme 
dans un espace quadridimensionnel et qu’il n’y a pas 
d’hyperparamètres dans ce modèle. Donc, pour le modèle 
de non-réponse ignorable, si nous combinons (2) et (5), la 
densité a priori conjointe est  

,1,0,1,0,1),(
4

111
1 =π≥π=≥∝ ∑∑∑

===
s

s
sjk

c
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r

j
jk ppg πp  (6) 

ce qui est pertinent. 
Enfin, en combinant la fonction de vraisemblance (4) et 

la densité a priori conjointe (6) par la voie du théorème de 

Bayes, nous obtenons la densité a posteriori conjointe des 
paramètres p,π  et )1(y   
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A posteriori, p  et π  sont indépendants. L’inférence au 
sujet de π  est facile, car ,,1(Dirichlet~,| 1)1(1 K+⋅⋅yyyπ  

),14 +⋅⋅y  qui est indépendant de .)1(y  L’inférence au sujet 
de p  peut s’obtenir en utilisant un simple échantillonneur 
de Gibbs, car, si nous posons que kj

c
kjkjk ppq ′=′∑= 1

)1( /  et 
,/ 1

)2(
kj

r
jjkjk ppq ′=′∑=  les probabilités conditionnelles sont  

),1,1,Dirichlet(~| 11 ++ ⋅⋅ rcyy Kyp  

,,,1),,le(Multinomia,, )1(ind

)2(2 ~ rjuu jjjj K=qyp|y  

,,,1),,le(Multinomia,, )2(ind

)3(3 ~ ckvv kkkk K=qyp|y  

).,le(Multinomia~,,| )4(4 pypy ww  (8) 

De toute évidence, les paramètres p  et π  sont 
identifiables et estimables. En outre, notons que, dans (8), 

4y  est une variable latente et qu’elle ne contribue pas à 
l’inférence au sujet de .p  Elle facilite plutôt le calcul en 
fournissant un échantillonneur de Gibbs simple. Cependant, 
nous soulignerons que l’information contenue dans ,4y  par 
la voie de w, est importante sous un modèle de non-réponse 
non ignorable.  
3.3 Modèle de non-réponse non ignorable  

Pour les données manquantes non ignorables, nous 
prenons 

}.le{1,Multinomia
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(9)
 

L’hypothèse (9) précise que les probabilités qu’un individu 
appartienne à l’un des quatre tableaux dépend des deux 
caractéristiques (c’est-à-dire classifications ligne et colonne) 
de l’individu. De cette façon, nous intégrons l’hypothèse 
selon laquelle les données manquantes ne sont pas 
ignorables. Il s’agit d’une extension du modèle de Nandram, 
Han et Choi (2002). Nous pouvons aussi prendre jπ  ou kπ  
au lieu de ;jkπ  la méthodologie est la même. 

Ensuite, nous avons besoin de la fonction de vrai-
semblance. Ici, la fonction de vraisemblance augmentée 
pour 1)1( |,, yyp π  est 
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Soulignons que, dans (10), les paramètres jkp  et sjkπ  ne 
sont pas identifiables. Manifestement, pour estimer ,jkp  
nous avons besoin de connaître ,jky⋅  mais nous ne 
connaissons que .1 jky  En outre, pour estimer ,sjkπ  nous 
devons connaître .4,3,2, =sysjk  Donc, les 4,3,2, =sysjk  
ne sont pas identifiables non plus. Appliquer aux sjkπ  des 
priors appropriés très informatifs aiderait, mais il ne s’agit 
pas d’une solution pratique. Si l’on utilise un modèle de 
non-réponse ignorable (c’est-à-dire ssjk π=π ), alors tous les 
paramètres peuvent être identifiés. Par conséquent, une 
solution raisonnable consiste à essayer de lier les jkπ  sur 

),( kj  en se servant d’une caractéristique commune. Si les 

jkπ  proviennent d’une distribution commune dont les 
paramètres sont « connus », nous pourrons les estimer. 
Autrement dit, nous devons essayer de « renforcer l’infor-
mation par emprunt », comme dans l’estimation sur petits 
domaines. Cela nous permettra d’estimer )1(y  qui, à son 
tour, facilitera l’estimation des jkp  et .sjkπ  

Pour les ,jkπ  nous « centrons » le modèle de non- 
réponse non ignorable sur le modèle de non-réponse 
ignorable. Plus précisément, nous supposons que 

,1,0

),,,,(Dirichlet,|

4

1

4321

iid
~

=π≥π

τμτμτμτμτ

∑
=

sjk
s

sjk

jk μπ
 

(11)
 

.,,1,,,1 ckrj KK ==  Dans (11), le paramètre τ  nous 
renseigne sur la proximité du modèle de non-réponse non 
ignorable par rapport au modèle de non-réponse ignorable. 
Par exemple, si τ  est petit, les jkπ  seront fort différentes et 
si τ  est grand, les jkπ  seront fort semblables. Donc, 
l’inférence peut être sensible au choix de ,τ  et il convient 
de choisir ce dernier prudemment. En l’absence de toute 
information au sujet de la non-ignorabilité, il est naturel de 
choisir une densité a priori pour τ  telle que le modèle de 
non-réponse non ignorable généralise le modèle de non- 
réponse ignorable. Nous obtenons cette généralisation parce 
que, à mesure que τ  tend vers l’infini, les jkπ  convergent 
vers la même valeur sur ),( kj  (pas en ce qui concerne les 
composantes), c’est-à-dire le modèle de non-réponse 
ignorable. Les paramètres μ  et τ  ne sont pas identifiables, 
parce que les jkπ  ne le sont pas. Donc, il est impossible 
d’estimer μ  et τ  sans aucune information; un moyen 
naturel de procéder consiste à essayer d’utiliser certaines 
données déjà observées. 

Plus précisément, nous prenons a priori que μ  et τ  sont 
indépendants avec 

,0),,(Gamma~,1

,4,3,2,1,0,1)(

00

4

1

≥τβατ=μ

=≥μ=
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s
s
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(12)
 

où 0α  et 0β  doivent être spécifiés; sans aucune information 
au sujet de 0α  et ,0β  nous devons utiliser de nouveau les 

données. Pour faciliter la spécification de 0α  et 0β  pour le 
modèle de non-réponse non ignorable, nous avons utilisé le 
modèle de non-réponse ignorable. Le prior sur τ  ajoute une 
variation supplémentaire, ce qui permet un certain degré de 
non-ignorabilité (voir la section 3.5). Soulignons de 
nouveau que si τ  est très grand (c’est-à-dire ),00 β>>α  ce 
modèle de non-réponse non ignorable dégénère en le 
modèle de non-réponse ignorable. Donc, une question se 
pose quant au degré de sensibilité de l’inférence à cette 
spécification. Naturellement, dans (12), nous pouvons 
choisir d’autres lois pour τ  (par exemple, la loi log-
normale), mais là n’est vraiment pas la question essentielle. 

Si nous combinons (2), (11) et (12), la densité a priori 
conjointe de μπ ,, p  et τ  est  
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Mentionnons de nouveau que (13) est une densité a priori 
pertinente. Enfin, en combinant la fonction de vraisem-
blance (10) et la densité a priori conjointe (13) au moyen du 
théorème de Bayes, nous obtenons la densité a posteriori 
conjointe des paramètres τ,,, μπ p  et des variables latentes 
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(14)

 

À l’annexe A, nous montrons comment ajuster le modèle 
de non-réponse non ignorable pour obtenir une inférence 
appropriée en utilisant l’échantillonneur de Gibbs.  
3.4 Facteur de Bayes : Tests d’association et de 

non-ignorabilité  
Nous élaborons un test en vue de vérifier l’association 

entre DMO et RF. Ce test est une évaluation de l’hypothèse 
selon laquelle ,,,1,,,1,21 ckrjqqp kjjk KK ===  et 

111 =∑ = j
r
j q  et .121 =∑ = k

c
k q  Nous utilisons le facteur de 

Bayes, c’est-à-dire le ratio des vraisemblances marginales 
sous deux scénarios (à savoir association contre absence 
d’association). Soulignons que nous observons ,1y  mais 
que )1(y  est un ensemble de variables latentes, de sorte que 
chaque probabilité marginale est simplement la probabilité 
que 1y  soit la valeur observée de ,1Y  ce que nous notons 
par ).( 1yp  

Nous fixons 
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Alors, en posant que )!1(!!3 −= rcnd  et )!1(!!3 −= rne  
,)!1( −c  la vraisemblance marginale pour le modèle de 

non-réponse ignorable (IG) est 
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et en posant que ),,,( τ=Ω μπpa  et =Ωna  
),,,,,( 21 τμπqq  la vraisemblance marginale pour le modèle 

de non-réponse non ignorable (NIG) est 
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où  
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Dans l’ensemble C, la sommation demande beaucoup de 
calculs, parce qu’il existe de nombreux points C∈)1(y  
(autrement dit, nous devons calculer la somme sur la totalité 
de ces points). Pour éviter ce problème, nous commençons 
par calculer la somme sur C analytiquement, puis nous 
obtenons le reste par intégration par la méthode de 
Monte Carlo. 

Pour le modèle ignorable, il est facile de démontrer que 
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où n est le nombre total d’individus dans le tableau entier. 
Nous décrivons l’estimation de )( 1NIG yp  à l’annexe B. 

Cependant, nous notons qu’un test d’ignorabilité ou de 
non-ignorabilité est subtil, parce que nous supposons que 
nous ne disposons d’aucune information au sujet de 
l’ignorabilité ou de la non-ignorabilité. Par contre, notre 
modèle de non-réponse non ignorable est une généralisation 
de notre modèle de non-réponse ignorable. Nous pensons 
donc que le test d’association sous le modèle de non- 
réponse ignorable ou sous le modèle de non-réponse non 
ignorable est fiable. 

Enfin, nous soulignons que le facteur de Bayes peut être 
sensible aux spécifications a priori, particulièrement parce 
qu’il n’existe pas suffisamment de données pour estimer les 
paramètres soumis au test; voir Sinharay et Stern (2002) 
pour une discussion intéressante des modèles emboîtés. 
Nous avons étudié la sensibilité du facteur de Bayes à la 
spécification de 0α  et de 0β  dans (17); consulter la 
section 3.5 et le tableau 6. Cet exercice est utile, car il s’agit 
d’un prior important dans notre modèle de non-réponse non 
ignorable. Cependant, la comparaison principale est un test 
d’absence d’association réalisé séparément sous le modèle 
de non-réponse ignorable et sous le modèle de non-réponse 
non ignorable. Le paramètre τ  entre uniquement dans le 
modèle de non-réponse non ignorable et possède le même 
prior sous l’hypothèse d’association et d’absence d’asso-
ciation.  
3.5 Spécification de 0α  et 0β    

La spécification des hyperparamètres 0α  et 0β  dans 
),(Gamma~ 00 βατ  est un point essentiel de notre 

méthode; voir (12). Elle est importante, parce que nous 
utilisons cette technique pour rendre le modèle de non- 
réponse ignorable robuste; nous faisons une analyse de 
sensibilité plus loin. Notons que ;/)( 00 βα=τE  donc, si 

>>α  0 ,0β  le modèle de non-réponse non ignorable sera 
semblable au modèle de non-réponse ignorable. Supposons 
que nous puissions observer un échantillon aléatoire 

)()1( ,, Mττ K  tiré de la loi ).,(Gamma 00 βα  Alors, nous 
pouvons utiliser une méthode simple (par exemple, la 
méthode des moments) pour estimer 0α  et .0β  

Comment pouvons-nous obtenir un échantillon 
correspondant à ?),(Gamma 00 βα  L’échantillonneur de 
Gibbs donné en (8) pour le modèle de non-réponse 
ignorable produit les valeurs imputées pour les effectifs de 
cellule manquants. Nous avons imputé les effectifs de 
cellule manquants M fois, ;0001=M  soit jk

h
jk yn 1
)(

1 ≡  et 
,,,1,4,3,2,)( Mhsn h

sjk K==  les effectifs de cellule 
manquants. Alors, pour chaque valeur de h, nous ajustons le 
modèle de non-réponse non ignorable sans la spécification 
a priori (12), 
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.4,3,2,1,où
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Après calcul de p  et ,jkπ  par intégration, nous obtenons 
la fonction de vraisemblance, 
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En utilisant l’algorithme de Nelder-Mead pour maximiser la 
fonction de vraisemblance (19) sur 0, 1, 2, 3, 4s sα > =  à 
la he itération, nous obtenons les estimateurs du maximum 
de vraisemblance .,,1,ˆ )( Mhh K=α  Maintenant, en posant 
que ,ˆ )(4

1
)( h

ss
h α=τ ∑ =  nous voyons Mhh ,,1,)( K=τ  

comme un échantillon aléatoire tiré de Gamma ).,( 00 βα   
Enfin, par la méthode des moments, nous ajustons la loi 

),(Gamma 00 βα  aux « données », ,,,1,)( Mhh K=τ  pour 
obtenir ba /2

0 =α  et =β0 ,/ba  où )(
1

1 hM
hMa τ= ∑ =

−  et 
∑ =

−−= M
hMb 1

1)1( .)( 2)( ah −τ  Donc, nous avons construit 
une loi a priori dépendante des données pour .τ  Notre 
procédure donne ,1250 =α  0 0,35β =  (c’est-à-dire que τ  
a une moyenne de 357 et un écart-type de 31,9). À la 
section 4, nous discutons de la sensibilité à ce choix. 

 
4. Données et analyse empirique  

Nous appliquons notre méthode aux données du tableau 
de contingence 33×  illustrée au tableau 1. Après avoir 
présenté les résultats associés aux données observées ainsi 
qu’une analyse de sensibilité, nous décrivons une étude par 
simulation en vue d’évaluer la différence entre les modèles 
de non-réponse ignorable et non ignorable.  
4.1 Analyse des données  
 

 

 

Consulter le tableau 2 pour une comparaison du modèle 
de non-réponse ignorable et du modèle de non-réponse non 
ignorable. Nous avons également inclus l’erreur-type numé-
rique (ETN) qui est une mesure du degré de reproductibilité 
des résultats numériques; nous l’avons calculée par la 
méthode des moyennes par lot. Donc, cela ne nous gênerait 
pas que l’ETN soit petite comparativement aux estimations 
de Monte Carlo ou aux moyennes a posteriori. Pour les deux 
modèles, les ETN sont faibles, avec des valeurs relativement 
grandes pour le modèle de non-réponse non ignorable 
(proche de zéro dans les deux cas de toute façon), ce qui 
indique que les calculs sont reproductibles. Les moyennes 
a posteriori (MP) sont fort semblables pour les deux 
modèles. Les écarts-types a posteriori (ETP) sont plus 
grands pour le modèle de non-réponse non ignorable que 

pour l’autre, ce qui rend les intervalles de confiance à 95 % 
plus larges. Sous le modèle de non-réponse ignorable, pour 
ainsi dire tous les intervalles de confiance à 95 % sont 
contenus dans ceux obtenus pour le modèle de non-réponse 
non ignorable.  

Tableau 2 
Comparaison des moyennes a posteriori (MP), des écarts-types 
a posteriori (ETP), des erreurs types numériques (ETN) et des 
intervalles de confiance à 95 % (IC) pour p tiré des modèles de 

non-réponse ignorable et non ignorable 
 

Cellule p̂  MP ETP ETN IC 
a) Modèle de non-réponse ignorable 
(1, 1) 0,337 0,330 0,005 0,001 (0,321, 0,339) 
(1, 2) 0,157 0,142 0,003 0,001 (0,136, 0,147) 
(1, 3) 0,154 0,168 0,004 0,001 (0,162, 0,175) 
(2, 1) 0,141 0,142 0,004 0,001 (0,134, 0,148) 
(2, 2) 0,071 0,066 0,002 0,001 (0,061, 0,070) 
(2, 3) 0,063 0,071 0,003 0,001 (0,066, 0,078) 
(3, 1) 0,050 0,053 0,003 0,001 (0,048, 0,059) 
(3, 2) 0,016 0,016 0,001 0,000 (0,013, 0,019) 
(3, 3) 0,010 0,012 0,002 0,000 (0,009, 0,015) 

b) Modèle de non-réponse non ignorable 

(1, 1) 0,337 0,321 0,020 0,009 (0,278, 0,355) 
(1, 2) 0,157 0,143 0,008 0,003 (0,126, 0,158) 
(1, 3) 0,154 0,173 0,014 0,007 (0,140, 0,196) 
(2, 1) 0,141 0,139 0,019 0,009 (0,109, 0,182) 
(2, 2) 0,071 0,069 0,007 0,003 (0,056, 0,085) 
(2, 3) 0,063 0,071 0,013 0,006 (0,053, 0,102) 
(3, 1) 0,050 0,052 0,008 0,002 (0,040, 0,070) 
(3, 2) 0,016 0,019 0,003 0,001 (0,014, 0,026) 
(3, 3) 0,010 0,013 0,003 0,001 (0,009, 0,020) 

 Nota : Pour le modèle de non-réponse ignorable, ,ssjk π=π  
.3,2,1,3,2,1,4,3,2,1 === kjs  La valeur observée de 

p basée sur les données complètes est .p̂   
Au tableau 3, nous comparons également l’estimation de 

sπ  dans le modèle de non-réponse ignorable à sjkπ  dans le 
modèle de non-réponse non ignorable. Pour ce dernier, nous 
présentons la fourchette des moyennes a posteriori (MP) 
pour les neuf cellules de chaque .4,3,2,1, =ss  Elle 
indique l’importance de la non-ignorabilité. Les MP de sπ  
sont comprises dans la fourchette des sjkπ  et, comme prévu, 
les ETP sont plus grands pour le modèle de non-réponse 
non ignorable que pour l’autre. Par exemple, sur les neuf 
cellules, les jk1π  varient de 0,388 à 0,656, et ces deux 
chiffres diffèrent significativement de 0,615, ce qui 
témoigne d’un certain degré de non-ignorabilité. Donc, il 
existe une différence entre les modèles de non-réponse 
ignorable et non ignorable. 

Au tableau 4, nous présentons les logarithmes des 
facteurs de Bayes utilisés pour tester la qualité de l’ajuste-
ment du modèle de non-réponse ignorable et du modèle de 
non-réponse non ignorable. Il existe de « fortes » preuves 
que le modèle de non-réponse ignorable est mieux ajusté 
que le modèle de non-réponse non ignorable aux données 
étudiées (Kass et Raftery 1995). Alors que le modèle de 
non-réponse ignorable donne de « fortes » preuves 
d’absence d’association, le modèle de non-réponse non 
ignorable donne un résultat « positif », comme l’indique 
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Kass et Raftery (1995). Donc, il existe de nouveau une 
différence entre les modèles de non-réponse ignorable et 
non ignorable. Toutefois, l’ETN de 1,80 a tendance à 
annuler ces différences. Nous concluons qu’il existe des 
données convaincantes donnant à penser qu’il n’y a pas 
d’association entre la densité minérale osseuse (DMO) et le 
revenu familial (RF).  

Tableau 3 
Comparaison des moyennes a posteriori (MP) et des écarts-types 

a posteriori (ETP) pour sjkπ  tiré des modèles de non-réponse 
ignorable et non ignorable 

 

 Ignorable Non ignorable 

1π  0,615 (0,009) 0,388 (0,078) – 0,656 (0,044) 

2π  0,077 (0,005) 0,057 (0,017) – 0,195 (0,068) 

3π  0,292 (0,008) 0,217 (0,041) – 0,349 (0,053) 

4π  0,015 (0,002) 0,013 (0,005) – 0,152 (0,055) 
 

Nota : Les ETP figurent entre parenthèses. Pour le modèle de 
non-réponse ignorable, les paramètres sont 321 ,, πππ  et 

4π , et pour le modèle de non-réponse non ignorable, les 
paramètres sont ,3,2,1,4,3,2,1, ==π jssjk  .3,2,1=k  
Pour chaque s, nous avons sélectionné parmi les neuf 
cellules la plus petite et la plus grande MP pour former 
l’intervalle.  

Tableau 4 
Vraisemblances marginales et facteurs de Bayes pour le test 

d’association entre DMO et RF sous les modèles de non-réponse 
ignorable et non ignorable 

 

 Association Pas d’association Différence 

Ignorable – 49,571 – 46,173 – 3,398 
Non ignorable – 53,129 – 50,132 – 2,996 
ETN 1,800 1,790  
Nota :  Toutes les entrées (vraisemblances marginales et leurs 

différences) sont exprimées sur l’échelle logarithmique. 
L’intégration par la méthode de Monte Carlo comprend 
50 000 itérations. Les erreurs-types numériques (ETN) sont 
faibles comparativement aux vraisemblances marginales.  

Nous avons examiné la relation entre DMO et RF quand 
les niveaux d’ostéopénie et d’ostéoporose sont regroupés en 
un seul. Sous le modèle de non-réponse ignorable, le loga-
rithme du facteur de Bayes est égal à  – 2,77 (log 
vraisemblance marginale :  – 32,82 et  – 29,05) et, sous le 
modèle de non-réponse non ignorable, il est égal à  – 4,52 
(log vraisemblance marginale :  – 34,25 et  – 4,52). Donc, 
nous arrivons à la même conclusion au sujet de l’absence 
d’association entre DMO et RF. 

Nous avons également réparti les données en deux 
groupes d’âge, c’est-à-dire les femmes préménopausées 
(ayant, au plus, 49 ans; jeunes) et les femmes ménopausées 
(ayant au moins 50 ans; âgées). Parmi le groupe de femmes 
jeunes, quatre seulement faisaient de l’ostéoporose, si bien 
que nous avons regroupé celles faisant de l’ostéopénie et 
celles faisant de l’ostéoporose. Nous avons ajusté le modèle 
de non-réponse ignorable ainsi que le modèle de non- 
réponse non ignorable à ces données et obtenu des résultats 

comparables. Pour le groupe de femmes âgées, en utilisant 
le modèle de non-réponse ignorable, les logarithmes des 
vraisemblances marginales correspondant à l’absence 
d’association et à l’existence d’une association sont  – 43,01 
et  – 38,91, ce qui donne un logarithme du facteur de Bayes 
de 4,10 pour l’absence d’association. Par conséquent, il 
existe de fortes preuves d’absence d’association entre DMO 
et RF. Pour le groupe de femmes jeunes, si nous utilisons le 
modèle de non-réponse ignorable, les logarithmes des 
vraisemblances marginales correspondant à l’absence 
d’association et à l’existence d’une association sont  – 29,93 
et  – 28,80, ce qui donne un logarithme du facteur de Bayes 
de 1,13 pour l’absence d’association. Donc, il existe des 
indices positifs d’une absence d’association entre la densité 
minérale osseuse et le revenu familial pour les deux groupes 
d’âge. Par conséquent, il est peu probable que l’âge joue un 
rôle dans l’association entre les deux variables.  
4.2 Analyse de sensibilité  

Nous avons étudié la sensibilité de l’inférence au sujet de 

jkp  à la loi a priori de .τ  Autrement dit, nous avons pris 
),,Gamma(~ 00 βακτ  où κ  est un paramètre de sensibi-

lité auquel nous avons donné la valeur de 1 dans notre 
analyse (notons que )./)( 00 βακ=τE  

Notre méthode pour la spécification de 0α  et 0β  donne 
les valeurs de 1250 =α  et 0 0,35;β =  voir la section 3.5. 
Donner à κ  une valeur supérieure à 1 induit des variations 
moins importantes de la moyenne a posteriori (MP) et de 
l’écart-type a posteriori (ETP) des jkp  que lui donner une 
valeur inférieure à 1, parce que les valeurs plus élevées de 
κ  provoquent des variations beaucoup plus faibles de la loi 
a priori de .τ  Au tableau 5, nous présentons les MP et les 
ETP des jkp  pour κ  = 0,25, 0,50, 1,00, 2,00 et 4,00. La 
valeur des MP augmente avec κ  et celle des ETP diminue 
lorsque κ  passe de 0,25 à 4,00. Donc, il existe une certaine 
sensibilité à la spécification de 0α  et de ,0β  mais les 
variations sont faibles. Par exemple, les MP de 11p  sont 
0,31, 0,32 et 0,33 pour κ  = 0,25, 1,00 et 4,00, et, à ces 
valeurs de ,κ  les ETP sont 0,04, 0,02 et 0,01. 

Nous avons également étudié la sensibilité des facteurs 
de Bayes au choix de κ  (voir le tableau 6). Pour 
commencer, les ETN diminuent avec ,κ  mais la variation 
est faible. Notons que nous avons utilisé 50 000 itérations 
pour l’intégration par la méthode de Monte Carlo; cette 
taille d’échantillon est nécessaire pour que les estimations 
de Monte Carlo se stabilisent. Les logarithmes des vraisem-
blances marginales varient peu avec .κ  Comme les loga-
rithmes des facteurs de Bayes sont faibles, certaines 
variations sont reflétées dans l’inférence : pour κ  = 0,25, 
0,50 et 4,00, il existe de « fortes » preuves de l’absence 
d’association, mais pour κ  = 1,00 et 2,00, il existe des 
preuves « positives » (limites) de l’absence d’association. 
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Tableau 5 
Sensibilité des moyennes a posteriori (MP) et ainsi que des écarts-types a posteriori (ETP) des jkp  au choix de κ  

dans le modèle de non-réponse non ignorable 
 

κ          0,25         0,50         1,00         2,00          4,00 
Cellule MP ETP MP ETP MP ETP MP ETP MP ETP 
(1, 1) 306,93 36,09 315,01 25,81 321,81 19,95 325,37 14,55 326,16 10,46
(1, 2) 141,12 15,52 139,86 11,91 142,66 8,44 142,63 6,68 143,42 5,01
(1, 3) 161,68 25,80 167,83 18,77 173,40 13,77 176,20 8,44 175,78 6,71
(2, 1) 143,18 34,20 142,62 24,92 138,57 18,82 137,23 13,59 137,26 9,70
(2, 2) 68,46 13,12 71,06 10,09 68,44 7,48 68,79 5,72 68,11 4,45
(2, 3) 79,78 22,83 75,97 17,86 71,11 12,56 68,09 7,84 68,34 6,38
(3, 1) 59,97 21,60 53,50 12,12 52,14 7,76 50,97 5,29 51,41 4,35
(3, 2) 21,43 7,76 20,02 4,89 18,96 23,28 18,67 2,78 17,84 2,23
(3, 3) 17,45 10,38 14,12 4,28 12,93 2,99 12,05 2,34 11,69 1,99

 

 

Nota: Toutes les entrées doivent être multipliées par .10 3−  Dans le modèle de non-réponse non ignorable, ~
iid

π sjk  
),β,α(κ Gamma 00  où κ est le paramètre de sensibilité et 125α0 =  et .35,0β 0 =  

 
Dans l’ensemble, il existe un certain niveau de preuve de 
l’absence d’association. Donc, il est intéressant de savoir 
que l’on ne doit pas s’inquiéter trop du choix de ).,( 00 βα  
  

Tableau 6 
Sensibilité des vraisemblances marginales et du facteur de Bayes 

au choix de κ dans le modèle de non-réponse non ignorable 
 

  Association  Pas d’association Facteur de 
κ VM ETN VM ETN Bayes 

0,25 – 53,37 1,90 – 49,16 1,89 – 4,21 
0,50 – 52,58 1,83 – 49,49 1,82 – 3,08 
1,00 – 52,58 1,80 – 49,76 1,79 – 2,82 
2,00 – 52,81 1,79 – 49,83 1,78 – 2,98 
4,00 – 52,95 1,78 – 49,91 1,77 – 3,04 

Nota : Toutes les entrées sont exprimées sur l’échelle logarithmique. 
Dans le modèle de non-réponse non ignorable, ~

iid
πsjk  

),β,α(κ Gamma 00  où κ  est le paramètre de sensibilité et 
125α0 =  et .35,00 =β   

4.3 Étude par simulation  
Nous avons exécuté une étude par simulation pour 

poursuivre la comparaison entre les modèles de non-réponse 
ignorable et non ignorable. L’objectif est de confirmer qu’il 
existe des différences entre les deux modèles. Dans notre 
situation, un test fondé sur le facteur de Bayes permettra 
d’indiquer si ces différences existent ou non. Lorsque 
l’information au sujet de la non-ignorabilité est limitée (ce 
qui est le cas ici), il est raisonnable d’ajuster un modèle de 
non-réponse ignorable, parce que les paramètres sont identi-
fiables dans ce modèle. Donc, nous procédons à la compa-
raison des modèles de non-réponse ignorable et non igno-
rable lorsque les données sont générées à partir a) du modèle 
de non-réponse ignorable et b) du modèle de non-réponse 
non ignorable. Il s’agit d’une analyse bayésienne typique. 

Nous obtenons les moyennes a posteriori des jkp  et des 
,sjkπ  notées jkp~  et ,~

sjkπ  respectivement, après avoir ajusté 
nos modèles de non-réponse non ignorable aux données 
observées. Pour la non-réponse ignorable, nous prenons 

.4,3,2,1,/~~
1 1 =π=π ∑ ∑= = srcr

j sjk
c
ks  Nous obtenons les 

effectifs de cellules pour le modèle de non-réponse 
ignorable à partir de 

)}~~,,~~(,le{Multinomia~

~,~|),,,,,,(

4111

44111111

rc

rcrc

ppn

yyyy

ππ K

KKK pπ
 

et pour le modèle de non-réponse non ignorable, par tirage à 
partir de 

)},~~,,~~(,le{Multinomia~

~,~|),,,,,,(

411111

44111111

rcrc

rcrc

ppn

yyyy

ππ K

KKK pπ
 

où n = 2 998, le nombre total d’individus dans l’ensemble 
de données original (voir le tableau 1). Nous avons généré 
1 000 ensembles de données pour le modèle de non-réponse 
ignorable ainsi que pour le modèle de non-réponse non 
ignorable. Puis, nous avons ajusté les modèles de non- 
réponse ignorable et non ignorable à chaque ensemble de 
données exactement de la même manière que pour les 
données observées du tableau 1 et nous avons calculé les 
moyennes a posteriori (MP) et les écarts-types a posteriori 
(ETP) pour les .jkp  Au tableau 7, nous présentons les 
moyennes des MP et des ETP sur les 1 000 ensembles de 
données. La deuxième colonne (étiquetée p̂ ) contient la 
moyenne a posteriori de jkp  pour les données observées 
sous le modèle de non-réponse non ignorable (voir le 
tableau 2b). 

Pour (a) au tableau 7, les MP sont très proches des jkp̂  
pour le modèle de non-réponse ignorable, mais pas autant si 
l’on ajuste le modèle de non-réponse non ignorable. Il est 
évident que les ETP sont environ deux fois plus grands sous 
le modèle de non-réponse non ignorable que sous le modèle 
de non-réponse ignorable. Pour (b) au tableau 7, les MP 
s’approchent plus des jkp̂  pour le modèle de non-réponse 
non ignorable que pour le modèle de non-réponse ignorable. 
Cependant, dans les deux cas, les ETP sont environ deux 
fois plus grands pour le modèle de non-réponse non 
ignorable que pour le modèle de non-réponse ignorable. Par 
exemple, au tableau 7 pour la cellule (1, 1) comparativement 
à 0,322 pour ,p̂  dans (a), le modèle de non-réponse  
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Tableau 7 
Comparaison des modèles de non-réponse ignorable et non ignorable au moyen de données simulées et des moyennes  

a posteriori (MP) ainsi que des écarts-types a posteriori (ETP) des jkp  
 

 Simulé Ignorable (a) Non ignorable (b) 
 Ajusté Ignorable Non ignorable Ignorable Non ignorable 

Cellule p̂  MP ETP MP ETP MP ETP MP ETP 

(1, 1) 321,81 320,73 5,72 307,42 11,30 332,02 5,10 324,44 10,60 
(1, 2) 142,66 142,96 4,24 146,44 7,34 141,81 3,30 143,44 5,43 
(1, 3) 173,40 172,59 4,42 173,49 7,62 168,66 4,14 174,10 7,04 
(2, 1) 138,57 138,82 4,81 135,32 9,82 143,63 4,52 139,20 9,74 
(2, 2) 68,44 68,44 3,55 72,01 6,02 64,51 2,91 68,20 4,76 
(2, 3) 71,11 71,41 3,65 75,00 6,30 70,85 3,76 69,63 6,58 
(3, 1) 52,14 52,17 3,11 53,03 4,95 53,08 3,04 52,44 4,70 
(3, 2) 18,96 19,35 2,08 21,65 2,98 15,08 1,72 17,32 2,48 
(3, 3) 12,93 13,54 1,78 15,64 2,55 10,95 1,85 11,20 2,18 

 

Nota : Les données sont simulées à partir du modèle de non-réponse ignorable en (a) ou du modèle de non-réponse non ignorable 
en (b), et les modèles de non-réponse ignorable et non ignorable sont tous deux ajustés. Nous avons généré 
1 000 ensembles de données et nous avons ajusté le modèle de non-réponse ignorable ainsi que le modèle de non-réponse 
non ignorable à chaque ensemble de données simulé. Les MP et les ETP sont les moyennes sur les 1 000 ensembles de 
données et p̂  est la moyenne a posteriori pour les données observées que nous avons utilisées pour générer les ensembles 
de données. Toutes les entrées doivent être multipliées par 10-3.  

 
ignorable (non ignorable) donne une MP de 0,321 (0,307), 
mais dans (b), le modèle de non-réponse ignorable (non 
ignorable) donne une MP de 0,332 (0,324) pour d’autres 
exemples. Donc, les deux modèles donnent effectivement 
des résultats différents lors de l’estimation de p. 

Nous avons également considéré l’estimation de la 
proportion P d’ensembles de données simulés dans lesquels 
le modèle de non-réponse ignorable donne de meilleurs 
résultats que le modèle de non-réponse non ignorable. Il est 
coûteux de calculer la vraisemblance marginale sous le 
modèle de non-réponse non ignorable. Nous soulignons de 
nouveau qu’il faut 50 000 itérations pour que l’estimation de 
Monte Carlo se stabilise; il s’agit là d’une tâche énorme 
pour l’étude par simulation, parce que nous devons calculer 
les vraisemblances marginales pour 1 000 ensembles de 
données. Dons, nous utilisons une méthode simple pour 
comparer les deux modèles et nous nous attendons à ce 
qu’elle donne une conclusion comparable à un calcul 
puissant. 

Plus précisément, nous calculons ∑∑ ===Δ c
k

r
j

h n 11
)(  

−jkp̂( ,/) )(2)( h
jk

h
jk PMPM  où )(h

jkPM  est la moyenne 
a posteriori de jkp  correspondant au he ensemble de 
données. Nous notons )(hΔ  par )(

IG
hΔ  pour le modèle de 

non-réponse ignorable et par )(
NIG
hΔ  pour le modèle de 

non-réponse non ignorable. Nous obtenons un estimateur de 
,ˆ, PP  en comptant le nombre d’expériences parmi les 1 000 

réalisées pour lesquelles .)(
NIG

)(
IG

hh Δ>Δ  Pour les données 
générées à partir du modèle de non-réponse ignorable, P̂  
est égal à 0,236 avec une erreur-type de 0,013. Pour les 
données générées à partir du modèle de non-réponse non 
ignorable, P̂  est égal à 0,920 avec une erreur-type de 0,009. 
Donc, si nous nous attendons à ce que le modèle de non-
réponse ignorable soit vérifié, il sera battu par le modèle de 

non-réponse non ignorable environ 24 % du temps, et si 
nous nous attendons à ce que le modèle de non-réponse non 
ignorable soit vérifié, il ne sera battu par le modèle de 
non-réponse ignorable qu’environ (1 – 0,920) 100 %, soit 
environ 8 % du temps. Par conséquent, il existe des 
différences latentes entre les deux modèles. Le modèle de 
non-réponse non ignorable reflète un certain degré de 
non-ignorabilité et rend le modèle de non-réponse ignorable 
plus robuste. Nous considérons qu’il s’agit d’une compa-
raison raisonnable entre les deux modèles. 

 
5. Conclusion  

 

 

Deux nouveautés méthodologiques importantes sont 
exposées dans le présent article. Plus précisément, nous 
avons montré a) qu’il est possible d’analyser des données 
multinomiales provenant de tableaux de contingence cr ×  
en présence à la fois de non-réponse partielle et totale et que 
le mécanisme de non-réponse peut être non ignorable, et 
b) qu’en utilisant le facteur de Bayes (ratio des vraisem-
blances marginales des deux modèles), nous pouvons 
vérifier s’il existe une association entre les deux carac-
téristiques. Essentiellement, nous avons supposé qu’il 
n’existait aucune information au sujet de la non-ignorabilité, 
nous avons supprimé toutes les caractéristiques du plan de 
sondage et nous avons adopté une approche prudente. 

Pour le tableau de contingence 33×  contenant des 
données catégoriques sur la densité minérale osseuse 
(DMO) et le revenu familial (RF), nous avons montré 
comment estimer exactement les probabilités de cellule. 
Pour les cas de données complètes, le facteur de Bayes 
donne une « forte » preuve d’absence d’association entre les 
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variables DMO et RF. Pour l’ensemble des données, notre 
facteur de Bayes indique que la preuve d’absence d’asso-
ciation est « forte » sous le modèle de non-réponse igno-
rable et qu’elle est « positive » sous le modèle de non- 
réponse non ignorable. Donc, il n’y a pour ainsi dire aucune 
différence entre les deux scénarios, c’est-à-dire celui où 
seules les données provenant des cas complets sont utilisées 
et celui où toutes les données sont utilisées. En outre, 
d’après le facteur de Bayes et notre étude par simulation, 
bien qu’il existe des différences entre le modèle de non- 
réponse ignorable et le modèle de non-réponse non igno-
rable, elles sont faibles. Nous constatons des différences en 
ce qui concerne l’inférence au sujet des proportions d’indi-
vidus à divers niveaux DMO-RF; les moyennes a posteriori 
sont semblables, mais les écarts-types a posteriori sont plus 
grands sous le modèle de non-réponse non ignorable que 
sous le modèle de non-réponse ignorable. 

Notre étude par simulation confirme deux propriétés 
(différences subtiles) de nos modèles. En premier lieu, les 
estimations des probabilités de cellule d’après le modèle de 
non-réponse ignorable (non ignorable) s’approchent plus 
des valeurs réelles quand il est attendu que le modèle de 
non-réponse ignorable (non ignorable) sera vérifié, mais, 
dans l’un et l’autre cas, l’écart-type des estimations d’après 
le modèle de non-réponse non ignorable est environ deux 
fois plus grand que celui des estimations d’après le modèle 
de non-réponse ignorable. En deuxième lieu, si l’on s’attend 
à ce que le modèle de non-réponse ignorable (non igno-
rable) tienne, celui-ci peut donner de moins bons résultats 
que le modèle de non-réponse non ignorable (ignorable). 
Cela se produit un pourcentage significativement plus élevé 
de fois dans le cas où l’on s’attend à ce que le modèle de 
non-réponse ignorable soit vérifié que dans l’autre. Donc, il 
existe des différences entre ces modèles. Nous suggérons 
d’ajuster les deux modèles et de calculer le facteur de Bayes 
pour décider lequel il convient d’utiliser. Nous ne 
recommandons pas d’utiliser ces modèles lorsqu’il existe 
des covariables et (ou) des données a priori appropriées pour 
expliquer la non-ignorabilité. 

Lors de futurs travaux, nous pourrions essayer de réduire 
le nombre de paramètres du modèle de non-réponse non 
ignorable afin de réduire davantage les effets de la non- 
ignorabilité. Ainsi, nous pourrions envisager de représenter 
les données dans deux tableaux de contingence comme il 
suit. Les trois tableaux supplémentaires sont regroupés en 
un tableau supplémentaire unique dont la ej  ligne contient 
au moins ju  individus et la ke colonne, au moins kv  
individus; le nombre total d’individus dans ce tableau 
supplémentaire est ;11 k

c
kj

r
j vuw ∑∑ == ++  voir la section 

3.1 pour la notation. Enfin, il convient de souligner que 
l’analyse complète des données provenant d’une enquête 
complexe nécessite une apport d’information (covariables et 

information a priori) au sujet de la non-ignorabilité, des 
poids de sondage et des effets de mise en grappes 
également. 

 
Annexe A 

Ajustement du modèle de non-réponse  
non ignorable  

Nous montrons comment utiliser l’échantillonneur de 
Gibbs pour faire une inférence au sujet des paramètres de 
(14). La densité a posteriori conditionnelle de p est 

)1,,1Dirichlet(~| 11 ++ ⋅⋅ rcyy Kyp  (A.1) 

et la densité a posteriori conditionnelle de jkπ  est 
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avec indépendance sur .,,1,,,1 ckrj KK ==   
Nous avons besoin des fonctions de masse de probabilité 

a posteriori conditionnelles de 4,3,2, =ssy  sachant 
,,,1,,,)( rjjks K=πpy  .,,1 ck K=  D’après (14), il est 

clair que les 4,3,2, =ssy  sont des vecteurs aléatoires 
multinomiaux conditionnellement indépendants. Plus 
précisément, 
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où /,,,1,/ 3
)3(
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Puis, nous considérons les hyperparamètres. Si nous 
posons que =δs ,11 sjk

c
k

r
j π∏∏ ==  la densité a posteriori 

conditionnelle conjointe de τ,μ  est 
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où .0,4,3,2,1,0,14
1 >τ=≥μ=μ∑ = ssss   

Nous utilisons la méthode du quadrillage pour obtenir des 
échantillons à partir de la densité a posteriori conditionnelle 
de ,,,1,,|( rjp jk K=τ πμ  ),,1 ck K=  et ,,|( jkp πμτ  

,,,1 rj K= ).,,1 ck K=  Après transformation de τ  en 
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),1/( ϕ−ϕ  les paramètres résident sur )1,0(  avec les 
contraintes appropriées, ce qui rend la méthode du quadrillage 
commode. Nous utilisons 50 intervalles de même largeur 
(obtenus par expérimentation) pour tirer μ  et ,ϕ  et une 
valeur aléatoire pour τ  est ).1/( ϕ−ϕ  

Nous exécutons l’échantillonneur de Gibbs en tirant une 
valeur aléatoire de chacune des « densités » a posteriori 
conditionnelles, (A.1), (A.2), (A.3) et (A.4) l’une après 
l’autre, et en itérant la procédure complète jusqu’à la 
convergence. Il s’agit d’un exemple d’échantillonnage 
« griddy Gibbs » (Ritter et Tanner 1992). 

 
Annexe B 

Estimation de )( 1ypNIG  dans (16)  
En notant mn  le nombre de cas incomplets (c’est-à-dire 

),0 mnnn +=  nous pouvons aussi montrer que, pour le 
modèle avec association, Annnap m )!!/())!1(()( 01NIG +=y  
et pour le modèle sans association, =)( 1NIG yp  

,))!!/()!1(( 0 Bnnnb m+  où a et b sont donnés par (18),  
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Notons que 1,0 << BA  donne une vérification dia-
gnostique utile des calculs. 

Nous montrons comment calculer A dans (B.1) par la 
méthode d’intégration de Monte Carlo; la méthode pour 
calculer B est semblable. Nous préférons la méthode plus 
simple fondée sur l’intégration par la méthode de Monte 
Carlo avec une fonction d’importance (Nandram et Kim, 
2002) à celle fondée sur une continuation de l’échan-
tillonneur de Gibbs (Chib et Jeliazkov 2001). 

Pour A, nous choisissons la fonction d’importance 
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où sμ~  et τ~  sont les estimations obtenues au moyen d’une 
sortie de Gibbs. Nous obtenons un échantillon de )( aim Ωπ  
en le tirant à partir de ),,(Gamma~ 00 βατ  ~μ  
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.1

1 heM M
h

ω
=
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peut être approximée. En posant que =ω  h
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1  et 
12 )1( −−= MS ,)( 2

1 ω−ω∑ = h
M
k  nous avons ≈)ˆ(Var A  

,/22 MSe ω  ≈≈ ω )/)ˆ(Var())ˆ(log(Var 2eAA ,/2 MS  et 
l’ETN est égale à ,/ MS  approximativement. Nous 
débutons avec M = 10 000 échantillons indépendants 
provenant de la fonction d’importance et augmentons M 
jusqu’à l’obtention de la convergence, pour M = 50 000 
environ.  
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L’utilisation de renseignements sur le processus de collecte des données 
pour traiter la non-réponse totale au moyen de l’ajustement de poids 

Jean-François Beaumont 1 

Résumé 
On utilise couramment l’ajustement de poids pour la non-réponse afin de compenser la non-réponse totale aux enquêtes. 
Souvent, on postule un modèle de non-réponse et on ajuste les poids de sondage par l’inverse de probabilités de réponse 
estimées. Le modèle de non-réponse est habituellement conditionnel à un vecteur de variables auxiliaires fixes qui sont 
observées pour chaque unité de l’échantillon, comme les variables utilisées pour construire le plan de sondage. Dans le 
présent article, nous envisageons d’utiliser comme variables auxiliaires éventuelles les variables du processus de collecte 
des données. Le nombre d’essais effectués pour joindre une unité de l’échantillon en constitue un exemple. Dans notre 
traitement, ces variables auxiliaires sont considérées comme aléatoires, même si on conditionne sur l’échantillon 
sélectionné, puisqu’elles pourraient changer si le processus de collecte des données était répété pour un échantillon donné. 
Nous montrons que ce caractère aléatoire n’introduit ni biais ni composante additionnelle de variance dans les estimations 
de totaux de population lorsque le modèle de non-réponse est bien spécifié. En outre, lorsque la non-réponse dépend des 
variables d’intérêt, nous soutenons que l’utilisation des variables du processus de collecte des données a tendance à réduire 
le biais de non-réponse si ces variables fournissent des renseignements sur les variables d’intérêt qui ne sont pas déjà inclus 
dans le modèle de non-réponse et si elles sont associées à la non-réponse. Par conséquent, les variables du processus de 
collecte des données pourraient bien être très utiles pour traiter la non-réponse totale. Nous en donnons une brève illustration 
à partir de l’Enquête sur la population active du Canada. 

                                                           
1. Jean-François Beaumont, Division des méthodes d’enquête auprès des entreprises, Statistique Canada, 11e étage, Immeuble R.-H.-Coats, Ottawa 
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1. Introduction  
Dans les enquêtes, on traite souvent la non-réponse totale 

en  utilisant  une  méthode  d’ajustement  de  poids  pour  la 
non-réponse. Le principe de base qu’on choisit souvent 
consiste à ajuster les poids de sondage par l’inverse de 
probabilités de réponse estimées (voir, par exemple, Ekholm 
et Laaksonen 1991). On obtient ces probabilités de réponse 
estimées en postulant un modèle pour le mécanisme de non-
réponse inconnu, que nous appelons le modèle de non-
réponse. Pour réduire dans toute la mesure du possible le 
biais et la variance dus à la non-réponse, il est essentiel de 
conditionner sur un vecteur de variables auxiliaires qui sont 
observées pour chaque unité de l’échantillon et qui sont de 
bons prédicteurs de la non-réponse et des variables d’intérêt 
(Little et Vartivarian 2005). On traite habituellement les 
variables auxiliaires comme des variables fixes, que ce soit 
conditionnellement ou non à l’échantillon sélectionné.  

Dans le présent article, nous envisageons d’utiliser les 
variables du processus de collecte des données (PCD) 
comme variables auxiliaires éventuelles à inclure dans le 
modèle de non-réponse. Le nombre d’essais effectués pour 
joindre une unité de l’échantillon en constitue un exemple. 
Ce type de données est parfois appelé paradonnées (voir 
Couper et Lyberg 2005 pour une référence récente sur le 
sujet); Holt et Elliott (1991), entre autres, l’ont utilisé pour 

composer avec la non-réponse totale. Dans notre traitement, 
contrairement à Holt et Elliott (1991), les variables du PCD 
sont considérées comme aléatoires, même si on les condi-
tionne sur l’échantillon sélectionné, puisqu’elles pourraient 
changer si le processus de collecte des données était répété 
pour un échantillon donné.  

Les variables du PCD peuvent s’avérer particulièrement 
utiles dans les enquêtes transversales où les variables 
auxiliaires dont on dispose pour traiter la non-réponse totale 
se limitent souvent aux variables utilisées pour construire le 
plan de sondage. Sans être inutiles, ces variables du plan de 
sondage ne sont souvent pas de bons prédicteurs de la non-
réponse et des variables d’intérêt. Dans ce cas, les rensei-
gnements additionnels tirés du processus de collecte des 
données peuvent être les bienvenus. Dans les enquêtes lon-
gitudinales, on trouve une foule de variables auxiliaires 
éventuelles pour composer avec la non-réponse de vague. 
Les renseignements sur le PCD peuvent donc s’avérer 
moins importants pour compenser la non-réponse de vague 
que pour compenser la non-réponse totale dans les enquêtes 
transversales, mais nous n’avons pas encore étudié cet 
aspect en profondeur. Il se pourrait qu’aux points de 
changement, les variables du PCD jouent un rôle important.  

Dans la section 2, nous présentons la notation et notre 
théorie concernant l’effet de l’utilisation de variables auxi-
liaires aléatoires dans le modèle de non-réponse lorsqu’on 
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estime des totaux de population. Cette question du caractère 
aléatoire des variables auxiliaires du PCD a été soulevée et 
débattue au sein du Comité consultatif sur les méthodes 
statistiques de Statistique Canada à la suite de la présen-
tation de l’article d’Alavi et Beaumont (2004). L’objet de la 
section 2 consiste donc à éclairer cette question. L’utilisa-
tion des variables du PCD pour ajuster les poids de sondage 
pour la non-réponse est illustrée brièvement dans la section 
3, au moyen de l’Enquête sur la population active (EPA) du 
Canada. La dernière section, soit la section 4, présente un 
bref résumé de l’article. 

 
2. Théorie  

Supposons que nous voulions estimer le total de popu-
lation ∑ ∈= Uk ky yt  d’une variable d’intérêt y  pour une 
certaine population fixe U  de taille .N  De cette popula-
tion, on sélectionne un échantillon aléatoire s  de taille n  
selon un plan d’échantillonnage probabiliste ),|( Dsp  où 
D  est une matrice à N  lignes contenant kd ′  dans sa ek  
ligne et d  est le vecteur des variables du plan de sondage. 
Supposons  également  qu’en  l’absence  de  non-réponse, 
nous utiliserions l’estimateur de Horvitz-Thompson =yt̂  

,∑ ∈sk kk yw  où kkw π/1=  est le poids de sondage de 
l’unité k  et )( skPk ∈=π  est sa probabilité de sélection. 

Habituellement, pour un certain nombre de raisons, la 
non-réponse totale survient de sorte qu’on observe la varia-
ble y uniquement pour un sous-ensemble rs  de ,s  c’est-à-
dire les répondants. Outre rs , on observe également un 
vecteur aléatoire z  de variables du PCD pour chaque unité 
de l’échantillon, selon un mécanisme conjoint ,(# sq Z  

).,,,| XDYss r  Comme nous l’avons mentionné dans 
l’introduction, le nombre d’essais effectués pour joindre une 
unité de l’échantillon constitue un exemple de variable du 
PCD. Le vecteur z  des variables du PCD et l’ensemble de 
répondants rs  sont aléatoires après avoir conditionné sur 
l’échantillon sélectionné puisque ces quantités prendraient 
probablement des valeurs différentes si le processus de 
collecte des données était répété pour un échantillon donné. 
La quantité sZ  est une matrice à n  lignes contenant kz ′  
dans sa ek  ligne, Y  est un vecteur à N  éléments contenant 

ky  dans son ek  élément et X  est une matrice à N  lignes 
contenant kx ′  dans sa ek  ligne. Le vecteur x  est un vecteur 
de variables auxiliaires fixes additionnelles. Par exemple, 
ces variables auxiliaires pourraient provenir d’un fichier 
administratif ou, dans le cas d’une enquête longitudinale, il 
pourrait s’agir des variables d’intérêt observées au moment 
de la vague précédente. Par conséquent, on ne dispose pas 
nécessairement du vecteur x  pour les unités non 
échantillonnées. Le tableau 1 résume la disponibilité des 
différents types de variables pour les répondants, les non-
répondants et les unités non échantillonnées.  

Tableau 1 
Disponibilité des variables 

 

 y z x d 
Répondants : rs  OUI OUI OUI OUI 
Non-répondants : rss −  NON OUI OUI OUI 
Unités non  
échantillonnées : sU −  NON NON* OUI** OUI 
* Le vecteur z n’est même pas défini pour les unités  

non échantillonnées. 
** Le vecteur x peut ne pas toujours être disponible 

pour les unités non échantillonnées.  
On peut factoriser le mécanisme conjoint ,|,(# ssq rsZ  

),, XDY  en deux mécanismes aléatoires distincts : i) 
),,,|(# XDYZ ss  et ii) ).,,,,|( sr ssq ZXDY  Le 

premier est appelé mécanisme du PCD et le deuxième, 
mécanisme de non-réponse. Cette factorisation nous per-
mettra plus tard d’obtenir les propriétés de notre estimateur 
aux poids ajustés pour la non-réponse, défini dans l’équation 
(2.2) ci-dessous. Nous supposons que  

),,,,|(),,,,|( sssrsr ssqssq ZXDZXDY =  (2.1)  

où sD  et sX  sont, respectivement, les parties correspon-
dant à l’échantillon de D  et de X . Cette hypothèse im-
plique que le mécanisme de non-réponse est indépendant de 
Y  (ou non confondu avec Y ) après avoir conditionné sur 

sss XD ,,  et sZ  et que les données sont manquantes au 
hasard. Toutefois, nous ne formulons explicitement aucune 
hypothèse simplificatrice au sujet du mécanisme du PCD, 
de sorte qu’il pourrait bien dépendre de ,Y  même après 
avoir conditionné sur D,s  et .X  

Pour compenser la non-réponse totale, nous considérons 
l’estimateur aux poids ajustés pour la non-réponse 

,
)ˆ(

ˆ NWA ∑
∈

=
rsk

k
k

k
y y

p

w
t

α
 (2.2) 

où );,,,|()( αZXDα sssrk sskPp ∈=  est la probabi-
lité de réponse conditionnelle pour une unité sk ∈  et α̂  est 
un estimateur du vecteur des paramètres inconnus du mo-
dèle de non-réponse .α  Il est à noter qu’un modèle de non-
réponse est un ensemble d’hypothèses relatives au méca-
nisme de non-réponse inconnu ,,,,|( XDYssq r ;)sZ  
l’une d’elles est l’hypothèse (2.1). Nous supposons que α̂  
est défini implicitement par l’équation ,)ˆ(1 0αU =  où 

(.)1U  est un vecteur de fonctions d’estimation sans biais 
par rapport à q  pour ;α  ainsi, ,,|)({ 1 YαUE sq  

.},, 0ZXD =s  Donc, (.)1U  est également sans biais par 
rapport à qp #  pour .α  Dans le reste de l’article, nous 
supprimons partout le conditionnement sur DY,  et X  
quand on prend les espérances et les variances, puisque ces 
vecteurs sont toujours considérés comme fixes. Par 
exemple, nous écrivons ,|)({ 1 sq αUE 0Z =}s  au lieu de 

,,,|)({ 1 DYαUE sq .0}, =sZX  Ceci simplifie considé-
rablement la notation. 
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Il est à noter que l’estimateur aux poids ajustés pour la 
non-réponse (2.2) est défini implicitement par l’équation 

∑
∈

=−=
rsk

k
k

k
yy y

p

w
ttU 0

)ˆ(
ˆ)ˆ,ˆ( NWANWA

2 α
α . (2.3) 

Si le modèle de non-réponse est spécifié correctement et, 
surtout, si l’hypothèse (2.1) est satisfaite, la fonction d’esti-
mation (.,.)2U  est alors sans biais par rapport à qp #  pour 

;yt  ainsi, .0)},({E 2# =yqp tU α  Pour rendre l’hypothèse 
(2.1) aussi plausible que possible, il importe que le modèle 
de non-réponse soit conditionnel aux variables du plan de 
sondage, aux variables auxiliaires et aux variables du PCD 
qui sont bien corrélées avec ,y  pourvu que ces variables 
soient également associées à la non-réponse. Cette recom-
mandation devrait être utile pour contrôler l’ampleur du 
biais de non-réponse, qui peut être inévitable dans une en-
quête réelle. Elle est aussi compatible avec la recomman-
dation formulée par Little et Vartivarian (2005). Donc, si les 
variables du PCD contiennent des renseignements sur y  
au-delà des renseignements déjà contenus dans d  et ,x  
l’utilisation des variables du PCD peut alors s’avérer utile 
pour réduire le biais de non-réponse si ces variables sont 
associées à la non-réponse. 

Posons maintenant ,),( ′′= ytαθ )ˆ,ˆ(ˆ NWA ′′= ytαθ  et 
=)

~
(θU ,})~,~(),~({ 21 ′′ ytU ααU  pour un certain vecteur 
=θ~  .)~,~( ′′ ytα  Comme nous l’avons mentionné plus haut, 

θ̂  est défini implicitement par l’équation 0θU =)ˆ(  et la 
fonction d’estimation (.)U  est sans biais par rapport à 

qp #  pour θ  puisque .)}({# 0θUE =qp  En utilisant une 
approximation de Taylor du premier degré (voir Binder 
1983), nous avons ≈θ̂ ),()}({ 1 θUθHθ −−  où =)

~
(θH  

}.
~

/)
~

({# θθUE ′∂∂qp  La matrice 1)}({ −θH  est donc 
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où ),~/())
~

(()
~

( #1 αθUEθH ′∂∂= iqpi  pour .2,1=i  En 
utilisant des conditions semblables à celles de Binder 
(1983), θ̂  est asymptotiquement normal et asymptotique-
ment sans biais par rapport à qp #  pour .θ  Par conséquent, 

NWAˆ
yt  est asymptotiquement normal et asymptotiquement 

sans biais par rapport à qp #  pour .yt  Donc, l’utilisation 
des variables du PCD dans le modèle de non-réponse 
n’introduit aucun biais dans l’estimateur aux poids ajustés 
pour la non-réponse NWAˆ

yt  pourvu que le modèle de non-
réponse (spécification de ,|( ssq r ),, sss ZXD  et l’hypo-

thèse 2.1) soit valable. De plus, si le vrai mécanisme de non-
réponse inconnu dépend de la partie correspondant à 
l’échantillon de ,, sYY  après avoir conditionné sur ss D,  
et ,sX  le conditionnement sur un vecteur z  de variables du 
PCD aura tendance à réduire le biais de non-réponse si le 

mécanisme du PCD dépend de ,sY  après avoir conditionné 
sur ss D,  et ,sX  ce qui signifie que les variables du PCD 
contiennent des renseignements sur y  qui ne sont pas déjà 
contenus dans d  et .x  

En poursuivant notre linéarisation de Taylor et en utili-
sant le fait que  
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la matrice de variances-covariances par rapport à qp #  de 
,θ̂ ),ˆ(# θV qp  est approximée par 
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Le premier terme du membre droit de l’équation (2.5) est 
appelé la variance d’échantillonnage de ,θ̂  le deuxième, la 
variance du PCD de θ̂  et le troisième, la variance due à la 
non-réponse de .θ̂  La variance )ˆ(V NWA

# yqp t  est ap-
proximée par la valeur de la dernière ligne et de la dernière 
colonne de l’équation (2.5). En utilisant l’expression (2.4) et 
le fait que ,)ˆ,(},|)({ ′−′= yysq tts 0ZθUE  la variance 
approximative (2.5) se réduit à  
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(2.6) 

La deuxième matrice du membre droit de l’équation (2.6) 
correspond à la variance du PCD de θ̂  et contient 0 pour 
tous ses éléments. Donc, l’utilisation des variables aléatoires 
auxiliaires (du PCD) dans le modèle de non-réponse n’intro-
duit aucun terme additionnel de variance, contrairement à 
l’utilisation de variables auxiliaires fixes uniquement, lors-
que le modèle de non-réponse est bien spécifié. Comme les 
variables du PCD ont tendance à réduire le biais de non-
réponse si elles sont associées à y, il semble alors avan-
tageux d’en profiter lorsqu’on traite la non-réponse totale au 
moyen d’un ajustement de poids. De plus, comme l’ont 
souligné Little et Vartivarian (2005), l’ajout, dans le modèle 
de non-réponse, de variables auxiliaires associées à  y a ten-
dance à réduire la variance due à la non-réponse. On peut 
donc réduire l’erreur quadratique moyenne sur les deux 
fronts. 

On peut obtenir une expression plus détaillée du terme de 
la variance due à la non-réponse dans l’équation (2.6), ainsi 
qu’un estimateur de la variance due à l’échantillonnage et à 
la non-réponse, de la même manière que dans Beaumont 
(2005). Beaumont (2005) aborde également l’effet de 
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l’estimation des paramètres du modèle de non-réponse sur 
la variance d’un estimateur d’un total de population.  

 
3. L’exemple de l’Enquête sur la population 

active du Canada  
L’objet de cet exemple n’est pas de présenter en détail 

notre analyse des données de l’Enquête sur la population 
active (EPA) du Canada, mais simplement de décrire 
certains aspects liés au choix du modèle de non-réponse et à 
l’estimation des probabilités de réponse. Dans cette optique, 
nous formulons ensuite nos principales conclusions. On 
trouvera dans Alavi et Beaumont (2004) des renseignements 
plus détaillés sur les résultats de l’analyse des données de 
l’EPA et sur la mise en œuvre de la nouvelle méthode, ainsi 
qu’une comparaison avec la méthode antérieure.  

L’EPA est une enquête mensuelle menée selon un plan 
d’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés (Gambino, 
Singh, Dufour, Kennedy et Lindeyer 1998). Les renseigne-
ments utilisés pour construire le plan de sondage et pour 
prélever un échantillon de logements sont essentiellement 
géographiques. L’échantillon est divisé en six groupes de re-
nouvellement représentatifs et chaque logement échan-
tillonné reste dans l’échantillon pendant six mois consécu-
tifs. Un groupe de renouvellement contient les logements 
dont les membres sont interviewés pour la première fois; un 
autre, ceux dont les membres sont interviewés pour la 
deuxième fois, et ainsi de suite. C’est pourquoi, dans cinq 
groupes de renouvellement sur six, on trouve d’un mois à 
l’autre les mêmes logements échantillonnés. On utilise l’in-
terview assistée par ordinateur pour recueillir les données 
d’enquête sur chaque membre des ménages sélectionnés. Ce 
mode de collecte permet d’obtenir une grande quantité de 
renseignements sur le PCD auprès des ménages répondants 
et non répondants. 

On a considéré un modèle de non-réponse logistique 
pour modéliser le mécanisme de non-réponse inconnu 

,,|( sr ssq D ).sZ  Avec ce modèle, la probabilité de ré-
ponse inconnue pour le ménage k  est exprimée par l’équa-
tion αα ′−+= exp(1{)(kp 1)})( −

kzd  et l’on suppose que 
les ménages échantillonnés répondent indépendamment les 
uns des autres. Le vecteur zd  contient les variables du PCD 

,z  les variables du plan de sondage fixes d  ainsi que les 
interactions entre ces deux types de variables. On ne dis-
posait d’aucun vecteur additionnel x  de variables auxi-
liaires. On a utilisé deux variables du PCD : le nombre 
d’essais effectués pour joindre un ménage échantillonné, 
qu’on a divisé en cinq catégories, et le moment du dernier 
essai, qu’on a également divisé en cinq catégories. Les 
variables du plan de sondage qu’on a utilisées étaient surtout 
géographiques et comprenaient également l’indicateur de 
groupe de renouvellement. En raison d’effets éventuels dus 

aux intervieweurs et aux grappes, le modèle décrit ci-dessus 
n’est peut-être pas entièrement réaliste. On l’a utilisé pour sa 
simplicité et parce qu’il semblait raisonnable et supérieur à 
la méthode antérieure. De plus, les probabilités de réponse 
estimées résultant de ce modèle ont servi uniquement à 
produire un “score” et n’ont pas servi directement à ajuster 
les poids de sondage, comme il est décrit plus loin dans la 
présente section. 

On a estimé le vecteur inconnu α  par la méthode du 
maximum de vraisemblance en utilisant la fonction d’esti-
mation sans biais par rapport à q   

,)()}({)(1 ∑ ∈ −=
sk kkk pr zdααU  (3.1) 

où 1=kr  si rsk ∈  et 0=kr  sinon. Il est à noter qu’on n’a 
pas considéré de fonction d’estimation pondérée par les 
poids de sondage. Cette méthode concorde avec la pratique 
recommandée par Little et Vartivarian (2003). On peut la 
justifier en précisant qu’il s’agit de modéliser le mécanisme 
de non-réponse uniquement pour les ménages échantil-
lonnés sk ∈  (et non pour la population entière) et que ce 
mécanisme est conditionnel à s. De plus, les variables du 
PCD ne sont même pas définies en dehors de l’échantillon. 
L’utilisation de poids de sondage n’est donc pas indiquée 
dans ce contexte et augmente la variance de α̂  si le modèle 
de non-réponse est spécifié correctement. De plus, il n’est 
pas évident que l’utilisation d’une fonction d’estimation 
pondérée par les poids de sondage apporterait systématique-
ment de la robustesse dans ce cas. Toutefois, il est à noter 
que nous ne faisons pas abstraction des renseignements sur 
le plan de sondage, puisqu’ils sont inclus dans le modèle de 
non-réponse. On peut rapprocher cette mesure de la 
recommandation d’inclure les renseignements sur le plan de 
sondage dans les modèles d’imputation (voir, par exemple, 
Rubin 1996). 

On a effectué pour plusieurs mois une régression 
logistique “stepwise” afin de déterminer les variables du 
plan de sondage et du PCD à inclure dans le modèle de non-
réponse final. Pour tous les mois considérés, la variable 
« nombre d’essais » a été la première à entrer dans le mo-
dèle et, donc, la plus utile pour expliquer la non-réponse. 
Cette variable était également corrélée avec les principales 
variables d’intérêt « emploi » et « chômage ». Par exemple, 
les personnes qui appartiennent aux ménages ayant répondu 
après un grand nombre d’essais, soit ceux qui sont difficiles 
à joindre, avaient tendance à être plus souvent occupées 
(voir Alavi et Beaumont 2004). Les ménages ayant fait 
l’objet d’un grand nombre d’essais avaient aussi tendance à 
être des non-répondants. Il semble donc pertinent de donner 
un plus grand ajustement par poids aux ménages répondants 
ayant fait l’objet d’un nombre d’essais élevé, puisqu’ils ont 
moins tendance à répondre et qu’ils sont plus portés à 
présenter des caractéristiques semblables à celles des non-
répondants.  
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Le modèle de non-réponse final choisi s’ajustait dans une 
mesure raisonnable aux données de l’EPA pour la plupart 
des mois considérés, selon le test d’adéquation de Hosmer-
Lemeshow. Néanmoins, on a utilisé la méthode des “scores” 
de Little (1986) pour obtenir une certaine robustesse contre 
des défaillances non détectées du modèle. On a d’abord 
utilisé le modèle de non-réponse logistique décrit ci-dessus 
pour obtenir une probabilité de réponse estimée pour chaque 
ménage échantillonné, puis on a divisé l’échantillon en une 
cinquantaine de classes homogènes par rapport à cette 
probabilité de réponse estimée en utilisant l’algorithme de 
classification mis en œuvre dans la procédure FASTCLUS 
de SAS. On a pu obtenir ce nombre élevé de classes grâce à 
la grande taille de l’échantillon de l’EPA. On l’a choisi de 
manière à réduire le biais de non-réponse non seulement au 
niveau de la population, mais également pour les plus petits 
domaines. On a simplement calculé l’ajustement de poids 
pour la non-réponse d’un ménage répondant k au sein d’une 
classe donnée c en utilisant l’inverse du taux de réponse non 
pondéré au sein de la classe c. Un seuil pour l’ajustement de 
poids pour la non-réponse a été fixé à 2,5 pour contrôler la 
variance due à la non-réponse de l’estimateur aux poids 
ajustés pour la non-réponse. Il n’a fallu appliquer ce seuil 
que pour un nombre très petit de classes, soit celles qui 
présentaient les plus faibles probabilités de réponse 
estimées. Sans ce seuil, on aurait observé à l’occasion des 
ajustements de poids pour la non-réponse se situant autour 
de 4. 

On a envisagé un autre modèle de non-réponse dans 
lequel on a modélisé la probabilité de réponse d’un ménage 
k comme le produit de la probabilité de joindre le ménage k 
par la probabilité de réponse de ce ménage, étant donné 
qu’on l’a joint. Ces deux dernières probabilités ont été 
modélisées séparément. Bien que ce modèle semble pré-
senter une meilleure approximation de la réalité et qu’il ait 
donné des résultats légèrement supérieurs (en ce sens qu’il 
expliquait mieux la non-réponse), on n’a pas jugé l’amélio-
ration suffisante pour ajouter cette complexité à la méthode 
d’ajustement de la non-réponse. Ce modèle pourrait ce-
pendant faire l’objet d’une étude plus approfondie. 

 
4. Conclusion  

Une contribution importante de cet article est qu’il faille 
considérer les renseignements sur le PCD comme aléatoires 
lorsqu’on les utilise dans un modèle de non-réponse. Nous 
avons ensuite montré que l’utilisation de ces renseignements 
pour traiter la non-réponse totale au moyen d’un ajustement 
de poids n’introduisait ni biais ni composante additionnelle 
de variance dans les estimations de totaux de population 
lorsque le modèle de non-réponse est bien spécifié. En 
outre, nous avons soutenu que si les renseignements sur le 

PCD étaient associés aux variables d’intérêt et à la non-
réponse, leur utilisation avait alors tendance à réduire le 
biais de non-réponse lorsque le mécanisme de non-réponse 
dépend directement des variables d’intérêt. Enfin, au moyen 
de l’exemple de l’EPA, nous avons montré que ces ren-
seignements pouvaient être utiles pour composer avec la 
non-réponse totale à une grande enquête. 

L’estimateur de réponse complète que nous avons 
considéré est l’estimateur de Horvitz-Thompson. Nos con-
clusions seraient restées les mêmes si nous avions utilisé 
plutôt un estimateur par la régression généralisée. Nous 
avons choisi l’estimateur de Horvitz-Thompson pour sa 
simplicité et parce qu’il était suffisant pour démontrer 
l’essentiel de notre exposé. 
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Structure de corrélation des unités d’échantillonnage 

Alfredo Bustos 1 

Résumé 

Nous explicitons dans cet article certaines propriétés distributionnelles des unités d’échantillonnage qui ne sont habituel-
lement pas décrites dans la documentation, notamment leur structure de corrélation et le fait que celle-ci ne dépend pas 
d’indices de population attribués arbitrairement. Ces propriétés importent pour plusieurs méthodes d’estimation, dont 
l’efficacité serait améliorée si on les mentionnait explicitement. 
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1. Introduction  
Ces dernières années, la réalisation des recensements de 

la population et des ménages tels que nous les connaissons 
est devenue plus ardue pour plusieurs raisons. Par consé-
quent, d’autres moyens de recueillir plus fréquemment 
l’information requise pour la production de statistiques aux 
niveaux local, provincial et national ont été proposés. De 
grandes enquêtes nationales continues, notamment celles 
appelées recensement continu, réalisées auprès d’échantil-
lons de grande taille selon des plans d’enquête complexes, 
sont envisagées. 

Cependant, afin de produire des résultats au niveau local 
comparables à ceux d’un recensement, il faut mettre au 
point diverses méthodes d’estimation et de validation, ainsi 
que, dans certains cas, d’imputation et améliorer leur effica-
cité. Un moyen d’accroître l’efficacité consiste à tenir 
compte de toute l’information pertinente disponible. Natu-
rellement, cela englobe les propriétés stochastiques des 
unités d’échantillonnage. 

Dans la suite de l’exposé, en partant de principes 
fondamentaux, nous dérivons une forme générale explicite 
de la fonction de probabilité d’un échantillon ordonné. Nous 
montrons aussi comment on peut calculer cette fonction, 
ainsi que les probabilités d’inclusion. Enfin, nous donnons 
une forme générale de la matrice des corrélations des unités 
d’échantillonnage qui ne dépend que des probabilités 
d’inclusion, de sorte qu’il soit possible d’améliorer les 
méthodes d’estimation linéaires et du maximum de vrai-
semblance. 

 
2. Le modèle de base  

Le modèle de base dont nous partons représente le tirage 
séquentiel aléatoire de n unités à partir d’une population U 

formée de N de ces unités et peut être énoncé comme suit. 
Soit N et n deux constantes positives telles que ,Nn ≤  et 
soit V une matrice de dimensions ,nN ×  dont les compo-
santes sont distribuées chacune comme des variables 
aléatoires de Bernoulli avec, éventuellement, des paramètres 
différents. Alors, 
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Fait aussi partie du modèle la contrainte voulant que la 
somme des éléments de chaque colonne de V soit égale à 
l’unité. Autrement dit, nous exigeons que la condition 

nk
N

I
Ik ...,,1for,1

1

==ϑ∑
=

 (1.2) 

soit satisfaite. 
Cette condition est nécessaire, parce que si le ej  tirage 

donne lieu à la sélection de l’unité de population I, alors 
l’élément ),( jI  prend la valeur de un, tandis que tous les 
autres éléments de la colonne j sont nuls. Notons que cela 
équivaut à imposer une contrainte non stochastique au 
comportement de toutes les composantes de la ei  colonne 
de V, indépendamment du plan d’échantillonnage. Par 
conséquent, les éléments appartenant à une même colonne 
ne se comportent pas de façon indépendante. 

Lorsque l’échantillonnage a lieu avec remise (WR pour 
with replacement), la somme des éléments de la eI  ligne de 
la matrice susmentionnée suit une loi binomiale ),( Ipn , 
puisque la distribution de chaque colonne est indépendante 
de celle des autres. Par ailleurs, si l’échantillonnage se fait 
sans remise (WOR pour without replacement), le total de la 
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ligne I ne peut prendre que deux valeurs : un, si la eI  unité 
est tirée à un certain degré, ou zéro, autrement, ce qui nous 
ramène au cas de Bernoulli. 

Nous pouvons former des sous-ensembles disjoints de 
lignes conformément à divers critères. Par exemple, si nous 
regroupons les lignes en fonction de leur voisinage spatial, 
nous pourrions parler de grappes ou d’unités primaires 
d’échantillonnage. Si nous fondons le groupement sur un ou 
plusieurs indicateurs statistiques, nous utilisons habituelle-
ment le terme de strate. 

Définissons maintenant les probabilités d’inclusion 
comme étant 

.0si0

)taillede

néchantillol'danspopulationdeunité()(

==

=π

k

k

IPk
I

 
(2)

 

Notons que ,)(
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n
I π=π  habituellement nommée probabi-

lité d’inclusion de l’unité I. 
Représentons maintenant par joϑ  la ej  colonne et par 

oIϑ  la eI  ligne de la matrice V. Par conséquent, en nous 
basant sur l’expression suivante, 
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nous pouvons écrire la fonction de probabilité conjointe des 
éléments de V sous la forme : 
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sachant que  
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et ici ,)(k
Ip  définie comme étant ),( )1()()( −π−π= k

I
k

I
k

Ip  
représente la probabilité que l’unité de population I soit 
incluse dans l’échantillon lors du ek  tirage. La fonction 
susmentionnée est utile pour le calcul de la probabilité de 
tout échantillon ordonné de taille  n. Manifestement, si l’on 
peut ignorer l’ordre d’inclusion, on obtiendra la probabilité 
d’un échantillon donné en ajoutant les n! valeurs obtenues 
au moyen de (4). 

 
3. Les incidences de l’échantillonnage sur les  

    propriétés stochastiques des unités de population  
Conséquemment, 
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et, donc, nous pouvons écrire 

.][

)()3()2()1(

)(
3

)3(
3

)2(
3

)1(
3

)(
2

)3(
2

)2(
2

)1(
2

)(
1

)3(
1

)2(
1

)1(
1

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

n
NNNN

n

n

n

pppp

pppp

pppp

pppp

VE

L

MOMMM

L

L

L

 (6) 

À partir de là, nous pouvons calculer récursivement les 
probabilités d’inclusion étape par étape, dans les situations 
d’échantillonnage sans remise, comme le montre l’équa-
tion (7) qui suit. 
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Il convient de souligner que (7) nous permet de calculer 
les probabilités souhaitées à deux moments distincts : en 
premier lieu, quand aucun tirage n’a effectivement eu lieu, 
ce qui explique pourquoi nous calculons la moyenne sur 
l’ensemble de la population et, en deuxième lieu, quand on 
connaît le résultat du tirage précédent, moment auquel la 
probabilité que la eJ  unité de population, disons, entre dans 
l’échantillon est égale à 1 et toutes les autres probabilités 
pour ce tirage sont nulles. Par conséquent, du moins en 
théorie, nous pouvons calculer l’inverse des facteurs dits 
d’expansion ou poids pour l’échantillonnage à un degré, ou 
étape par étape pour l’échantillonnage à plusieurs degrés. 
De toute évidence, 
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Si nous définissons les probabilités d’inclusion con-
jointes comme étant 
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alors nous savons qu’elles peuvent également être calculées 
comme suit : 
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Par exemple, dans le cas de l’échantillonnage aléatoire 
simple avec remise (EAS/WR), les expressions (7), (8) et 
(10) donnent lieu à (7.1), (8.1) et (10.1), 
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Dans le cas de l’EAS/WOR, nous obtenons, à la place, 
les expressions (7.2), (8.2) et (10.2).  
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(10.2)

 

Considérons maintenant les vecteurs de ligne oIϑ . Alors, 
pour la matrice des covariances entre diverses lignes, nous 
obtenons 

nn

n
J

n
I

JI

JI

JI

pp

pp

pp

×⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=ϑϑ

)()(

)2()2(

)1()1(

00

00

00

),(Cov

L

MOMM

L

L

oo

 (11) 

dans tous les cas où I est différent de J. 
En cas d’échantillonnage avec remise où, par conséquent, 

=)( j
Ip  ,...,,1 njpI =∀  la matrice des covariances pour le 
eI  vecteur de ligne est donnée par 
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Dans le cas de l’échantillonnage sans remise, la matrice 
des covariances susmentionnée devient 
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Soit ϑ  le vecteur de dimension N qui résulte de 
l’addition des colonnes de V. De toute évidence, les 

composantes de ce vecteur peuvent être exprimées sous 
forme du produit de oIϑ  par un vecteur dont les compo-
santes sont toutes égales à un. Autrement dit, 
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Certaines propriétés distributionnelles de ces sommes 
peuvent alors être obtenues directement d’après celles des 
lignes ou des colonnes de la matrice V. 

Par exemple, leurs valeurs attendues sont données par 
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De (1.2), nous tirons la restriction non stochastique : 

....1 321 nN =ϑ++ϑ+ϑ+ϑ=ϑ′  (15) 

De (14) et (15) découlent directement les propositions 
bien connues (16) et (17), 
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Pour les moments de deuxième ordre, nous obtenons 
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qui indique clairement que la covariance n’est jamais 
positive. À leur tour, les variances sont données par  
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Une autre conséquence importante de (15) concerne les 
moments de deuxième ordre du vecteur stochastique ϑ . 

.111)Cov(1)1Var()Var(0 Cn ′=ϑ′=ϑ′==  (20) 

De toute évidence, les éléments diagonaux de la matrice 
C, la matrice des covariances de ϑ , ne sont pas tous nuls. 
Par conséquent, le tirage aléatoire d’un échantillon de taille 
fixe introduit dans les unités de population une dépendance 
qui donne lieu à des covariances non nulles sous-entendant 
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que la matrice C est singulière. Sinon, il est impossible que 
l’équation (20) soit satisfaite. 

En fait, il est possible de prouver que la somme des 
éléments de toute ligne (ou colonne) de C doit être nulle, ce 
qui est un énoncé plus ferme. Sachant que la covariance 
entre une variable aléatoire et une constante est nulle, nous 
obtenons 
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Nous avons donc prouvé que, dans le cas de l’échan-
tillonnage sans remise, (22.1) est vérifiée. 
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Le même énoncé peut être prouvé algébriquement en notant 
que 
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ce qui est évident si l’on se rend compte que la probabilité 
conditionnelle concernée représente la probabilité que 
l’unité de population J entre dans un échantillon de taille 

1−n  pour lequel s’applique aussi l’expression (19). En 
outre, en utilisant de nouveau (19), notons que 
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et, par conséquent, 
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Pour l’échantillonnage avec remise, (21) implique que : 
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condition qui, on le voit directement, s’applique. 
En tout cas, l’incidence la plus importante des résultats 

susmentionnés est que, indépendamment du plan d’échantil-
lonnage, la matrice de corrélation des variables aléatoires de 
population Nϑϑϑϑ ...,,,, 321  est singulière. En ce qui 
concerne les situations pratiques décrites dans l’intro-
duction, la conséquence la plus importante tient principale-
ment au fait que l’inverse de la matrice des covariances est 
utilisée dans de nombreuses méthodes d’ajustement et 
d’estimation de modèles. 

 

4. Les deux premiers moments des unités 
     d’échantillonnage  

Après avoir établi les moments de premier et de 
deuxième ordre du vecteur ϑ , il nous est possible de déter-
miner les moments correspondants de sous-vecteurs de 
diverses tailles et dont les composantes sont sélectionnées 
aléatoirement, c’est-à-dire l’échantillon. À cette fin, défi-
nissons les variables aléatoires ,,,,,

321 rIIII ϑϑϑϑ K  où r 
représente le nombre d’unités de population différentes dans 
l’échantillon et dont les indices ,1, nrkIk ≤≤≤  peuvent 
prendre la valeur I avec la probabilité .)(n

Iπ  Autrement dit, 
sous les conditions susmentionnées, nous sommes en 
présence d’un jeu de variables aléatoires dont les indices 
sont eux-mêmes aléatoires.  
4.1 Moyenne et variance pour l’échantillonnage avec 
 remise  

Dans ce cas, la fonction de probabilité de 
iIϑ  est donnée 
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Les deux premiers moments peuvent aussi être obtenus 
par la voie d’un argument conditionnel. La moyenne de sa 
distribution est donnée par 
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À son tour, sa variance est calculée à l’aide de la formule 
bien connue 
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et, par conséquent 
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Pour le cas de l’EAS, l’équation (24) qui précède donne 
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Tandis que (28) donne 
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4.2 Moyenne et variance pour l’échantillonnage sans 
 remise  

Dans ce cas, la fonction de probabilité de 
iIϑ est donnée 

par 
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et, par conséquent, 
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En utilisant de nouveau (25), nous commençons par 
noter que 
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Donc, la variance est donnée par 
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Une fois de plus, afin d’illustrer ces résultats au moyen 
d’un exemple, considérons l’EAS. L’expression (30) 
devient 
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Tandis que (31) donne 
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4.3 La covariance entre les unités d’échantillonnage  
Afin d’établir la covariance entre les diverses unités 

d’échantillonnage, nous recourons à une simple extension 
de (25),  
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Dans ce cas, nous savons que 
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tandis qu’il est facile de voir que la covariance entre 
crochets dans le deuxième membre de (34) est égale à 
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tandis que, de (37), nous obtenons  
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Enfin, en additionnant ces deux dernières expressions, 
nous obtenons la covariance souhaitée 
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Dans le cas de l’EAS/WR, (40) donne 
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tandis que dans le cas sans remise, on peut voir que la 
covariance est égale à  
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Il convient de souligner que, dans le cas de l’EAS, que le 
tirage se fasse avec ou sans remise, les coefficients de 
corrélation sont donnés par  

,
)1(

1
),Corr(

−
−=ϑϑ

Nkj II  (43) 

indépendamment de la taille de l’échantillon. 
De surcroît, nous savons que, à mesure que la valeur de n 

s’approche de celle de N dans l’échantillonnage sans remise, 
)(n

Iπ  et )(n
IJπ  s’approchent l’une et l’autre de l’unité. En 

particulier, quand ,Nn =  les valeurs des expressions (31) et 
(40) deviennent nulles.  

5. La matrice des corrélations des  
     unités d’échantillonnage  

Dès que l’on se rend compte qu’aucune des expressions 
(28), (31) et (40) ne dépend d’aucun des indices arbitraires 
utilisés pour différencier les unités de population, il devient 

clair que la matrice rr ×  des corrélations pour le vecteur 
aléatoire =θ  ),,,,,(

321 rIIII ϑϑϑϑ K  où ,nr ≤  peut 
s’écrire : 
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Il convient de souligner que les éléments de )(ρrR  dans 
(44) dépendent uniquement des probabilités d’inclusion qui, 
pour toute taille d’échantillon, peuvent être calculées 
entièrement d’après la récursion (7) et les expressions (8) et 
(10). Autrement dit, elles ne dépendent d’aucun paramètre 
de population inconnu qu’il faut estimer ni des valeurs des 
variables qui doivent être mesurées sur les unités d’échantil-
lonnage. 

 
6. Remarques finales 

  
En théorie, l’efficacité de toute méthode d’estimation 

s’accroîtrait dans une certaine mesure si l’on tenait compte 
explicitement de la corrélation entre les unités d’échantil-
lonnage. Il en serait certainement ainsi pour l’estimation 
linéaire et, dans certains cas, pour l’estimation du maximum 
de vraisemblance. 

Par ailleurs, il convient d’insister sur le fait que )(ρnR  
peut devenir singulière à mesure que la taille de l’échan-
tillon n s’approche de la taille de la population N; il en est 
ainsi pour l’EAS ( ))1/(1( −− NRN , ainsi que pour l’échan-
tillonnage sans remise en général. Par conséquent, numéri-
quement, nombre de méthodes d’estimation qui s’appuient 
sur l’inverse ou le déterminant de R plutôt que sur la matrice 
des corrélation proprement dite pourraient également 
bénéficier du remplacement de l’hypothèse simplifiante 
d’indépendance entre les observations par une hypothèse 
plus réaliste d’observations corrélées quand la taille de 
l’échantillon est grande relativement à taille de la popu-
lation. Les cas où cela est possible se produisent à certaines 
étapes dans l’échantillonnage à plusieurs degrés (par exem-
ple nombre de ménages dans un îlot) et dans de grandes 
enquêtes à l’échelle du pays.  
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Résumé 
Nous présentons des algorithmes informatiques pour la méthode de la pseudo-vraisemblance empirique proposée 
récemment pour l’analyse des données d’enquête complexes. Plusieurs algorithmes essentiels pour le calcul des estimateurs 
du maximum de pseudo-vraisemblance empirique et la construction des intervalles de confiance des rapports de 
pseudo-vraisemblance empirique sont implantés au moyen des logiciels statistiques R et S-PLUS d’usage très répandu. Les 
codes principaux sont écrits sous la forme de fonctions R/S-PLUS et peuvent donc être utilisés directement dans les 
applications d’enquête et (ou) les études en simulation. 
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1. Introduction  
L’un des grands défis que pose l’application de méthodes 

statistiques avancées et souvent complexes à des sondages 
réels est l’implantation informatique de la méthode. Sou-
vent, des considérations pratiques obligent à rejeter des mé-
thodes théoriquement valides et séduisantes, mais néces-
sitant une quantité incroyable de calculs. 

La méthode de la vraisemblance empirique, proposée 
pour la première fois par Owen (1988), est l’un des prin-
cipaux progrès réalisés en statistique au cours des 15 der-
nières années. Outre le fait qu’elle soit axée sur les données 
et qu’elle respecte les gammes de valeurs dans l’estimation 
et les tests, sa nature non paramétrique et discrète est parti-
culièrement intéressante pour la résolution de problèmes en 
population finie. En effet, l’une de ses premières versions, 
appelée méthode des estimateurs « scale-load », a été uti-
lisée en sondage par Hartley et Rao en 1968. L’étude plus 
récente de cette méthode dans le contexte des sondages a 
donné lieu à la publication d’une série de documents de 
recherche et suscité chez les statisticiens d’enquête un vif 
intérêt qui les a poussés à l’explorer plus en détail. Wu et 
Rao (2004) résument brièvement les faits récents concernant 
la méthode de la pseudo-vraisemblance empirique (PEL 
pour Pseudo Empirical Likelihood). 

Des progrès ont également été réalisés en ce qui concerne 
l’élaboration d’algorithmes. Chen, Sitter et Wu (2002) ont 
proposé une procédure de Newton-Raphson modifiée pour 
calculer les estimateurs du maximum de pseudo-vraisem-
blance empirique sous échantillonnage non stratifié. Wu 
(2004a) a poursuivi la modification de la procédure afin de 
permettre le traitement des plans de sondage stratifiés. 

Dans le présent article, nous présentons des algorithmes 
informatiques permettant de calculer les estimateurs du 
maximum de pseudo-vraisemblance empirique et de cons-
truire les intervalles de confiance des rapports de pseudo- 
vraisemblance empirique connexes pour des plans de son-
dage complexes sous un cadre unifié, en mettant surtout 
l’accent sur l’implantation de ces algorithmes au moyen des 
logiciels R et S-PLUS. Le progiciel R, un environnement de 
programmation convivial compatible avec le logiciel statis-
tique commercial S-PLUS très répandu, intéresse de plus en 
plus les statisticiens. L’un des avantages de l’utilisation du 
progiciel R est qu’il est offert gratuitement pour la recherche 
et qu’il peut être téléchargé facilement à partir d’Internet. 
Nous espérons que le présent article comblera le fossé qui 
existe à l’heure actuelle entre les développements théoriques 
et les applications pratiques de la méthode de la pseudo- 
vraisemblance empirique et qu’il suscitera d’autres travaux 
de recherche dans ce domaine en vue de rendre l’utilisation 
de cette méthode entièrement pratique. 

L’algorithme de calcul de l’estimateur du maximum de 
pseudo-vraisemblance empirique sous échantillonnage non 
stratifié et certaines remarques sur son implantation dans 
R/S-PLUS sont présentés à la section 2. L’algorithme de 
Wu (2004a) pour l’échantillonnage stratifié est discuté à la 
section 3. La construction de l’intervalle de confiance du 
rapport de pseudo-vraisemblance empirique, qui comprend 
l’établissement du profil de cette statistique, est décrite en 
détail à la section 4. Tous les exemples de code ou de 
fonction R figurent à l’annexe. Ils peuvent être téléchargés à 
partir de la page d’accueil personnelle de l’auteur à 
http://www.stats.uwaterloo.ca/~ cbwu/paper.html. Ces codes 
et fonctions ont été testés lors de l’étude en simulation 
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décrite dans Wu et Rao (2004) et ont donné de très bons 
résultats.  

2. Échantillonnage non stratifié  
Considérons une population finie constituée de N  unités 

identifiables. Associées à la ei  unité sont des valeurs de la 
variable étudiée, ,iy  et un vecteur de variables auxiliaires, 

.ix  Le vecteur de moyennes de population =X  
∑ =

− N
i iN 1

1 x  est connu. Soit }),,{( siy ii ∈x  les 
données d’échantillon, où s  est l’ensemble d’unités sélec-
tionnées selon un plan de sondage complexe. Soit =π i  

)( siP ∈  les probabilités de sélection et iid π= /1  les 
poids de sondage. 

L’estimateur du maximum de pseudo-vraisemblance em-
pirique de la moyenne de population ∑ =

−= N
i iyNY 1

1  est 
calculé comme étant ∑ ∈= si ii ypY ,ˆˆ

PEL  où les poids ip̂  
sont obtenus en maximisant la fonction de pseudo log- 
vraisemblance empirique 

)(log)( **
i

si
ins pdnl ∑

∈
=p  (2.1) 

sous les contraintes 

.et1,10 Xx ==<< ∑ ∑
∈ ∈si si

iiii ppp  (2.2) 

La fonction de pseudo-vraisemblance empirique originale 
proposée par Chen et Sitter (1999) est =)( pl  

.)(log isi i pd∑ ∈  La fonction de pseudo-vraisemblance 
empirique )( pnsl  donnée par (2.1) a été utilisée par Wu et 
Rao (2004), où les ∑ ∈= si iii ddd /*  sont les poids de 
sondage normalisés et *n  est la taille effective d’échan-
tillon. L’estimateur ponctuel ∑ ∈= si ii ypY ˆˆ

PEL  reste le 
même pour l’une et l’autre version de la fonction de vrai-
semblance. Le rééchelonnement utilisé dans )( pnsl  facilite 
la construction des intervalles de confiance des rapports de 
pseudo-vraisemblance empirique. 

En utilisant comme argument un multiplicateur de 
Lagrange standard, nous pouvons montrer que 

,pour
)(1

ˆ
*

si
d

p
i

i
i ∈

−′+
=

Xxλ
 (2.3) 

où le multiplicateur de la Lagrange évalué vectoriellement, 
,λ  est la solution de 

.0
)(1

)(
)(

*

1 =
−′+

−
=∑

∈si i

iid
g

Xx

Xx

λ
λ  

Ici, la principale tâche de calcul consiste à trouver la 
solution de ,0)(1 =λg  ce qui peut se faire en utilisant la 
procédure de Newton-Raphson modifiée proposée par Chen 
et coll. (2002). La modification comprend la vérification, à 
chaque étape de mise à jour, que la contrainte +1  

0)( >−′ Xx iλ )0,( >ipi.e.  est encore satisfaite. Sans 
perte de généralité, nous supposons que 0=X  (sinon il 

faut remplacer partout ix  par Xx −i ). La procédure 
modifiée est la suivante.  
Étape  0 : Soit .0 0λ =  Fixer 1,0 0 =γ=k  et .10 8−=ε   
Étape 1 : Calculer )(1 kλΔ  et ),(2 kλΔ  où 

∑
∈ ′+

=
si i

i
id

x
x
λ

λΔ
1

)( *
1  

et 

).(
)1(

)( 1

1

2
*

2 λΔ
λ

λΔ
−

∈ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′+
′

−= ∑
si i

ii
id

x

xx
 

Si ,||)(|| 2 ε<kλΔ  arrêter l’algorithme et donner la 
valeur de kλ  dans le rapport; autrement, passer à l’étape 2. 
 
Étape 2 : Calculer ).(2 kkk λΔδ γ=  Si )(1 ′−+ kk δλ  

0≤ix  pour tout ,i  poser que 2/kk γ=γ  et répéter 
l’étape 2. 
 
Étape 3 : Poser que 1,1 +=−=+ kkkkk δλλ  et =γ +1k  

.)1( 2/1−+k  Passer à l’étape 1. 
Dans l’algorithme original présenté par Chen et coll. 

(2002), l’étape 2 consiste aussi à vérifier une fonction 
objective duale connexe. Bien qu’elle soit nécessaire pour la 
preuve théorique de la convergence de l’algorithme, cette 
vérification n’est pas vraiment requise pour les applications 
pratiques. 

La fonction R Lag2(u,ds,mu) peut être utilisée pour 
trouver la solution de 0)(1 =λg  quand le vecteur de 
variables auxiliaires x  est de dimension m  et que .2≥m  
Quand x  est univarié, une méthode de bisection 
extrêmement simple et stable qui sera décrite bientôt devrait 
être utilisée. Soit n  la taille d’échantillon. Les trois 
arguments requis sont la matrice de données u de 
dimensions mn× , le vecteur de poids de sondage ds de 
dimension 1×n  et le vecteur de moyennes de population 
mu de dimension 1×m . La sortie de la fonction 
Lag2(u,ds,mu) donne la valeur de λ  qui est la solution de 

.0)(1 =λg  
La fonction Lag2(u,ds,mu) ne fournira pas de solution si 

i) le vecteur moyen X  n’est pas un point intérieur de 
l’enveloppe convexe formée par },,{ sii ∈x  ou que ii) la 
matrice ∑ ∈ ′

si iiid xx  n’est pas de plein rang. Dans le 
cas (i), l’estimateur du maximum de pseudo-vraisemblance 
empirique n’existe pas. Ceci se produit avec une probabilité 
s’approchant de zéro à mesure que la taille d’échantillon n  
tend vers l’infini; dans le cas (ii), on peut envisager de 
supprimer certaines composantes des variables x  de 
l’ensemble de contraintes (2.2) pour éliminer le problème de 
colinéarité. 

Si la variable x  est univariée, il en est de même du 
multiplicateur de Lagrange λ  concerné. Dans ces condi-
tions, nous devons résoudre =λ+=λ ∑ ∈ )1(/)( *

2 isi ii xxdg  
0  pour un scalaire ,λ  en supposant que .0=X  Il existe 
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une solution unique si, et uniquement si, <∈ },{min sixi  
}.,{max0 sixi ∈<  La solution, si elle existe, est 

comprise entre },{max/1 sixL i ∈−=  et /1−=U  
}.,{min sixi ∈  En notant que )(2 λg  est une fonction 

monotone décroissante pour ),,( UL∈λ  l’algorithme le 
plus efficace et fiable pour résoudre 0)(2 =λg  est la 
méthode de bisection. La fonction Lag1(u,ds,mu) fait 
précisément cela, où les arguments requis sont u =  

),...,,( 1 nxx  ds = )...,,( 1 ndd  et mu .X=  La sortie 
donne la solution de .0)λ(2 =g  

La fonction Lag1(u,ds,mu) peut être utilisée conjuguée à 
l’approche de la pseudo-vraisemblance empirique étalonnée 
au moyen d’un modèle (PVEEM) de Wu et Sitter (2001) 
pour traiter les cas où la variable x  comprend un nombre 
élevé de dimensions. L’approche PVEEM ne comporte 
qu’une seule variable de prédiction de dimension tirée d’un 
modèle de régression linéaire multiple et le problème 
connexe du multiplicateur de Lagrange est toujours 
unidimensionnel. 

 
3. Échantillonnage stratifié  

Soit }...,,1,),,{( Hhsiy hhihi =∈x  les données 
d’échantillon provenant d’un plan de sondage stratifié. Soit 

=*
hid ∑ ∈ hsi hihi dd /  les poids de sondage normalisés pour 

la strate ....,,1, Hhh =  La fonction de pseudo- 
vraisemblance empirique sous échantillonnage stratifié défi-
nie par Wu et Rao (2004) est donnée par 

∑ ∑
= ∈

=
H

h si
hihihHst

h

pdWnl
1

**
1 ),(log)...,,( pp  (3.1) 

où les NNW hh /=  sont les poids de strate et *n  est la 
taille totale effective d’échantillon telle que définie dans Wu 
et Rao (2004). La valeur de *n  n’est pas nécessaire pour 
l’estimation ponctuelle, mais cette constante de mise à 
l’échelle est requise pour la construction des intervalles de 
confiance. Soit X  le vecteur connu des moyennes de 
population pour les variables auxiliaires. L’estimateur du 
maximum de pseudo-vraisemblance empirique de la 
moyenne  de  population  =Y ∑ =

H
h hh YW1   est  défini 

comme étant ∑ ∑= ∈= H
h si hihih h

ypWY 1PEL ,ˆˆ  où les hip̂  
maximisent )...,,( 1 Hstl pp  sous l’ensemble de con-
traintes 

∑
∈

==>
hsi

hihi Hhpp ...,,1,1,0  

et 
.∑ ∑

∈
=

h si
hihih

h

pW Xx  (3.2) 

Sous échantillonnage stratifié, la principale difficulté de 
calcul est due au fait que la sous-normalisation des poids 
(c’est-à-dire 1=∑ ∈ hsi hip ) a lieu au niveau de la strate, 
alors que les contraintes d’étalonnage (c’est-à-dire 

Xx =∑ ∑ ∈ hih si hih h
pW ) et la maximisation contrainte 

de la fonction de pseudo-vraisemblance empirique se font 
au niveau de la population. L’algorithme proposé par Wu 
(2004a) pour calculer les hip̂  se déroule comme suit : soit 
l’augmentation de hix  afin d’inclure les 1−H  premières 
variables indicatrices de strate et l’augmentation de X  afin 
d’inclure )...,,( 11 −HWW  en tant que ses 1−H  premières 
composantes. Dans le cas où il n’existe aucune contrainte 
d’étalonnage, la variable x  augmentée correspond aux 

1−H  variables indicatrices de strate uniquement et 
)....,,( 11 −= HWWX  Il s’ensuit que l’ensemble de 

contraintes (3.2) est équivalent à 

∑∑
∈=

=>
hsi

hi

H

h
hhi pWp 1,0

1

 

et 

,
1

∑∑
∈=

=
hsi

hihi

H

h
h pW Xx  (3.3) 

où la variable x  est maintenant augmentée. Soit =hiu  
.Xx −hi  Il est facile, en utilisant comme argument un 

multiplicateur de Lagrange standard, de montrer que  

,
1

ˆ
*

hi

hi
hi

d
p

uλ ′+
=  

où λ  évalué vectoriellement est la solution de  

∑ ∑
∈

=′+
=

h si hi

hihi
h

h

d
Wg .0

1
)(

*

3 u

u

λ
λ  

La procédure de Newton-Raphson modifiée de la section 2 
pour la résolution de 0λ =)(1g  peut être utilisée pour 
résoudre .)(3 0λ =g  L’étape clé du calcul sous 
échantillonnage stratifié consiste à donner au fichier de 
données un format approprié pour pouvoir appeler 
directement la fonction R Lag2(u,ds,mu) utilisée pour 
l’échantillonnage non stratifié. Des exemples de codes R 
pour le faire figurent en annexe. 

 
4. Construction des intervalles de confiance des 
       rapports de pseudo-vraisemblance empirique  

Bien que les algorithmes informatiques pour l’estimateur 
du maximum de vraisemblance pseudo empirique sous 
plans de sondage stratifié et non stratifié diffèrent quelque 
peu, la recherche des bornes inférieure et supérieure de 
l’intervalle de confiance du rapport de pseudo- 
vraisemblance empirique pour Y  comporte le même type 
d’analyse de profil. Sous un plan de sondage non stratifié, 
l’intervalle de confiance de niveau )1( α−  du rapport de 
pseudo-vraisemblance empirique de Y  est construit de 
façon telle que 

)},()(|{ 2
1 αχ<θθ nsr  (4.1) 
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où )(2
1 αχ  est le quantile α−1  d’une loi 2χ  à un degré de 

liberté. Le rapport des log pseudo-vraisemblances empi-
riques )(θnsr  est donné par 

)},ˆ()~({2)( pp nsnsns llr −−=θ  

où les p̂  maximisent )( pnsl  sous l’ensemble de 
« contraintes standard » telles que (2.2) et les p~  maximisent 

)( pnsl  sous les « contraintes standard » et une contrainte 
supplémentaire induite par le paramètre d’intérêt, ,Y  
c’est-à-dire  

∑
∈

θ=
si

ii yp .  (4.2) 

Pour calculer ,~p  il faut traiter (4.2) comme une composante 
supplémentaire de l’ensemble de « contraintes standard » 
pour chaque valeur fixée de ,θ  de sorte que le processus de 
maximisation soit essentiellement le même qu’auparavant. 

Soit )ˆ,ˆ( UL  l’intervalle donné par (4.1). La méthode de 
bisection que nous avons proposée pour trouver L̂  et Û  est 
fondée sur les observations suivantes :  

i) La valeur minimale de )(θnsr  est atteinte à =θ  
.ˆˆ PELYypsi ii =∑ ∈  Dans ce cas, pp ˆ~ =  et 

=θ)(nsr .0   
ii) L’intervalle )ˆ,ˆ( UL  est borné par ),( )()1( nyy , où 

},{min)1( siyy i ∈=  et }.,{max)( siyy in ∈=    
iii) Le rapport de pseudo-vraisemblance empirique 

)(θnsr  est une fonction monotone décroissante pour 
)ˆ,( PEL)1( Yy∈θ  et monotone croissante pour 
).,ˆ( )(PEL nyY∈θ  

 
Nous pouvons arriver à la conclusion iii) en notant que 

)ˆ( pnsl  ne fait pas intervenir θ  et que =)~( pnsl   
∑ ∈si ii pdn )~(log**  est typiquement une fonction concave 

de .θ  Il est également possible de montrer cela en vérifiant 
directement ./)( θθ ddrns  Par exemple, dans le cas où 
n’intervient aucune information auxiliaire, les « contraintes 
standard » sont 0>ip  et ∑ ∈ =si ip .1  Les ip̂  sont donnés 
par *

id  et ∑ ∈= si ii ydY .ˆ *
PEL  Les ip~  sont calculés sous la 

forme 

,
)(1

~
*
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=
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i
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où λ est la solution de 

∑
∈

=
θ−λ+

θ−

si i

ii

y

yd
.0

)(1

)(*

 (4.4) 

En partant de (4.3) et (4.4), et en notant que ∑ ∈si id /*  
,1))(1( =θ−λ+ iy  il est facile de montrer que 

∑
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En réécrivant )(* θ−ii yd  sous la forme )(* θ−ii yd  
)]()}(1[{ θ−λ−θ−λ+ ii yy  et après certains regroupe-

ments dans (4.4), nous obtenons 
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Il s’ensuit que 02/)( * <λ−=θθ nddrns  si <θ  
∑ ∈ =si ii Yyd PEL

* ˆ  et 0/)( >θθ ddrns  autrement. 
Les exemples de codes pour trouver )ˆ,ˆ( UL  quand 

aucune variable auxiliaire n’est utilisée figurent à l’annexe. 
Dans ces conditions, *ˆ ii dp =  et ∑ ∈ == si Hii YydY ˆˆ *

PEL  
est l’estimateur de Hajek de .Y  Le processus d’éta-
blissement du profil consiste à trouver λ  pour chaque 
valeur choisie de θ  et à évaluer le rapport de pseudo- 
vraisemblance empirique )(θnsr  en fonction de la valeur 
seuil de la loi 2

1χ  sous le niveau de confiance α−1  
souhaité. Si l’on utilise des données auxiliaires, il faut 
modifier le calcul de )(θnsr  pour chaque valeur fixée de .θ  
L’algorithme de bisection pour trouver L̂  et Û  demeure le 
même. 

La taille effective d’échantillon *n  doit être connue pour 
calculer le rapport de pseudo-vraisemblance empirique 

).(θnsr  Dans le cas des plans de sondage non stratifiés, on 
la calcule selon )(ˆ/ˆ 2* yVSn y= , où 
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où HTŶye ii −=  et ∑ ∈
−= si ii ydNY .ˆ 1

HT  Consulter Wu 
et Rao (2004) pour plus de précisions. Le calcul de *n  
comprend les probabilités de sélection de deuxième ordre 

ijπ  qui peuvent poser un vrai défi si l’on utilise un plan de 
sondage PPT. Dans leur étude en simulation, Wu et Rao 
(2004) ont utilisé la méthode d’échantillonnage PPT de 
Rao-Sampford. Les fonctions R pour sélectionner un 
échantillon PPT selon cette méthode, ainsi que pour calculer 
les probabilités de sélection de deuxième ordre connexes 
peuvent être consultées dans Wu (2004b). Des fonctions R 
similaires sont également disponibles dans un progiciel R 
complémentaire appelé « pps » [pour probability propor-
tional to size], rédigé par J. Gambino (2003), qui peut être 
téléchargé à la page d’accueil R à http://cran.r- project.org/ 
en cliquant sur l’option packages. 
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Annexe : Codes R/S-PLUS  
A1. Fonction R pour résoudre 0)(1 =λg . 
 

Soit m  le nombre de variables auxiliaires concernées et 
.2≥m  Trois arguments sont requis dans la fonction 

Lag2(u,ds,mu) :  
(1) u : la matrice de données de dimensions mn×  avec 

ix  en tant que ei  ligne ni ...,,1= ;  
 (2) ds : le vecteur de poids de sondage de dimension 

1×n  constitué de ndd ...,,1 ;  
 (3) mu : le vecteur de moyennes de population de 

dimension 1×m  .X   
La sortie de la fonction est la solution de .0)(1 =λg   
Lag2<-function(u,ds,mu) 
{ 
   n<-length(ds) 
   u<-u-rep(1,n)%*%t(mu) 
   M<-0*mu 
   dif<-1 
   tol<-1e-08 
   while(dif>tol){ 
      D1<-0*mu 
      DD<-D1%*%t(D1) 
      for(i in 1:n){ 
         aa<-as.numeric(1+t(M)%*%u[i,]) 
         D1<-D1+ds[i]*u[i,]/aa 
         DD<-DD-ds[i]*(u[i,]%*%t(u[i,]))/aa^2 
                   } 
      D2<-solve(DD,D1,tol=1e-12) 
      dif<-max(abs(D2)) 
      rule<-1 
      while(rule>0){ 
         rule<-0 
         if(min(1+t(M-D2)%*%t(u))<=0) rule<-rule+1 
         if(rule>0) D2<-D2/2 
                   } 
      M<-M-D2 
   } 
   return(M) 
}  
A2. Fonction R pour la résolution de 0)λ(2 =g .  

Lorsque la variable x  est univariée, la solution de 
0)λ(2 =g  peut être obtenue au moyen d’une méthode de 

bisection simple et fiable. Les trois arguments requis pour la 
fonction Lag1(u,ds,mu) sont u ),...,,( 1 nxx=  ds =  

)...,,( 1 ndd  et mu .X=  La sortie est la solution de 
.0)λ(2 =g   

Lag1<-function(u,ds,mu) 
{ 
   L<--1/max(u-mu) 
   R<--1/min(u-mu) 
   dif<-1 
   tol<-1e-08 
   while(dif>tol){ 
      M<-(L+R)/2 
      glam<-sum((ds*(u-mu))/(1+M*(u-mu))) 
      if(glam>0) L<-M 
      if(glam<0) R<-M 
      dif<-abs(glam) 
   } 
   return(M) 
}  
 

A3. Exemple de code pour l’échantillonnage stratifié.  
Nous devons appeler la fonction Lag2(u,ds,mu) à partir 

de l’échantillonnage non stratifié. L’étape essentielle est la 
préparation du fichier de données afin de lui donner le 
format approprié. Soit  

(1) n )...,,( 1 Hnn=  le vecteur de taille d’échantillon 
de strate;  

(2) x la matrice de données avec hix  comme vecteurs 
de ligne, ;...,,1,...,,1 Hhni h ==   

(3) ds = ),...,,...,,...,,( **
1

*
1

*
11 1 HHnHn dddd  où les 

*
hid  sont les poids de sondage initiaux normalisés 

pour la strate ;h   
(4) X le vecteur de moyennes de population connues;  
(5) W )...,,( 1 HWW=  le vecteur de poids de strate 

(c’est-à-dire NNW hh /= ). 
 
Les exemples de codes qui suivent montrent comment est 
trouvée la solution de 0λ =)(3g  (M de l’avant-dernière 
ligne du code qui suit) et comment sont calculés les hip̂  
(phi de la dernière ligne). 
 
### 
nst<-sum(n) 
k<-length(n)-1 
ntot<-rep(0,k) 
   ntot[1]<-n[1] 
   for(j in 2:k) ntot[j]<-ntot[j-1]+n[j] 
ist<-matrix(0,nst,k) 
   ist[1:n[1],1]<-1 
   for(j in 2:k) ist[(ntot[j-1]+1):ntot[j],j]<-1 
uhi<-cbind(ist,x) 
mu<-c(W[1:k],X) 
whi<-rep(W[1],n[1]) 
   for(j in 2:(k+1)) whi<-c(whi,rep(W[j],n[j])) 
dhi<-whi*ds 
M<-Lag2(uhi,dhi,mu) 
phi<-as.vector(ds/(1+(uhi-rep(1,nst)%*%t(mu))%*%M)) 
###  
A4. Exemple de code pour trouver l’intervalle de confiance 

du rapport de pseudo-vraisemblance empirique.  
La recherche de la borne inférieure (LB) et de la borde 

supérieure (UB) de l’intervalle de confiance du rapport de 
vraisemblance empirique doit se faire séparément. Les 
codes qui suivent montrent comment se fait cette recherche 
dans le cas où l’on n’utilise aucune information auxiliaire. 
Si l’on utilise ce genre d’information, il faut modifier le 
calcul des rapports de pseudo-vraisemblance empirique 
concernés (elratio) en conséquence. Soit  

(1) a α−= 1  le niveau de confiance de l’intervalle 
souhaité;  

(2) ys )...,,( 1 nyy=  les données d’échantillon;  
(3) ds = )...,,( **

1 ndd  les poids de sondage 
normalisés;  

(4) YEL ∑ ∈= si ii yp̂  (ici )ˆ *
ii dp = ;  

(5) nss la taille d’échantillon effective estimée .*n  
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### 
tol<-1e-08 
cut<-qchisq(a,1) 
### 
t1<-YEL 
t2<-max(ys)  
dif<-t2-t1 
while(dif>tol){ 
      tau<-(t1+t2)/2 
      M<-Lag1(ys,ds,tau) 
      elratio<-2*nss*sum(ds*log(1+M*(ys-tau))) 
      if(elratio>cut) t2<-tau 
      if(elratio<=cut) t1<-tau 
      dif<-t2-t1 
            } 
UB<-(t1+t2)/2 
### 
t1<-YEL 
t2<-min(ys)  
dif<-t1-t2 
while(dif>tol){ 
      tau<-(t1+t2)/2 
      M<-Lag1(ys,ds,tau) 
      elratio<-2*nss*sum(ds*log(1+M*(ys-tau))) 
      if(elratio>cut) t2<-tau 
      if(elratio<=cut) t1<-tau 
      dif<-t1-t2 
            } 
LB<-(t1+t2)/2 
### 
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