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ESTIMATION DE LA VARIANCE DANS UN
ECHANTILLONNAGE A DEUX DEGRES

M.A. Hidiroglou et JN.K. Rao"

RESUME

On recourt souvent a un échantillonnage a deux degrés pour estimer un total ou une moyenne de population 1a ot le colt
unitaire de la collecte de données sur des variables auxiliaires x est bien inférieur au colt correspondant de mesure de la
caractéristique d'intérét. Au premier degré, on préléve un grand échantillon s, en appliquant un plan d'échantillonnage
précis p(sl) et observe x pour les unités i0s; . Etant donné I’ échantillon du premier degré s, on tire au second degré un
échantillon s, de s, en appliquant un plan d’ échantillonnage spécifié {p(52 |sl)} et observe (y, x) pour lesunités iOs, .
Dans certains cas, les totaux de population de certains éléments de x peuvent auss étre connus. L’ échantillonnage a deux
degrés sert ala stratification en seconde étape (Neyman, 1938; Rao, 1973) ou aux deux étapes (Binder et coll., 2000), ainsi
gu'al’estimation par régression (Sarndal et coll., 1992, chapitre 9; Hidiroglou et Sarndal, 1998). Pour I’ estimation de la
variance, on fait appel a des estimateurs de Horvitz-Thompson (HT), mais on sait que, dans un échantillonnage a un degré,
ceux-ci sont des plus instables et peuvent prendre des valeurs négatives lorsque les probabilités de sélection des unités sont
inégales. En revanche, I’ estimateur de variance de Sen-Y ates-Grundy (SY G) est relativement stable et non négatif pour un
certain nombre de plans d’ échantillonnage inéquiprobables a tailles d’ échantillon fixes. Dans le présent document, nous
étendons I’ application des estimateurs de variance SY G a |’ échantillonnage a deux degrés en posant une taille d’ échantillon
fixe au premier degré, tout comme une taille d' échantillon fixe au second degré compte tenu de I’ échantillon du premier
degré. Nous appliquons les nouveaux estimateurs SYG aux plans d'échantillonnage & deux degrés comportant une
stratification en seconde étape ou aux deux étapes. Nous concevons également des estimateurs de variance SYG des
estimateurs par régression a deux degrés qui utilisent les données auxiliaires de premiére étape.

MOTS CLES : Estimateur d’ extension double, estimateur par quotient, estimateur par régression, stratification.

1 INTRODUCTION

On recourt souvent & un échantillonnage & deux phases pour estimer un total ou une moyenne de population la ou le
colt unitaire de la collecte de données auxiliaires x est bien inférieur au colt correspondant de mesure de

caractéristiques d'intéréty. Dans un tel plan d échantillonnage a deux phases, on préléve d'abord un grand
échantillon s de taille n, sur I'universU selon des probabilités {p(sl)} et on observe x pour les unités

d'échantillon i O's, . Etant donné I’ échantillon s & la premiére phase, on tire de celui-ci I’ échantillon de seconde
phase s, en application d’'un plan d’ échantillonnage spécifié et selon des probabilités conditionnelles {p(sz|sl)} et
on observe (y, x) pour les unités i0s,. Dans certains cas, les totaux de population de certains éléments x, de
X peuvent aussi étre connus.

Neyman (1938) a initialement proposé un échantillonnage a deux phases pour la stratification. Ainsi, on stratifie
I"échantillon s & la premiére phase prélevé par échantillonnage aléatoire ssimple en se reportant a une variable
auxiliaire scalaire x observée pour les unités dans le contexte d'un tel échantillon & la premiére phase s de taille
n, ids:s :Ug Sig» OU §, est I'échantillon a la premiere phase de taille aéatoire n,, de la strate g. A la

seconde phase, on preléve des echantillons aléatoires simples s, detaille fixe n,, sur les échantillons ala premiere

! Mike Hidiroglou, directeur, Survey Methods Division, piéce D141, Methodology and Statistical Development
Directorate, Cardiff Road, Newport, NP9 1XG, Royaume-Uni; JN.K.Rao, Ecole de mathématiques et de
statistique, Ottawa (Ontario) K1S 5B6.
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phase s, detaille aéatoire n,, zg n, =N, . En seconde étape, il y atirage indépendant d’échantillons aléatoires
smples s,, de taille fixe n,, sur les échantillons au premier degré s, . L"hypothese de tailles fixes n,; ne
s'accorde toutefois pas avec la procédure d échantillonnage, puisque n,, a pour borne supérieure la variable
déatoire n,; qui variede 0 amin (nl, N, ) ot N, est le nombre d unités de population de la strate g. Rao (1973) a

proposé une autre répartition d’échantillon qui nous évite les difficultés que présente la méthode de répartition des
unités de seconde phase de Neyman. Dans cette nouvelle méthode, on sélectionne une fraction fixe v des unités

d'échantillon a la premiére phase, c’est-a-dire n,, =v n, ,0<v <1. Cochran (1977, chapitre 12) a étudié une
estimation par quotient et régression pour le cas d' espece d' un échantillonnage aléatoire simple aux deux phases.

Plus récemment, Sarndal, Swensson et Wretman (1992, chapitre 9) ont admis un plan d’ échantillonnage arbitraire a
I’'une et 'autre des étapes. Soit 1, et 11, les probabilités d’inclusion de premier et de second ordre pour

et

I’échantillon s, au premier degré et 1, s, les probabilités correspondantes pour I’ échantillon s, au second

i,
degré compte tenu de s, . Un estimateur sans biais du total de population Y = ZU Yy, nous est donné par
V=Y =% A (1.1)

% nil 7T2i|s % 7T2i|sl

ou v, =y lm et Za désignent la sommation sur les unités i Ja. Cest ce qu' on appelle un estimateur de
double extension par analogie avec I’ estimateur d’extension (de Horvitz-Thompson (HT)) dans I’ échantillonnage a
une phase. Sérndal et coll. (1992) ont établi un estimateur sans biais de lavariance de Y, souslaforme suivante:

. A, Dys V.Y,
valb)=E X, 2y y, e a2
ij

S
Taijs, T2 T2js,

OU 75, =Ty 7Ty, Ay =ny—mymy; et Azij\s1 = Moijs ™ Mails M -

Lesformules (1.1) et (1.2) peuvent recevoir une forme plus compacte :

7 o_ Y,
Y, = Zﬁ* (1.3)
et
. A,
velW=Z X, Sy, (19
i
ou 7 =71, 7, et &y =7 — 747 (Sandal et coll., 1992, p. 347).

L’ estimateur de variance (1.4) (ou son équivalent (1.2)) est de la méme forme que I’ estimateur de variance HT dans
un échantillonnage a une phase. On sait que, dans le cas d' un plan d’ échantillonnage général a une phase ou les
probabilités d'inclusion sont inégales, ce dernier estimateur est hautement instable et peut prendre des valeurs
négatives (voir Rao et Singh, 1973, et Cochran, 1977, chapitre 10a). En revanche, I’ estimateur de variance de Sen-
Yates-Grundy (SYG) est relativement plus stable. | est donc utile de concevoir des estimateurs de variance SYG
pour |’ échantillonnage a deux phases.

Sarndal et coll. (1992) ont élargi I'estimateur sans biais (1.1) de maniére a intégrer des données auxiliaires x

recueillies a la premiére phase, et ce, al’aide d’estimateurs par régression généralisée (GREG). |Is ont aussi obtenu
un estimateur de variance en linéarisation de Taylor sous la forme (1.2). Les estimateurs GREG étalonnent les
estimateurs & la premiére phase de totaux X . En d’ autres termes, |’ estimateur GREG de Y est de laforme ZSZ VR

avec des valeurs de pondération w; respectant la relation ZSZ W X, = Zsl d; x, . Hidiroglou et Sérndal (1998) ont
proposé des estimateurs GREG en étalonnage sur des estimateurs a la premiére phase, lesquels sont étalonnés par les
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totaux connus X, . En d’ autres termes, Z%Wi X = zsl w; X, et zsz W, X, :zu X, . Cesauteurs ont enfin obtenu
un estimateur de variance en linéarisation de laforme (1.2) (voir aussi Estevao et Sarndal, 2002).

Binder, Babyak, Brodeur, Hidiroglou et Jocelyn (2000) ont simplifié |’ estimateur de variance HT (1.2) la ou un
échantillon aléatoire simple stratifié a la premiére phase est restratifié de seconde phase au moyen de données
auxiliaires x recueillies en premiére étape et ou on tire sans remise des échantillons aléatoires simples de strates de
seconde phase en vue de I’ observation dey. Kott et Stukel (1997) ont étudié un échantillonnage semblable a deux
phases sauf que, dans ce cas, |'échantillon a la premiére phase est un échantillon en grappes avec stratification et
remise. Ils ont proposé un estimateur d'extension repondéré qui différe en général de I’estimateur d’extension
double, ce qui leur a donné un estimateur de variance jackknife. Ils ont auss démontré que la méthode jackknife
proposée n'est pas efficace pour I’ estimateur d’ extension double. Lee et Kim (2002) ont également étudié un plan
d’ échantillonnage a deux phases qui y ressemble sauf que I’ échantillon a la premiére phase est un échantillon en
grappes stratifié, dont les grappes sont constituées par échantillonnage aléatoire simple et sans remise. Les
estimateurs d’ extension doubl e et d’ extension-repondération sont d’ une conception identique. Lee et Kim (2002) ont
congu un estimateur de variance jackknife qui tient compte des taux d’ échantillonnage aux deux phases.

Bien que toutes les données auxiliaires disponibles servent a I’ estimation du total, I’ estimateur de variance repose
habituellement sur des données d'échantillon de seconde phase. On peut raisonnablement se demander si les
données auxiliaires disponibles pour les éléments exclus de I’ échantillon de seconde phase pourraient servir plus
largement a I’ estimation de variance €, s oui, S'il conviendrait de le faire. Dorfman (1994), Rao et Sitter (1995),
Sitter (1997) et Axelson (1998) ont proposé de mettre les données auxiliaires a la premiére phase au service de
I’ estimation de variance.

Notre document est ainsi structuré: a la section 2, nous élaborons un estimateur de variance SYG de Y, ; a la

section 3, nous appliquons ce résultat au plan d’ échantillonnage a deux degrés de Binder et coll. (2000) et obtenons
un estimateur de variance non négatif qui différe de I’ estimateur de variance HT de ces auteurs; a la section 4, nous
obtenons un estimateur SYG pour I’ estimateur par régression a deux phases du total, ol on exploite les données
auxiliaires de premiére étape.

2. ESTIMATEUR DE VARIANCE DU TYPE SYG

L’ estimateur de \?2 est conditionnellement sans biais pour I estimateur au premier degré \?1 = Zg y, compte tenu de

Y

I’échantillon s, a la premiere phase, ou vy =y /m =d,y,, cest-adire E(\?z |sl):\?1. Il est donc
inconditionnellement sans biais pour letotal Y = ZU y, . Lavariance de \?2 nous est donnée par

v )=elis)lv e fs)
= eV is)+v (v)

Nous pouvons estimer la variance conditionnelle V (\?2 |s_L) en (2.1) en utilisant I’ estimateur de variance SYG a
condition que lataille d’ échantillon de seconde phase soit fixe pour un s, donné (voir Rao, 1979). L’ estimateur de
variance SYG est tiré de

(2.1)

2
. (77. 7. — 7T, ) A 2
vy | _ 2ils, 72jls, 2ijls; { i 7 } ] (2,2)
( z Sl) iZjDszZ ]szs,l ]Tzi\sl ”21\51

I est conditionnellement sans biais pour V (\?2 |s_L) et I’ est donc inconditionnellement pour E [\/(\?2 |sl)] .

Statistique Canada - N° 11-522-XIF au catalogue 4



La série des symposiums internationaux de Statistique Canada - Recueil, 2003

Si nous passons au second terme de (2.1), nous obtenons

V)= (mm - ) -y, ) 2.3)

i<jou
a condition que la taille d'échantillon & la premiére phase soit fixe. Si les y, étaient connus pour tous les ids,
I estimateur de variance SY G de V( ) serait donné par

vl)=x >

i<jOs JJJ

T T (g g )2 (2.4)

Mais comme y; est connu seulement pour i 0s,, nous estimons (2.4) al’aide del’échantillon S, de seconde phase
et obtenons

T4, 7L — 7T,

vf)=xy A (2.5)

i<jOsp mu 7T2|J\sl

L’ estimateur de variance (2.5) est sans biais pour V( ) Il S'ensuit de (2.1) qu'un estimateur sans biais du type SYG
pour VY, ( ) est donné par

Jev, 7). (2.6)

vao (V)= o,

ou v(\?z ) et v, (Al) sont respectivement donnés en (2.2) et (2.5).

Par analogie avec |’ estimateur SY G a une phase, Chaudhuri (1994) a présenté un estimateur SY G de V(\?z), mais sa
formule pour v( ) paréit peu juste, puisqu’elle emploie (y yJ) au lieu du bon terme (yi I Tty =Y, /772”51)2 en

2.2).

L'estimateur de variance du type HT, VHT(\?Z), vaut pour les plans d'échantillonnage a taille fixe ou non

contrairement a |’ estimateur du type SYG (2.6). Il reste que I’ estimateur SY G demeure valide pour un grand nombre
de plans d’échantillonnage a deux phases qui sont d’un usage courant et, par analogie avec les estimateurs a une
phase, il devrait étre plus stable que I’ estimateur HT et demeurer non négatif pour plusieurs plans bien connus
d’ échantillonnage avec probabilités proportionnelles a la taille (PPT). Rao et Singh (1973) ont livré d’ abondantes
indications empiriques au sujet de la supériorité d'un estimateur SYG par rapport a un estimateur HT en cas
d’ échantillonnage & une phase.

3. ECHANTILLONNAGE A DEUX PHASES POUR LA STRATIFICATION

31 Cadregénéral

Dans cette section, nous évaluons |’ estimateur de variance SY G (2.6) dans le cas d’ un échantillonnage a deux phases
pour la gratification. A la premiére phase, on préléve un grand échantillon s de taille n, selon un plan

d’ échantillonnage spécifié ol les probabilités marginales d'inclusion du 1% et 2° ordre sont respectivement 7z, et
75, . Au moyen de données auxiliaires recueillies a peu de frais sur les unités i s, on divise I'échantilion s ala
premiére phase en G(s)) strates, ce qui est désigné par Sy (g=1...,G(s)) et comporte m,, éléments dans la
strate g, (zg mg =n,). A la seconde phase, on tire indépendamment un échantillon probabiliste S,, detaille m,,
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de s, sur g et observe la caractéristique d'intérét y. Il convient de noter que le nombre de strates G(sl) de seconde
phase et |es tailles d’ échantillon m,; et m,; dependent de s, bien que G(sl) puisse étre prédéterming, c’est-a-dire
que G(s_L) = G . Pour simplifier la notation, nous supprimons la dépendance aI’égard de s, .

PoUr 72, = 7T, 7, S i0s, et jOs, (g#¢), v(Y2 |sl) seraménea

( ) ZZZ zulslg{ _ _LJ’ (3.

9=1 i<j0syq

_ oy T, ~ Mo (32)

T

2ijlsg

L'expression (3.1) vaut pour un échantillonnage général a la seconde phase a I'intérieur des strates pour des
probabilités conditionnelles d’inclusion Thys, € Thjs. a condition que Zsl Thy,, SOt fixe pour un s donné.

Dans le cas d'espéce d'un échantillonnage aléatoire simple dans des strates de seconde phase, nous avons
This, = Mg /'my, et Thij, = Mg (ng —1)/[mlg( 9 —1)] et (3.1) seréduita

(Ylsl) imlg[l f J[ng JZZ (v, -y, F, (33

ran i<jlsgy
ou f,y=m, /my.

Par I’identité de Lagrange

>3 (a-2) =m).(z -2)", (34)

i<j=1

I’expression (3.3) seraméne a

v (\?2 Isl)= 2{1_ o ]ﬁfg( 1_1]% : (3.5)

My, My

ou ézzgy est le carré en moyenne d’ échantillon des valeurs pondérées alapremiere phase y, =y, /77 pour i[Js,; . Le
second élément de I’ estimateur de variance HT (1.2) pour un échantillonnage aléatoire simple dans des strates a la
seconde phase concorde avec (3.5); voir la formule (9.4.8) de Sérndal et coll. (1992), p. 352. L'éément v, (\?1) de
I’ estimateur de variance SY G (2.6) dans un tel échantillonnage aléatoire ssmple se réduit a

-~ mlg (rrhg 2 G mlgmu
Vo (Yl)_ Z—lzzﬂm( j) +Z Z —Zims,2 Zm sz,AllJ (y yJ)
g=1Myg (Myg 1) i<i08,g g<r=1 Mg My, 9 (3.6)
STAREL)
ol
T, 7T — 7Ty
Dy e b M N (3.7)
Une nouvelle réduction est impossible pour les plans généraux d échantillonnage a la premiére phase ou les
probabilités d'inclusion sont 7z; et 7z .
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Exemple3.1: Si on préléve |’échantillon & la premiére phase s, de taille n, par échantillonnage aéatoire simple
sur une population U de tailleN, 7z, =n, /N, 77, =n(n,-1)/[N(N-1)] et A, =(1-f,)/(n,-1). L’ estimateur de
seconde phase de Y2 se ramene a NZQWlg Vog s OU Vpy = mz'lzsz y, . Par I'identité de Lagrange (3.4) et les
valeurs precitées de 77; et A, le premier terme du c6té droit de (3.6) se reduit a

( 1) 2

PEETNE

ou éjgy est le carré en moyenne d échantillon de y, pour i 0s,. Ajoutons que le second terme du c6té droit de (3.6)
seréduit a

G

of)- SIS By oy ) S

g MMy, G5, =1 m,,
( ) (3.9
N2(1-f,)[ & A &
NS0 o, -3, S, -5
nl L g=1 n1 h 1 g=1
ol Y,, = \?2/ N = Z(;:lwlgyzg . Lasomme de (3.8) et (3.9) donne v, (Al) sous laforme suivante :
N G
v, [0)=3 (-0, w,§ Z 5o - 72) (3.10)
g=1
ol gy = SN
Mpq m-1

Sarndal et coll. (1992) ont simplifié le premier élément du cbté droit de I’ estimateur de variance HT (1.2) dans le cas
particulier d’un échantillonnage aléatoire simple a la premiére phase (sans donner de détails) pour ainsi obtenir leur

(9.4.12) alap. 353. Cette formule s accorde avec notre v, (\?1) en (3.10).
3.2 Echantillonnage stratifié & deux phases

Posons que la population U se divise en H strates U, et qu'il y a N, ééments dans la h® strate (Z;'leh =N). A
la premiére phase, nous tirons des échantillons simples s, indépendamment des strates U,, & la premiére phase et

observons une variable scalairex pour is,, h=1..,H, ol la talle de s, est n, (Z::1n]h :nl). Nous

H
redivisons I’ échantillon de premiére phase s, = U s, en G strates S, detaille m, (Zf_lmlg = nl) au moyen dela
h=1 -

variable auxiliaire x observée en premiére étape. Nous tirons ensuite indépendamment des échantillons aléatoires
smples s,, detallle m,, des strates de seconde phase '§lg (o=1, ..., G).
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Pour le plan d’ échantillonnage mentionné, 7z :N;h s i0s, e, pour i#j,
h

My (ny, —D)

ifizj0s
— Nh(Nh -1 " (3.12)
ol n, , '
X if iOs,; jOs, hzk.

h Nk
L’ estimateur & deux phases \?2 seraméne a

~ H N G rnl

Y,=> L3>y, (3.12)

h=1 Thh g=1 mZg i0s,g
ol s,y =5, 8y, A noter que certains des Sy Pbeuvent étre vides, auquel cas nous fixons ziDsz i alen
g

(3.12).

Si nous passons al’ estimation de la variance, I'@ément v (\?2 |sl) est donné par (3.5) avec ¥, =y, (N, /n,) s i0s,.
Pour évaluer v, (\?1) en (3.6), nous avons besoin des valeurs A,; . Par (3.11), nous obtenons

Ny, —

-y & . = 3.13
Alij: 1S L O ( )
=0 s i0S,, j0S,hzk,

ou Sy, :Ug Spgn € i, =ny, /N, . S nous substituons les valeurs mentionnées de A,; en (3.6), le premier

dément v [V, ) se reduit a

vy (YAl): ZG: My (T = Z(mJ ﬂZ:Z:(yu - yj)2 ' (314)

g=1 My (ng _1) h=Ag\ Min Ny, _li<iD529h

ou A, est I'ensemble de strates h de premiere phase avec au moins deux unités dans s, ; le reste des strates de

premiére phase ne contribue pas a v{’ (\?1) . Par I'identité de Lagrange (3.4), I’ expression (3.14) seraméne a

S\ & M (my -1 [N le—f .
vO [y )= 2o 19 7 h 1h )& (3.15)
A\ e P g v L AL R

ou m,, estle nombre d'unités dans s,,, et ol ézzghy est le carré en moyenne d’ échantillon des valeurs y, pour
i0s,y, -

Nous pouvons aors exprimer v (\?1) sous laforme suivante :

B(0)-T B0 5 (MfER] S 5 (-] 819

g<t ngnb hOU,g, ny, N, -1 U S0 S
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ou U,,, estI’ensemble de strates h de premiére phase avec au moins une unité tant dans s, que dans s,,, . Il est
impossible de simplifier (3.16) davantage a moins que m,, =2 pour tout (gh). L’estimateur de variance du type
SYG, v(YAz) , Nous est maintenant donné par la somme de (3.5), (3.15) et (3.16), et il est toujours non négatif.

Considérons maintenant le cas d’ espéce m,, =2 pour tout (gh), auquel cas vy (\?l) nous est donné par (3.15) avec

Y, changéen 317 . Nouspouvons écrire v’ (V) souslaforme suivante:

2

© Myg My, L _Gml_ ) S

2( )__Z-:uz—imzzmzf |D§gn Dzsz:m(yi yJ')2 :gzl[ngg] A“JijDSng(y' yj)z (3.17)
=1 -1l

A lasuite des étapes de I’ obtention de (3.15), nous avons

Mg n, ) -1

-||__Z (MQJ i[N ] 1- f]_h ngh(n.&gh )ézzghy' (3.18)

En combinant (3.15) et (3.18), nous obtenons

2

5 & (my | 1-f,, &N, )\ 1-1, .

v (Y, )l = 4| = . (3.19)
’ (1) gz‘l[ngJ My _1;[nmJ ny, 1ngh (nbgh )%ghy

Pour leterme | en (3.17), nous pouvons écrire

Z1-1, |1
n,-1|2
1-

G
>y
g=1
G M gh
g, 3 S (- 3,)
g=1

g i=l

S mgm, v )
Y, - Y Z(M-yj)}
=1 rnZg ran iCspgn F S (320)

ou

G Mygh
=2 M, € 9 = (Z ) ykj (32

g=1 Thg g1 My =

L’ estimateur de variance v( ) vient maintenant de la somme de (3.50), (3.19) et (3.20).

L’ estimateur de variance HT de Binder et coll. (2000), qui est tiré de (1.2), différe de notre v(\?z) , mais v (\?2 |sl) ,

qui est tiré de (3.5), est identique alaformule de ces auteurs. L’ expression de Binder et coll. qui correspond a (3.19)
est donnée par

S m, 1-f LN : 1-f m, B
Z [ QJ —?12[—“} U (L) S AR n;“ Vot (3.19)*
h=1

2\ My ) My ny, ) Ny, g
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ou y,, estlamoyennedey pour s,, . L expression de Binder et coll. qui correspond a (3.20) est donnée par

H G 2 1-f, L] . -
ZN — {Z{&}—g“—gzw o)’ +nlh($ -1Jyah]. (3.20)*

h=1 nlh nlh rnZg rnZg -1 rnZg i=1 h

L’ estimateur de variance de Binder et coll. (2000) est alors la somme de (3.5), (3.19)* et (3.20)*. A noter que le
terme (fiy, /Ny, )—1 peut ére soit positif, soit négatif.

4. ESTIMATEUR DE VARIANCE DE L'ESTIMATEUR PAR REGRESSION AVEC
LESDONNEESAUXILIAIRESDE LA PREMIERE PHASE

Dans un échantillonnage a deux phases, des données auxiliaires peuvent étre puisées a diverses sources. Considérons
le cas ou de telles données sont disponibles dans la base de sondage U et dans I’ échantillon s, & la premiére phase.

Les données auxiliaires de U sont désignées par X, et les données auxiliaires de I'échantillon s, par x, . Le
vecteur de données auxiliaires x, =(x}, x; ) contient les données tant de U que de s . On recueille des données

(y,, x!) par I"échantillon de seconde phase s,. L’estimateur par régression Y, .., du total Y avec des données
auxiliaires des deux phases est donné par

YAZ,REG :YAz + (Xl,l - )21,1)' él + ()21 - )A(z), éz- (4-1)

Dans (4.1), Y, :ZSZ Y. /7T, Xy, =) X, estlasomme des données auxiliaires x, disponibles dans la base de
sondage U; XM:ZS1 x,; 175, Xlzzq x, /1, et X, :zsz x, /7T . Lesvecteurs de régression B, et B, sont
estimés par

* -1 *
B.=(X, % X/AT) X, WA

B,=(X . xxIA7) X (% wiA 7).

Les constantes connues A, et A sont des facteurs qui livrent des formes différentes de I’ estimateur par régression
du total. Ainsi, si les données auxiliaires x  sont connues seulement pour i s et que A est proportionnel & x ,

(4.1) seraméne al’ estimateur par quotient a deux phases YAZ,RAT = \?2 ()A(l / )A(z) .

Nous pouvons obtenir la variance estimée pour YAZ,REG en procédant d'abord & sa linéarisation. C'est ainsi que la

différence entre YAZ,REG et Y seprésente souslaforme

Yyneo —Y = (\?2 —Y)+ (xl,1 - Xl‘l)' B, + (x - >22)' B, +(>A<1 - x)' B, . (4.2)

Laversion linéarisée de YAZ,REG —-Y est donnée par

+(X —)22’

N —
]
- A
X
|
>
o

N

YAf:,ZREG = (YAz _Y) +(X1,1 _)21,1)

’B
(2,835,822 2.2

(4.3)
%)
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-1
ou & =Y —X; B ) & =Y ~X B, avec Blz(zu Xiy Xilll/lli) ZU Xy Yi 1Ay et

B, —(ZU X X' /A )_1 >, (% yi/A). Par (43), lavariance de population de Y, rec €5t de la forme (2.1). En

i<jOs

d’autres termes,
v (YA/"'ZREG ) :E[V (YA‘UZREG |Sl) +V[E (YAA’,ZREG | 51]
) (4.4)
- E|:ZZ ( 2|\sl 21\51 _ﬂzijg)(%_%J :|+Z,:<J; (IT T, ]71”)[21 ;e;_ll]} )

Il s'ensuit de (4.4) que le premier éément de V (\?MREG) S estime par

~ éz‘ 2
= - —'J , (4.5)

%)=ZZ ' ,T'Zi”%

v (Y/,ZREG

Y, — X B,. Nous procédons comme dans Axelson (1998) pour estimer le second élément de (4.4). Dans ce
X3 B;, au second terme de (4.4) pour ainsi obtenir

ol e, =
cas, nous substituons e, =e, +d,, ot d; =e; —e, =x; B, -
2
- g =Y +d.
V[E (Yl,ZREG %)]:ZZ(% 75,-‘7%){% -—= J]
i<jou 7 7711
2
= & & + i_i 4.6
zj; (7Z:l| 7Z.-LJ 7Z:lu{” 7Z_U ] ;DUZ ( lU)[]Z:U 7T]_j ( )
i;uZ ! lz_-u lz.-lj lz.-li ]75-]
Comme d; =X} B, —x} B; est disponible pour toutes les unités de I'échantillon de premiére phase s, un
2 2
: - d d, mom - (d o d _
estimateur sans biais de 7, T )| ———— | est 41 Wi d -1 S nous
PN “)[ﬂﬁ ﬂl,-] zé m, \moom

i<jiu

substituons d; = x I§2 X3 I§1 dans (4.6), un estimateur de variance de V [E (Y('zREG‘ q) } est

N A N2
10 1j i_i
P 7 ﬂ“]

i<jOs 1ij

I, I, 771”[2'_ J I, T, 771”[

) .

i<jOs,

:1|m>

4.7)

& _&
7T,

T

2 IR
PR 7 m,

i<jOs, ij

Un estimateur du type SYG en linéarisation de V(Y2 REG) nous est maintenant donné par
sl) et v, (Y,ZREG) viennent respectivement de (4.5) et (4.7).

51)+V2 (Yf,ZREG) ol V(Y, 2REG

Vsve (YAZ,REG ) = V(YAé,ZREG
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Comme le signale Axelson (1998), les formes corrigées « g » de cet estimateur de variance sont nombreuses. Pour

I I -1
des facteurs «g» a la premiée et & la seconde phase 91i=1+(X1—>211) (Zq X“—;(L“J % et
' 4 A; i

N\ — "
9, :1+(>2l —22) (ZSZ 2—2‘} % , une forme corrigée « g » serait issue du remplacement de d, par d, = g, d,
i 1

etde &, par €, =0, &,.

Exemple4.1: Posons qu'il y a échantillonnage aéatoire simple sans remise aux deux phases et qu'un terme
d’ordonnée al’ origine est inclus dans larégression. L’ expression (4.7) devient

Vae (\?z,Reg)': N 2 Hi _ij ézzez +(ni —%] (ézze2 +2 ézw )+ (ni —%] éfd} , (4.8)

n2 nl 1 1

ou

& =0-0)x, (6-4) & =Wh-I8, b-af . S0 =0-)E, b -3)(d-d)

avee di=@n) Y, d; d=@Wn)Y d: &=Wn)Y, & e=(-%)-(u-%.)8 e
€.

= (yi —ySz)—(xi —XSZ) B,. Et B, et B, sont les estimateurs de régression par les moindres carrés corrigés
pour I’ordonnée al’ origine.

La version correspondante Vg, (YAZ,Reg) qui vient du remplacement de d. = g, d, par d. etde &, =g, &, par &,

dans vg, (YZ,Reg) est

-~ ~ 1 1)~ 1 1)/(= ~ 1 1)\=
Voo Y, mee |= N? (_—_Jsje +(———J SZ +2S,, +(———Jsf}, (4.9
9(G(2,R g) I:nz n, " n, N (292 2z,d) n N d
ou

2

5 =W -0Y, (3-3) & =00, -D)T, E-5F S0 = -0)3, b -8)(d -7
avec d, =1/ nl)zslai d, :(1/n2)2SZ d ets :(1/n2)zsz & .

Si on dispose de données auxiliaires scalaires x dans I’ échantillon de la premiére phase, I’ expression (4.8) se raméne
a celle que propose Dorfman (1994). Cette expression est donnée par

~ 1 1)~ 1 1)z 1 1) 2, 2
Voo (YZ,REG): N?Hn——n—jsjez +(n——ﬁj82252 +[n__ﬁj 9 B;} (4.10)

ou S =(1/(n, 1) Zsl (% =%0)"
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En incorporant les termes « g » a(4.10), on obtient

VS(G (YAZ,ReQ) = N2 {(i _%J ézz% +[% _%J szx ézz +2(% _%jéZe,x éz} 4 (411)

n,
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