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RÉSUMÉ 
 

Lorsqu’on applique des méthodes statistiques traditionnelles aux données d’enquêtes par échantillonnage complexes sans 
tenir compte des caractéristiques du plan d’enquête, on risque d’aboutir à des inférences erronées. On a mis au point des 
méthodes qui tiennent compte du plan d’enquête, mais ces méthodes nécessitent des données supplémentaires, telles que les 
poids d’échantillonnage, les effets de plan ou l’analyse de groupements de microdonnées. L’échantillonnage inverse 
(Hinkins, Oh et Scheuren, 1997) offre une méthode de rechange qui consiste à défaire les structures des données d’enquêtes 
complexes afin de pouvoir appliquer des méthodes standards. On tire des sous-échantillons répétés à structure aléatoire 
simple et on analyse chaque sous-échantillon par des méthodes standards, et on les combine pour augmenter l’efficacité. 
Cette méthode permet de préserver le caractère confidentiel des fichiers de microdonnées, bien qu’elle nécessite de 
nombreux calculs. Nous présentons brièvement la théorie de l’échantillonnage inverse et nous en examinons les lacunes. 
Nous proposons une méthode fondée sur des équations d’estimation pour traiter des paramètres complexes tels que les 
quotients et les paramètres de régression de type « recensement ». 
 
MOTS-CLÉS : confidentialité; équations d’estimation; sous-échantillonnage répété. 
 
 

1. INTRODUCTION 
 

Comment les praticiens composent-ils avec les complexités des structures de données d’enquêtes, telles que les 
probabilités de sélection inégales, la mise en grappes et la stratification? Pour paraphraser Hinkins, Oh et Scheuren 
(1997) (désignés HOS ci-après), « Si votre seul outil est un marteau, tout problème ressemble à un clou. » En guise 
de marteau, la plupart des utilisateurs se servent d’un grand progiciel statistique, tel SAS; ils se contentent d’entrer 
leurs données dans un programme standard, sans tenir compte de la structure des données d’enquête. On a pourtant 
déployé beaucoup d’efforts au cours des deux dernières décennies pour mettre au point des méthodes d’analyse de 
données d’enquête qui tiennent compte des caractéristiques du plan d’enquête (voir, par exemple, Skinner, Holt et 
Smith, 1989) et l’on dispose maintenant de programmes spécialisés, comme SUDAAN ou WesVar, pour mettre en 
œuvre quelques-unes de ces méthodes. 
 
Une solution de rechange à la mise au point de nouveaux outils complexes consiste à procéder à l’envers : au lieu 
d’adapter les méthodes aux données, il s’agit d’adapter les données aux méthodes. HOS ont élaboré une méthode 
dans cette optique. Leur principe de base consiste à éviter la difficulté qu’entraîne un échantillon compliqué en 
choisissant un sous-échantillon qui présente inconditionnellement la structure d’un échantillon aléatoire simple (ou, 
du moins, une structure beaucoup plus simple que celle de l’échantillon original). Cette méthode suppose 
évidemment une certaine perte d’efficacité, surtout si le sous-échantillon est beaucoup plus petit que l’échantillon 
original, ce qui s’avère souvent nécessaire. Toutefois, nous pouvons accroître l’efficacité en répétant le processus 
indépendamment à de nombreuses reprises et en calculant la moyenne des résultats. 
 
Est-il possible de produire des sous-échantillons possédant les propriétés souhaitées? On peut souvent répondre par 
l’affirmative, quoique la taille du sous-échantillon, m, doive parfois être petite. HOS donnent des algorithmes 
servant à produire des échantillons inverses aléatoires simples pour un certain nombre de plans standards. À titre de 
référence, nous résumons quelques mécanismes d’échantillonnage inverse dans la section 2. Ces mécanismes 
comprennent des méthodes exactes et approximatives en termes de respect de l’échantillon aléatoire simple. Dans la 
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présente communication, nous examinons quelques-unes des propriétés des méthodes d’échantillonnage inverse 
répété données dans la section 2. Dans la section 3, nous formulons une théorie de base de l’échantillonnage inverse 
et illustrons quelques-uns des points forts et des lacunes de la méthode. Dans la section 4, nous étudions le cas 
particulier d’un total de population. Dans la section 5, nous proposons une méthode fondée sur les équations 
d’estimation (EE) pour traiter les paramètres complexes tels que les quotients et les paramètres de régression de type 
« recensement ». 
 
 

2. ALGORITHMES D’ÉCHANTILLONNAGE INVERSE  
 
Dans la présente section, nous résumons quelques-uns des mécanismes d’échantillonnage inverse proposés par HOS. 
Ces mécanismes comprennent des méthodes exactes et approximatives axées sur l’appariement inconditionnel de 

l’échantillonnage aléatoire simple (ÉAS). Supposons que nous ayons un échantillon 0s  d’observations tirées de la 

population finie de taille N selon un plan complexe donné. Nous désirons prélever dans 0s un sous-

échantillon *s de taille m  de sorte que la probabilité inconditionnelle de *s , )( *sp , assortie l’échantillonnage 

aléatoire simple avec 
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Soit les probabilités d’inclusion du premier et du deuxième ordre correspondant à *s et 0s , représentées 

respectivement par ),( **
ili ππ  et ),( ili ππ , où Nmi /* =π et liNNmmil ≠−−= ),1(/)1(*π . De même, soit 

les probabilités d’inclusion conditionnelle représentées par ))(~),(~( 00 ss ili ππ . Si les probabilités d’inclusion 

conditionnelle ne dépendent pas de 0s , on les formule comme suit : )~,~( ili ππ . On constate aisément que 
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Si ii s ππ ~)(~
0 =  et ilil s ππ ~)(~

0 = , il découle de l’équation (2.3) que 
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Nous utilisons l’équation (2.4) de la section 4 pour étudier les propriétés de l’échantillonnage inverse permettant 

d’estimer un total de population. Notons que ),( **
ili ππ  peut correspondre à un autre plan d’échantillonnage, plus 

simple, s’il n’est pas possible d’apparier l’échantillonnage aléatoire simple (ÉAS).  
 
2.1  Échantillonnage aléatoire simple stratifié 
 

Supposons que l’échantillon original 0s  soit un échantillon aléatoire simple stratifié, c.-à-d. : 
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où )( hh nN représente le nombre d’unités de population (échantillon) compris dans la strate ).,,1( Lh K=  Nous 

désirons prélever un sous-échantillon *s de taille m de sorte que 
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Manifestement, m ne peut être plus grand que min )( hn . Soit T
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Le mécanisme de sous-échantillonnage découle naturellement de l’équation (2.6) : i) générer m à partir de la 

distribution hypergéométrique 
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Notre méthode fournit le mécanisme de sous-échantillonnage d’après la spécification de )( 00 sp  et de )( *sp . 

 
2.2  Échantillonnage en grappes à un degré 
 
HOS ont étudié en détail le cas de l’échantillonnage en grappes à un degré. Ils ont examiné trois plans 

d’échantillonnage pour 0s  : 1) tailles de grappes égales, M , les grappes étant échantillonnées avec une probabilité 

égale; 2) tailles de grappes inégales, iM , les grappes étant échantillonnées avec une probabilité égale; 3) tailles de 

grappes inégales, iM , les grappes étant échantillonnées avec une probabilité proportionnelle à la taille iM et avec 

remise. 
 
Cas no 1. Il est difficile de mettre en œuvre l’appariement exact avec de l’ÉAS dans le cas de tailles de grappes 

égales, M , les grappes étant échantillonnées avec une probabilité égale. Supposons que 0s  contient k grappes 

prélevées à même K grappes dans la population KMN = . Une méthode approximative simple de sous-
échantillonnage permet de choisir un élément au hasard dans chaque grappe de l’échantillon de sorte que la taille de 

*s est k . Hoffman, Sen et Weinberg (2001) ont utilisé une méthode semblable dans des applications biostatistiques. 
HOS ont utilisé l’échantillonnage systématique pour choisir un cas dans chaque grappe de l’échantillon. 
 
Cas no 2. Dans le cas de tailles de grappes inégales, Hoffman, Sen et Weinberg (2001) ont choisi une unité au hasard 
dans chaque grappe selon un cadre fondé sur le modèle pour les données mises en grappe. Pour les applications 
d’échantillonnage, cette méthode n’est pas efficace car elle ne permet pas d’obtenir par sous-échantillonnage de  
l’ÉAS de taille fixe, même approximativement. HOS ont proposé une méthode de rechange qui agrandit 
artificiellement la population pour que les grappes soient de taille égale, puis applique le sous-échantillonnage utilisé 
dans le cas no 1. Nous donnons d’abord la même taille à toutes les grappes en additionnant un nombre approprié de 
pseudo-unités pour amener les grappes à la taille de la plus grande grappe de l’échantillon. Puis, nous prenons une 
unité au hasard dans chaque grappe de l’échantillon et nous écartons les pseudo-unités pour obtenir l’échantillon 



final. Cette méthode approximative oblige )|( 0
* ssp  à dépendre de 0s  car la probabilité conditionnelle dépend de 

)( 0sM , la taille de la plus grande grappe de l’échantillon. 

 
Cas no 3. Dans le cas de l’échantillonnage par la probabilité proportionnelle à la taille (PPT) avec remise des 
grappes de tailles inégales, HOS ont proposé une méthode simple de sous-échantillonnage qui donne 

( )kNsp /1)( * = , où *s représente maintenant un échantillon aléatoire simple ordonné avec remise, choisi parmi 

les ∑=
i iMN  unités comprises dans la population. En considérant les grappes de l’échantillon comme 

ordonnées, nous choisissons une unité au hasard dans chaque grappe de l’échantillon. Notons que la même grappe 

peut figurer plus d’une fois dans l’échantillon ordonné. Si l’on représente par '
iM  la taille de la grappe prélevée lors 

du ie prélèvement PPT, alors 
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où ∏k

i i NM )/( '  est la probabilité de prélever l’échantillon en grappes ordonné. Notons que 0s  est l’échantillon 

PPT ordonné et qu’il y a seulement un terme dans la sommation de l’équation (2.1). 
 

Si les grappes sont prélevées avec les probabilités d’inclusion NkM ii /=π  et sans remise, il n’est pas possible 

d’apparier les ÉAS. Toutefois, nous pouvons traiter les grappes comme si elles étaient prélevées avec remise, 
comme on le fait dans la pratique, puis appliquer le mécanisme utilisé dans le cas no 3. Cette démarche entraîne une 
surestimation de la variance, mais la surestimation n’est pas grave si la fraction d’échantillonnage Kk / est petite 
(voir la section 4.3) 
 
2.3  Échantillonnage en grappes à deux degrés 
 
HOS ont également étudié l’échantillonnage à deux degrés dans les cas suivants : 1) tailles de grappes égales, M et 
k , les grappes étant échantillonnées avec probabilité égale du premier degré; sous-échantillon aléatoire simple de 
taille égale, m , prélevé indépendamment à l’intérieur de chaque grappe échantillonnée (UPÉ); 2) tailles de grappes 

inégales, iM  et k , les grappes étant échantillonnées avec PPT et avec remise; sous-échantillons aléatoires simples 

de tailles inégales, m , prélevés indépendamment à l’intérieur de chaque grappe dans l’échantillon avec remise. 
 
Cas no 1. Comme dans le cas de l’échantillonnage en grappes à un degré, il est difficile de mettre en œuvre la 
méthode exacte d’échantillonnage inverse. Une méthode approximative simple d’échantillonnage inverse choisit une 
unité au hasard dans chacun des k sous-échantillons. 
 
Cas no 2. Comme dans le cas no 3 de l’échantillonnage en grappes à un degré, nous choisissons simplement une 
unité au hasard dans chacun des sous-échantillons ordonnés. HOS ont proposé une méthode différente : prendre 
d’abord un échantillon aléatoire simple avec remise de k grappes, puis, avec chaque grappe choisie, prendre une 
unité au hasard à même le sous-échantillon correspondant. Il ne semble pas nécessaire de soumettre les grappes à 
l’échantillonnage inverse du premier degré. Pour le constater, nous notons que  
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im  est la taille du sous-échantillon associée à la grappe choisie lors du ie prélèvement ).,,1( ki K=  Nous 
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Il découle de l’équation (2.2) que ( )∏= k

i imssp '
0

* /1)|( , dont découle facilement le mécanisme de sous-

échantillonnage. 
 
 

3. PROPRIÉTÉS DE BASE 
 
Les résultats évoqués dans la présente section sont très généraux et s’appliquent aussi bien aux enquêtes par 
échantillonnage qu’au type de mise en grappes étudié par Hoffman, Sen et Weinberg (2001). Supposons que nous 

voulions estimer un paramètre de population, θ , et que nous ayons un échantillon, 0s , d’observations prélevées à 

même la population selon un plan complexe. Nous supposons que nous avons un algorithme de sous-
échantillonnage qui peut produire des échantillons à partir d’un plan simplifié. Il s’agira souvent d’un 
échantillonnage aléatoire simple, mais nous pouvons étendre considérablement la gamme d’applications en 
envisageant la possibilité de plans (ou de sous-plans) plus généraux; par exemple, un ÉAS stratifié lorsque 
l’échantillon original est un échantillon stratifié à deux degrés. La seule chose que nous exigions du plan simplifié 
est la possibilité de produire une estimation de la quantité qui nous intéresse, θ , ainsi qu’une estimation de sa 

variance. Soit *ˆ
jθ  et *ˆ

jV  représentant l’estimation de la quantité et celle de la variance, produites à partir du je sous-

échantillon lorsque nous produisons une suite de g  sous-échantillons indépendants ),,1(* gjs j K= . Notons que 

les *ˆ
jθ  ne sont pas inconditionnellement indépendants lorsqu’on en calcule la moyenne par rapport à la distribution 

de l’échantillon original, 0s . L’estimation de θ fondée sur les g sous-échantillons est la suivante : 
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Nous représentons par θ̂  l’estimateur fondé sur 0s . Le théorème 1 donne quelques résultats pour gθ̂ . 

 
Théorème 1  
 

1. En fonction de l’échantillon original, 0s , gθ̂  converge presque sûrement vers ∞= θθ ˆ)|ˆ( 0
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Le quatrième résultat du théorème 1 démontre qu’en augmentant le nombre de sous-échantillons, g , on accroît 

effectivement l’efficacité de gθ̂ . Plus précisément, le quotient de la variance gr  est de la forme gba /+ . Si 

l’estimateur du sous-échantillon, *
1̂θ , est sans biais pour θ , alors l’estimateur de rééchantillonnage, gθ̂ , est 

également sans biais. Toutefois, si *
1̂θ présente un biais de l’ordre de 1−m , où m représente la taille du sous-

échantillon, alors gθ̂ présente exactement le même biais. Comme m  est habituellement très inférieur à la taille de 

l’échantillon original, ce biais peut être appréciable. Il s’agit d’une grave lacune de gθ̂ dans les cas non linéaires, tels 

que les quotients et les coefficients de régression. Dans la section 5, nous proposons un estimateur de rechange de 
θ  fondé sur la méthode des équations d’estimation (EE). Cet estimateur est asymptotiquement sans biais pour tout 

m  à mesure que la taille de 0s  augmente, contrairement à gθ̂ . 

 

Le fait que **
1

ˆ,,ˆ
gθθ K ne soient pas inconditionnellement indépendants signifie que l’estimation de )ˆ( gVar θ  n’est 

pas complètement directe. Toutefois, on peut obtenir un estimateur relativement simple de la variance à partir du 
théorème 2 ci-dessous. 
 
Théorème 2 
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Nous pouvons estimer le premier terme de l’équation (3.2) par *ˆ
jV pour gj ,,1 K= , et, donc, par leur moyenne 
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gθθ K sont conditionnellement indépendants, 

étant donné l’échantillon original, 0s . On obtient ainsi un estimateur de )ˆ( gVar θ  de la forme 
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Les propriétés de l’estimateur de la variance gV̂  dépendent de celles de l’estimateur du sous-échantillon *ˆ
jV . Par 

exemple, si *ˆ
jV  est sans biais, alors gV̂  est également sans biais. 

 
 

4. ESTIMATION D’UN TOTAL 
 
4.1  Appariement exact  
 
Comme nous l’avons montré dans la section 3, le rééchantillonnage accroît l’efficacité d’un estimateur, mais cela ne 

signifie pas nécessairement que l’estimateur de rééchantillonnage, gθ̂ , converge vers l’estimateur de l’échantillon 

original complet, θ̂ , à mesure que ∞→g , même lorsque nous prenons au départ un estimateur sans biais pour le 



sous-échantillon. Dans la présente section, nous étudions le cas particulier d’un total Y=θ et considérons 

l’estimateur sans biais de Horvitz-Thompson (estimateur H-T), ∑ ∈
=

0
/ˆ

si iiyY π , fondé sur l’échantillon original 

complet. Le théorème 3 ci-dessous établit les conditions dans lesquelles l’estimateur de rééchantillonnage 
correspondant  
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converge vers l’estimateur H-T, Ŷ , pour le plan original à mesure que ∞→g . 

 
Théorème 3 
 

Soit )(~
0siπ  la probabilité conditionnelle que la ie unité soit choisie dans le sous-échantillon pour un échantillon 

original donné, 0s . Supposons que ** ˆˆ
jj Y=θ  est l’estimateur H-T d’un total Y=θ pour le je sous-échantillon. 

L’estimateur de rééchantillonnage limite, ∞∞ = Ŷˆ*θ , devient alors l’estimateur H-T, Ŷ , pour le plan original si et 

seulement si les probabilités conditionnelles d’inclusion )(~
0siπ  sont constantes pour tous les 0s  contenant la ie 

unité, c.-à-d. ii s ππ ~)(~
0 =  pour tous les is ⊃0 . 

 

La condition ii s ππ ~)(~
0 =  est une condition assez naturelle dans la plupart des plans d’échantillonnage pour 

lesquels on utilise l’estimateur H-T. Si les sous-échantillons sont tous des échantillons aléatoires simples de taille 
fixe m , alors l’estimateur H-T pour un sous-échantillon est simplement la moyenne pour les sous-échantillons, qui 
est l’estimateur naturel.  
 
Le théorème 4 ci-dessous établit les conditions dans lesquelles l’estimateur de la variance par rééchantillonnage, 

HTgV ,
ˆ , de gŶ  converge vers HTV̂ , l’estimateur H-T de la variance de Ŷ pour le plan original, à mesure que 

∞→g , où 
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(voir Cochran (1977), p. 261) et  
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Notons que *
,

ˆ
HTjV  est l’estimateur H-T de la variance de *ˆ

jY , et **
iii ππ = , iii ππ = . 

 
Théorème 4 
 

Si *
,

ˆ
HTjV  est l’estimateur H-T de la variance de *ˆ

jY  pour le je sous-échantillon, alors, en fonction de 0s , HTgV ,
ˆ , 

converge vers l’estimateur H-T de la variance de Ŷ pour le plan original, à mesure que ∞→g , si les probabilités 

conditionnelles conjointes d’inclusion sont constantes pour tous les 0s  contenant une paire donnée ),( li  d’unités, 

c.-à-d., ilil s ππ ~)(~
0 =  pour tous les },{0 lis ⊃ . 

 



4.2  Appariement exact : estimations PPT 
 
i) Échantillonnage en grappes à un degré 
 

Dans le cas de l’échantillonnage PPT avec remise de grappes de tailles inégales iM , nous avons un appariement 

exact de l’ÉAS avec remise. L’estimation de Y est donnée par ∑ =
= k

i ipps YkNY
1

')/(ˆ , où N  est le nombre total 

d’éléments de population et '
iY  est la moyenne de la grappe choisie lors du ie prélèvement. L’estimateur ppsŶ  n’est 

pas égal à l’estimateur H-T de Y . L’estimateur de rééchantillonnage correspondant à ppsŶ est donné par 

∑ =
−= g

j jg YgY
1

*1 ˆˆ , où *ˆ
jY représente l’estimateur de Y provenant du je échantillon inverse. Il est aisé de vérifier 

que ppsYY ˆˆ =∞ , puisque ∑ =
= k

i iykNY
1

'*
1 )/(ˆ  où '

iy  représente la valeur de l’élément d’un échantillon inverse 

choisi à même grappe lors du ie prélèvement. 
 

L’estimateur de la variance de ppsŶ  est donné par 
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Il est aisé de vérifier que ppsVV ˆˆ =∞ . Le rééchantillonnage préserve donc l’estimateur de la quantité et celui de la 

variance. 
 
ii) Échantillonnage en grappes à deux degrés 
 

Dans le cas de tailles de grappes inégales, iM , nous choisissons les grappes avec PPT et avec remise, puis nous 

prélevons des sous-échantillons aléatoires simples de taille égale, m , indépendamment à l’intérieur de chaque 

grappe de l’échantillon avec remise. L’estimateur de Y est ∑ =
= k

i ipps ykNY
1

')/(ˆ  où '
iy est la moyenne de 

l’échantillon de la grappe choisie lors du ie prélèvement. L’estimateur de la variance de ppsŶ  est donné par 
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L’estimateur de rééchantillonnage est donné par ∑ =
−= g

j jg YgY
1

*1 ˆˆ , où ∑ =
= k

i iykNY
1

'*
1 )/(ˆ , et '

iy  est défini 

comme ci-dessus. Il est aisé de vérifier que ppsYY ˆˆ =∞  et ppsVV ˆˆ =∞ . Le rééchantillonnage préserve donc 

l’estimateur de la quantité et celui de la variance. 
 
4.3 Appariement approximatif 
 
Dans la section 2, nous avons mentionné qu’il était difficile de mettre en œuvre l’appariement exact avec ÉAS 
lorsque le plan d’échantillonnage original comprenait des grappes. Pour surmonter cette difficulté, nous avons 
proposé plusieurs méthodes d’appariement approximatif. Dans la présente sous-section, nous étudions les propriétés 
de ces méthodes. 
 



4.3.1  Échantillonnage en grappes à un degré 
 
Dans la section 2.1, nous avons considéré le cas de grappes égales, M , et proposé de choisir un élément au hasard 
dans chaque grappe de l’échantillon ),,1( ki K=  choisi avec des probabilités égales et sans remise. L’estimateur 

du total Y est donné par ∑ =
= k

i iYkKY
1

)/(ˆ , où iY  est le total de la ie grappe de l’échantillon total et K  est le 

nombre de grappes de la population. L’estimateur de rééchantillonnage correspondant est ∑ =
−= g

j jg YgY
1

*1 ˆˆ où 

**ˆ
jj yNY =  représente l’estimateur de Y provenant du je échantillon inverse. Il est aisé de vérifier que YY ˆˆ =∞ de 

sorte que l’appariement approximatif préserve l’estimateur original Ŷ dans la limite. Toutefois, l’estimateur de la 

variance de Ŷ , en l’occurrence 
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n’est pas préservé. Il est aisé de vérifier que 

                                                                      KkVV /1ˆ/ˆ −=∞                                                                            (4.5) 

Il découle maintenant de l’équation (4.5) que ∞V̂  entraîne une surestimation de la variance si la fraction 

d’échantillonnage Kk / n’est pas petite. 
 
4.3.2  Échantillonnage en grappes à deux degrés 
 
Prenons le cas de l’échantillonnage en grappes à deux degrés avec des tailles de grappes égales, M , et de l’ÉAS 
sans remise pour les deux degrés. Comme nous l’avons mentionné dans la section 2.3, il est difficile de mettre en 
œuvre l’appariement exact. La méthode d’échantillonnage inverse approximatif consiste à choisir un élément au 
hasard parmi les m  éléments d’échantillon dans chaque grappe de l’échantillon ),,1( ki K= . Nous représentons 

les valeurs des éléments par ''
1 ,, kyy K . L’estimateur H-T de Y est donné par ∑ =

= k

i iYkKY
1

ˆ)/(ˆ , où 

ii yMY =ˆ  et iy  est la moyenne, pour l’échantillon, de la ie grappe de l’échantillon. L’estimateur de 

rééchantillonnage, fondé sur l’appariement approximatif, est donné par ∑ =
−= g

j jg YgY
1

*1 ˆˆ , où 

∑ =
= k

i iykNY
1

'*
1 )/(ˆ . Il est aisé de vérifier que YY ˆˆ =∞ de sorte que l’appariement approximatif préserve 

l’estimateur original Ŷ dans la limite. 
 

L’estimateur de la variance de Ŷ est donné par 
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où ∑ −−=
i iy kyys )1/()( 22

1 , ∑=
i iy kss /2

2
2
2 où 2

2is  représente la variance de l’échantillon dans la ie grappe, 

iy  est la moyenne échantillonnale de la ie grappe et kyy
i i /∑=  est la moyenne pour l’échantillon global (voir 

Cochran (1977), p. 276 à 278). L’estimateur de la variance par rééchantillonnage gV̂  tend vers  

                                                                         2
1

2 1ˆ
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k
NV =∞                                                                               (4.7) 

à mesure que ∞→g . Il découle des équations (4.6) et (4.7) que 
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car le terme négligé dans l’équation (4.8) est de l’ordre de 1)( −Km . Il s’ensuit que ∞V̂  entraîne encore une 

surestimation de la variance si la fraction d’échantillonnage Kk /  n’est pas petite. 
 
 

5. MÉTHODE DES ÉQUATIONS D’ESTIMATION 
 
Dans la présente section, nous étudions une méthode d’échantillonnage inverse fondée sur des équations 
d’estimation. Cette méthode permet d’établir des inférences valides à l’égard de paramètres non linéaires tels que les 
quotients et les paramètres de régression linéaire et de régression logistique de type « recensement ». Comme nous 

l’avons mentionné dans la section 3, l’estimateur de rééchantillonnage gθ̂ , donné par l’équation (3.1), présente 

exactement le même biais que *
1̂θ , lequel est de l’ordre de 1−m , où m est la taille du sous-échantillon. Par 

conséquent, le biais de gθ̂ peut être appréciable car m  est habituellement très inférieure à la taille de l’échantillon 

original de taille n . En effet, m pourrait se limiter à 2 pour les plans d’échantillonnage en grappes à deux degrés 
stratifiés comprenant deux grappes d’échantillonnées dans chaque strate. De plus, pour la régression logistique et 

dans d’autres cas, le calcul de *ˆ
jθ et θ̂  nécessite des solutions itératives. Par conséquent, la mise en œuvre de gθ̂  et 

l’estimateur de la variance par rééchantillonnage gV̂ , donné par l’équation (3.3), pourraient nécessiter de très 

nombreux calculs lorsque le nombre de rééchantillons, g , est grand. Nous évitons ces difficultés grâce à la méthode 

des équations d’estimation. 
 

Un vecteur de paramètre de population finie Nθ  peut être considéré comme la solution aux équations d’estimation 

(EE) de type « recensement » : 

                                                             0)()( == ∑
∈Uk

kuS θθ                                                                               (5.1) 

où ∑ ∈Uk
représente la sommation sur la population finie U de taille N , et les fonctions d’estimation )(θku  

sont convenablement choisies (Binder (1983), Godambe et Thompson (1986)). Par exemple, prenons le cas scalaire 

de l’équation (5.1) et soit θθ −= kk yu )(  dans l’équation (5.1), ce qui donne la moyenne de population 

YN =θ . De même, en supposant que kkk xyu θθ −=)( , nous obtenons le quotient des moyennes : 

XYRN /==θ . Le choix de ))(()( θµθ kkkk yxu −=  avec θθµ T
kk x=)(  donne le vecteur de régression 

par les moindres carrés  
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1

θ . 

Le choix de ))(()( θµθ kkkk yxu −= avec θθµθµ T
kkk x=− ))](1/()(log[  donne le vecteur de régression 

logistique Nθ .  

 
L’équation d’estimation de l’échantillon est donnée par 

                                                                           0)()(ˆ
0

== ∑
∈sk

kk uwS θθ ,                                                          (5.2)  



où kw  est le coefficient de pondération lié à 0sk ∈ ; en particulier, kkw π/1=  si l’on utilise l’estimateur H-T de 

)(θS . La solution à l’équation (5.2) donne l’estimateur θ̂ qui, en général, est non linéaire, donc biaisé. Nous 

supposons que la taille de l’échantillon original, 0s , est assez importante pour négliger le biais de θ̂ . Pour la 

régression logistique et dans d’autres cas complexes, il est nécessaire de résoudre l’équation (5.2) par itération pour 

obtenir la solution θ̂ . On utilise couramment l’algorithme de Newton-Raphson pour résoudre l’équation (5.2).  
 

Dans des conditions de régularité, Binder (1983) a obtenu pour θ̂  un estimateur de la variance par linéarisation de 
Taylor  

                                                      11 )]ˆ(ˆ)][ˆ(ˆ[ˆ)]ˆ(ˆ[)ˆ(ˆ −−= θθθθ JSVJVL ,                                                            (5.3) 

où )]ˆ(ˆ[ˆ θSV  est l’estimateur de la variance du vecteur estimé des totaux, )(ˆ θS , des )(θku  évalués pour la valeur 

θθ ˆ=  et )ˆ(ˆ θJ  est la matrice d’information observée obtenue en évaluant 
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== ∑∑θ  est le quotient estimé, et l’équation (5.3) se réduit à la formule habituelle 
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puisque ∑ ∈
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0
)(ˆ

sk kk xwJ θ . 

 

Comme nous l’avons mentionné dans la section 3, l’estimateur gθ̂ , fondé sur la moyenne de l’estimateur *ˆ
jθ  du 

sous-échantillon, peut être fortement biaisé si la taille m  du sous-échantillon n’est pas grande. Pour éviter cette 

difficulté, nous proposons maintenant un estimateur de rééchantillonnage combiné gcθ̂  permettant d’établir une 

inférence valide quelle que soit la taille m  du sous-échantillon. Une équation du rééchantillonnage combiné est 
donnée par 
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où ∑
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=
*
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N
S θθ . En général, nous résolvons l’équation (5.4) à l’aide de l’algorithme de Newton-

Raphson. À la convergence, nous obtenons l’estimateur gcθ̂  ainsi que la matrice d’information observée )ˆ(ˆ
gcgcJ θ  

donnée par ∑ ∑
= ∈
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/)(ˆ)(ˆ θθθθθ évalué pour la valeur gcθθ ˆ= . Notons 

que nous résolvons les équations EE une seule fois pour obtenir gcθ̂ .  

 

Pour illustrer la méthode proposée, prenons le cas particulier du quotient RN =θ , auquel cas 

kkk xyu θθ −=)( . La solution gcgc R̂ˆ =θ  est alors donnée par 
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un estimateur par quotient combiné de R . 
 

En supposant un appariement du premier moment, il découle de l’équation (5.4) que gcθ̂  est une solution de 

                                                              0)(ˆ]|ˆ[)(ˆ
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*
1 ===∞ θθ SsSES c .                                                         (5.5) 

Par conséquent, θθ ˆˆ =∞c  quelle que soit la taille m  du sous-échantillon. Le biais de gcθ̂  est donc du même ordre 

que celui de θ̂ pour un grand nombre de rééchantillons, g , quelle que soit la taille du sous-échantillon, m . 

 

Nous appliquons maintenant la méthode de Binder (1983) à )(ˆ θgcS  pour obtenir un estimateur de la variance par 

rééchantillonnage en linéarisation. Il découle de l’équation (5.3) que 

                                                   11 )]ˆ(ˆ)][ˆ(ˆ[ˆ)]ˆ(ˆ[)ˆ(ˆ −−= gcgcgcgcgcgcgcL JSVJV θθθθ  ,                                        (5.6) 

où )]ˆ(ˆ[ˆ
gcgcSV θ  est l’estimateur de la variance du vecteur estimé des totaux, )(ˆ θgcS , des )(θku  évalués pour la 

valeur gcθθ ˆˆ = . Notons qu’on obtient )ˆ(ˆ
gcgcJ θ  à la convergence de l’algorithme N-R appliqué à l’équation (5.4). 

Comme )(ˆ θgcS  est l’estimateur de rééchantillonnage du total )(θS , il s’ensuit que la matrice des covariances de 

rééchantillonnage de )(ˆ θgcS  est donnée par 
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où *~
jSV  est l’estimateur ÉAS de la variance provenant du je rééchantillon, en supposant un appariement du deuxième 

moment. Si l’appariement concerne l’ÉAS sans remise, alors 
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Dans le cas de l’appariement d’ÉAS avec remise, nous remplaçons )/1( Nm−  par 1 dans l’équation (5.8).  

 

En remplaçant maintenant θ  par gcθ̂  dans l’équation (5.7), nous obtenons la matrice des covariances de 

rééchantillonnage gSV̂  donnée par 
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où l’on obtient *ˆ
jSV  en remplaçant θ  par gcθ̂  dans l’équation (5.8). Notons que 0)ˆ(ˆ =gcgcS θ . Pour un g  donné, 

l’estimateur de la variance par rééchantillonnage en linéarisation est maintenant donné par 

                                                   11 )]ˆ(ˆ[ˆ)]ˆ(ˆ[)ˆ(ˆ −−= gcgcgSgcgcgcL JVJV θθθ .                                                      (5.10) 

Dans le cas de l’appariement du deuxième moment avec ÉAS, il est aisé de vérifier que l’estimateur de la variance 

(5.10) à mesure que ∞→g  est égal à l’estimateur de la variance de Binder )ˆ(ˆ θLV  donné par l’équation (5.3), 

puisque θθ ˆˆ =∞c , )(ˆ)ˆ(ˆ θθ JJ c =∞  et )](ˆ[ˆ~ θSVV S =∞  dans le cas de l’appariement du deuxième moment avec 



ÉAS. L’estimateur de la variance )ˆ(ˆ
gcLV θ  permet donc d’établir des inférences valides à l’égard de θ pour un 

grand nombre de rééchantillons, g , quelle que soit la taille du sous-échantillon, m .  

 

Pour illustrer le calcul de l’estimateur de la variance par rééchantillonnage )ˆ(ˆ
gcLV θ , donné par l’équation (5.6), 

prenons le cas particulier d’un quotient RN =θ  où kkk xyu θθ −=)( . Nous avons 
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où kkk xye θ−= , ***
jjj xye θ−=  et ),( **

jj xy sont les moyennes du je sous-échantillon. En outre, 
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*)ˆ(ˆ θ  et )()(ˆ ***
jjj xyNS θθ −= . 

Il importe de rappeler qu’on peut appliquer l’estimateur gcθ̂  et l’estimateur associé de la variance )ˆ(ˆ
gcLV θ  à partir 

d’un fichier de microdonnées fournissant g  sous-échantillons dont chacun est de taille m . On n’a besoin ni des 

coefficients de pondération kw  ni des identificateurs de grappe, ce qui permet de préserver la confidentialité des 

microdonnées.  
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