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RESUME

Lorsqu’ on applique des méthodes statistiques traditionnelles aux données d’ enquétes par échantillonnage complexes sans
tenir compte des caractéristiques du plan d’enquéte, on risque d'aboutir a des inférences erronées. On a mis au point des
méthodes qui tiennent compte du plan d’ enquéte, mais ces méthodes nécessitent des données supplémentaires, telles que les
poids d'échantillonnage, les effets de plan ou I'analyse de groupements de microdonnées. L’ échantillonnage inverse
(Hinkins, Oh et Scheuren, 1997) offre une méthode de rechange qui consiste a défaire | es structures des données d’ enquétes
complexes afin de pouvoir appliquer des méthodes standards. On tire des sous-échantillons répétés a structure aléatoire
simple et on analyse chaque sous-échantillon par des méthodes standards, et on les combine pour augmenter I’ efficacité.
Cette méthode permet de préserver le caractere confidentiel des fichiers de microdonnées, bien qu'elle nécessite de
nombreux calculs. Nous présentons briévement la théorie de |’ échantillonnage inverse et nous en examinons les lacunes.
Nous proposons une méthode fondée sur des équations d’ estimation pour traiter des paramétres complexes tels que les
quotients et les paramétres de régression de type « recensement ».

MOTS-CLES:: confidentialité; équations d’ estimation; sous-échantillonnage répété.

1. INTRODUCTION

Comment les praticiens composent-ils avec les complexités des structures de données d’ enquétes, telles que les
probabilités de sélection inégales, la mise en grappes et |a stratification? Pour paraphraser Hinkins, Oh et Scheuren
(1997) (désignés HOS ci-apres), « Si votre seul outil est un marteau, tout probléme ressemble & un clou. » En guise
de marteau, la plupart des utilisateurs se servent d’un grand progiciel statistique, tel SAS; ils se contentent d’ entrer
leurs données dans un programme standard, sans tenir compte de la structure des données d’ enquéte. On a pourtant
déployé beaucoup d’ efforts au cours des deux derniéres décennies pour mettre au point des méthodes d'analyse de
données d’enquéte qui tiennent compte des caractéristiques du plan d’enquéte (voir, par exemple, Skinner, Holt et
Smith, 1989) et I’ on dispose maintenant de programmes spécialisés, comme SUDAAN ou WesVar, pour mettre en
cauvre quel ques-unes de ces méthodes.

Une solution de rechange a la mise au point de nouveaux outils complexes consiste a procéder al'envers: au lieu
d’ adapter les méthodes aux données, il s agit d’ adapter les données aux méthodes. HOS ont élaboré une méthode
dans cette optique. Leur principe de base consiste a éviter la difficulté qu'entraine un échantillon compliqué en
choisissant un sous-échantillon qui présente inconditionnellement la structure d’un échantillon aéatoire simple (ou,
du moins, une structure beaucoup plus ssimple que celle de I'échantillon original). Cette méthode suppose
évidemment une certaine perte d' efficacité, surtout si le sous-échantillon est beaucoup plus petit que I’ échantillon
original, ce qui S avére souvent nécessaire. Toutefois, nous pouvons accroitre I’ efficacité en répétant le processus
indépendamment a de nombreuses reprises et en calculant la moyenne des résultats.

Est-il possible de produire des sous-échantillons possédant les propriétés souhaitées? On peut souvent répondre par
I'affirmative, quoique la taille du sous-échantillon, m, doive parfois étre petite. HOS donnent des algorithmes
servant & produire des échantillons inverses aléatoires simples pour un certain nombre de plans standards. A titre de
référence, nous résumons quelques mécanismes d’échantillonnage inverse dans la section 2. Ces mécanismes
comprennent des méthodes exactes et approximatives en termes de respect de I’ échantillon aléatoire simple. Dans la
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présente communication, nous examinons quelques-unes des propriétés des méthodes d’échantillonnage inverse
répété données dans la section 2. Dans la section 3, nous formulons une théorie de base de I’ échantillonnage inverse
et illustrons quelques-uns des points forts et des lacunes de la méthode. Dans la section 4, nous étudions le cas
particulier d'un total de population. Dans la section 5, nous proposons une méthode fondée sur les équations
d’estimation (EE) pour traiter les parametres complexes tels que les quotients et les paramétres de régression de type
« recensement ».

2. ALGORITHMESD'ECHANTILLONNAGE INVERSE

Dans |a présente section, nous résumons guel ques-uns des mécanismes d’ échantillonnage inverse proposés par HOS.
Ces mécanismes comprennent des méthodes exactes et approximatives axées sur |’ appariement inconditionnel de

I’ échantillonnage aléatoire simple (EAS). Supposons que nous ayons un échantillon S, d observations tirées de la
population finie de taille N selon un plan complexe donné. Nous désirons prélever dans S,un sous-

échantillon S de taille M de sorte que la probabilité inconditionnelle de S , p(S*) , assortie |" échantillonnage

. N
déatoiresimpleavec p(s ) =1/ ( j de maniére exacte ou approximative. Nous avons
m

P(S) = D Po(S)P(S ISy). 2.1

SoOS

ol Py(S,) est la probabilité de choisir S, et P,(S |S,) est la probabilité conditionnelle de choisir S . Si

P, (S |S,) nedépend pasde S,, il découle de’ équation (2.1) que
p(s)

2. P(sy)

oS

p(s 18) = p,(s) = (22)
Soit les probabilités d'inclusion du premier et du deuxiéme ordre correspondant a S et S, représentées
respectivement par (77, , 77, ) et (7;,7,), 00 7, =m/Net 7, =m(m-1)/N(N -1),i #1 . De méme, soit
les probabilités d'inclusion conditionnelle représentées par (7. (S,), 77, (S,)) - Si les probabilités d'inclusion
conditionnelle ne dépendent pas de S, on les formule comme suit : (77, , 77, ) . On constate aisément que

7= P (S0): 7 = ) Po(S) 7 (S)- (23)
Spdi Sp3i,|
S 7.(s) =7, et 7,(S,) =7, , il découle del’équation (2.3) que
m =M, Wy =T, (24
Nous utilisons I’ équation (2.4) de la section 4 pour étudier les propriétés de |’ échantillonnage inverse permettant
d’estimer un total de population. Notons que (”| ,71':,) peut correspondre & un autre plan d’échantillonnage, plus
simple, s'il N’ est pas possible d apparier I’ échantillonnage al éatoire simple (EAS).

2.1 Echantillonnage aléatoire simple stratifié

Supposons que I’ échantillon original S, soit un échantillon aléatoire simple stretifié, c.-a-d. :

L (N
Do(So)=H( hj : (2.5)

1 nh



ot N, (n,) représente le nombre d’ unités de population (échantillon) compris dans lastrate h (=1,...,L). Nous
* * N

désirons prélever un sous-échantillon S de taille Mde sorte que p(S)=1/( j oo N :ZhNh'
m

Manifestement, M ne peut étre plus grand que min(n, ). Soit M= (m,,...,m )" qui représente le nombre
(aléatoire) d'unités de chaque strate qui appartiennent a s,0< m, <m, Zh m, = m. Comme le nombre de

N. —
termes compris dans ZSODS* est égal a Hh( nh ::] il découle del’équation (2.2) que
=
I
. "m, 1
P(s %) =—7 -
h
(m] Hh(mhj

Le mécanisme de sous-échantillonnage découle naturellement de I’équation (2.6) : i) générer M a partir de la

(2.6)

N
distribution hypergéométrique  f (m) = Hh

N
hj/( j; ii) prélever un échantillon aéatoire simple de
m ) \m

taille M., sans remise, dans les N, unités d échantillonnage de la strate h, indépendamment, parmi les
N -1

strates h (=1,...,L). HOS énoncent d'abord P(S |S,) puis vérifient qu'on obtient ainsi P(s’) =( ) :
n

Notre méthode fournit |e mécanisme de sous-échantillonnage d' aprés la spécification de p,(S,) et de p(s).

2.2 Echantillonnage en grappes a un degré

HOS ont étudié en détail le cas de I'échantillonnage en grappes a un degré. lls ont examiné trois plans
d’ échantillonnage pour S, : 1) tailles de grappes égales, M , les grappes étant échantillonnées avec une probabilité

égale; 2) tailles de grappes inégales, M, les grappes étant échantillonnées avec une probabilité égale; 3) tailles de

grappes inégales, M, , les grappes étant échantillonnées avec une probabilité proportionnelle alataille M, et avec
remise.

Cas n°1. Il est difficile de mettre en csuvre I’ appariement exact avec de I'EAS dans le cas de tailles de grappes
égales, M | les grappes étant échantillonnées avec une probabilité égale. Supposons que S, contient K grappes

prélevées a méme K grappes dans la population N = KM . Une méthode approximative simple de sous-
échantillonnage permet de choisir un élément au hasard dans chaque grappe de I’ échantillon de sorte que la taille de

Setk. Hoffman, Sen et Weinberg (2001) ont utilisé une méthode semblable dans des applications biostati stiques.
HOS ont utilisé I’ échantillonnage systématique pour choisir un cas dans chaque grappe de I’ échantillon.

Casn° 2. Dans |e cas de tailles de grappes inégal es, Hoffman, Sen et Weinberg (2001) ont choisi une unité au hasard
dans chague grappe selon un cadre fondé sur le modele pour les données mises en grappe. Pour les applications
d’échantillonnage, cette méthode n'est pas efficace car elle ne permet pas d obtenir par sous-échantillonnage de
I'EAS de taille fixe, méme approximativement. HOS ont proposé une méthode de rechange qui agrandit
artificiellement la population pour que les grappes soient de taille égale, puis applique le sous-échantillonnage utilisé
dans le cas n° 1. Nous donnons d' abord la méme taille a toutes les grappes en additionnant un nombre approprié de
pseudo-unités pour amener les grappes a la taille de la plus grande grappe de I’ échantillon. Puis, nous prenons une
unité au hasard dans chaque grappe de I’ échantillon et nous écartons les pseudo-unités pour obtenir I’ échantillon



final. Cette méthode approximative oblige P(S | S,) & dépendre de S, car la probabilité conditionnelle dépend de
M (s,) , lataille delaplus grande grappe de I" échantillon.

Cas n°3. Dans le cas de |’échantillonnage par |a probabilité proportionnelle a la taille (PPT) avec remise des
grappes de tailles inégales, HOS ont proposé une méthode simple de sous-échantillonnage qui donne

p(S*) = (1/ N )k, oll S représente maintenant un échantillon aléatoire simple ordonné avec remise, choisi parmi
les N = ZiMi unités comprises dans la population. En considérant les grappes de I'échantillon comme

ordonnées, nous choisissons une unité au hasard dans chague grappe de I’ échantillon. Notons que la méme grappe
peut figurer plus d une fois dans I’ échantillon ordonné. Si |’ on représente par M i' lataille de la grappe prélevée lors

du i® prélevement PPT, alors
. SV 1Y
_ . =] = 2
p(s) [Iil N}“I M} (N) (2.7

|
ou Hi (M, /'N) est la probabilité de prélever I'échantillon en grappes ordonné. Notons que S, est I’ échantillon
PPT ordonné et qu’il y a seulement un terme dans la sommation de I’ équation (2.1).

Si les grappes sont prélevées avec les probabilités d'inclusion 77, = kMi /N et sans remise, il n’est pas possible
d’ apparier les EAS. Toutefois, nous pouvons traiter les grappes comme si elles étaient prélevées avec remise,
comme on le fait dans la pratique, puis appliquer le mécanisme utilisé dans le cas n° 3. Cette démarche entraine une

surestimation de la variance, mais la surestimation n’est pas grave s la fraction d’ échantillonnage K / K est petite
(voir lasection 4.3)

2.3 Echantillonnage en grappes & deux degr és

HOS ont également étudié |’ échantillonnage a deux degrés dans les cas suivants : 1) tailles de grappes égales, M et
K , les grappes éant échantillonnées avec probabilité égale du premier degré; sous-échantil]on aléatoire simple de
taille égale, M, prélevé indépendamment a l’intérieur de chagque grappe échantillonnée (UPE); 2) tailles de grappes
inégales, M, et k, les grappes étant échantillonnées avec PPT et avec remise; sous-échantillons aléatoires simples
detaillesinégales, M, prélevés indépendamment al’intérieur de chague grappe dans I’ échantillon avec remise.

Cas n° 1. Comme dans le cas de I’échantillonnage en grappes a un degré, il est difficile de mettre en cauvre la
méthode exacte d' échantillonnage inverse. Une méthode approximative simple d’ échantillonnage inverse choisit une

unité au hasard dans chacun des K sous-échantillons.

Cas n° 2. Comme dans le cas n° 3 de I’ échantillonnage en grappes a un degré, nous choisissons simplement une
unité au hasard dans chacun des sous-échantillons ordonnés. HOS ont proposé une méthode différente : prendre
d’'abord un échantillon aléatoire simple avec remise de K grappes, puis, avec chaque grappe choisie, prendre une
unité au hasard a méme le sous-échantillon correspondant. 11 ne semble pas nécessaire de soumettre les grappes a
I’ échantillonnage inverse du premier degré. Pour |e constater, nous notons que

m

() =11 (MWJ (Mi]



ol M est la taille du sous-échantillon associée & la grappe choisie lors du i® prélévement (i =1,...,K). Nous

désirons prélever un sous-échantillon S detaille k desorteque p(s’) = (1/ N)*,od N = Z.k M. . Deplus, le

M -1
nombre de termes compris dans ZSO ¢ est égal a H:(l( ! 1 et
D = m —

k | (MI{ —1]_ o
zee- R
ml ) k

Il découle de I'équation (2.2) que P(S |S,) = H (1/ m'), dont découle facilement le mécanisme de sous-

échantillonnage.

3. PROPRIETESDE BASE

Les résultats évoqués dans la présente section sont trés généraux et s appliquent aussi bien aux enquétes par
échantillonnage qu’ au type de mise en grappes étudié par Hoffman, Sen et Weinberg (2001). Supposons que nous

voulions estimer un paramétre de population, € , et que nous ayons un échantillon, S,, d’observations prélevées a

méme la population selon un plan complexe. Nous supposons que nous avons un algorithme de sous
échantillonnage qui peut produire des échantillons a partir dun plan simplifié. 1l Sagira souvent d'un
échantillonnage aléatoire simple, mais nous pouvons étendre considérablement la gamme d'applications en
envisageant la possibilité de plans (ou de sous-plans) plus généraux; par exemple, un EAS stratifié lorsque
I’échantillon original est un échantillon stratifié a deux degrés. La seule chose que nous exigions du plan simplifié
est la possibilité de produire une estimation de la quantité qui nous intéresse, @, ains qu’une estimation de sa

variance. Soit 49]-* et Vj* représentant |’ estimation de la quantité et celle de la variance, produites a partir du j© sous-
échantillon lorsque nous produisons une suite de g sous-échantillons indépendants S} (j=1...,09). Notons que

les 0; ne sont pas inconditionnellement indépendants lorsqu’ on en calcule la moyenne par rapport a la distribution

de I'échantillon original, S,. L’estimation de @ fondée sur les g sous-échantillons est la suivante :

~ 1, A,

6, ; ;el (3.2)
Nous représentons par é I estimateur fondé sur S, . Le théoréme 1 donne quel ques résultats pour ég .
Théoreme 1

1. En fonction de I’ échantillon original, S, ég converge presque sirement vers E(él |s,) = éw, par exemple,
amesureque g—oo.
2. E(6,)=E(4,).

3 Var(d,) :Var(éw)+éE[\/ar(él* 1s,)].



Le quatrieme résultat du théoréme 1 démontre qu’en augmentant le nombre de sous-échantillons, g, on accroit
effectivement |’ efficacité de ég. Plus précisément, le quotient de la variance I, est delaforme a+ b/g.s
I'estimateur du sous-échantillon, él est sans biais pour @, alors I’estimateur de rééchantillonnage, ég, est
également sans biais. Toutefois, si él présente un biais de |’ordre de m™, o0 m représente la taille du sous-
échantillon, alors ég présente exactement le méme biais. Comme M est habituellement trés inférieur a la taille de

I’échantillon original, ce biais peut étre appréciable. || s'agit d' une grave lacune de 99 dansles cas non linéaires, tels

gue les quotients et les coefficients de régression. Dans la section 5, nous proposons un estimateur de rechange de
6 fondé sur la méthode des équations d’ estimation (EE). Cet estimateur est asymptotiquement sans biais pour tout

M amesure que lataille de S, augmente, contrairement & 6.

Lefait que él yeees ég ne soient pas inconditionnellement indépendants signifie que I’ estimation de Var (ég) n est

pas compléetement directe. Toutefois, on peut obtenir un estimateur relativement simple de la variance a partir du
théoréme 2 ci-dessous.

Théoréeme 2

- ~ g-1 N
Var(6,) =Var (6;) - gT EVar(é; |s,)]. (32)

Nous pouvons estimer le premier terme de I’ égquation (3.2) par \7; pour j=1,...,0, €, donc, par leur moyenne

g’lz\a* . De plus, la quantité

donne un estimateur sans biais de E[Var (él |S,)] puisque él,,ég sont conditionnellement indépendants,

étant donné I’ échantillon original, S,. On obtient ainsi un estimateur de Var (ég) de laforme
-~ _ 1 g o 1 9 Sk - 2
V, ==YV -=> (6, -6,)%. (33)
0= (¢ )
Les propriétés de |’ estimateur de la variance Vg dépendent de celles de I’ estimateur du sous-échantillon VJ-* . Par

exemple, si V J-* est sansbiais, alors V,; est également sans biais.

4. ESTIMATIOND'UN TOTAL

4.1 Appariement exact

Comme nous I’ avons montré dans la section 3, le rééchantillonnage accroit I’ efficacité d’ un estimateur, mais cela ne
signifie pas nécessairement que I’ estimateur de rééchantillonnage, 67g , converge vers |’ estimateur de I’ échantillon

original complet, @, a mesure que g — oo, méme lorsque nous prenons au départ un estimateur sans biais pour le



sous-échantillon. Dans la présente section, nous étudions le cas particulier d’un total & =Y et considérons
I’ estimateur sans biais de Horvitz-Thompson (estimateur H-T), Y = Z y. | r; , fondé sur I’ échantillon original
iesy 71 i

complet. Le théoréme 3 ci-dessous établit les conditions dans lesguelles |'estimateur de rééchantillonnage
correspondant
g
—Z 4.1)

=1

(QI—‘

converge vers |’ estimateur H-T, Y , pour le plan original a mesure que g —>co.
Théoreme 3

Soit iEi (SO) la probabilité conditionnelle que la i® unité soit choisie dans le sous-échantillon pour un échantillon
original donng, S,. Supposons que éJ :YA; est I’estimateur H-T d'un total @ =Y pour le | sous-échantillon.
L’ estimateur de rééchantillonnage limite, 0; = Y;, devient alors I’ estimateur H-T, YA , pour le plan original s et
seulement si les probabilités conditionnelles d'inclusion 7?i (S,) sont constantes pour tous les S, contenant la i®

unité, c.-a-d. 7, (S,) = 77, pour tousles §, Di .

La condition 7?i (SO) = 77, est une condition assez naturelle dans la plupart des plans d’échantillonnage pour
lesquels on utilise I’ estimateur H-T. Si les sous-échantillons sont tous des échantillons aléatoires simples de taille
fixe M, aors|’estimateur H-T pour un sous-échantillon est simplement la moyenne pour les sous-échantillons, qui
est |’ estimateur naturel.

Le théoréme 4 ci-dessous établit les conditions dans lesquelles I’ estimateur de la variance par rééchantillonnage,
Vg ur » de Y converge vers VHT , I'estimateur H-T de la variance de Y pour le plan original, & mesure que
g—>oo,0u

Z S LAy, 4.2)

(voir Cochran (1977), p. 261) et

g j=1 j=1
avec
s T~ T
Vi = %y-y . 4.3
=22 mmm

Théoréme 4

g Vf’HT est I'estimateur H-T de la variance de YJ-* pour le j° sous-échantillon, alors, en fonction de S, Vg 1,

converge vers |’ estimateur H-T de la variance de Y pour le plan original, a mesure que g — oo, si les probabilités
conditionnelles conjointes d’inclusion sont constantes pour tous les S, contenant une paire donnée (i,1) d unités,

c-ad., 7, (S,) = 7, pour tousles s, D{i,l}.



4.2 Appariement exact : estimations PPT
i) Echantillonnage en grappes a un degré

Dans le cas de I’ échantillonnage PPT avec remise de grappes de tailles inégales Mi , NOUS avons un appariement
exact de I’ EAS avec remise. L’estimation de Y est donnée par Y =(N /k)z _,Y; ,ou N estlenombre total

d’ éléments de population et YI est la moyenne de la grappe choisie lors du i° prélévement. L’ estimateur Ypps n'est

pas égal a l'estimateur H-T de Y . L’estimateur de rééchantillonnage correspondant a YAppSest donné par

Y = g‘lz?:lYAj* , ou YAJ-* représente I’ estimateur de Y provenant du j échantillon inverse. 11 est aisé de vérifier
» - ok k ' '

que Y., =Y, puisque Y; = (N/ k)Z:i=l y, ol Y, représente lavaleur de I’élément d' un échantillon inverse

choisi a méme grappe lors du i® prélévement.

L’ estimateur de la variance de Y < €st donné par

- N2 1
Vo= Y — Y,
pps — k k 1 _1( z ]

Il est aisé de vérifier que V =VppS Le rééchantillonnage préserve donc I’ estimateur de la quantité et celui de la
variance.

ii) Echantillonnage en grappes a deux degrés

Dans le cas de tailles de grappes inégales, M, nous choisissons les grappes avec PPT et avec remise, puis nous
prélevons des sous-échantillons aléatoires simples de taille égale, M, indépendamment a I'intérieur de chague

~ k o o
grappe de I'échantillon avec remise. L’estimateur de Y est Y o = (N /k)Z:i:1 Y, ol Y est la moyenne de

I’échantillon de la grappe choisie lors du i® prélévement. L’ estimateur de la variance de YleS est donné par

R N2 1 & o1& 2
V  =——" _-——E V.| .
pps K k_li:1(y| K — y|]

L’ estimateur de rééchantillonnage est donné par YA = z 1YAJ , ol YAl* =(N/ k)Z::(:l Y, ety est défini

g
comme ci-dessus. |l est aisé de vérifier que Y, =Y e Vw =Vpps. Le rééchantillonnage préserve donc

I’ estimateur de la quantité et celui de la variance.

4.3 Appariement approximatif

Dans la section 2, nous avons mentionné qu'il était difficile de mettre en cauvre I’ appariement exact avec EAS
lorsque le plan d échantillonnage original comprenait des grappes. Pour surmonter cette difficulté, nous avons
propose plusieurs méthodes d’ appariement approximeatif. Dans la présente sous-section, nous étudions les propriétés
de ces méthodes.



4.3.1 Echantillonnage en grappes a un degré

Dans la section 2.1, nous avons considéré le cas de grappes égales, M , et proposé de choisir un élément au hasard
dans chague grappe de I’échantillon i (=1,...,K) choisi avec des probabilités égales et sans remise. L’ estimateur

du total Y est donné par Y = (K/k)z ol Y, est letotal delai® grappe de I’ échantillon total et K est le

1I" 1

nombre de grappes de la population. L’estimateur de rééchantillonnage correspondant est YAg = g_lz?:lYAj* ou

A

Yj* =N 7; représente |’ estimateur de Y provenant du j© échantillon inverse. Il est aisé de vérifier que Y:o =Y de

sorte que I’ appariement approximatif préserve I’ estimateur original Y dans la limite. Toutefois, I’ estimateur de la
variancede Y , en |’ occurrence

~  K? k) 1
e =l
N’ est pas préservé. |l est aisé de vérifier que

VIV =1-k/K (4.5)
Il découle maintenant de I'éguation (4.5) que \700 entraine une surestimation de la variance si la fraction
d'échantillonnage K / K n’est pas petite.
4.3.2 Echantillonnage en grappes a deux degr és

Prenons le cas de I’ échantillonnage en grappes & deux degrés avec des tailles de grappes égales, M , et de I'EAS
sans remise pour les deux degrés. Comme nous |’ avons mentionné dans la section 2.3, il est difficile de mettre en
cauvre |'appariement exact. La méthode d’échantillonnage inverse approximatif consiste a choisir un édément au

hasard parmi les M ééments d’ échantillon dans chaque grappe de I’ échantillon i (=1,...,K) . Nous représentons
les valeurs des ééments par Y,,...,Y,. L'etimateur H-T de Y est donné par YA=(K/k)Zik:1YAi, ol
YAi =MY, et Y, est la moyenne, pour I'échantillon, de la i° grappe de I'échantillon. L’estimateur de
rééchantillonnage, fondé sur |'appariement approximatif, est donné par YAg = g’lz?zlYAj* ,

Y, =(N/ k)Z::(:l Y. . Il est aisé de vérifier que Y:o =Y de sorte que |’ appariement approximatif préserve

I estimateur original YA danslalimite.

L’ estimateur de la variance de YA est donné par

- 1 k k m) 1

V=N3=Z[1-— | +—[1-— o (4.6)

s s
ou s, = Z(yi -y)? k-1, s5, = Zs; /Kol S2 représente lavariance de I’ échantillon dans lai® grappe,
Y, est lamoyenne échantillonnale de lai® grappe et y = Zi Y. /K est lamoyenne pour I’ échantillon global (voir
Cochran (1977), p. 276 a 278). L’ estimateur de la variance par rééchantillonnage \79 tend vers
1
V. =N2= sfy (4.7)

amesure que g—> oo . || découle des équations (4.6) et (4.7) que



~ 2
V__ Kk 1_(1_ﬂji52_2y (4.8)
V K M ) km s},

car le terme négligé dans I'équation (4.8) est de I’ordre de (mK)’l. Il S'ensuit que \700 entraine encore une
surestimation de la variance si lafraction d’ échantillonnage K / K n’est pas petite.

5. METHODE DESEQUATIONSD’'ESTIMATION

Dans la présente section, nous étudions une méthode d échantillonnage inverse fondée sur des équations
d’ estimation. Cette méthode permet d’ établir des inférences valides al’ égard de paramétres non linéaires tels que les
guotients et les paramétres de régression linéaire et de régression logistique de type « recensement ». Comme nous

I’avons mentionné dans la section 3, I’ estimateur de rééchantillonnage (99, donné par I'équation (3.1), présente

exactement le méme biais que 6, lequel est de I’ordre de m™, ou Mest la taille du sous-échantillon. Par

conséquent, le biais de 99 peut étre appréciable car M est habituellement trés inférieure a la taille de I’ échantillon

original de taille N. En effet, M pourrait se limiter &2 pour les plans d’ échantillonnage en grappes a deux degrés
stratifiés comprenant deux grappes d’ échantillonnées dans chague strate. De plus, pour la régression Ioglsthue et

dans d’ autres cas, le calcul de 9 et 0 nécessite des solutions itératives. Par conséquent, la mise en oauvre de 9 et

I’estimateur de la variance par rééchantillonnage Vg, donné par I'équation (3.3), pourraient nécessiter de tres

nombreux calculs lorsque le nombre de rééchantillons, g, est grand. Nous évitons ces difficultés gréce ala méthode
des équations d’ estimation.

Un vecteur de paramétre de population finie 8, peut ére considéré comme la solution aux équations d estimation
(EE) de type « recensement » :

S(6) =D u (6)=0 (5.1)

keU
ol Zkeu représente la sommation sur la population finie U de taille N, et les fonctions d’ estimation U, (&)

sont convenablement choisies (Binder (1983), Godambe et Thompson (1986)). Par exemple, prenons le cas scalaire
de I'équation (5.1) et soit U, 6) = Y, —6 dans I'équation (5.1), ce qui donne la moyenne de population

N =Y . De méme, en supposant que U (6) =y, —6x,, nous obtenons le quotient des moyennes:

6, =R=Y /X . Lechoix de U (8) = X (Y, — &, (8)) avec 1, (8) = X, O donne le vecteur de régression
par les moindres carrés

-1

N T (ZXKXIJ ZXkYk .
keU keU

Le choix de U, (8) = X, (Y, — 4, (8)) avec log[x, (8) /(1— 1, (8))] = X, & donne le vecteur de régression

logistique &, .

L’ éguation d’ estimation de |’ échantillon est donnée par
S(6) = > w,u,(6)=0, (5.2)

kesy



ol W, est le coefficient de pondération liéa K € S, ; en particulier, W, =1/7, s I'on utilise I’ estimateur H-T de
S(@) . La solution & I’équation (5.2) donne I’ estimateur é qui, en général, est non linéaire, donc biaisé. Nous
supposons que la taille de I’échantillon original, S, est assez importante pour négliger le biais de é Pour la
régression logistique et dans d’autres cas complexes, il est nécessaire de résoudre I’ équation (5.2) par itération pour
obtenir la solution é . On utilise couramment |’ al gorithme de Newton-Raphson pour résoudre |’ équation (5.2).

Dans des conditions de régularité, Binder (1983) a obtenu pour € un estimateur de la variance par linéarisation de
Taylor

o V.(0) =[I@OIVISONIEON ™, 53)
ot V[S()] est I'estimateur de la variance du vecteur estimé des totaux, S(&) , des U, (6) évalués pour la valeur
6=60 e« J (é) et la  marice dinformation  observée  obtenue en  évaluant
J(6) =-3S/96" = —ZkG%WKBUK(H)IBHT pour la valeur =0, Par exemple, s u, (@) =y, —0x.,

alors 6 = ZSO W, Y, /z% W, X, = R estle quotient estimeé, et I équation (5.3) se réduit alaformule habituelle
-2
VL (0)= (Zwk XKJ V|:Zwkuk(0):|v
ke ke s

puisque J (8) = _ZKGSO W, X, -

Comme nous |I'avons mentionné dans la section 3, |’ estimateur 6?9 , fondé sur la moyenne de I’ estimateur 9; du
sous-échantillon, peut étre fortement biaisé si la taille M du sous-échantillon n'est pas grande. Pour éviter cette
difficulté, nous proposons maintenant un estimateur de rééchantillonnage combiné Qgc permettant d’ établir une

inférence valide quelle que soit la taille M du sous-échantillon. Une équation du rééchantillonnage combiné est
donnée par

- 1 4
S, (6) = az S;(6)=0, (5.4)
=1

ol N
ou S;(0)=— ZUK (6). En général, nous résolvons I'équation (5.4) a I'aide de I’algorithme de Newton-
m

ke S]
Raphson. A la convergence, nous obtenons |’ estimateur égc ainsi que la matrice d’information observée J o (égc)
- A 1& N N
donnée par J . (0) = —0S,.(6) /06" = ——Z— Zauk (6)/00" évalué pour la valeur @ =6,,. Notons
g j=1 ke Sj

gue nous résolvons les équations EE une seule fois pour obtenir ‘99c .

Pour illustrer la méthode proposée, prenons le cas particulier du quotient 6, =R, auquel cas

u,(8) =y, — X, . Lasolution égc = Iigc est alors donnée par



un estimateur par quotlent combinédeR .

En supposant un appariement du premier moment, il découle de I’ éguation (5.4) que égc est une solution de
.. (0) = =5(0) =0. (5.5)

Par conséquent, 6., = 6 quelle que soit lataille M du sous-échantillon. Le biais de €, est donc du méme ordre

gue celui de é pour un grand nombre de rééchantillons, g, quelle que soit lataille du sous-échantillon, m.

Nous appliquons maintenant la méthode de Binder (1983) a égc (6) pour obtenir un estimateur de la variance par
rééchantillonnage en linéarisation. 11 découle de I’ équation (5.3) que

VL (egc) = [‘J gc (egc )] 71V[Sgc (egc )] [‘] gc (egc )] - ’ (5.6)
ol V[ (0 )] est I’estimateur de la variance du vecteur estimé des totaux, égc (), des u, (@) évalués pour la
valeur = 9 . Notons qu’ on obtient J (égc) ala convergence de I’ algorithme N-R appliqué a I’ équation (5.4).
Comme Sgc (6) estI’estimateur de rééchantillonnage du total S(€) , il s ensuit que la matrice des covariances de

rééchantillonnage de égc (6) est donnée par

- 2080 - 505 0-5.0] 6

j=1
ou Vj*S est I’ estimateur EAS de la variance provenant du j© rééchantillon, en supposant un appariement du deuxiéme

moment. Si | appariement concerne I' EAS sans remise, alors
T

V=t 1) | O T | WO - Tu@)| . e

Dans e cas de |’ appariement o EAS avec remise, nous remplagons (1—m/ N) par 1 dans|’équation (5.8).

En remplagant maintenant 6 par ch dans I'équation (5.7), nous obtenons la matrice des covariances de

rééchantillonnage \795 donnée par
1 g A* 1 g A* ~ A* ~ T
==YV —=>5/(6,)S,(6,) (5.9
9= -1
ol I’ on obtient \7;5 en remplagant 6 par 6, dans|’équation (5.8). Notons que S (6?96) = 0. Pour un g donné,
I’ estimateur de la variance par rééchantillonnage en linéarisation est maintenant donné par
VL (ggc) = [‘] gc (egc )] _1VgS [‘] gc (egc )] _1' (5-10)
Dans le cas de |’ appariement du deuxiéme moment avec EAS, il est aisé de vérifier que I’ estimateur de la variance
(5.10) & mesure que g—>co est égal a I'estimateur de la variance de Binder V, (€) donné par I'équation (5.3),

puisque éxc =9, jwc (é) = 5(9) et \ZQS =\7[é(¢9)] dans le cas de I’ appariement du deuxiéme moment avec



EAS. L’ estimateur de la variance \7L (égc) permet donc d établir des inférences valides a I’ égard de @ pour un
grand nombre de rééchantillons, g , quelle que soit la taille du sous-échantillon, m.

Pour illustrer le calcul de I'estimateur de la variance par rééchantillonnage \7L (Qgc), donné par I'équation (5.6),

prenons |e cas particulier d'un quotient €, = R ou u, (8) = Yy, — X, . Nous avons

7 N2 m 1 —*\2
Vi=2 (oM _E)?,
s m( N)m—lkezsé(ek )

o € =Y, —0X, éj* =7} —0?; et (V},)‘(;)sont les moyennes du j° sous-échantilion. En outre,

oy - N g _* ol % _*
Jge(6) =——=> X & S/(0) = N(y; -6X]).
j=1
Il importe de rappeler qu’ on peut appliquer I’ estimateur égc et |’ estimateur associé de la variance \7L (égc) apartir
d'un fichier de microdonnées fournissant g sous-échantillons dont chacun est de taille M. On n'a besoin ni des

coefficients de pondération W, ni des identificateurs de grappe, ce qui permet de préserver la confidentialité des
microdonnées.
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