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RESUME

L’ échantillonnage d'enquéte a souvent recours a I'imputation hot-deck, méthode qui consiste a remplacer les
valeurs manquantes par des valeurs fournies par les répondants. Un modéle propice a ce genre de méthode est



2. MODELE DE REPONSE POUR IMPUTATION

Prenons une population de N ééments identifiés par un ensemble d’indices U = {1, 2, ..., N}. A chaque
unitéi de la population correspond une variable d’étude y; et un vecteur x; de renseignements auxiliaires.
L’ ensemble de vecteurs, (y;, xi), i =1, 2, ..., N, est représenté par F.

Supposons que A représente les indices des éléments d’ un échantillon, choisis selon un ensemble de régles
probabilistes appelé mécanisme d' échantillonnage. La fonction de I'indicateur d'échantillonnage pour
I’élément | est la suivante :

| = 1 sj0OA =1 N )
" 0 sjOA’ :
et le vecteur lié aux indicateursest B = (14, ..., Iy ). Supposons que la quantité dans la population qui nous

intéresseest &y =6 (Y1, Y2, ..., Yn) € que 6 est un estimateur linéaire de @y fondé sur I'ensemble de
I’ échantillon,

6=> wy. 2

i0OA
S w; est I'inverse de la probabilité de sélection, alors (2) est sans biais pour la population totale.

Supposons que Ag et Ay, représentent respectivement I’ ensemble d’indices des répondants et celui des non-

répondants de I’ échantillon. Définissons la fonction de I'indicateur de réponse
1 sidAg

Ri = . ©)
0 silA,

et supposonsque R ={(i, R); i O A}. Ladistribution de R est appel ée mécanisme de réponse.

Supposons que la population finie U se compose de G cellules d'imputation. L’ensemble d’éléments
compris dans la cellule g est Ug. Supposons que ny est le nombre d' ééments de |’ échantillon compris dans
la cellule d'imputation g et que rq, ry > 0 est le nombre de répondants compris dans cette méme cellule.
Supposons maintenant le modéle de réponse uniforme intra-cellule selon lequel les réponses rq comprises
dans une cellule équivalent & un échantillon de Poisson choisi avec des probabilités égales parmi les ng
€éléments.

Selon la méthode d'imputation, supposons que d; est le nombre de fois que Y; sert de donateur pour les
valeurs manquantes de Y; et définissons d = { dj; i O Ag, j O Ay }. La distribution de d est appelée

mécanisme d’imputation. Supposons que w est le facteur appliqué au poids initial pour I'élément |

ij
lorsque Y; sert de donateur pour I’ éément j. Pour I'élément j, j O Ay ,
Yy = D diwiy, 4)
i0AR

est la moyenne ponderée des valeurs imputées. Le facteur wj; est appelé fraction d'imputation. Il s'agit de
la fraction que le donateur i donne pour la valeur manquante Y;. Il convient de noter que w; =1 pour
i0Az et w; =0 pouridA,, . Les valeurs de d; sont des entiers naturels et la somme des fractions
d’imputation des donateurs pour une valeur manguante est limitée a un, soit :

> dywi =1 OOA (5)

i0AR
Un estimateur calculé selon I"équation (4) et ayant certaines valeurs de wj <1 est appelé estimateur
obtenu par imputation fractionnelle.



Un estimateur linéaire obtenu par imputation hot-deck peut étre formulé comme suit :

6 =Y [Z dijWiWﬁJ (6)

i0AR \iDA
= > oY, (7)
iOA

ou la notation A =: B signifie que B est défini comme étant égal a A. La somme de wj;w; pour tous les

receveurs dont i est un donateur (y compris lorsqu’il sert de donateur pour lui-méme), représentée par a;,
correspond au poids total du donateur i. Si une unité répondantei ne sert pas de donateur, sauf pour elle-
méme, alors a; = w,.

3. IMPUTATION FRACTIONNELLE PLEINEMENT EFFICACE

Supposons que tous les éléments d'une cellule d’ imputation présentent la méme probabilité de réponse et
que les réponses sont indépendantes. On peut alors obtenir la distribution globale d’'un estimateur imputé
selon le modéle de réponse en utilisant la structure probabiliste de I’ échantillonnage a phases multiples, ou
le modeéle de réponse est considéré comme |le mécanisme d’ échantillonnage de deuxiéme phase.

Un estimateur imputé é, pour I’ estimateur de I’ échantillon complet 0 est appelé conditionnellement sans

biais conditionnel pour & selon le modéle de réponse s'il satisfait I’ équation

E@ -G|F,A) =0, (8)
ou |’espérance de (8) est calculée a partir de la jointe définie par le modéle de réponse et le mécanisme
d’imputation, étant donné |’ échantillon réalisé A et |a population finie fixe F. Pour qu’ un estimateur imputé
selon I’ équation (7) soit conditionnellement sans biais selon le modéle de réponse présumé, une condition
nécessaire et suffisante est:

E(R -a;[F,A) = w, 9)
ou a; estlepoidstotal du donateur i défini en (7).

Supposons que 75, =Pr(i 0 Az |[iOA). S 77, est connu et supérieur & 0, alors une méthode d'imputation
hot-deck satisfaisant I’ équation

E(@i|A Ag) = wrrs (10)
produit un estimateur sans biais pour la population totale. Plus précisément, I'imputation hot-deck ou
a; =w; 77 pour toutes lesvaleursde i O Ay produit I’ estimateur imputé le plus efficace lorsqu'il s'agit de
minimiser la variance due a I'imputation pour les estimateurs qui sont sans biais selon le modéle de
réponse.

Si 75, est inconnu et que les probabilités de réponse dans une cellule sont uniformes, alors un estimateur
raisonnable du total est la somme pondérée des estimateurs obtenus par la méthode des ratios
A G ZiEIARﬂU Wi Yi
HFE = Z Z W, —gw
ZiDAﬂUg i

g=1 | iDANU4
ou w; est proportionnel a I'inverse de la probabilité de sélection. L’estimateur (11) est dit pleinement
efficace parce qu'il ne présente aucune variabilité due a la sélection aléatoire des donateurs. Si les valeurs
de w; sont les mémes pour tous les éléments d’ une cellule, leratio

[ Z Wi\J Z Wi Yi (12)

i0ARNUg i0ARNU 4
est une simple moyenne et, par conséquent, sans biais pour la moyenne de la céellule a condition qu'il y ait
au moins un répondant dans la cellule. Si les valeurs de w; dans une cellule ne sont pas égales, aors (12)

: (11)



risque de présenter un biais de ratio. |l est possible que le nombre d’' éléments d’ une cellule, ng, soit positif
et que le nombre de répondants, rq, soit nul. Si tel est le cas dans la pratique, les cellules sont aors
groupées. Pour définir systématiquement un estimateur ayant des moments finis, nous ramenons le ratio

énoncé en (12) azéro et nous ramenons (- NPT ) anu. Wi aunlorsquery=0.
¢} 9

La variance approximative de I'estimateur (11), donnée en (19) du théoréme 3.1, est la variance de
I’ estimateur de I’ échantillon complet, plus un terme qui dépend des probabilités de réponse de la cellule et
desvariancesintra-cellule.

Théoréeme 3.1

Supposons une suite de populations finies & indice v, detaille N,, ou N, > N,,_; . Supposons ensuite que y
est une caractéristique de la population ayant des quatriemes moments bornés et qu'on choisit un
échantillon de taille n,2n,_; parm la ¢ population ayant des probabilités de sélection connues.
Supposons aussi que la population est décomposée en cellules G, , G, = G, mutuellement exclusives et
exhaustives, que |a taille de la population de la cellule g est Ng,,, que celle de |’ échantillon compris dans la
cellule g est ng, et que le nombre de répondants compris dans la cellule g est rg,, . SUpposons que

KqG,* < N;lNgU <Kg, G, pour touteslesvaleursde U, (13)
G, < Kan pour touteslesvaleursde U, (14)

K. sn,w <K, pourtouteslesvaleursde U, (15)

K, < Ty, pour touteslesvaleursde g et de U, (16)

ou K, Kg , Kay, Kg, Ky et Ky sont des constantes positives fixes, 0 < A < 0.5, 7g, est |a probabilité de
réponse commune dans la cellule g de la population v, et les valeurs de w; sont les poids de (2) pour

I’ estimateur de la moyenne. Supposons que I’ estimateur basé sur I’ ensemble de I’ échantillonnage éu est
sans biais pour la moyenne de la population finie.

Supposons que

V{6, |F,} <KyV{Bgs, IF} (17)
pour une valeur fixe de Ky pour n'importe quelle valeur de y ayant des quatriémes moments bornés et que
éS?S,U est I'estimateur de 8 en fonction d'un échantillon aléatoire ssimple de taille n,. Supposons que pour
chaquevaleurdei #j=1,2,...,N,,

P(R,=1, R, = 1)=PR,=1) P(Rju =1). (18)
Alors,
~ A~ GU
HFEU _Hu = Z Z Wiu(ﬂazljRiu _1)eiu +Op(n¢71/2) .
9y=1 iDAgy
Deplus,
_~ A GU
V(QFEU |FU) = V(Hu |Fu)+E Z ﬂg_]zji(l_ﬂgu) Z Wizueizu |Fu ’ (19)
gy=1 i0Agy
ol

~ ~ Gy
HFEU = HU + Z Z Wlu(nallleu _1)eIU ’
gy=1 iDAgu



F, est la ° population, Ay, est I'ensemble d'indices d' échantillonnage dans la g° cellule pour le ¢
échantillon, e, =y, -\?gu , et Vgu est la moyenne de la population de la variabley comprise dans la

cellule g, dela population F,, .

On peut mettre en cauvre |’ estimateur (11) au moyen d’ une imputation fractionnelle dans laquelle chagque
unité répondante d'une cellule d' imputation sert de donateur pour chaque non-répondant compris dans la
cellule, et le poids d'imputation est proportionnel au poids d’ échantillonnage. Alors, I’ estimateur (11) peut
étre formulé comme suit : I’ estimateur obtenu par imputation fractionnelle

R G
Orere = Z Z Z WjWi] Yi o (20)
9=1 j0ANU4i0ARNUg
ol w;wj; est le poids du donateur i pour lereceveur j, wj est lafraction o imputation du donateur i pour le
receveur j défini en (4), et
-1 : —
i = | Conn, W WR R =0
! 1 s R =lei=]j.
L’ estimateur (20) avec wj; de (21), équivalent algebrique de (11), est appelé estimateur pleinement efficace
obtenu par imputation fractionnelle (en anglais: FEFI).

(21)

Considérons maintenant |’ estimation de la variance. En fonction d’ une réponse compléte, supposons qu’ un
estimateur de la variance par répétition est

~ A L ~ “

V() = ¢ (60 -6)7, (22)

k=1
ol 8 est la k® estimation de & en fonction des observations comprises dans la k® répétition, L est le
nombre de répétitions et ¢, est un facteur lié a la répétition k déterminé selon la méthode de répétition.
Lorsque I’ estimateur initial 6 est un estimateur linéaire selon I’ équation (2), la k® répétition de ] peut étre
formulée comme suit :
00 =% why, , (23)
i0A

ou vvi(k) représente le poids de répétition pour lai® unité de la k® répétition.

Nous proposons, pour |’ estimateur FEFI éFEF, , larépétition suivante:
()
(k)J ZiDARﬂUg Wiy

R G
Ofen = 2 [ 2w w0

(24)
=1 \IDAWUg ZiDARﬂUg i

G

=3 T3 wiity,

g=1 iDANU4i0ARNU
ou vvi(k) est le poids de répétition de I’ échantillon complet de |’ unitéi et W;}(k) = (Zs:ARmu ng))—l vvi(k).
9

A partir des répétitions (24), I’ estimateur de la variance par répétition peut étre formulé comme suit :

L
R _ Ak R
Vegr = Z Cx (HI(:E)FI —Orer )2 (25)
k=1
Il convient de noter que la somme des poids de répétition des dossiers de chague receveur est la méme que
le poids de répétition pour cette unité comprise dans un échantillon complet.

La méthode proposée s apparente a celle de I’ estimateur de la variance pour imputation simple de Rao et
Shao (1992). Voir également Yung et Rao (2000). Comme |'équation (24) utilise des répétitions



fractionnelles, I’ estimateur (25) est pertinent pour un vecteur de variablesy. Une fois calculés, les poids de
répétition sont pertinents pour toute fonction continue du vecteury. L’estimateur de la variance est
convergent.

Théoréme 3.2 Supposons que les hypothéses du théoreme 3.1 sont valables. Supposons ensuite que
I’ estimateur de la variance par répétition pour |'échantillon complet est calculé selon I’ équation (22) et
que les répétitions satisfont I’ équation

A 2 A
780 -p| < ¢inavig,) (26)
pour toutes les valeurs de k, ou ¢ sont des variables aléatoires ayant des quatriémes moments bornés.

Supposons enfin que éu est |'estimateur, basé sur de I'échantillon complet, de la moyenne et que
I’ estimateur, basé sur de I’échantillon complet, de la variance de éu, représenté par \7(670), satisfait
I’ éguation

e{[V6,)-v@, Ik I, | = on) @)
pour toute variable de y ayant des quatriemes moments bornés. Alors, pour une variable y ayant des

quatriemes moments bornés, I'estimateur de la variance défini en (25) pour une moyenne satisfait
I’ équation
~ ~ GU
Vegr = V (Grgy IF,)) —Nj2 z z g5 (1-11g,) €5, + 0, (N5, (28)
9,=1 i g,
ol §FEU est défini dans le théoréme 3.1, et la répartition est établie & I'égard des mécanismes
d’ échantillonnage et de réponse.

Si I’on peut faire abstraction de la correction pour la population finie, I estimateur (25) est convergent pour
V{é’} . Si lataille de I’ échantillon est importante par rapport a N, alors un estimateur de

Gy
N2> > mh(1-my,) €,

i=g, i0Ugy
doit étre gjouté a (25). Un estimateur est
G
N7 | 2w |G- (g =D 3 (v~ V)2, (29)
g=1 | i0A i0ARNUg

1 77. = N1 v =r-1 .
OU 7Ty =Ng'ty € Yo =Tg ZiDARﬂUg Yi-

On peut construire I’ estimateur (29) directement ou au moyen de répétitions.

4, LE MODELE DE LA MOYENNE DESCELLULES

Les méthodes d’imputation et d’estimation de la variance énoncées pour le modéle de réponse produisent
également des estimateurs convergants pour le modéle de la moyenne des cellules. Selon ce modéle, les
éléments compris dans une cellule de la population finie constituent la réalisation de variables aléatoires
distribuées de maniére indépendante et identique avec une moyenne /4 et une variance o . Ainsi, pour le
modeéle de la moyenne des cellules
i.
Y~ (4g03),  i0U

o (30)

i
ou Ug représente I’ ensemble d'indices pour la g° cellule d'imputation et ~ est | abréviation de distribué de
maniére indépendante et identique. La méthode d'imputation fondée sur le modéle de réponse n'est pas



nécessairement pleinement efficace pour la moyenne de la population selon le modéle de la moyenne des
cellules, mais |’ estimateur de la moyenne et celui de la variance de la moyenne estimée sont convergents.

La distribution de Y dans I’échantillon est déterminée par le mécanisme d'échantillonnage et par la
distribution du vecteur Y. Si la distribution de Y est indépendante du mécanisme d’ échantillonnage, on dit
gue le mécanisme d échantillonnage est négligeable. Le mécanisme de réponse est négligeable s la
distribution conditionnelle de Y en fonction du résultat A et de I'ensemble de répondants Ag, est la méme
que ladistribution conditionnelle de Y en fonction de A.

Si |le mécanisme d’ échantillonnage et le mécanisme de réponse sont négligeables, alors le modéle de la
moyenne des cellules est valable tant pour les unités répondantes que pour les non-répondants. Ainsi,

LI
Y I(A A ~ (4g,08) 10U, (30)
On peut considérer les conclusions des théorémes 3.1 et 3.2 comme des résultats conditionnels pour une
population finie donnée. Si le modéle de la moyenne des cellules est valable, on peut assouplir I” hypothése
d’ une probabilité de réponse commune.

Théoreme 4.1 Supposons que les hypothéses du théoreme 3.1 sont valables a I’ exception de (16) et qu'il
existe quelques valeurs de K ;> 0 en vertu desquelles

Kn < ”gui (32)
pour toutes les valeurs de g et de v, ol 75, est la probabilite de réponse de I'éémenti dans la

population v. Supposons que le modéle de la moyenne des cellules (31) est valable. |1 existe alors une suite
de variables aléatoires G, avec

plim nyz(éFEU _§FEU) =0
U

~ A GU -

V() =V(E,)+ E{ z z Tigp Ty, (L= Ty, )W3,03, ¢ (33)
g, =1 i0Ay,

ou

ﬁgu = [ Z VVIUJ Z Wiuﬂgui'

iDAgU iI:IAgU

Théoréme 4.2 Supposons que les hypothéses du théoréme 4.1 sont valables. Supposons ensuite que
I’ estimateur de la variance par répétition pour |I’échantillon complet est calculé selon I’ équation (22) et
gu'il satisfait les hypothéses du théoréme 3.2. Alors, |’ estimateur de la variance pour une moyenne définie
selon |’ équation (25) satisfait I’ équation
~ GU
Vegr = V (kg IFy) —NZ z z 331y, (1-11y,) 03, +0,(N;h) .
gy,=1 iEUgU

5. APPROXIMATIONS SELON LA METHODE PLEINEMENT EFFICACE

Dans les sections précédentes, |’ estimateur g, était construit de maniére & ne produire aucune variance

due a I'imputation. La mise en ceuvre de la méthode d'imputation fractionnelle décrite en (20) pourrait
nécessiter le recours a un grand nombre de donateurs pour chague receveur. Nous énoncons donc une
méthode prévoyant un nombre fixe de donateurs par receveur, qui est pleinement efficace pour le grand
total, mais pas nécessairement pour les sous-populations. La méthode attribue des donateurs pour produire



une faible variance entre receveurs des valeurs imputées et modifie les poids des donateurs pour atteindre la
pleine efficacité pour le total.

Supposons que w; représente les poids initiaux des répondants. Définissons
Sw = D, W, (34)
iDARg
soit la somme des poids des répondants compris dans la cellule g. Nous supposons qu’il faut attribuer
M donateurs a chague receveur. Les donateurs sont attribués de telle sorte que leur distribution est une
approximation de celle des répondants. Une méthode de sélection possible est la stratification, ou les
donateurs sont choisis dans une strate présentant la probabilité

Righ = SginW - (35)
et
Spn = D2 W
i0ARgh

est la somme des poids des ééments donateurs attribués a la strateh dans la celluleg. Etant donné
I’ ensemble de donateurs pour le receveur j, lavaleur initiale de wj; est

Wio = SgiiSqun »
ou I'éément i appartient ala strate gh.

Une autre méthode de sélection possible consiste a procéder a un échantillonnage systématique avec une
probabilité proportionnelle aux poids pour choisir les donateurs pour chagque receveur. Selon cette méthode,
lesvaleursinitiales de w;, sont M™.

Une fois les donateurs attribués, les poids initiaux Wi sont rajustés au moyen de methodes de régression

pour que la somme des poids donne les estimateurs pleinement efficaces de la moyenne de y et que la
fonction de distribution cumulée estimée fondée sur les poids, soit une approximation de I’ estimateur
pleinement efficace de la fonction de distribution cumulée. Des études de simulation ont montré que cette
méthode était efficace lorsque M = 5.

6. RESUME

Nous avons décrit les propriétés de I'imputation fractionnelle, qui consiste a prélever plusieurs donateurs
pour chaque valeur manquante et a attribuer a chaque donateur une fraction du poids du non-répondant.
Nous avons montré que I’'imputation fractionnelle au moyen d'un petit nombre de donateurs pour chaque
non-répondant pouvait donner un estimateur pleinement efficace de la moyenne. L’ imputation fractionnelle
permet de construire un seul ensemble de répétitions d’ estimation de la variance a utiliser pour estimer la
variance des variables imputées, des variables observées al’ égard de tous les répondants et en fonction des
hypothéses du modeéle, pour des fonctions des deux types de variables. Par exemple, les répétitions donnent
des estimations convergents des variances des moyennes de domaine. L’imputation fractionnelle donne des
estimations de la variance ayant un biais et une variance plus faibles que les estimateurs a imputations
multiples avec le méme nombre d’imputations.
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